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Differentiaaliviive Painlevé yhtalot

Risto Korhonen

Tavallisella differentiaaliyhtalolla sanotaan
olevan Painlevé ominaisuus, jos yhtalon
kaikki ratkaisut ovat yksiarvoisia kaikkien
liikkuvien singulariteettien ymparilla. Ta-
ma ominaisuus on osoittautunut hyvaksi
kriteeriksi integroituvien differentiaaliyhta-
l6iden tunnistamisessa.

Painlevé, Fuchs ja Gambier kéasittelivat
1900-luvun alussa yhtdléluokkaa f”=F(z,f,f"),
missa F(z,u,v) on analyyttinen muuttujan z
suhteen ja rationaalinen muuttujien u ja v
suhteen. He redusoivat Painlevé ominai-
suutta kayttden tdman yhtaloluokan yh-
teensd 50:n yhtdlon luetteloksi. Tdma luet-
telo sisalsi kuusi oleellisesti uutta yhtaloa,
jotka eivat olleet ratkaistavissa tunnettujen
funktioiden avulla. Naita kuutta yhtaléd ni-
mitetddn nykyaan Painlevé yhtaloiksi. Myo6-
hemmin on osoitettu, ettd kaikilla kuudella
Painlevé yhtdlolla todellakin on Painlevé
ominaisuus, jonka lisdksi ne on onnistuttu
integroimaan kaanteissirontamenetelmia
hyvaksi kdyttdaen [1].

Painlevé yhtdloiden luonnollisia dis-
kreetteja analogioita on esiintynyt kirjalli-
suudessa ainakin 1930-luvulta ldhtien,
vaikkakin nditd yhtaloita ryhdyttiin kutsu-
maan diskreeteiksi Painlevé yhtdloiksi vasta
paljon myohemmin. Esimerkiksi yhtalo

an+b

Xpe1 T Xp + x4 = +c,

Xn

missd a, b ja ¢ ovat kompleksivakioita,
esiintyy ortogonaalisiin polynomeihin ja
kvanttigravitaation partitiofunktioon liitty-
vissd tutkimuksissa. On osoitettu, etta ta-
ma yhtdloé voidaan esittda lineaarisen yhta-
l6ryhmédn yhteensopivuusehtona, ja ettd
ensimmainen Painlevé yhtdlo saadaan tasta
yhtadlostd sopivalla rajankdynnilld. Naista
syistd edellda mainittu yhtdlo tunnetaan ny-
kyisin nimelld diskreetti Painlevé I. Lisda
diskreetteja Painlevé yhtadloita on loydetty
muun muassa kdyttden hyvaksi diskreette-
ja isomonodromiaongelmia, sekd integroi-
tuvien hilayhtédloiden reduktioita.
Diskreettien integroituvien systeemien
yleistyttya syntyi tarve muotoilla Painlevé
ominaisuuden diskreetti analogia, jonka
avulla voitaisiin luotettavasti tunnistaa in-
tegroituvat yhtdlot laajojen yhtadloluokkien
sisdltd vastaavalla tavalla kuin Painlevé omi-
naisuutta voidaan soveltaa integroituvien
differentiaaliyhtdloiden etsinndssa. Ensim-
madisen ehdotuksen diskreetiksi Painlevé
ominaisuudeksi esittelivait Grammaticos, Ra-
mani ja Papageorgiou. Heidan singulariteet-
tien eristysmenetelmdnsd perustuu ajatuk-
selle, ettd diskreetin yhtélon iteroinnin joh-
taessa singulariteettiin, iteroinnin jatkami-
nen tuottaa yleisessd tapauksessa lisda sin-
gulariteetteja, mutta siind erikoistapaukses-
sa, jossa yhtdlo on integroituva, iterointi-
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prosessi palaa darellisiin arvoihin sdilyttden
informaatiota alkuarvoista [2]. Timan mene-
telmdn avulla on léydetty muun muassa
diskreetit Painlevé yhtalot III, IV ja V.

Singulariteettien eristdmiseen perustu-
ma menetelmd on osoittautunut toimivaksi
algoritmiseksi tydkaluksi, jonka avulla on
l6ydetty uusia diskreettejd Painlevé yhta-
16itd. Joissakin tapauksissa sen kdyttoon
kuitenkin liittyy myos ongelmia. Hietarinta
ja Viallet ovat loytdneet numeerisesti ka-
oottisen diskreetin yhtdlon, jonka ratkaisu-
jen singulariteetit toteuttavat singulariteet-
tien eristysmenetelman ehdot. Heidan rat-
kaisunsa kaoottisten diskreettien yhtaloi-
den eliminoimiseksi perustuu ns. algebral-
lisen entropian kayttoéon, joka mittaa ite-
raattien kompleksisuutta [3]. Muita ldhesty-
mistapoja integroituvien diskreettien yhta-
l6iden havaitsemiseen ovat ehdottaneet
muun muassa Costin ja Kruskal, joiden me-
netelmd perustuu analysoituvien funktioi-
den teoriaan, sekd Roberts ja Vivaldi kayt-
tden rationaalikuvausten ratadynamiikkaa
ddrellisissd kunnissa.

Ablowitzin, Halburdin ja Herbstin ehdot-
tama menetelma diskreettien Painlevé yhta-
l6iden havaitsemiseksi perustuu differenti-
aaliyhtédloiden Painlevén ominaisuuden ta-
voin kompleksianalyysiin. Heidan lahesty-
mistavassaan diskreetti yhtdlo upotetaan
kompleksitasoon ja analysoidaan siten syn-
tyneen analyyttisen differenssiyhtdlén me-
romorfisten ratkaisujen kasvua. Jos diffe-
renssiyhtélollda on riittdva maara darellista
kertalukua olevia ratkaisuja, niin tima on
merkKi siitd, ettd yhtdlo on Painlevé tyyppid
[4]. Ablowitz, Halburd ja Herbst osoittivat
muun muassa, ettda mikali toisen kertaluvun
differenssiyhtalolla w(z+1)+w(z-1)=R(z,w(z)),
missd R(z,u) on rationaalinen molempien
muuttujien suhteen, on yksikin ei rationaa-
linen meromorfinen &darellista kertalukua
oleva ratkaisu, niin deg(R) < 2. Tama yhtalo-
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luokka sisadltdad monia Painlevé tyyppia ole-
via differenssiyhtdloitd, mutta myos paljon
muita yhtdloita. Halburd ja kirjoittaja [5]
yleistivdt ja tdsmensivat Ablowitzin, Halbur-
din ja Herbstin tulosta osoittamalla, ettd jos
yhtalolla w(z+1)+w(z-1)=R(z,w(z)) on vdhin-
tdan yksi aarellista kertalukua oleva mero-
morfinen ratkaisu w, missa R(z,u) on ratio-
naalifunktio muuttujan u suhteen kerroin-
kuntanaan Nevanlinnan teorian mielessa
pienet meromorfiset funktiot funktioon w
verrattuna, niin joko w on samanaikaisesti
Riccatin differenssiyhtdlon ratkaisu, tai edel-
1a mainittu yhtalo redusoituu yhdeksi kah-
deksan yhtdlon luettelossa, joka koostuu yk-
sinomaan tunnetuista Painlevé tyyppid ole-
vista yhtaloistd, lineaariyhtdloista ja linea-
risoituvista yhtdléistd. Mybhemmin on on-
nistuttu osoittamaan, ettd sama luettelo saa-
daan myos heikommalla oletuksella, jossa
ratkaisun iteroidun kertaluvun vaaditaan
olevan aidosti pienempi kuin yksi [6].

On tunnettua, ettd erdiden integroituvi-
en differentiaalidifferenssiyhtaloiden re-
duktioilla on formaali yhteys (differentiaa-
li) Painlevé yhtdloihin ns. jatkumoraja-ar-
von kautta. Esimerkiksi Quispel, Capel ja
Sahadevan [7] onnistuivat redusoimaan
tunnetun Kac-van Moerbeke yhtdlon diffe-
rentiaaliviiveyhtaloksi

_ aw’(z)

—m+b,

wiz+1)—-wiEz-1)
missd a ja b ovat vakioita. He myos osoitti-
vat, ettd edellisella yhtdlollda on formaali
jatkumoraja-arvo ensimmaiseen Painlevé
yhtdldon ja loysivdt sen Laxin parin. Gram-
maticos, Ramani ja Moreira [8] ovat tarkas-
telleet Painlevé differentiaaliviiveyhtdloita
kayttden hyvéksi erddnlaista singulariteet-
tien eristdmismenetelmdn muunnelmaa.
Askettain Viallet [9] on esitellyt algebralli-
sen entropian kasitteen differentiaaliviive-
yhtaloille.



Ensimmadisen puhtaasti kompleksiana-
lyyttisen menetelman differentiaaliviive
Painlevé yhtdloiden havaitsemiseksi ovat
vastikddn esitelleet Halburd ja kirjoittaja
[10]. Tassd lahestymistavassa vaaditaan, et-
td yhtdlon ratkaisulla on riittdvan hitaasti
kasvava meromorfinen ratkaisu, jonka arvot
ovat jakautuneet tasaisesti kompleksita-
soon. Tdllaiset ominaisuudet ovat esimer-
kiksi kaikilla elliptisilld funktioilla. Ne ovat
kasvun kertalukua kaksi ja niiden arvojen
jakautuminen on hyvin tasaista funktioiden
kaksijaksollisuuden seurauksena. Monet
epdlineaariset differentiaali-, differenssi- ja
differentiaaliviiveyhtdlot ovat myos ratkais-
tavissa elliptisten funktioiden avulla. Hal-
burd ja kirjoittaja ovat osoittaneet, etta ta-
mdn menetelmdn avulla edelld mainittu
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