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Einleitung

Es sei (X , [. | .]) ein reeller oder komplexer Hilbertrarim und .M1X;

clie Algebra von allen beziiglich der l{orm il . lt , l]"ll : [r ', *)'i' , be-
schränkten Operatoren. Das Skalarprodukt t. .l definiert fiir jeden
Operator T e%6) einen eindeutigen adjungierten Operator T* e ''7å(X)
mit der Eigenschaft

(l) lT r )y) : l:r:'T* yl fiir alle ;t .y € X

Die entstehende Abbildung (Invohrtion) T - T* hat ciie folgenden
Eigenschaften:

(2) T** : T

(3) (7, + Tr)* - ff -i- T{

(rZ)* - cT*,
(7,T,)*- ff ff :

(+)

(5)

(6)

Schon in den vierziger Jahren wurde von S. Kakutani und G. lV. Ilackey
[9] das umgekehrte Problem gelöst: Wenn X ein reeller Banachraum ist
und wenn in der Algebra aller beschränkten Operatoren eine Abbildung
T --> T* mit clen Eigenschaften (2), (3), (5), (6) gegeben ist. so existiert
im Raurn X ein Hilbertsches tikalarprodukt so, daB (t) gilt und die
entsprechencle Hilbertsche Norm cler urspltinglichen Nornr äcprivalent ist.

Im komplexen Fall kann man aus clen Beclingungen (2), (3), (5), (6)
die Giiltigkeit von (4) nur dann folgern, wenn die Dimension des Raumes
unendlich ist; unter dieser Einschränkung erhält man ein ähnliches Resultat
rrie im reellen Fall [f0].

Unter der zusätzlichen Annahme der Bedingung (4) behandelte Y.
Kawada llll ohne Dimensionsbeschrånkungen gleichzeitig* sowohl den
komplexen als auch den reellen Fall.

Als eine Anwendung der Theorie der involutorischen Banachalgebren
mit minimalen fdealen erreichte C. E. Rickart [15] (vgl. auch [16]) eine
Erweiterung des Kakutani-Mackeyschen R esultates: Das Resultat, besteht
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tunter tler Artnahttte, tlati clie Involution in einer geniigend' groBeti 'Ieil-

algebra von allen beschrår-rkten Operatoren gegeben ist.

.Die Bedingrrng (6) ist besonders mit der Definitheit cles erhalteueu

§kalarprodul<tes verbunrlen. Neulich zeigte J. Bognår [3]-[4], cla8 eine

ftir alle beschriinkten Operatoren eines Banachraumes gegebeue Involutiorr

rnit, dert iligenschaften (2)-(5) als clie Adjunktion einer beschrånkteu

nichtentartetetr Sesquilinearform dargestellt werden kann uncl da8 fiit
Å -indefinite Pontriaginsche Råume anstelle (6) die folgenden Beclingungen

eintreten:

(7a )

(7b )

nlax I tlinr E(7) I T* T

'*LTo: {lirx,B(Tr) - 1

':o)- k,

f{ Ta - o

fnr li,-rlrplcxen Fall ist (7b) unnötig. Die Beclingungeu stantntett vott

II. [i. I(rein. t)1an 'rergleiche [a: S. 6a].

Iu tlieser Årbeit untersuchen wir zuerst den Zusammeuhang zu'ischen

clel zl,ei durch eine nichtentartete Sesquilinear- oclel Bilinearfornl

lr: Xr,iI'-K. K ist R oder C, erklärten Adjunlitionetr ttud del

Form lt .

11 liapitel .l erreichen s-ir unter einigen Ånuahmeri clie I{onstrulitiol
einer Sescluilinearform (Bilinearform) in minirnalen Iclealen del gegebenen

Algebren.
11 Kapitel i u-encleu rrir cliese Konstruktion in Operatorerlalgebrell all.

\Vir behancleln clen Libergang von Symmetrieeigenschaften der Acljunktiort

auf die Sesrlttilittear- und Bilinearform etwas allgemeiner al-< iu f4], und

ut1§ere Betrachtungen enthalten auch den nichtsvmr.netrische;r F'all'

Iu l(apitel {i geben u'ir eine direkte Ert'eitetrtug cle-. Resultats votr

Kal'ada fiir ) -Iläurne. SchlieBlich betrachten rvir Pontrjaginsche

Räunre trpti lreu'eisen inr liourplexen Fall eineti algebraischeti Erstrtz der

Charakterisietittrg (7).



1. Nichtentartete Sesquilinear- und Bilinearformen und durch
diese definierte Adjunktionen

.Es sei X ein reeller oder komplexer Iektorl'r1uln (tler skalare Körper
K ist R oder C).

\\rir henutzen folgende Bezeichnungen
,-(lX) 

- {T,,7: X -1 .7'linear},
R(f) .- riie \\:ertemenge rler 'l'ranstbrmation T ,

lf(") : die Nullmenge cier Tr;utsfr:rmation f .

X': {f :f: X*K..f'lincarl.
lf -.,- .\'' == die clirekte' fiurnme rler linetrlen llanuigfhltigkeiten J1 unrl J ,

I'l.l'i, . . .,.r',.rt,..- rlie lineare Hiille rler' )leirge l.i',, . . . . r,) .

F'iil r-'inetr txlrnlierten Raum I u-iltl ltezeir'hnet:

',rä(X) : {f €:l(X) 7 l;eschrrinlrt }.
.K* - {f eX';,f l,re.qchräuktl.

lis .seien X und I' \rektorräume nrit tlenrselben skalaren Körpei' K .

Iline Åhbilrlung ö : -{x }'- K }reii3t tine ttichtr:ntartete, Bil,inenr.f,Lrm.,
{alls

{l.la) /.i(rr.,,r - \.:.i'2,ll : r,ö1.t'r,l/) - r:b(t.r.y),
(l .lb) Ö(.r . r, At - \z A) : r, å(.r' . .i7r) -- r, b(* , yr) ,

(1.2a) b(*,y):0,Yy ,- .i:.:0.
(t.?b) b(t , y): 0 , Y iL .:- ll : {t .

Entsl-rleehend ist die ^{bbildung ö : -f .". l' --, K eine nichtentartete Sestlui-
li,nrrtr.forn,. u.enn clie Beclingungen (1.1a). (1.2a). (1.2b) erfiillt sincl und
u-enu statt (1.1b) die Antilinearitåt gilt:

(t.tc) Ö(r, r. !/r: \zU) : drb(t:. #r) -t- dz b(*,yr) .

lm tr'alle K : R fallen clie Begriffe Linearitåt und Antilinearität bzw.
Bilinearität und Sesquilinearität zusammen.
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Wir benutzen eine gemeinsame Bezeichnun&- fiir die Bedingurrge'n (l .1b)
und (1.1c):

(1.1d) b(:r , xrAt -' \zUz) .: i, öf i' . yr) * is b(r' , yz) .

wo r,-->i eineAbbildung K-K sodarstellt.daB i:r ocler'§ ist.
Die Form ö nennen r-ir darur (a .i) -linear.

Lemma 1.1. Es sei, b : -f, x Y --> K ei.ne nichtentartete (-, , i) -lineure
Iorm. Wenn {rr, . . , /o} c X ein,e linear unnbhiingige Menge ist, e.xistiert
e,ine linear unabhiingige llenge {yr. . . . ,9"}C 7' so. daB b(q.r,1 : åii,
silt "

Der Berveis irn bilineare]r F-all ist zunl Beispiel
und tler sesqrlilineare trall ist S^anz anrllog.

Falls X - )' rlnd .4 e ,t-(X ) eine bijektir.e
fiir alle r,A €X

(1.3) l)(!/ . ,r,) :- tt,(A t , y))

gilt, nennen r,yir die (o, i) -linear:e Form b A -symmetrisclt. Besonclers
fnr A: I (.I : die identisclre Transfornration) ist b symrnetri.*cit rinrl
fiir A: - I scltiefsynttnetri.sclt. Eine nichtentartete Forrn kann
,4 -symmetrisch nur fiil einen Operiitor J sein.

Fiir normierte Råume 1f . .y uncl (I- , i . ) ist die Fonn b be-

schrcinkt, falls mit einer l(onstante 7 ) 0 ftir alle e e X, 91 €l'

(r.4) tb(t' .y)t 5 yl\"|l tai

gilt.
Es sei b: XxY _>K eine nichtentartete (o,i) -lineare Folni. uncl

man erkläre

,q(, : {r e16) [?* €t((y): b(T r,9\ : b(:L"Tr, u\ i .

:Åt : {§€-c4(}') tI§'€'.4,I): ä(.u.§y) .: ö(S=,i:,y),i.

Diese von ö abhängigen }[eng-en sinrl Teilalgebren r-on {(X) uncl S8(}')
(beztiglich gervöhnlicher Opelationtn) so. clafJ sie rvenigstens alle ,qkalaren
Operatoren (die Operatoren i. Ix . ). Ir-) tler entsprechenden Räume ent-
halten.

Die entstehenden bijektiven Abbildungen x: .:/.' - ,'./tt und

* , d'--->:4.' (die rechtsseitige uncl linksseitige Acliunktion) haben die
Eigenschaften

(o, T, T- ez T r)* :- 7, T{ -i- ä, T{ }

(7, T r)* -_ r* r'r i

in [6: §. {i3j uegelren.

Alrbililung ist, uncl falls

(1.5a) Tt , T, e .4, 
"

Ann. Aca,r'}" Sci. !-enniere



(r ,5h) (l:1 *
(^J, §r)'-

rurrtl sintl r'lurch

(l .r,)

..6-.i'11 tr nclen . Il s gilt
I"alls besond.ers b ^1

{tiA ;Å: . y) ::: {tt(y

rta {3 ^{ e , /' und -J x :_::

rler Re]ation

r: ^Y:)- -: i, §i' r-

-__ sns; .

I', e. o'.Å,' ,

,§ e ,,1/.r 
,

ist. st- {ol.qt aus der'

,4.*1 y , ,r,)) -* b(* ,

nr'alle :l' e :Å'' sieht

§2 e ,'/lr ,

Gleichung

a-l y) ,

män cl"ann arls

ir§t , 
sr

lt(,t' . '[' !/) =: (b(Å T y , ,r')) - \lr(,y T'\'

nlarr d"ie Relationen .j.t c .-Å' uncl T':'

I-l*q s-ilt besonders,,-/lt -,',/'

-{ I ,'))- '- b(,1 T* Ä--r r' , !/) ,

Arrt' eine iihnlicJre \\-eise zergt

- J 1T' -l filr alle T e ,./{.t

2. Algebraische Definitionen und Resultate

Es seien .';4 und ',1å Algebren iiber' <lemselbt'n skalaren Körp:r K .

Detinition 2.1, Eine bijektil:e Abbilrlutg a'.:/t. --->'B heilSt ( &.-lineare)
Quir.:iinrclu.tiort 1), tr.:enn .sie clie Eigensclta.ften 1 1.5a) hat.

DieQw.r,siinuolutiott x'istlnaolutiott,,uentt, * : x-1 (datttt,ist ,:Å - ")å ) .

L'alls .Å =:'B eine Algebra ni,t Ein,yelentent itt und falls ein regukiresz)
Element ae ,r'l nti,tderEigenschaft x' : z1 x*ä-r, +:,:.-1 . tl*:&-1 ,

o.:r'i,stiert, 'nennt man die Qurt.siirz»olution r. i\ -.s!/ntDt(trisch.

\\'enn * a -synlmetrisch rurci i.;. . t ist. ist ,r, &uch L a -svmmetrich.
\\'enn * eine Quasiirrvolution ist. so gilt classelbe truch fiir die inverse
Åbbildung. Wir bezeichnen (r'ie schon in cler obigen Definition) die inverse
Abbildung x..1 von * mit -r untl betrachten darnm zrvei Quasiinvolu-
tionen * uud + rnit der Eigenschaft (1.6).

I,)irie Operatorenalgebra .y' cles Yektonaumes X ist dicht, falls fiir
zn'ti beliebige enclliche S.r,steme {,,,r, . ,.t',, } ,{yr,. ,An } c X,

'1 lli,, »Quasiinvoh.rtion, in I15] ist tin anclerer .t3cgritl. [n algebr.aischer Literatur
u-iircle * r'itlleicht ein i -linearer Antiisonrorphismus genannt,

r) frr ciner Algetrra ,'Å nit,,Fiinselement c ist das -Lllernent a regrtkir, falls ein
Elerrrr:rrt a-1 E,'y'| so esistiert. rlaB a-] s1 -,', n ss:l : e eilt.
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rvobei t*r,.. . ,.r;, 1 liue,iir turabiriingi gist, ein Operator ? e.'t! ntit
T ri: Ui, i: l.. . rt. existiert.

FtiLr einen Vektor rr € f rrncl eirr lineares Frrriktional .F € f ' tlef inierc.n

v,ir einen Operator i{ :),1 €',1(F):

(tr'' .f),,' -: f(,r),,(2.1 )

Fiir u*0,f t o ist r,:tJ eineindimeirsionaler'Olierator 1tia.r lteilJt
dim-R(zAl) :1). undes.uilt R(rt E fl - V{.ui. J(rt8/) :1f(/) . }nr
normierten FaIl ist clet Operator tt g f , u r 0. genatr dann be*..cirräulit.
als ,/ € f * gilt (rlanrrgilt ,t ". l' f tt .tto J' *trlr I ./'(,,') .i l 

;

ist).
J erler ellclii chrlinr {ln r" ir;ti ir I e

Operatoren der Foril u : .i

rlim Rg) =.., lt (ru ,,-\\- (l) un(l I

definiert clie Gleich uttg

rlie Iittearett F.ttitl<tioilril,

t-).)\

rr is eitit' etl(llic,hr-. § ti t rt ii rt' \-Lf t i

\\-erclell: Es sei f- €:a(§]
c'irie Bil-qis voll Il {l{ I [ ]atir r

X ,f;('t'} tt;
i.., j

rrn(i (.s s.-i1t

Es sei ?i(X) : tf €'-l-(X) rlim-R(7') -a.:r: I die Algebrt rir:i'e.rrrl-
lichdimensionalen Operatoren ini R:runr X . fn einem normierteir F-ali se'i

'Xo(X) : ?i(X) n ";)ä111 eriilårt.
Mit Hilfe von I)arsteliuug (2.2,1 beu'eisert u'it':
Lemma 2.2. l)ir: Ålqrbrrt \(-tt i,,*t dicltt. lttt ritriilierten f-rrll i.,! ,nrtl,

',\o(X) dicht.
Beweis. Esseic.u i.r,,. ...,r.,,j.igr....,U,,,iCI zs'eiSr-stcrri"r-t.rri

n Elernenten, von cleneti l.'r'r. .. ..;t',) linear rurabhäugig ist. \\-eil clit'

Bilinearform b: XxX'---K. b(:u,f):f("), und im normierten l'all clir:

Rilinearform ö" : X >.i .t'r --- K . b*(e: " S) -- SFt), nichtentartet ist, (fiir
ö* folgt das arr-s einem §atz von Hahn und Bantrch). können u'il rlir,' EIt'-
rnente l, € X' bzr\' . {l; € .Y'i' . i -::- I ir . §o u'iritlert. clall

irzu" . g;(,r,) :-:

,f,('t',) --'- /r('i'i ,fi) -. å,i

ist. Drurn geiteu ftir clen Operator'

r'

tlie Bedingungerl

?.,, ,{j }rzu- s --::-: Z y,-. 9j
.i".-,, 1

::: Z U,
.i:1

T € 'ii(§ i irz*". §€tXn(-.\) rrnri

Ålrn. Åcarl. §ci. l'ennictr'
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Tx, efi) ,f,(,,'r)Jt, .:lf;

llzrt.. ^§ .t'r :- !/i , L :- 1 ) . r'll, . I
\l-er:n :Å clicht ist und T e :Å [-l ','i(X) , T' ';-

lrat. ergil-rt siclt mit IL'i e {Å : lT'ttti : ö;; u; . i
R.elation 'ii; E; ,t'', =: l|'t T e ,'-/ , unc{ fblg}ich ist 'f
rliltrellSir-;tiitietr Operatoren in :/{. Fiin eine ciic:}rte.'

ri ie' firly-ert rlen Beclingtlngen äquivalent:

II

:å(vi
J==1

(2.3a)

(J.3tr )

,,/,n.,\(x) = (U)

I.ls existiert ein einclir-nensionalet' f)1x'rittot' irr ,'/i

l):)\

die
eriu-

irlso

rt1 .lIt ,

, ./'i .--: ). ,')t

n icllt eilrttilrl{.'I}sir,ltaI
.,,*l c/t'iJ). Hs sei

T ,,'o ' - fft. giirt tlniitt

I)iest: Ileclingung IäBt sich auch algebraisch ohne Betiutzittrg tles zlt-
grrurrleliegenclen Yektorraumes zu forrnulieren. I'alls nämiiclr tlie Ålge'brn

,,'i g'./-1X) clicht und falls zl : a E f e:lt ei:rclir.rlel.rsion:il ist,. ist

:1, €{;i,J _.,,t7'tt\. t'

. l' ), € \-
.r i' \ ^t i

eirr minirnirle.s Linl<sicieal in .t! 3\ . tinrgekeiirt ist jetie- r',;ti Itlll ver-

schierlt'ne lllenrent I eines ilitriulalen Linksicleals :{ einer ciicliten Åiqeilra
eirrtiiureirsir.riral lt6: ti.6ö]. IIit clen Bedingungeu (?.3a) tint'l (!.lih) ist;rlso
rlie folgeudt' g,^leichn'ertig:

IIs existiert ein mir.rimales l-,,irrksirle*l irl ,' ;!

t-L .j- ,'/, Å --- { f ?t A
:

ft
i i.t ''

( ?.3c )

I-)as r»inirnaleLinksideal I : { " E.f I i' € F I einer tlit}rttrr -\lgebrtr
,',tl \'tat iruch clier Darstellung gt - ,'/l P mit einettr identirrteltrrt ()pentor

P e'!: llan q'åhle P: u i J l(u): I . Uit Hil{'e tler rlic}rterr Opei'a-

torenalgehren erhalten rr-ir eine brauchbale ('ji:rrtrlitelisie'rtrttg {iir ein-

tlirnensionalt' C)pelatorerr (vel. Ii: Lenirna 2])'

Lemma 2.3. Es se i ,'y'. eine cliclfie Operutor(ii«lgel)til ie': l'r:l;trtrruuat'es

X . Der ()pertrtor A (+,0) e :L\X) i,st genau dtutn eindittte;r*ian«l. rrenn

ii,, Clleicltunq -4 T A: )'A fur al,l,e T e :Å gilt.
Beneis. lst ^1 eindimensional, A : u t /. danrr gilt

rr.bej I ;': ^;,,1I11 :,j #fl .Ir',u",,,"
i*st. e,xist iert erine linear unal:hiingiee }fenge l.i'r :

,r';:=- Å!j,. t:'.-: I^ 2. Die\Vairl T e,'Å: Tt'r --: !t.t.

') iiirr l-inksir'l.eal :t *. (0) cler Algebra :..4

r'{:}r [,inl<siclq'alt- a,tt{Jerr 'I rrncl (0) enthält.
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-4 1'A.h: ÄT:tr: Ayz: r, * )'h: )'Ayr
fiir ;rlle i €K. I

Folgerung 2.4. E.\ teien, ,Å c 9Z1X1 und, 'B c:Z() rlichte )'pera-
tore'nulgebrr:n u.ncl x'. :Å --"')å eine Quasiinuolution. lYerut T e :Å ein-
rlimen.sionql i.st. i.st auclt T* e.ittdimen.sional, wtd die Beclingungen

.,/ n '.i(x) ;r (o) , ?ä n 
"i1I-) = (0)

sinil iiquiaulettt.
Reu'eis. I)ie erste Behauptung ist trivial \\'egen cler obigen Clharakteri-

sierung. und die zryeite folgt dann aus den äquivalenten Beclingungen (2.3a)
und {2.3h). rl

3. Einige Eigenschaften von Adjunktionen

Es seien * Lrnd i- rlie durch eine nichtentartete 1-r . i; -liueare Forn'r
lt '. X'..'.1'* K clefinierten Ädjunktionen. llit Hilfe der linearen li'unk-
tionale by e X' . å" e t-' .

(3.1a) br(r) : b@ . y) .

(3.ili) ir,(y) : (ö(.u , y))- .

kaun nrilil. tliejenigen errcllichclimensionalen Operatoren T et-t|-)() bzrv.
§ €'"4(l-) rhrrrakterisieren, die einen adjungierten Operator T* bzt-.
,§+ beziiglich tler Forni ö haben. Also handelt es sich unr die Char.akte-
risierrrng- rler Algebren ./k n?(i.X) bzw. .q,t n')r"(Y) .

Satz3.1. .Us se'i å:XxY--->K ei,ne nichtentartete (",i)-lineare
l'ottrt. I'iir ,:inen Operotrtr T e9Z6) bzw. S ecLg) sind die fol,ge.nden
Bedilry u.ttge u tiquiu«lent :

(a) Te ,4't1 ',\1I1 lru.. Se{/tn'X(Y) ,

(b) rler ()perotnr T lt:r. ,S ltqt clie Durstellurtg

nn_

T -. I,.', ?, b:., bztt'. s _: : L'r 3 fitti
i,l i:l

ä,s (/ i{t d.rv,'n it

TX -: j,,

l3eu eis. {a) ::> (b) .-';=
eine Darsteltrung

IL

t 6., b:rc. ,5'' - ) tti
tl :1

sei T €.'/{,, n'x(x) .

IL

T - Z*,,8 f,
i-1

A Sui

f -r 0. Daun hat T
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uncl aus der Gleichung

" /" \
) /,tr) b(r,,y): u(,,ä ft(r)r;,a) : b(Tr,y) : b(e:,r:*yi

.rn"rrl, rvir mit, Ai€t', j:1,...,tu, b(rr,yi): öri, d.ie Relation

f,(*) - b(r , T* A,) : br,rr(r) .

\;-:-i / i:l

t

\\'(-) T* clen Operator

(tr) =. (a) : I'iir

silt

,\u' & i.,

hezeiclu'ret. I
\fegen cler Svmmetrie. jecloch clie i -Linearitåt cler Form ö beztiglich

ries zt-eiteu Argurnents beachteircl, fornrulieren rrir einige Sätze r.o:r nun
i1n rlrir einseitig.

Folgerung 3.2. Es sei b : XxY ---> K e'i,ne nichtentartete (n, fi) -line,a,re

Frtrnt.. Dann ist clie Algebra d'n"<(X) d,i,cht.

Berycis. n'ails {r1 ,...,fi,},{"r,...,2o} C X, wobei {r1 ......r-"1
linear unabhängig ist, irgendrvelche l\{engen sind, erhalten wir rnit g., € )' ,

j:1,...,%, b(r;,Ai): å;;, fiir den Operator

r:>zi&by,
j:t

ilie Relation
tu

T .t'; : )ö(.r'r, !11)q : z;,
J:I

n-as die Dichtheit zeigt. I
Falls r;4 c 41X1 dicht ist und falls ro e X ein festes von l[ull ver-

schieclenes Element, ist,, existiert fiir jedes r € X ein Operator A e ,'/t
mit ,{ no: r. Also im Falle einer dichten Algebra sind die Bedingungen

(3.2a) 6-ro10: rr@f ed,
(3.2b) Yz gitt n$fetÅ,
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iiqnivalent fiir ein lineares Funktional f e X' . Mit den Bezeichnungen

X,:{byex'lyeYl,
yt: {i.ey' r€x},

erhalteu. rrir dann aus Satz 3.1:

Folgerung 3.3. tssei b: XxY ->K einenichtentartete (t.å)-line,te
Ior»r. Dann gi,lt

X' : [,f € X'; r A/€ tÅ",Y x e X]: {/€ X' I g xo * 0: ;rn (& 7 e.'-Å'\;,

Y' :,rS e Y'iA & S e tÅ',YA e Y\: {S e l'',flUr r Ot Aoia g e .Ått;.

tr\'ir iraben gesehen, daB fiir eine ,{ -svmmetrische }-orm clie Relatiou
.Å'::Åt gilt. Auch die Umkehlung kann be*'iesen tverden. sogar rnit
schu-åcheren Annahmen.

Lemma 3.4. Es sei, b: XxY -->K ei,ne n'ichtentartete {'t ,i) -lineare
jtontt. t+nd :,4 c :Å" ei,ne d,ichte Atgebra mi,t .e( n ?((X) + (0) so, rlai3

ut'Å) (di,e Bild,al,gebra aon d unter d,er Ad,iunktion' * ) ctuch rlicht ist'
I)rLtin gilt .-/ n ?i(x) : :Å'n 

"{(x) 
.

Ben-eis. Es genilgt zu zeigen, claB ./'n ?i(I) C.'/t n ',\(I) ':ilt'
Il,q sei

i:1
a b".

eirr n:eliel:iges Element t'ott g/.' n',\1f ) . \1-

i**t. hat iecter encllichdimensionale Operator
eil :/1 n .)i(r) c ,-,t{,, ff' .\(,{)
Yorl ,-Jt, clie Fortn

2*i 8 u,' ,
i:r t

,vo.,,, o b:' e ,'/! lyegenderDichtheitvon :Å gilb. Weil .'"{n',\(I) i.', (ti)

ist, gibt es ei[ /o so, claB r I år" € :Å frtr ein von ]iull r.er-qchierleDes

;u untl d.arnit t\-egert cler Dichtheit auch fiir alle "r: gilt. Åu's y,, E i-:
{a g å1;)* e *(Å1_ sehen rvir unter Berriclisichtigting cler Dichth.eit von

x(.'i() , daB y@b*€*(.:4) ftiralle.u€f ,ye 7- gilt. E-<folgtclaraus

T*:,20,*6,.e*3,sr1

also T:qf*1+ e+(*(->{)) :{Å'.I
Satz 8.5. P'il,r eine n'ichtentartete (a,&)-l,ineare Uornt å: f ,';X*K

yinrl, rlie folgend,en Bed,i,ngungen ciquirsalent :
(a) b 'ist A -symmetri,sch ft;,r ein A ,

(b) Es gi,bt eine di,chte Algebra :Å c.4'n .'Å' , "/ O'Ä1Xi = 1o1

so, da{3 *(.:.4'1 : :Å .

a. 1. ;,x I
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Beweis. (a) + (b): Bs geniigt ,'.tt, : .'Å' : :Åt zu wählen und X'olge-
rung 3.2 zu beriicksichtigen.

(b) +(a): X'iiralle'r,ie)t gilt, $8b,erÅ (Satz 3.l,Lemnra3.4)
rnit (r 8 ä,)* : z I i-. Es sei z ein festes von Null verschiedenes Ele-

ment,. Dann ist z E fr, ein höchstens eindimensionaler Operator von .s4

nnd hat darum clie Darstellung a I d, : z & b*, fiir ein geeignetes von
r abhängiges Elernent { e X. Wegen z + 0 ist die obige Gleichung
åquivalent mit

(b(u, Y))- : b(a, n') fiir alle a e X'
Aus der Nichtentartetheit folgt die Eindeutigkeit des Elements ;u' , und
die Definition B r : n' gibt dann einen Operator B e tl6) . Dieser
Operator ist l-egen cler Nichtentartetheit injektiv und epijektiv. rreil jeder
eirrclinren-*ionale Operator'\'or1 ,',tl clas Bilcl eines einclimensiontrlen Operators
yon ,'/1. in der Abbiklitng x ist (Folgemng 2.4). llit I : B'1 ergibt sich

b(Y,r) : b(Y,B Atu) : (b(An,a»- . Z
Wir betrachten clie Algebren :4" lnd .y{' noch von einem anderen

Gesichtspunkt. X'iir eine nichtentartete (*, ä)-lineare n'orm b : Xx Y + K
bezeichnen s'ir

Ör.. €f': Ör'..,(.r:) : b(T t,A), Yr€X,

4,r€l-', ir,s(Ji) : (rr(.t'..§y))-, Yye Y.

Lemma 3.6. Es gilt ,'2(1 - {7€"-f(f) ', br.reX", YyeT'}.
Beweis. n'alls 7 E:,/l' gilt, so ist ö1,r(r) : b(T r,U) : b(x,T* y),

\\-oraus b.r,y e X' folgt. Andererseits, lyenn br,y e X' fiir alle U gilt,
existiert ein Element z, € I mit rler Eigenschaft

b(T r, A) : br,y@1 : b(x,zr) fiir alle r e X .

Die Eindeutigkeit clieses Elements folgt aus cler Nichtentartetheit der Form
b , und die Gleichung T* y : ,, rlefiniert clann die erforderte Trans-
formation T* e ,/-()-) . _l

Satz 3.7. Fiir rtine niclientartete (t. .&1-linearer lorrn b: Xx ts-+K
sind, d,ie fol,genden Becling ungen iirluit:ctlent :

(") !((x) c {y'.' ,

(b) X, : X'
(c) :Å' : tl6).
Im n,ormi,erteru ?all sind flir eine beschrtinlcte nichtentartete @ ,ä) -li,neare

?orm d,ie Bed,i,ngungen

(a') ?o(X) c .:y't' ,

t5
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(b') x' : x*,
(c') 'M(X) c f/.' ,

d,qu,iualent. Xlir einen aoll,sttind,igem Rau,m X ist die Bed,ingung (c') d,urclt

(c") qA6) : f/1"

ersetzbar.

Beweis. (a) + (b): X'olgerung 3.3.
(b) + (c): Angenommen X' : X' ist, gilt

:Å, : {r eq.6) I br,rex" Y y e Y \ : 98(X).

(a') =' (b'): Fiir eine beschränkte Form gilt X" c X* . rurcl arrs 3.3

fblgt rrnter der Annahrne 7o1X;c .'/"

X': {fe X'ir5^f e .4'', Y.r'€.f 
.}

f, {/€I'., rg/€',\o(r) , Y,,.€r }. : ;gx.

(tr'i .- (c'): Falls -{*: X' uncl ö besc}rränkt ist, gilt

51(,r - {re46)ibr,rex*, Yye}'.s >',-?6(x).

Im. Bariachschen tr'all gilt auch :/.' c i)å!X) . dentr aus tr,, -> 0 , T i1'7r --> :j .

T e:/l' folgt fiir jedes Element, y e 7'

0 :, lim b(tr, , T*:I) == lim b(1' .t* , l/) : b(t , y) .

'l\regerr <ler Niclrtentartetheit von ä gilt also z : 0 . und dann ist, f
als ein zrbg-eschlossenel im garlzen Raunr clefiuierter linearer Operator eines

vollsi,äncligert Rirttntes besclirånkt. I
I\rir sinci voru'iegend fiir den Banachschen Fall itrteressiert' Die I'olge-

rung (a') * (c") des obigen Satzes kann zur Errveiterung eiirer gegebenen

Quasiinvolution folgenderma8en benutzt, tt'erclen : Es sei gegeben eine

Quasiinvolution * 1 .y'{-->a6, :Åc'lå1X1, ?c 13(.Y),'wo X uncl }-
Banacirråume sincl clerart, daB 'Xo1X;c .:/ und ')io(y)c'1, g.ilt.

'[\ienrr ,i. als eine clurch eine beschränl<te nichtentartete Sesquilinear- ocler

Bilinearforrn clefinielte Acljrnrktion clargesteilt n'ercletr iiann. beschlie8en

u,il aus (a') - (c"). claB nran * t1lif 'lii(lt) (irls eiire Quasiinroltrtion)
so t,'ru'eiter',' kann, daB ,k(";(f)) .= '.'if I-) cilt. Das ist imurer cler F'all

(tr'olgenrng 5.7).

4, Konstruktion 1a , i)-linearer Formen in einigen minimalen Idealen

In diesem Abschnitt seien .r4 uncl '';)ä Algebren iiber clemselben Körpel
K, nrrcl sei *::Å---'Vå eine ä-]ineare Quasiinvoltttion:

(arx,*ezxz)* : ir*f *ärx!, (r)-)* : )'***, f : a-r.
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Nehmen $,ir an, da8 .',4 tlie folgenden Bedingungen erfiillt:

(1.1) Es gibt ein liinirnales Linksideal in .'-Å .

(4.2) Iriir alle von Null verschiedenen Ideale 'J c:Å gilt :r'? + (0) .

(Dashei8t: Esexistiert,rql) un«l v€17 rni1 xy+0).
Falls '-E c ,:Å ein nrinimales Liuksitleal ist, folgt aus (4.2), rla8

':t :,?4, p, p2: p (..J 0) gilt. ,rvo p.Clp eine Divisionsalgebra{) rnit
Ilinselernent p ist [16: Si. 45, Lemma (2.1.5)].

\I'enn ,'/1. eirre kornplexe Banachalgebra ist, gilt dann nach denl Satz
ron Gelfand und Mazur [i4: S. 189]:

(4.3) -!'flr jedes x€,'Å und a€9?- existiert ),eK cterart, daB

ilxa: i.a gilt.

fm leellen tr'all und itr rlem komplexen Fall, rro keine Norm erklårt ist,
zeigt sich die Brfiillung der Bedingung (4.3) komplizierter. Wir ryerclen
dieses Problem hier nicht untersuchen, und verwenden (4.3) im folgenden
Satz als eine zusätzliche Annahme.

Satz 4.1. Es se'i, aorausgesetzt, clap tÅ d,en Bed,ingungen (a.1)-* (4.3)
nit einem, minimalen Linhsid.eal t(, : d p, p2 : p, geniiLgt.

I)urtrt, i,st ',-1r: 'M p* ein m,inimales Li,ntcsid,eal, in 'fr , unil es gi,bt eine
bis uuf einen, loonstante,n falctor eind,eutig bestimmte, (x ,i) -li,rueare Form
bo: '.Lx*r+K mit der ili,genschaft

(4.4) bo(zx,y) : åo(x,z*)-), Yx e':L, Y _y e/r, Y z€:Å .

Jede solche uon )iu,ll uerschieclene For»t, ist genau d,ann n,ichtentartet, wenn
rlie folgenden Bedingungen mit ';\ : p ,:4 erfhlh si,nd,:

(a.Ia) ')i x : (0) , xe .J3 + x: 0,

(4.5b) x9[ -- (0) , x €'X =. x .: 0 .

Be'weis. Weil auch p* € ?; idempotent ist, rveil p* ?ä p* eine Divi-
sionsalgebra ist und l,eil Bedingung (4.2) auch fiir ')A gilt, definiert
'-:/!r: ','äp* "in 

rninimales Linksideal in aå [IC: S. 45, Lemma (2.I.8)].
Es seien x€9t.)-€'-4r. Dann ist x:XIl , y:yp*, uncl .nir

erhalten

I+x: (ylr*)-xp: p)-+xp: bo(x,y)p.

Diese Gleichung definiert die (o,å) -lineare X'orm åo: gZxZtnK so,
claB

;j ni"" efS"bra mit, Einselement wird, D,iaisionsalgebra genannt,, wenn jedes vom
-.r-rrllelement vorschiedene Element, regulär ist.

L7
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bo(zx,y)p : y+(zx) : (z*)')+x : Zro(x,zxy)p

gilt,. Es sei b, auch eine (4.4) erfiilleude Forrn iu '!x-Ar. Dann gilt

år(",y) : br(x,yp*) : år(y+x,px) : är(bo(x,--v)p,p*)
: br(P , P*) Öo(x , )') .

Die letzten Behauptungen sincl trivial, x'eil 'rt : -r- (Zr) ist. E
Die Konstruktion im obigen Satz ist nicht effektiv genug ftir die Be-

trachtung cler Symmetrieeigenschaften von einigen (. , i) -linea.ren Formen
in Vektorråumen.

Satz 4.2. Es sei, 9{ :')å uul ,:,'. :/! --> :/t ,,ine i -linear,, Qu,asi-
,inaolution. In all,en m'inimal,en Li,nksideulen g/- c ,'/ mit clen Eigenschaften

(a) zZ' + (0),
(b) axa : ).a fidir alle x E:Å , ae gt 

.

(c) (.+-q) x : (o) , xe ft + x:0,
(d) (xZ)x : (0) , xe1/! + x:0,

kwrutt man, ei,ne bis auf eineru konstcrnten l'alctor eincleutig bestintnie ni,chtent-

artete (ti , i\ -litteare Fornt bo 1 lL x.fL -- K .srt kr-mstruieren, drr fJ

(4.6) bo(zx,v) : åo(x,z*]') , Yx€S{.. Y1-€'.(.Yze .-st.

gilt.
Berveis. Es gibt zwei (tr pliori) )Iögliclilieiten
(I) 6.peel: p*p * 0,
(2) Fiir alle pee( gilt p*p : 0.
Tatsächlich rvird es sich zeigen, da8 fiir K : C un,:l i : a nul (1)

möglich ist (und in den Fällen K: C oder : R uucl i : e sou'ohl (1)

als (2) möglich sind).
Fall (f ): Es sei p e --d: p* p + () . \Veil .-/ p* p q',2 und */ p* p

ein Linksideal in {,/ ist. gilt \\-egen rler Jlinirtralität von ,t entrvecler
.n(p*p : (0) oder s4px p : 1 . \\-äre .-zlpx p : (0). könnten x-ir aus

derRelation (,r*1p*pc:y'p*yt: (t)) truf eineu\\-irlerspmeh p*p: t-t

schlieBen. Also gilt I : d. p* p .

Es seien x,y e 2Z: X: X/p* p, )- : l-'p* p. r' , r-' €.-y'. Dann
ist

'*" : r;il:l;i;'-j";'",":;: '.u
Wegen p*p + 0 gilt auch p+p: (p*p)- + (1 . und clanitn clefiniert die
obige Gleichung eine @,&) -lineare Forru bo: ?t;<9t ->K .

n'all (2): Es sei p ein festes von Null verschieclenes Element aus SZ .

Infolge der Bedingung (d) gibt es ein Element q € :l so, daB q* p # 0 .

Aber weil p +, q, e9{ ftir alle 2 €K gilt. erhalten rvir
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tle k,r

irntl fblglic'h

s) Ein Beispiel der Möglichkeit, von (2) in cliesen Fällen wird nach denr Rel'eis
:regeben.

I'P*qrLQ*P:0, Y).eK,
t-eil p*p:q'oq:0.

l'alls K : C uncl i:I wäre, könnten wir mit, ),: 1 unri 2 : r

die Relationen p* q : T q* p erzielen, das heiBt q* p =- 0 . uncl clies

ist nicht möglich.
fn clen anderen Fållen ( I( : C mit i : )", K : R 5)) erhalten u'ir

.l''lr':-p*q*0.
So ri-ie in Fall (1) ist clie Relatiorl 'rt- - / q* l, nachzut'eiseu. urtd

fiil x.]- €'-.{. s:x'cI*Il , J-:}-'qt'p erhalteu s-ir

)- s: (-)-'pxq)-x'q*p: -q-p)"-x'qxp: öo1x.r-) q-p.
\\-eil px q + 0 ist, gilt qip : (p* q)+ I 0, und die Gleichung clefiniert
eine }:ilineare }'orm br: '-f,'xlL -->K .

Die Ein<leutigkeitsaussage und Gleichung (4.6) werden rvie im §atz 4.1

iieståt ig-t.

i)ie \iclrtentartetheit folgt aus den folgenden Relationen I'iir rr € !1 :

(-:f)s:(0) ..> ]'-r:0.Y1-€91 + åo(x,)-) :0.\:1'€:l .

(*'-{)x:(0) <+ J-xx:0.Yy€Z + xr}'-=o.Yr'€:{
oåo(y,x) :0,YyetL.J

Beispiel 4.3. Es sei .:/ eine Matrixalgebra iiber K , K ist, R oclel
C:

':{(; f) \n,r ä€K}

in r.ler clie Operationen t-ie iiblich clefiniert sinrl uncl in cler eine linetrle
fnvolution * durch clie Zuorchrung

A*-/'-,') frir A:bq\\-z tl \val
g-eueheu u.ird. Dann gilt

A*A:bö-Pt' \\ 0 "a-frvl'
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\\'o ,tö - !) 7 : det A : 0, w'enn A zu einem minimalen Linksitletll
'.L in ,'/{ gehört (denn ,4 ist notwencligerrveise nichtregulär). In rliesem
Hall gilt also 1x:l):1 : (0) .

1\ ir betrachten separat die Symmetrie- und Beschränktheitseigen-
sr,hnften.

Folgerung 4.4. Es sei ,* ei,ne Inuol,ution untl, bo cl,ie im obigen §atz
krnstru,ierte ?orm. In ?all (1) i,st b, syrumetri,sch uncl i,n ?all (2) .schief-

;tlm,metrisch.
I3tu.eis. Fall (1) : Es gilt y*x : bo(*, )-)p* p. und clie Behauptrurg

folg-t lus der Relation

åo()., x)p*p : x*y : (y*x)* : (öo(x,)-)p*p)* : (åo(x,r-))- pt'1,.

Irall {2) : Es gilt y* x : öo(, , y) q* p turd rlanun

åo(l-,x)q*p : x*y : (åo(*,y)q*p)* : bo(x,y)p*q
: -öo(x,y)q*p.tr

lYerur insbesondere clie Quasiinvolution * a -svmmetriscli ist.
s+ : il ylr a-1 , if,* : a-1 , folgt aus cler Dar-qtellung

y-x: åo(*,)-) g, g:p-p ocler q+p

rlir: Relation

(Ln*' x)) -. 

r ;;ilT-,lå-t';:[ ;;lar 
(Y- a x)

:boQ'ax,)') ),-1a-rg fiir i-+0,
rrnd rlantit die Relation

(4.7) åo(y,x) : (bo\ax,y))- + g* : i-r&-Lg, ).+0.
Die lirihe §eite bedeutet, daB die Form bo ?,.o-symmetrisclt i-qt. u'entr tttttn

f ^€'-./:(:/:) so setzt, dag

Tux:ax, Yxe98,
ist.

Es seien (d , li ' li) nnd (?A , i' l) normierte Algebren. Dantr sititl

1-'.1- , i, .ll) nnd (:(r, i . ]) normierte Råume, und clie Opelatoren
T^, t 6 .'/, und Tr,, b 6 ?ä, sind stetige Transformationen beziiglich rler
entsprechenden Normen:

(+.s) ii";l : sup qtlff : sup 8,,--J 
= i,"l ,o+*r ;lxrl 0,,*r llxll

eutsprechend i?bi < Ibl .
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§atz 4.5. ils "seien, {.,,2{ , ij . ll) 'u,nil, (t, , I ' i) normiertp, Algebreru.

lerner setze nrun fora,us, dalS die Annahmen aon Satz 4.1 bzw. 1.2 gelten-

Dann .sind die Re'prrisentationen a ---> To , d -%(q) und b ---> Ta ,
'il ---')i,1'.tr1 stetig. llrenn * od,er + stetig ,i,st, si,nd, d,i,e i,n Batz 4.L bzw.

Sats .!.2 kon.struiertett Fornen bo stetig bezilgli,ch d,er entsprechenclen Nor-
truen,,

Beu.eis. Es silt 1- - § :-
g -: 1) , : p_p r-lflef :=* fl* p

löo(x, )'), --= i,gii*x 1i)''

lventl -t* stetig ist . u Il rl

ör(-,)-) g* -1 :s{'

\\-erll] {r stetiq' ist. -i

ö*(* , ),) g Llnd x* y .-: (öo(* , y))- g* u'ohei
ist. Dann erhalten rvir:

xii ., iisli-' lly+il li'il < i ilgii-' ii"ll il I ,

5. Eine Anwendung auf Operatorenalgebren

fn cliesem Åb...cluritt w'enden wir die Sätze des vorigen Abschnitts auf
rlichte Operatorernalgebren mit minimalen Idealen an.

Satz 5.1. Es ,teien .',tt und ')å di,chte Operatorenalgebren cler Vektor-
riitttne f unrl ]' .1u. rl.qfi .,4 n.X(X) + (0) gilt, und, sei, x: :Å --->',4

ei,ne \ -liue«re Qurtsiinuolution. Dann gi,bt es ei,ne bis auf e,i,ruen ltonstanten

Iaktor einrleutill be.sti,mrntu ni.chtentarte (a ,&) -lineare Torm b: XxY -->K
so, dafi

(5.1) b(Tr.t/1 .= lt\:t',?*y). \'r€X, Yyel',YTe:r'|..
gilt.

Ben'eis. I\-eii .,{ O .i(I) - (t}) gilt. ist Bedingung (a.l) erfiillt. Falls
Te {A 'r'on Null verschieden ist,. Tr:y +0, kann man Ue :ll so

rvälrlen,tlal] tIg-x gilt,undtlannist O+TtIT e ?2 mit l),lE':)-
-\lso ist auch (4"2) erfiillt.

Weil alle Elenrente tines nrinimalen Linksideals von ,'Å höchstens
eindirnensiouale Operaturen -von X sind, ist (4.3) erfiillt (Lemma 2.3).

Es sei':1- : / P . P : rr J f , f(rr): l, ein minimales Linksicleal i,
.'/ und ",)i - p. z/. I'alls T e '.1- r-o1 Null yerschieden ist, 7: a'8,f ,

.1 7j: Q, ergibt sich urit -l €.'/ . A,r 4.,Y(P) ,

PAT : (PAr)@f -.t {),

und (4.öa) ist erftillt. Fiir (a.5b) bemerken rvir die Äquivalenz

A'./: : (0) '=' {,4,r:) ,;,' f == 0, Yre X + Am :0, Yr€X.
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Aus Satz i1.1 folgt die Existenz einer solchen ]ris arrf'einen konstanten
I'aktor eindeutig bestimmten nichtentarteten (.- , i) -linearen Fornt
bo: lLXgEr-->K, %r:'M P* , c\a[3

bo(aT,§) : bo(T,U*S), Y?€.-.C. y"§€!{r,ylie {/.,
gilt.

tr'alls *t:{gSglyeY}, S..T'. sinrl die Åbbildungen
n->?)@f : X--->:t und A--->y&g,7- *-lr fsomorphismen (linear
und bijektiv), und durch

b(n , y) : åo(r l: J' . y .: tt)

wird eine nichtentartete (o,&)-lineare I'onrr ö:f 'l--K so ein-
gefrihrt, daB

b(Tr,U) : bo((Tn)Af ,g&g) -: bo(,T (;r r.;-fi.y8r)
: bo(x8f ,T*@As)): äo(;r:(3y',(f*#) €'s)
: b(r,T*a)

ist. Die Eindeutigkeitsaussage gilt n-egen tler r,ntsprechenrleu Eigenschaft
von ös. I

Lemma 5.2. Es seien :A eine dichte Oliertrtoren«l,t1eLru tle,sl-ektorralLntes
X mit .'Å ncR(X) * (0) und, x eine Quusiinrclutir»t ,t ; :/l -;:/t, . Iiir
e'in minimales Linlcsid,eal lZ q sÅ gi,lt

(,-4)T:(0) , f e:/: i, f .-ir.
Ben'eis. Es geniigt zu zeigen. cla13 fiir 7'e .1- , T +. (1 . r,irl L- e '-L:

tl* T + 0, existiert. X'iir t{.: .'/t P 11{ T; ;. rl krjlleti f il r\'ege1
P* + 0 und wegen der Dichtheit von {Å einen Operator' ,S e gl mit
P*STel0 wählen. Mit [/:B-P erhälturan Ue,'/P:!( uncl

u*Te: (B+P)*re: P*,S?'r =;6. ;l

Satz 5.3. Es seien :Å ei,ne dichte Operatrtrpnrtl{Jeltt'q år,.: I-t'ktr-,t'ret{n1.e8

X mit .:4 n'X(X) 7 (0) und x eint: i -lin,,,t,', Qun:iiiit'c,lutioti in ,-/1. .

Dann gi,lt:
(a) Jed,e Bedingu,ng (5.1) erfiillenrle nichtenturttte 1r . i; -liiteere L-ornt

b i,st B -symmetrisch, flir einett (uon l-t {filiingigen,,i (-)perntctr ll 6).

(b) Wenn x A-symmetrisch ist, gilt B:'AA, ,.i.: L

(c) ?alls K : C uncl &.: C ist, geniigt ,v der Br:iiiigurtg

\5,2) U-To € :/l : dim fi(70) : i . T{ 7,, .= i .

6) \\''enn K : C und ä : ä ist, gibt es eint,rt ii'stt,rt L)perator ll clerart., dafJ
alle diese Formen 2B-symmetrisch ( ]r"; -- I ) sir.rtl. \fenn I .: a ist. sind allc
}-ormen b symmetrisch ftir einen festen Opcrator R.
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(d) IYenn * e'i,ne Inaol,uti,on ist, können wil d,i,e Xorwt b sy'rnmetriscLt

'u;d,hlen uorausgesetzt, rlulS (5.2) erfallt i,st. Ialls (5.2) nicht erftlllt i..ct. i.st

tt schiefsymmetrisch.
Bel,eis. Eigenschaft (a) folgt aus Satz 3.5, uncl cler Berveis vou

Str.tz 4.2 zeigt die Richtigkeit von Behauptung (c). l'iir rveitere Symmetrie-
eigenschaften konstatieren wir, daB aus clem obigen Lemma uncl .§atz '1.2

(vgl. auch den Beu,eis von 5.1) die Existenz einer (* , i) -linearetr tr'orm
lto'. '-(.'<"L -->K, wo '-(. ein minimales Linksideal in -// ist. clerart folgt,
tla13 7)

T-S:bo(S,f)G, G:P+P ocler G:Q-P'
qilt.

Behauptung (d) folgt aus X'olgerun-9 +.+, rveil Ö(;u . y) :
öoi.i: ! f ,y fl71 ,:/!. : {rqf I r €X} aucheine (5.i) erfi.illenrleForm
iu f definiert.

Es sei f+:Af*A-L,A*-A-t. Wenn P:uG,l ist, gilt
rr-egen P+ P + 0 auch P+ u * 0 und darum \regen der Eindimensior-rali-

tät von P+

P+AP: (P+Au)gf : GP+u)8f ::P+P.
1\:eiter. erhält mau

pxl*1,: (p+Ap)*: (§p-p)*: Ep",p,
oder

A-Lp+AA*p: i,E-rp-Ap.
Es folgt wegen A* : A-t

P+P: €P+AP: EEP+P.

a,lso ist 6 i: L
Entsprecheucl beschlieBeu rvir die Relation 8+ Å P : p Q+ P uncl

folglich
p*A*A:i,p*e: _ig*p.

'ivorans folgt A-L P+ Q : - ir l-r g+,'l P , also

P+8: -trQ*AP: -piiQ-P: pitP+Q.

Åireh in diesem X'all ist p]r: L

DieRelationen P+ A P : € P+ P, Q= AP : fiQ+ P, §rt : pi, : t
becleuten, daB immer

?) Wir benutzen d.ieselben Bezeichnungen u,ie in Satz 4,2, nrtr clie kleinen Bucir-
sta,ben lrerden durch die gro8en ersetzt.
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(]*: TA-tG, ?1fi:1,
trnd clamur ll'egen der Äquivalenz (4.7) auch

åo(?,§) : (bo(LAS,T))-, ii: r,
cilt. Hierarus ergibt sich die Behauptung (b) mit Hilfe von br(t ,,y) :
ån(t:3 ,f ,y',3rfl. tr

1tr-ir hetrachten clie Beschränktheitseigenschaften der Form ä .

Lemma 5.4. fls seien ,-Å untl, ''\3 dichte Operatorenalgebren der Vektrtr-
riiunte ,1 *,nd I- ntit ..r{ n ',)i(X) + (0) so, cta 13 (Å ,l.iD u,w{
(a; , ,' ,) llanachalgebren sittil, tcncl sei *: :/1.-->')å siys Quctsiinuoltttiott.
I )qnn i.sf * t{n, Homöomorpltistntcs.

Ben"ies. lliir rlefinieren in .r-Å eine rlerle Norm :l ',r:
sl

\Veil 1'ä. I . :) eine Banachalgebra ist, ist auch ("Å,ll.ll) eine Barrtrch-
algebra. Aber rvegen der Dichtheit von .4 und wegen der Relatiotr
,'Xn\@) I (0) sind alle Banachalgebranormen in .g( äquivalent ftti:
-q. 73, Corolltrrr. (2.5.10)]. Dann folgt aus den Ungleichungen

clie Relation

§iiTtl , Yf e.4,
uncl daurit die Stetigkeit von x . und aus der Relation

'i ii§+ii < ll§+ii, : ,(§-)x : ,Si , yB €',',i,

folgt die Beschråuktheit von f : *-r. 5
Satz 5.5. Es seien ,:Å und 'M d,ichte Ogteratorenalgebren der Vektor-

rdume X u.ncl Y ntit:Ån?<(X) + (0) so, d,aB GÅ,ll.llo) und, fM,'.'oj
Banacha,lgebren sincl und, sei *: :Å ->'B e,i,ne Quasiinuolut,i,on. Drrtttt gibt
es irr -f, wtil 7' rcll.strirucli,ge Normett, 11,.11 rutd, I . i so, daP beziiglichdieser
Nonnen ./ c',)ri1Ji) , ',5 q')d(I') gilt, u,nd, dctlJ jede (i.1) erfuttend,e

\r , i) -l'hrcr.tre Fornt b bezilgliclt tlieser Xorntett bescltriinkt ist. llreiter gilt
ii/li < llA1i, ltzu,. :B { iBio, u:o, . bac.' . 1 dte erttspreckende Operutor-
norm ist.

Berveis. Es seien u, e X , u e T zrvei von )(ull verschieclene Yektoren.
ll:eil . /, und '-'å rlicht sind, clefinieren clie Gleichungen

ilrll : inf{ ll"llo ; T u : r, T e:/t },
ryi : inf{ l8l, I Su : A, S€cB },

tlie Barrachnonuen :] 
. ii und | . I in X und 7 so, daB ,.Å c'B1Xy

24
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urrd '/'3 c'7?t(1') mit ll/ll = llllio , lBi
4,2.2. 6)1. \Yenu rveiter

:!: {*8f lr€X}, f eX',
eZL-{uSglyeY}, 9et-',

minimale Linksideale in s( und 'il sind, sind die von detr Isomorphismen
;r--+,r 8f , y--->A I g definierten Normen ll 'i]r: ilrih:llr@/iin,. ri ,Uh: jy @ glo åquivalentmit,d.enNormen ll 'll und l'l 116:S.67.
Lernma (2.4.13)]. Mit den friiheren Bezeichnungen folgt aus cler Stetigkeit
\-or1 * und.ausdenÄquivalenzen ll 'll -ll'l[, l'l-]'1, clietTngleichung-:

ib(*'Y)' : 'l ,'å11 ,7,! :7,,i,1" ,; 
vrw */ii' \u $; {t 

"

Folgerung 5.6. Tl-enn (X , it ' ,'0) , (I' , I ' lo)
'/i . 'J;r Banachalgebre?L beziigliclt entspt'ecltender

;0 beze'ichnen, gilt ',b(* , y) i < T'rrfri)o iylo .

Berveis. Wenn il"il : inf { ii"lio i Tu : n ,

j,t' ?%--fr

Banacltrti utrLt: .tinrt untl
Opercttornorn?.eit j]' llo,

r €. ,,,/{, 
-;, ist, gilt fiir

Ilrllo : llT olo < Il?lio li"llo,

\1'olillrs ,r,i2)'tnlt' ,rllo folgt. Aber dann sind die Banachnortnerl ji 'i,
trncl 1, '110 bzs'. i ' , und i ' io äquivalent. I

Es folgt direkt aus Satz 3.7:

Folgerung 5.7. Es sei *: -y'| *Jå e'i,ne Quasi,i'naolu.tiott. ir-r, .t! utd
')',i Banachalgebren beziigli,ch der Operatornorm,en d,er B«nqcltrriu»ie X und

)' so sittd. d«,8 'Xo(X) c:Å c ')ri1I) und, ?i0()') s')r,'c'5t]-) gilt.
Dcrtni kcutn * «uf ')i1-f) so ertt'eitcrt u'erclen, dcrft *'5(-Y) =- ]l(I') ist.

\\iir bemerken noch. claB Satz 3.7 rincl Folgerung 5.6 clie Clhar:aktelisie-
mng aller solchen nichtentarteten Bilinear- ocler Sestprilinearformen
D: f >:Y_-K (X und Y Banachräume) ermöglichen, clie fiir jeden

bescrhrånkten Operator einen beschränkten adjungierten Operator definie-
ren:

Satz 5.8. ni)r eine nichtentartete Bil'inear- ader Se.srlu'ili,neo,rform

It: XxY --->K, wo X und, Y Bqnachriiume sdnd, sind, rlie folgenden
B etli,n,gung en riquiualent :

(a) §l' : '1A6), d' - lå(7'),
(b) 'B(X) c ":y'{' , aAg) c .y'tt , x1'ts1X])\ : '}A(y) ,

(c) b i,st beschriinkt, uncl, es gilt X' : X* , Yt : l-* .

Berveis. (a) + (b) : Trivial. (b) + (c) : X'olgerung 5.6 unrl Satz 3.7.

1c) + (a) : Satz 3.7. tr
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6. Charakterisierung einiger indetiniter Räume mit Hilte einer Involution

rls sci { eirr tr'ektorraum und å eine svmmetrische nichtentartete
Sesqrrilinearform darirr (dann benutzen rvir die Bezeichnung t»Skalar-
produld<<).

nen Raum (,{ , å) nelrnen wir einen )) -Raurn, u'enn ein Hilbertscir.es
skalarproclukt i. . .l und ein beziiglich dieses skalarprodukts beschränk-
ter' ()perator ,/ so existieren, daB

(6.i) l:(:v,y):VrlAJ, Yr,ye,X mibJ:J-l :Jt*t
ist, n'o lxl die acijunktion beziiglich cles skalarproclukts [. .] bezeich-
net. Die Form l-r ist dann j . t] -beschränkt; . i : [. .],, 

.

1\'ir nehmen an, claB (x , ö) ein -) -Raum ist. Aus cler ,Nichtentartet-
heit von å folgt. cla8 alle Banachnormen, beziiglich cleren ö beschrånkt
ist, iiquivalent sincl 12: Theorem 4.2]. Dadurch w-erden im Raum x eine
nur von --å abhångige vollständige majorante Normtopologie und tlie
Klasse ',ä(x) clefiniert. lvenn wir nicht and.ers erwåhnen, meinen alle
topologischen Begriffe im folgenden diese Topologie. Das inclefinite Skalar-
plocltrkt i-r bestirnmteine antilineare fnvohrtion x mit :Å, - :/tt -,,rj(I)
rtncl

(6.2) T*:JTL*tJ. Y?€.,5(X) .

\\ietrrr $.ir p..:ig +J), p_:+(I _J) clefinieren, gilt
(6.3) .I: P+-P_, 

': 
P+_rP_.

trnd P* : PLll : P*: P'._.
-Die Projektoren P- und P- bestimmen im Raum x eine Zerlegung

(6.+) ,: x+@x_,
r'o lr- -- R(P=). lr- : R(P-) abgeschlossene Teilräume sincl ,,d die
surnme direkt unrl orthogonal bezäglich sowohl b als t . r . I ist (clas
IreiBt b(r, !) : l.r, y):0 filr alle o €X-, y €X_ gilt.).

tr\'eil b\.r:.y): lx yf , .rr,y €f nncl b(t,,y): -Ltty7,.t' , y €,Y* ' sind (&, ö) und (-K- , -å) Hilberträt,ne. Die Hilbertsche.
Dirnerrsione, vo, Råumen (x+ , b) , (x- , -b) sincl von der Zerleg,,g-
unabhångig. Das folgt leicht aus [12: S. 109. Lemrna 1] unter Berticksicliti-
gung rler Ärluivalenz der majoranten Normen. Wenn insbesonclele die
Relation

(6.5) rnin{dirnXr, dim X_} : k, k:0,I,2,..
gilt, hei8t der !) -Raum (x , b) ein h -ind,efiniter pontrjaginscher Rautit.
trvennspeziell k:0 ist,ist (x ,b) oder (x, -ö) einHilbertscherRaum.

Ann. Acad. Sci. Fennicre
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Es sei .y' eine solclre * -irrvolutorische Teilalgebra von 'M(X) (das

ist *(.l4) : ,:y'. 1, tLaB J e.:1 gilt. Dann ist d auch [*] -involutorisch
und '*,eil «lie Hilbertsche Adjunktion [*] der Bedingung

(6.6) Ytx17 =.. {t.TE:Å + ?:0,

gerriigt, gilt fiir *, : :Å * , t{

(6.7) T';J7'-.o.Te:/{ + f :0.

Sei tirng;eliehrt l,Å . ,,' ) eine tlichte Banachalgebra des Vektorraumes
f rnit der antilinearen fnvolution x derart, daB .v4 n ?i(X) I (0) ist.

GemäB Satz 5.5 exist'iert eine bis auf einen von Null verschiedenen
konstanten li'aktol eincrleutig bestimmte nichtentartete Sesquilinearform /-r

in lf so. claB

(6.8) lt(T ,,' . !) lti,t' , ?'r'- y) fiir t-rlle .r',!/ €f . T e :;1.

gilt. rurci eine bi,. iruf- tlie Nolniärluivalenz eindeutige vollständige Norm
cles Raurnes f beziiolich tleren die Form ö beschränkt ist. Eine solche

Norrnrvirrlmit ,,,,, : in{''{ 't,f't'Tu,:r,Te :Å}, u-,*0, definiert.
(Vgl. Berveis vou ,).5.)

Die Menge ailer ({i.8) erfiillenden Skalarprodukte sei mit SP(x) bezeich-
net. lrtir Skalarprodukte ls, , tL, e. SP(i.) gilt br: ),b1, 0 +,1 € R .

Nacli llti] u-irrl eine nonnierte O1:eratorenalgebla ({/l ,l ' ll) eines nor-
rnierterr Raunres {f . ) .".lrtrl; irrcdu.:iöel genannt. u'enn ftir jedes Ele-
rneut y eine Iir;n,siante \\ so c.xistielt. cla8 fiir jedes r, llrll : I ein
T e gl rnit T ;t' : lJ . 7 :.. r,, zLr u-äirlen ist. Der eingefiihrte Begriff
ist beziiglich der \orrträc[rir-alenz der gegelrenen Normen in .7/ und in
X invariant.

Satz 6.tr. E; .sei (.r' , i ' ir) eitte clichte uollstiinclige Operatorenctlgebru
des l'ektorrutmtes X mi,t der anti,lineuren Inaol,utiott x clerart, dap I e 91.

und, :/l n ','i(f ) : (0) i.st"'un,rl .sei, {t/l ,1)'ll) stark irred,uzibel beziigli,ch d,er

Norm .. '., : .r' -= irrf l 7t Tu:r\, u+0. Wenn e'in El,ement
.I -- J* : J-r €, /! .so r:,t:i.stiert. d«13 die Bed,i,ngultg (6.7) erftillt ist, gilt

(a) SP(..) ;- l,) und rlir' Form ö € SP({,) hat d,i,e Darstellung b(r , y) :
LJ x t yl r"tcler b(.t' , !/) : f- .L' ltl mit ei,nem Hi,lbertschen Sltalarprodukt

t . j . l so. d«p J sr:lb.stul.jttn;1iert lte:iigliclt t' 'l i,st.

(b) f)ie §or»t i ' . *, -,= [.i: t'f12 ie,ftniert rlie tnajoru.nte Topologie
uon b.

(c) Die Olterrttrtre'il tlo'n .,t{ sind, lxscltrcinl;t beziiglich d,er Norm I ' l

mit 'T ! y 
"7", 

. tL,o . i rlie entsprechende Operatornorm ist.
Berveis. Es sei [x] : ..{ --u.,/ ; Tl*1 : J T* J . Eine einfache Verizi-

fierung zeigt, daB [*] eine antilineare Involution in s4 mit Jt*] : J
ist. Es gilt dabei die Bedingung (6.6). Dann folgt aus [l5: Theorem 4.4]
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(rgl. auch [16: S.

produkt ['l'],
tu,U €X. f e ,4,

åcluivalent ist. Wir
Dann erhalten u.ir

264. Theorem (4.10.7)]), clall ein Hill:ertsches Shalar-
so existiert, da8 lT t: i lt], :-:: [,," i I'[*l y7, fiir alle
gilt und da8 clie entsprechende Nonn ' i, mit ii ' i:

clefinieren ein Skalarproclrrlit lin . hu(.,' , lJj -,: [,/ r: i y], .

bo(T r ,y) : lJ T r lyl, - [,,r f't*t J Uf,

: lJ J .t: I TtxJ J yl, -- lJ t ),1 ft*t J A7,

: bo@ , J TL*1 J ll) :. t4,(.r , T'* yj .

also gilt ö6 € SP(*) . Wenn b: Tbo ein lreliebiges Elenient ans SP(*)
ist, eilt'

b(r,y) : ALJ e'iy), : lJrc ,'!t), J, - .l qrler - J

wo t. I .l : lii [' | '], ein Hilbertsches Skalarprodukt uncl .,I, selbst-
adjungiert beziiglich t . I . I ist.

Aus der Äquivalenz der Normen ' i, uncl I ' i f'olgt riie Åquivalenz
cler Normen l.l, l"i:lr lr]uu uncl lr .' rrnclrlanrrrrg-elterrarrch (b)

uncl (c) (Satz 5.5). f
Folgerung 6.2. Es sei (X , ,'ro) ein Bttnat:Jiteitn: i!ilt! ../' r:ine be-

zil,glich der Operu,tortzorm i;' io uollstiittdige Te.il«lgelLrt t'r.tl1 'ä(X) nit der
anti,l'inearen Inuolution x so, d,a[3 I e:/1. iulfi ']i,(tr) c .'/ gilt. nails
ein Element J : J* : J-t nxi,t (6.7) ex'i,sti,ert..tind, dic mujorq,nten, llormen
im Ergebnis des ob'igen Batzes der ursprilngliclLen Nornt «qni,ralent.

Berveis. Sei ll 'll , llrll :inf{ll?lio,Tu.:;r.r'E:/!1i, t(-0.
Weil ciie Normen ll .ijo und ll 'll åquivalent, sirrrl (r.gl. Berreis von I'olge-
rung 5.6), geniigt es zu bemerken, claB 'lio(I) siari< in'ecluzibel ist. Äber
man kann a-, : y n u'ählen. denn nach einetr >atz vrln Hatur uncl Banach
gibt es fiir r : 0 ein beschränlites Funktionirl ./'. ,/(,,') == ;p]lo , ii/ii : t

unddannerfiillt T : U ! / clieRelationen 7 €',inil), T ;L' : f(,r) y : A,
ll?llu: ll/llllyio : !/ o. \1'enn i:r,o: 1 ist. I

Bemerkung6.3. ll'egen b(r,y) : l.I * iy) oder b(.t,y) : t- J t ty)
ist (X ,b) ei,n k -indefiniter Pontrjaginscher R«u,rn. tre'nn die: :u.sdtzliche

Beclirugung

min { clim R(I +,/) . cliu R(I - .l | : k

erfii:llt i,st.
Wir betrachten die Eindeutigkeit von ,] .

Definition 6.4. Es se'i .:/t eine Algebra xr,it Einseltntettt 'iLrtd x eine

Inuol,utionin sA . Di,e El,em,ente a ,h e 91. si.ni, rlnittir aquiL,cLlent (i,n, :Å 1,
uenn e'i,n reguliires Element t €:Å so eristiert, dofi b -- u* it u , u* : u-1

si,lt.
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Satz 6.5. Es sei (X , ö) eitt ',1 -Raum,, und seien J , J, zwe,i Opertr-
torenfilr die Dcu'stelltotg (6.11 gilt. ila'nn.sinrl J und J, u.nitcir iiquiualent
itt, 'ld(X) (ttezilglich deruan b erzeugten Inaol,ution x ).

Be*.eis. Fiir die entsprechenden Zerlegungen

X.:,Y,6X .{: Xt,)€)Xq

können u-ir t'egen rier Hilbertscherr fsomorphie der Räume (X+,b),
(Xlll , a) uncl (x . - ö) , (x11) . - ö) bijektive lineare Abbildungen
I' : f- -. I!1) uu<l Itrl : -{ -+ Jrtr so clefinieren, claB

b(V .t . l'' lt) : tt(;t - tl) fiir alle r, y € Xa,
b(W r, ll' y) :, lt(,t', y) fiir alle x,y e X*,

gilt.
JIit der Definition

[.- t' -. I'.r' - II-.r-. fiir ,r. == ,r., r- .-t* , .u-. € X; , r- €. X-

erhalten rvir clanu eine biiektire liueare ^\bbilclung [r' : -f, -> { nrit cler

Eigenschaft

h(Li;r, LI y) - Ö(Ir.u- , II:"r- ,['y' - Il'y-)
.: b(|-,r,.-. I U) r b{l[' ;:-, IY'y-) : b(r+,Ai * b(x-, y-)
: å(,i' - - y-. .):-, -f- y-l : h(n , y) .

AIso ist L: €',)i(lf) [2: Theoreli 7.5]. Dann gilt auch L7*1 €'B(X) , uncl
die Relation ö([,""r. y) --= å([I.i' . I' {I-L y.) : b(r ,U-'A) zeigt, tlafj
['* : [/-1 ist.

\\'eiter erhalteri ri'ir f iir ,:in Fllernent ,r' - .i'- = ,r'

L'* .11(- .,. : [.'_t .1, il' .,._ _ II'.t,_) : L-_1 (i'.r_ _ II-.t,_)

:1r -;t.---ie.E
l\:ir betrachten clie Annahmen in }'olgerung 6.2. Es seien besonders

,/l :' )ä1X; und .I : J* : "l-t so. tla8 die Involution x die Bedingung
(6.7) erfiillt. Falls ./, rlenr 0perator ./ unitår äquivalent ist, gilt ,t :
J{ - Jl'. uncl Beclinguuo- (ti.?) besteht auch dann, wenn anstelle ./ der
Operator = ,1, orler' .J1 :l-r:setzt ist.

Sei umgekehrt J, - Jl' --' J,' nrit (6.7) (J, anstelle J ). Aus de,
I)arstellnngetr bQ:.9):l-:_.1 )' yl:l+LrlATr folgt dann, daB Jl
ocler - .lL mit J unitär årltrivi'rlent ist.

Ftir echte llleilalgebren ,'-/t vott ',ä(X) können rvir keine entsprechen-
clen Aussagen (betrefferrd der t-nitaritåt in ..,{ ) berveisen, denn es fehlt
die R'elation L! e;tl' '

.l {.'K ril Nxt,L-rrlx
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7. Besondere Betrachtungen fi"ir Pontrjaginsche Räume

lVlan kann die Pontrjaginschen Råurrre irrrc,h rnit Hilf'e geniigend grolSer

Teilalgebren von 'B(X) charakterisieren. I)afiir n-erden wir eiuige funda-
mentale Rezeichnungen geben.

Es sei b eine svmmetrische Sesrluilirrrurfrrlnr cles \-ektorraul.rle$ X .

Es gilt also b(y ,n) : b(. ,y). Jnsbesontlerr: ist å(,,'.;r) irnmer reell.
und rvir können die Elemente vr»r .\ Iilassifizieren:

lr(r' . ;t')

b(l' , ,t')

b (.r' , ,t')

b(t' . .r')

I)er f'eilraunr ( == lineare llannigfaltir.iieitl --ll c l ist posiir.i' (trcutral
usu'.), r,r.enn iedes von Null verschier-lene Elerncnt volr J/ positir' (neutral
uslr. ) ist. Besonders gilt fiir einen neutraler.r 'lt,ilra u rn ;11 atrclt: Ö(,i' . u) -- o

fiir alle ;1,,y e XI

>- (l

::,: { i

..t', ft

Lemma 7,'1. frs se; t) riri
A[,gebru mit rler Iitr:olutioit :r

,i',ll €f .Te ,'t:! Gilt. I'ii,'
(a) T':' T :-- (-1,

(b) Il (T ) ri r: iti r'ul .

aqui,ualent.
Berveis. Die Beclirlgtlltg T':' 'l' .,' i l i iiy tt IIr'

l{ichtentar:tet}reit von b n-}it lt(T-':'T , . :i '; * fiir
rralent. \Iieil b{f i< T n , U) -: tt{T ,, . 7' lti ist.
tt(t,' , ?l') -:: tl fiir: aller il' , ?!' € Ji('f 1 iiritrir-alr:lit. \\'rl$

S\ mmetrie rrllcl Sescluilinearitiit r^er]it i] rlic' ]'t'utr.itlitij,t
T

Nach cler Tenninologie lotr Bognal i'l: S. (il] hat das Skalarprotlukt å

des Raunres X einen finiten Rlttrl l; ' /; ..,: rt i ier Indefirtillreif. u'enir
eine Zerlepprr-Lg

(7.1) I- -\ :-\

in der X, ein positiver 'l'eih'truni utrrl -\ ein neetrtir-er' 'i'eih'irunt ist
tund in der clie Summe Ö -ortliogotral ist s,r c'sistielt. ilalJ

(i .2)

s^ilt.
Das folgencle

rnin { dirn f riiiir f ' :-

^§Å'rrltri'.1,,'r,,i :ti;t i,, ^\- tr trti , ,'i C - i t-\ i ,'iiit
§/r. ii ,i 1'; l,i'j- ,' . :! ', li\., , T',' !/ ) ,fUi' Ullt

T € .'' ..,,rll r!i, lJerl itttJ itltq(:n

,t'€ -Y ist ''.\-eq'elt tlet'
rr.lle .t'.y €f iirtui-

i .t 7'* 1' ---.: ( l ]x it
seirlerse-its \\-eg€)Il rler'

\-0Ir l?tf ) trer1eutet.

Lemma ist in [ +: I-,etill'ltrt Jl ]l('n"ies{'t} \\'or{iei}:

tr;*isitir'<,.

lif"tItI'iii,,.

iit':lrltir-,,.

ttit'iitireuittir',

ist

ist

i.t
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Lemma 7.2. Das Bkalarptrodukt lt hut einrn, finiten Rang k der
Indefinitheit genau, clann u.tenn tlie lled:ingurug

( ?.3)

(rfiillt 'ist.

Wir erinnern, da8 fiiLr eine x -invtilutorische ()peratorenalgebrri .'l
tles Vektorralrmes X die Bezeicilnung St'}(x) rlie llen.ue aller Skalar-

lrrorlnkte Ö nrit b(T:L' ,il --= b(t' .1'* !t\ Ji.ir irllr,' ,,'.f 6 X . 1' e ,:r'|

l;ecleutet.

Satz 7.3. Es se,i, X + (0) ein BanuchretLm itutl .'tt riue bet:iiglir:h iler'

Operatornorm z,oll.strind,ige Tei,lal,gebra uon ')31F1 .so. ii«fi '.\0(f) c:/! uncl,

I e {Å gi,l,t. Iiir eine unt'il,ineare lnr:olutir-,it ,t t'oit :it .,rittrl rlit' folgt'nden
Pt e. d'i n g ung en. gl eichn : er t'i g :

(a) Es gilt SP(x) 7, A , unrl (-f,,1r) ist r.in Ä'-ittte{initer Pontrjugin-
scher Rqunt fiir ein uncl domit fiir alk 1., € SPi'r't .:tt. d«{.1 rtir major«nten
tollstiiniligeri f ctr;nett ntit rlrr urspriitrqlit'ltr; ti. )-ur'tt, iirl ttlt:rtlr.,tl .:inr'l .

(b) Es gilt SP(x) = 0. uiid titi ,\l;altryittr,rlrrl;l rrtil qll dir ettdcrptt
å € SP(x) haben einett Jiniten R«ny1 l: rlrr litltJ'iiiith, it.

(c) Es exi,stiert ein Operotor ?oe ,tl . rlirn l?l?',,) ,== I 7;* 1t;, ';. tl) .

und di,e Bedingung

(7.{) max{ dim,E(7) \ 'l'*:l'.-. l.f . ?r e .'/ ', =-. Ä'

i.tt erfiillt.
(d) Es eristiert ei,n Operator .f € : tt .

J : J* : J-r. min { tlinr /?(1 .l) . rlirn l/, t -- .l\ i -- A.

rritrl * erfil,llt dic Beclingung

T','JT:-= (-) T'-€

Berveis. (a) + (b) : Eine I'olgemng aus rlen De{'initionen.
(b) + (c): Weil fiir jeden enrllichdimensionalen Teilr:a,um ,\r ein Ope-

liitor T e .:t1. so existiert, dal] fr(?) -- -V ist E), ftrlgt Bedingung (7.4)

trus Lernma 7.1 untl 7.2. \\'Ieil å € SP{x) nichtenta,r:tet ist. und X ,- (0)

gilt, existiert ein Element e,: ö(;r'6,;i',,) ;. (| . f)ann,geritigt jecler Operator'
To e ,'/.; R(T) : V{ro\ den Bedingulrsen ?t Tu - r.t . t'litrt -R(70) :. I .

ntax { dinr ff I ,.V nentralel' 'le'iirtr r}lll | .- Ä'

*) IIs sei närnlich {t, , . . e,}

i1{e,1 :: äil (Lemrna 1.1). \\'enrr

ist . gitt dann

e.ilr- Ba.i* i-orr ^\' ull{j I.i,

,l

:l r:: r: :' i'; t' ;
'i

II

l,t

(,', ''

J rrxxr §",\ n.r,\ lrN

'l' -- o

../;,1 C ,\-'r rnit

il

iilit E t; ,
ii

,f'; € ,'il
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(c) ,+ (a): -{us -L'oigertin3- ii.7 folgt, daB die Involution x auf rleu
Raurn '),i(X) derari errreitert terden kann, daB *(Y,)(X)) .:'B1X; ist.
und cliese Erw.eiteruuc' kann rnit Hilfe einer nichtentarteten symmetrischen
Sesquilinearform å (r'gl. Satz 5.3) so dargestellt rverden, daB b(T n,A):
b(r,T*y) ftir alle r. y € ,Y . 7 €',6(X) gilt. Die Errveiterung geniigt
den Bedingungen: rninrlestens ftir einen einclimensionalen Operator To uilt
Tt Tn -:. 0 , 6nrl

sup .{ rlirn /i{?') ?'* T', :- [)

['all es aber l4riire sLU", I rtirrr Il(7') T4' T
ein nelrtraler 'f]eiiraunr l- . (linl J' ==

Operator ?' € 'l'.1(å ) " /t {:I''i .=: § . rlerr

k+ | . T'u T =:: { } Es s,'ilt iilsti ii ttch

nlilx I rli rrr ii t7') T=={).T€

und ciir' I3etrrauptultg I'llgt aus L+: 'I'heoreln 3].

(a) :1. (.1)' I\-enlr {X . &) ein Å -indefiniter
mit J ::= .f Å' =- .J 1 . å{;,: , .ry) --=: l,f ,t: ', ,!/): vlro f. I

produkt ist. fbl.st trus rler l3erlinqung

,Te,tå(x) )=k

k +1 , und clann geniigte jeder
Relatiorlen Ted. climRi() :-

5(f) i - k.

Pontrjaginscher Ratrnr ist
'] ein Hilberts':hes Slialar'-

min i tiim R\I -./) , dim R(I - J) j : k ,

da8 I-, J E,'.t1. otLet' I .i 6.,1 e-ilt,undryegen Ie,tA auch,Iegl .

(tl) ,- (a) : Betttell<,t11* i;.:1. ;

Irn Falle K --. C rr-ollen ii'ir eine »spelitrale« Charaliteri-"ierung ftir:
Pontrjaginsche Råunre geben.

Es sei ö ein Skalarprotlukt des \-elitorraumes ,Y .

Lemma 7.4. \Fenn I{ cin h -dimensiortctlers) neu.traler Toilraum, uon

I ist, gibt es ei,nen l; -rl,iynen.qionctlen neutralen ?eilraunt M aon X mit
d,e'n, Eigenschr$ten:

(a) -l1O -lr- -- (1,) .

(b) 1( : ,11 - ^)- ist ttichtentartet,
(c) X : .{i e -Ii trq ]i : {x eX I b(r,y) :0, Yy €1i}.

W ir könn en uuch li n r, q r t t ti.ry bli ii tt{l ige lI engen so w(ihlen, du p {e t. . . . . er} c -\- .

{fr,...,f*}cr1I 1 l)i(i..fi) 4;.i . ;.j: L,...,k, isf.
Berr.eis. Fls ,reien h'r . . . . . .r1) C -Y linear unalthängig und

{2r,...,2h}C-{ so.rlalj b(..t:; .:i)- å,j, i,j : I,. ,,Å' (Lernmal.l).
Wir bezeichnen l,: l-i2r.....:ri. Dann ist clie Summe K: N + L
direkt, rveil mit

-1._;' i"i r,n,itici, turd 1.lositir'.
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folgt wegen der Neutralität von N
lk \

0 : b(*,r;) : Ul)§izi,ril : §;, i ==1,...,k.
U:r /

I)ie Form ö ist nichtentartet in li . tlenn au-u detr Relationen

" 
: 

,ä,;,r'; 
_l *.r§, ",

b(r,y):g ftiralle yeK

fblgt p;:b(r,ni):0 und darum auch ri =..b(t,,:;): A, i:1,...,k.
Es sei K : K+ @ f- eine Zerlegung- \:olr /i 1l'eil 1{ endlichciimen-

sioual und nichtentaltet ist. ist clie Existenz lrekatrntlich garantiert) und
es sei ,/o der von cliesel Zerlegung clefinierte C)per:rtor in 1i so. daB

hk

i,-.-,1 i-.,1

Jor : fr+ - fi- fiir J : .i'- -- .i'-.. .r'- € 1i*. .t'- € Ii .

gilt. Wir rvählen eine orthonormale Basis {er ....,ak)\ rron ,\i beziiglich
<les Hilbertschen Skalarprodukts [' i'] in fi: [,'" ly] : b(Jor,A).

Es sei M: JoG'i). X'iir ein Element r:: Jat' ,,*' 61r gilt

Ö(.r,.r') : b(Jor' , Jor') : b(J'!a' ,r,:') : b(r' ,r'\ : g.

I-iir fi : Joe;, i : l, . /.'. gilt lI : V{fi....,f0\ untl

b(et,fi) : b(ei , Jo e1) : b(Jo r:; . e1) : lle; e;) : öii ,

\\'oraus folgt wie oben, daB die Summe l- - -11 rlirekt ist. \\-eil ciinr ,11 :
clinr.Y:/r ist, gilt dim (N +IyI):2k uncl fotglich -[:f +-fZ.

Es ist aa zeigen, daB X : K @ l(' gilt,. \\-eil ,K nichtentartet ist,
ist die Summe direkt. Es sei {yr, . . ., Ur*} eine Basis von K . \Yeil

. : y-xi!;* (. -';",r,). v,r€x.
-r \ i--r /

gilt, geniigt es zu zeigen, daB u'ir die Zahlen ofi t . . , x», mit

r - 1,o, ui e K'-

/2k\
b(* 7.*,ai,ui) - o. ,i==:l:. ,2k,

| /-l

\ir/

ocler

elas heilSt
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i u (§, . yr) \; -- ö{.r: , ui) , j-: I ,')k
i..1

u.åhlen könttert" Åberr rurs

rlet tb{ll, , ?li)) = {} ist. ttufl
I

lls sei ,'./{ eine'rlgebra rnit
Das Spektrtt,nl o-(x) des

rlefiniert

r'ler Nichtentartetheit von K folgt, dalJ
rlamrn hat clas Gleichungssystenr eine Lösung.

Einserlement e iiber dem Körper K .

Elements x e ,'Å rvircl folgenderma [3en

o7$) : I ie K -t - l" e nicht regulär ).
Falls .:.2( eine liomplexe Bnnachalg-elrra ist, ist das Spelitrum jecles Elernents
eine kompakte nichtleete )Ienge in C . In einer x -involutorischen Algebra
,'/, ist das Elernent x selbstodjungiert, wenn x* : x gilt. Falls die Involu-
tion arrtilinear ist, ist rlas Spektrum jedes selbstadjungierten Blements
svmmetrisch beziiglich rler reellen Achse.

Lemma 7.5. Es .*e'i .'Å ei,ne x -inaolutorische ( * cnxtilinear) ucl,l,-

strindige Tei,lalgebrtt t;on 'r"i(X) cles kompleren Banachrauntes X ilerctrt.

dap I e.'/1, u,vtcl 'Xr(I) c./ gilt.und sei, ö € SP(x) Wenn ein k -climen-
.sion«ler ( k < 'n ) rteutrrtlr'r Teilraun J irt I ettstiert. gibt e» einen
()per«tor 7E,'tl to):

irn Falle k - 0 irnmer erfiillt: e§Beu-eis. Die Beclingrulg (7.;) ist
geniigt T -- I zLt u-ählen.

Essei k> 0 untltr)., .),xl
komplexell Zahlen nlit fm l.i -t' (f . r

'§'ir definieren eitren Operator 1'

eine feste -\Ien§{^e yoll l-ersc}riecletre'tt

T ri -::=

T 'f' .--

I' ,' () . ,'

mit detr Bezeicltutttrgen \-on Lettrtna
rrlng 5.6), ist Ii- alt.q-eschlossett. lillcl
gerlornmen ist. ,gibt {'s eitre Kollstallte

7 ,1. \\-eil b beschrånkt ist (I'olge -

\\-eil clie Norm i, ' yollstänc1ig alr-

'i- 1)

€1i

It,

Ilann erhalten
z, tl'e 1i
1\'il',

',tL)ii § c ii6ii

,r e lf ' gilt.

,u) Mit l<arcl ,§ u-ircl

Ai €;

:
/.i .t i



.l -
?) a)

'tT t i - i,T tr:',i .å iiu,ii .S c'ilr iKil iiåli ,

\1'o f iK rtl als eiu 0perator im endlichdimensionalen Raum beschränkt
ist. Es gilt also 7' €';)to(X) c :A .

\\'enn \\'ir fiir einen Operator ,.§ . §(1() c ,I(, §(K') c KL , die Be-

zeiclrnung ,y : 1§il() O (§,1(') r'eru'enden, gilt f :To@O fiir den

oben clefinierten Operator ? . u'obei To e 'R(K) und ogg<1(Ti :
{itii:l.. ./c}UIr; i.-1,....Å'} ist,. Dann ist T-11 ':
lTu- i/) O (- i/) ( I betleutet rlen identischen Operator in jedem

Rarrrn)unclftir ),+t). i,,7.,. i=- L...,k, ist (?o -),t1-r @(-lZ;-'
ttieInverse (in .'/.1 voll T--).I. Anclererseitsgilt )';eon(T),i:
1 ,...,k.

I.'alls

:€1{.t' =_:

'!J == z' e K'

.ii

\' -t t'
;- l)i .l ; :

i.I

å-

§ )' r' , ^'
'lii,[i 

-+-: j

r.l

ist, haben \\rir

lt(T *: , !/)
,tk

i I 2.1

Es g-ilt also ?*: ?. untl foigiich ist Beclingung (7'i) erftillt. I
Es seien .'y' eine komplexe Banachalgebra mit Einselement e und r'

eine antilineare fnvolution in ,'/t. . Sei zruch x ein selbstadjungiertes
Element ser, daB

',)"r....,),*j: {l'€r(x) ilnr/>0}, o(x) : oa(x),

unrl folglirh

ist.
Wir rvählen offene Scheiben Gi . i : l,, Ä', tnit clen }littelpunkter:

ii trncl eine offene llenge flo, R fl o(x) CGs, derart', daB fiir Gf :

{1.,, },e G,l, i:1,...,k. die Abschlie8ungen der Mengen G,, Gf .

G,, alle paanveise punktfremd sind.
Es seien fli, i:1 , . . . , k, kleinere offene Scheiben §o, daB

2ie(ii c llr c Gi, lutd f :o eine offeue llenge mit

Rn0(x) c

i ).,

c TnC G,,

tr) f iK :,,:: tlie Beschriinkrrns' e icr Al;ltikhrng 1' auf die ilIenge K

.l tiriucrr n-\snaxns

li(.r , T y)
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so, daB der Rand von Uo das Bild einer geschlossener positiv orientierter
rektizifierbarer Jordan-Kurve yo'. I : [0. 1] +C ist. Es seien auch
y;'. I --> C,'i : l, . . ., k, positiv orientierte rektizifierbare Jorclan-

Kurven mit yr(I) - OUr. Dann sincl 7,,1 : ;,,I(l) : ytl-) positiv orien-
tierte Randkurven von Uf .

Wir benutzen die Terminologie von [6J. Es seien

Li:r I

l'erner bezeichne ?qq die I
J: G-->C. Dann definiert da

ri]l(tr ( j ':-.

/(") - {t;.} (i e x)-1 di

'II1 \rol1 , tl 1 einc, Åbbilcturlg f --->/(*) 
']1 5.2.51" rla,f} gilt:

'-: 
'/'(rt 

.r --' e :

= /(r) --- x

r)l
.l

unkticlnellfenge r.or] ]okalholomorphell 12) F
s Rienrarln -- §tieltjessche fnteg-ral

{die Konvergenz irn Sinne
,((G) *+,\*, so [6: S. 168,

(i.6)

{7 .7 a)

( i.7b)

( 7.7c)

(i.7d)

_lf
2ti J

crer i:,
Theorer

fU') =-- i

f (i') - i.

(rrÅ -- az,fz)(x)

Weiter gilt ftir f e?qG): o(/(x)t : ,f(o'(s)) (: ifQ.) l. € o(x) ] ) [0,
S. I71, Theorem 5.3.I1.

Satn 7.6, Es sei, X + (0) ein, komple.rer Banccchrau,nr u,nil d, e'ine

bezilgl,i,ch d,er Operatornorm aollsttindige Tei,lalgebra aon, "/d(X) rui,t einer anti-
linearer Inuol,uti,on * so, d,ap '7i0(X) c :Å und I e {Å gilt. Dann folgt
ctllg

(7.8) max{kard{2}i ),eoa(T). Imi>A,f*:T}: k.
Te-fi

rla,p * d,en glei,chuertigen Bedingltnge)t des Sut:e; 7.3 gtitiigt.
Beweis. \\-eil clie fnr-olution antilinear ist. gilt -sP(x) = 0. Es sei

å€SP(x) . Wir zeigen, daB.(7.8) zu cler Bedineung (7.3) in Lernma 7.2

und folglich zu der Bedingung (b) des Satzes 7.3 fiihrt.
Der Fall k : 0 ist rvegen Lemma 7.5 trivial. Es seien also lc > 0

nnd 7:I* rnil Ur,...,),t\: i.i.e6(T) hnl.) 0). \Yirbenutzen
die obigen Bezeichnungen und definieren clie Funktionen /i,g e)((G):

rz; Lokalholomorph : holomorph (analyfi,sc,h) in jecler l(omponente von (l
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Ae& ,i l ). ,k,
t, e# \.. r;i ' 

t

i'e G;r 
. ! 1,,,- I , ,k,

). e ri " ... (1,1'

rlut'clt r lie (*leicltti Ir:l

I l't"*'l')|tLi -: i;i j 0! 'l')|rl i.,
öU;

,fr(Ä):== {1,

g,G):ll'
to

trtttl die llllettiettte ll, e , /

Ei -: .i. {f,\i)(l' 2ni J 'i

IIs gilt wegen (7,7r.[)

(7.9) fl;81 ,..öi1E;, i,j.--1,..,Ä',

lvo \\-egeu o(E;): {0, l} & * 0 ist.
Weiter ist

n*-- +(l*^r- ry,a,)*ui - 2n 
ou;

I I ,' I*.. :i;l linr ).(2,(z;)-T)-'(v,(t)-v;(tv))1 ,
i. 1,,,", 1-f-r . . o Fr I

lvo 0:. [0.,,- lr { ... ",:i lu-r d to-=. l, rie [Q-r,t.,f gilt. wegen rler

§tetigheit vorr *, (Letrrrna 5"4) erhalten rvir

I 1 ---rE: . .;^ ,l lirrr ) (;,,(r;) -- '/')-r (i,;$;) 1',(f ,))l
-.t t th l, 'h\ 

rr-rj_l - rr / ..1

-l i " ,,,\-r/^,*/r r , '='' zilL-"-,,r.I'fr,', åtz;*tt - t) - '1'1-r 17i(t--t.,*t) - 
''r1t-1))-l

TTIT
- ti;.1 U'I-T)-'dt" - zit, J s,(1)()'I-1'1-t41'

oui ou

Darurn gilt auch

(7.I0) fr! E, : g, ,i, j : L,...,1c.

Aus (7.9) und (7.I0) folgt, da8
h

It : lat
eirren Projektor mit D* fr : 0 , dim n@) > rb definiert. Es gilt also
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sup { dim if I lf ein neutraler Teilraum } > k ,

rrnd Lemma 7.5 zeigt, daB hier tatsächlich rlas Gleichheitzeichen richtig
ist. I

Sei umgekehrt, (X , b) . X + (0) , eiu rt -indefinitel komplexer
Pontrjaginscher Raunt untl .:u/ eirre vollståndige x -involutorische Teil-
algebravoll ',.)zi1)t; so, tlnlS ,I€--l unrt ?n(X) q,'r'| gilt, rvo * clier.on
å erzeugte Involution ist.

I)ann zeigt Lemmer, 7.5 tlie lirrgleichr.urii'

sup.{ karcl lli i ).eor.(l'). Irn 2.:- o. Irx ,ll' 1- ,,- 1, .

't'e rt
Ob das Cileichlreitzeichen allgenrein gilt, bleil,rt, hier ungerlöst. Iu einigerr

Spezialfiillen ist die Antwort jedoch positiv.
I,ls sei nilnrlich zuerst :/ ,,.'B(X). Es ist, bekarrut, dalj rla,s Spektrurrr

ng6y\T) eines selbstadjuugierten Operators höchstetts Å' Ilurrkte in der
oberen Halbebene hat [?: 'l]heotenr 3.6], vgl. ruch ll:llllieolcttt 3.10]. In
diesem Fall ist also Beclingung' (7.8) clen Berlingulrg-en r-on Satz 7.3 åqui-
valent.

Im allgemeinen gilt o961(T)cox(T). \Yenrr man fiir ,al einige
X'orderungen setzt, ergibt sich, daB fiir jedes selbstacljungierte Element
T e:* das nichtreelle Spektrum in r:( und in '86) zusammenfallen,
und folglich ist die spektrale Charakterisierung giiltig.

Es sei ? c 1å$) ein normabgeschlossenes zweiseitiges fdeal so, dalS

x (?; : 7 un<l ?i.(X) a ') qilt ta;. n'alls ? ;');1X1 ist uncl die Algebra
.9/ durch

(7.1t)

definiert u'ird, ist !4 eine vollstänclige involutorische Teilalgebr'a vorr
''E6l so, claB :A alle beschränkten endlichdimensionalen Operatoretr
rrnd cleu iclentischen Operator enthålt, turd jecles Element T e ,:/1 hat t'irrr:
eindeutige Zerlegung 1' : ).I + C. ('' €'-) .

Falls 7 : ).1 + C, T* : T uncl p4o91xi?'). hn,u : 0 ist, folgt
aus der Gleichung

(T-pIyB - I
t,) Weil clie lnr-olution x niiL einer Hill:ertschtn lnvolution l*] clurch

'I* : J ?t[*] J verbunclen ist, sind fiil ein zweiseitiges Iclea1 7 die Bedingungen
*(?) : I und t*l(?) - -? äquivalent. Es ist aber beliannt, daB die AbschlieBung
von tXoixl 

@eziiglich der Operatornorm) ein zrveiseitiges (und rvenn der Raum
unendlich dimensional ist, echtes) Ideal von tB(X) ist, rras auch die adjungierten
Operatoren enthält, Wenn der Raum separabel ist, ist clas obige Ideal das einzige
echte Ideal von cfi(X), das die Voraussetzungen erflillt [I7: Theorem ll]. frn niclrt-
soparablen Fall gibt es mehrere solche p3: Corollary 5.21.
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die Belation
(iL --- t't) l] "l (! l] .

Aber I I a gx : 1I + O zeigt, «la,[J L notu'encligerrveise reell ist.
Aus der Relation

ll :' (1 - ti*' I - ()' - P)-'(1 B e .tÅ

folgt, dal} os61(f) n (C\ R) : o,t(T) n (C\ R) ist.
\Yir formulieren das Resultat noch als einen Satz:
Satz 7.7. Es sei,en X + (0) ein Bunachraum, und, .d, eine Teilalgebra

aon %6) mi,t einer antilinearen Inaolu,tion x so, d,al3 {Å d,i,e Torm
.y'|, : )" I + ? hat, uo '.1 ein zweise,itiges «bgescltlossenes ldeal oon. 1lt(X)
m.it x (?) : :) zrzd f i,,1,{1 c'.) i.sf. Fiir clie Int:olutiott ,t ist Bedi,ngu,ng
('7.8) den Betl'inguny1en. cle.s S«tze.s 7.3 iirluiu«,lent.

Bemerkung 7.8. Im Falle k : 0 ist d,ie gesuchte Glei,chung gill,tig,
clenn clann red,uziert si,ch d,ie Betrachtung auf clen Hilbertschen ?al,l, und, man
rcei,f3 sogar, d,aB d,as Spektrum ei,nes selbstad,jungierten Elements in ,jeder
inuolutorischen aol,l,strind,igen TeilalElehrn uon, 'R(X) rnit tinselem,ent imntc,t
reel,l ist f l4: S. 310-illII.
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