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1. Einleitung

Wir nennen ein Objekt (E , A) in einer Kategorie 'K separierter
Limesvektorräume (ra)-Objekt in X<, falls jeder Bimorphismus
(E , /l) --> (? , A') nadn einem Objekt (n , A') in 7( ein fsomorphismus
ist. Die Existenz nicht-trivialer (raz)-Objekte wird in verschiedenen Katego-
rien von Limesvektorräumen mit Hilfe cles Zorn'schen Lemmas ttach-
gewiesen. Fiir lineare Abbildungen von einem Objekt in iK nach einem
(na)-Objekt in ',K 'lr,ird einen Graphetrsatz be'riesen. Lrnter clen betrachteten

Kategorien ist die Kategorie gt?,t der sog. »stark ausgeglichenen» Limes-
vektorräume, die auch einer Abzählbarkeitsbedingung (t) geniigen, die
u'ichtigste. Die Kategorie der metrisierbaren, topologischen Vektorräume

ist eine Unterkategorie von n'fi .und die vollständigen, metrisierbaren,
topologischen Vektorråume sind. sogar (za)-Objekte i" @: vollen Unter-

kategorie der vollständigen, regulären Objekte in nZt. Die Limes-

struktur auf einem Objekt in 'l/'tt kann durch eine Menge translations-
invarianter Metriken definiert werden, und umgekehrt definiert eine Menge
/ translationsinvarianter Metriken auf einem Vektorraum .E eine Limitie-
ntng A auf E derart, dass (.8, ,4) Objekt, in nZ+ ist, falls zl und die
Elemente in / gewisse Eigenschaften haben. Im letzten Abschnitt wird
die Vollständigkeit gewisser absolutkonvexer Råume durch ihre Ein-
bettungseigenschaften charakterisiert.

Begriffe uncl, Bezei,chnungen. Mit 1Kl bezeichnen wir die Objektklasse
einer Kategorie 7(. I]nter Velitorraum verstehen wir einen Vektorraum
iiber dem Körper K der reellen ocler komplexen Zahlen. Z sei iler Null-
umgebungsfilter beziiglich der Betragtopologie auf K. Ein Filter V auf
einem Vektorraum E heisst nach [6] au,sgeglichen (equable), falls gilt,
V.7:V. Wir sagen, dass 7 st«rlc u.wsgeglichen ist, falls diesiiber gilt
V -yV:?. Eine Vektorraumlimitierung I auf E und der Limes-
vektorraum (E , A) heissen (stark) ausgeglichen, falls es fiir jedes 7 e AA
ein (stark) ausgeglichenes fl e AO mit § < 7 gibt. Die Vektorraum-
limitierung zL und der Raum (E , A) heissen absolutkonaer, falls es zu
jedem X'ilter 7 e A0 einen X'ilter j e 210 gröber als 7 rnit einer Basis
aus absolutkonvexen Mengen gibt.

Diese arbeit rnurde von Svenska Kulturfonden unterstitzt.
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Es sei E ein Vektorraum und- R+ die Menge der nichtnegativen
reellen Za}r,len. Abbildungen q : il --> R+ U { oo} mit den Eigenschaften:
(a) q(0) :0, (b) qQ,r):lllq@), ).+0, ).eK, xe E, @) q@+A)<
q(r)*q(y), re E, yeU, nennen wir Psewcl,otLornl,en. Auf der Menge

Q@) der Pseudonormenauf ,E sei ( diepunktweiseOrdnung. EineTeil-
menge M von @(,8) heisst saturi,ert, falls die Pseudonormer It wd q,

genau dann in J|l sind, wenn sup (qt, qr) in M ist. Ein X'ilter auf Q@)
heisst saturiert, falls er eine Basis aus saturierten Mengen besitzt.

Jede Pseudonorm q e Q@) definiert eine absolutkonvexe Teilmenge
Uo:{*lq(r) < l} von E und jede Teilmenge l[ cQ@) definierteinen
Filter Ttut:UaoWeII\l arfi E. Nach [2] definiert ein X'ilter y a:uf

Q@) durch A0 : l{V*lM €,p}l , Ar : n + A0 eine absolutkonvexe
Limitierung A auf E, falls

(I) ),rpSV fiir jedes 1>0
(II) fiir jedes re E gibl es ein M e tp, so dass q(n) < oo fiir jedes

q e JVI ist

erfiillt sind. Jede absolutkonvexe Limitierung kann in dieser Weise durch
einen saturierten X'ilter auf Q@) mit den Eigenschaften (I) und (II)
definiert werden. X'alls zl ausgeglichen ist, können'wir sogar voraussetzen,
dass g eine Basis aus saturierten Mengen M rnit ),1[ :,Iy' fiir jedes

)"> 0 besitzt.
Fiir weitere Bezeichnungen wird auf [5] und [2] verwiesen.

2. (m)-Obiekte

Es sei ng die Kategorie der separierten Limesvektorräume. Die
Morphismen von n*" seien die stetigen, linearen Abbildungen zrvischen
Limesvektorräumen. Neben n?C betrachten 'wir folgende volle Unter-
kategorien vor. n'Z:

'V't - Kategorie
Cl/ayG : ))

tVe : ))

tvzl. : »

räume.

'V??L - Kategorie

Wir bemerken, dass jede ausgeglichene, absolutkonvexe Limitierung
stark ausgeglichen ist. n'iir einen ausgeglichenen X'ilter 7 mit absolut-
konvexer Basis gilt nämlich: V .1-V:7.

der ausgeglichenen Limesvektorräume (vgl. [6]).
)) stark ausgeglichenen Limesvektorräume.

)) absolutkonvexen Limesvektorräume (vgl . 121).

» ausgeglichenor, absolutkonvexen Limesvektor-

der Marinescu-Räume (rrgl. [8]).



SrnN B.roN

Ist' lK eine Unterkategorie von n4, so bezeichnet 'K*, 7(t bzw.
'Xt" die volle Unterkategorie von W, die genau alle Objekte
(E , A) € l7(l mii der Eigenschaft (x), (t) bzw. (lc) enthält.

(*) (E , A) ist vollstänclig.
(i) tr'iir jeden trilter 7 e A0 gibt es einen Filter 9 e A0 mit

der eine abzåhlbare Filterbasis besitzt.
(lc) Der Raum (E , A) ist' lokalkompakt, d.h. jeder Filter

enthält eine kompakte Menge (.rg1. [11]).

.q <-.
t/'

7eA0

Definition. Eine Limitierung A auf einem Vektorraum E heisse
X-Limitierung auf -8, wenn (fr , A) e lXl ist.

Detinition. Din Objekt (E , A) e 11K; heisse (ri,z)-Obje[f, i1 X, rvenn
jeder Bimorphismus I , (E , tL)-> (? , A') von (E , A) nach einem Objekt
(X , A') e l'Xl ein Isomorphismus ist.

Offensichtlich ist (E , A) genau dann ein (zz)-Objekt in X, wenn z1

minimales Element in der geordneten Menge der X-Limitierungen a.uf E
ist.

Bei,spi,el, l. Jeder endlichdimensionale Raum in einer Unterkategorie
X von nt( ist (ra)-Objekt in 'X.. Nach [0] ist nämlich die natiirliche
Topologie die einzige separierte Vektorraumlimitierung auf einem endlich-
dimensionalen Raum.

Beispiel 2. fn der Kategorie der Banach-Räume ist jedes Objekt (za)-

Objekt.
Satz 1. Es sei, 'X glei,ch einer der Kategor'ien 'l/=C , nZ , nZ ,

n'€., nZ'€. od,er nnn. Iar jedes Objekt (E , A) € l.Xl (lX*| ,lX<tl ,

l2<t"l,l'Xt*l bzw. lXr*D gi,bt es e,inen Bimorphismus (E,A)-->(P,A')
nach e,inem (m)-Objekt (F , A') i,n X 1Xx ,'X.t , 7(t",Xtx bzw. ?<tt").

K. Kutzler hat in 111] gezeigt, dass die feinste Vektorraumlimitierung
auf einem Vektorraum eine lokalkompakte Marinescu-Limitierung ist. Da
sie sich als induktiver Limes cler natiirlichen Topologien auf endlich-
dimensionalen Unterräumen darstellen lässt, erfiillt sie auch clie Abzählbar-
keitsbedingung (t). Die Kategorie 1t?lLIb enthält also auch Råume, die
algebraisch unendlichdimensional sind.

Beweis aon Satz 1: Es sei {A,lt e 1} eine total geordnete }Ienge von
X.-1X*-,Kr-,)(tc-,fit*- bzw. fttt,-)Limitierungen auf E, die gröber
als A sind. Der Raum (E , Ar) sei der induktive Limes (in der Kategorie
der Limesräume) der Räume (E , A,) , r. € I, nach den Iclentitäten
,i,,:(8,4)-->(E,A*) (/1,>A-) auf E. Die Limitierung 21, ist eine
separierte Vektorraumlimitierung und es gilt: Ar0 : 

Prn,O- 
Aus dieser

Gleichung folgt, dass die Limitierung A, mit den Limitierungen 4,, t. e I,
ausgeglichen, stark ausgeglichen oder absolutkonvex ist und dass sie (x)
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oder (t) geniigt, falls irgendeine oder beide dieser Beziehungen fiir alle .u1,

gelten. Induktive Limites von Marinescu-Räumen bzw. lokalkompakten
Limesräumen sind wied.er Marinescu-R,äume bzw. lokalkompakte Limes-
räume (siehe [8] bzw. [11]). Sind" alle zl, Marinescu- bzw. lokalkompakte
Limitierungen, §o gilt also dieses auch fiir AL. Nach dem Zorn'schen
Lemma gibt es eine minimale X-1Xx- ,Kt- , fii"- ,Kt*- bzw. Xtt"-)
Limitierung z1' auf E, die gröber als A ist. Die Identität (E , A)-->
(E , A') a:uf E ist ein Bimorphismus nach dem (zrz)-Objekt (E , A').

fn Satz I brauchen wir die Kategorien Xb*, wo X die in Satz I
genannten Kategorien durchläuft, nicht in Betracht ziehen, denn nach
Satz 2 ist X,"* - Xh.

Satz 2. Jeder lokallcompakte Limesuektorraum ist uollsttind,ig.

Bewe'is. Es sei (t , A) ein lokalkompakter Limesvektorraum und fl
ein Cauchy-Filter in (E , A). Weiter sei der Filter 1e A0 so geu,ählt,
dass I - I ) 7 ist. Bs gibt dann ein kompaktes K eV und eine
Menge Geg derart,, dass G - G c K ist. Fiir beliebiges ru€G gilb
G c n + I{, d.h. 9 enthält eine kompakte Menge und besitzt damit
einen Adhärenzpunkt. Nach [5, § III.4], konvergiert jeder Cauchy-n'i1ter,
der einen Adhårenzpunkt besitzt. Der R,aum (E , A) ist also vollständig.

Satz 3. Der Quoti,entenraum (ElH , AIH) (in derKategorie der Limes-
räume) eines lokallcompalcten Limesaektorra%rnes (E , A) naclt ei,nem Unter-
raum H i,st lokalloom,pald.

Bet»e'i,s. Das A-Ideal (AlH)0 wird von den X'iltern q(V) , V e A0,
erzergl (p: E --> EIH ist die natiirliche Abbildung). Weil das stetige Bild
einer kompakten Menge kompakt ist l5l, ist, der Quotientenraum lokal-
kompakt.

Wir wissen nicht, ob es unendlichdimensionale, topologische Vektor-
råume gibt, die (zra)-Objekte in irgendeiner der Kategorien n'e , nZQ. ,

n?il sind. Es gilt aber den
Satz 4. Eine minimal,e nQ.- (nZ'€.- bzw. n%t-) Li,mitierung A

auf ei,nem Vektorraum E i,st genau d,ann eine Togtologie, wenru il,er Dualraum
E' Punkte uon E seltariert und, tl i,st d,abei gleich der schwachen Topologi,e

o(E , E') auf E.
Bewei,s. Nach [5, § III], ist eine Linearform arf E genau dann zl-stetig,

wenn sie beztiglich der zu A assoziierten, lokalkonvexen Topologie
@(A) < zl stetig ist. Es ist folglich co(,4) separiert, falls .E' Punkte von
Z separiert. Die Limitierung zl ist somit gleich der gröbsten lokalkonvexen
Topologie, die den Dualraum E' hat', d.h. A : o(E , E'). Die Umkehrung
ist trivial.
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B. nZt- unrt 9rZ€t-Limitierungen

Nach einem Lemma in [6] ist (mit einer kleinen verallgemeinerung)

ein n'ilter A arfi einem Vektorraum E genat dann ausgeglichen, wenn

er eine Basis aus kreisförmigen Mengen besitzt und. 17 < 7 ftir jedes

1 + o, ,1 € K ist. Diese charakterisierung benutzen wir im nächsten

Beweis.
Lemma 5. Es sei (E , A) e ln'81 Xii,r ied,es V e A0 gibt es ei'nert

stark ausgegl,ichenen Ei,tter fl e A0 mi,t I <1, der e'i,ne abzd,hlbare Basis

besi,tzt.

Beweis. X'tir jedes V e /LO gibt es einen stark ausgeglichenen Filter

fl, rlnd ferner einen Filter 9te A0 mit abzählbarer Basis {ä"lz € N}

dlrart, dass 9l <9' <V ist. Da 9{. !9' :9'+fl'. .ist, kann eine

Bamilie (GIi"))t-,,1.r*"* aus kreisförmigetr llengen e|l e9' du11h

Induktion so konstruiert werden, d-ass die Beziehungen H,= Gf) ,

GY) = G@+t\ + G@+r) und Gf,l = Gf, fiir alle m, und" n gelten.

Sei fl der von der Filterbasis {(t/k)Giitl(lt,*, za) € Nx Nx N} etzeugt'e

X'ilter. Dieser ist ausgeglichen, weil fiir jedes ]' + 0 , Lerf., und jedes

(k,m,za) €NXNXN ein leN so gewählt werden kann, dass

l(LlUGy) : lll(rlh)Gfi = $lkfiGfi gilt. Weiter ist nach der Kon-
struktion 9 : i * fl ur'ld 9( <9 39', d.h. I hat die in Lemma

5 geforderten Eigenschaften.

Es sei A eine n'€s-fimttierung a:uf E und 7 € 210 ein stark aus-

geglichener X'ilter mit einer abzählbaren Basis {-E"lz € N} aus kreisförmi-

gen Mengen. Durch Induktion konstruiert man eine neue Basis {I,I/"lz € N]
aus kreisförmigen Mengen derart, dass W,+r * W*+r * W-+tc P,n W^

fiir jedes z€N ist.Durch

7 (0)

v(r) - Llzo fatls newk und neWr*,

ö7@,Y) - inf
p
=i
./-,
j:1

T(4 - t,-r) ,

wo das Infimum iiber alle endlichen Folgen (tr)o=r., mit fo : tr und

tp: A genommen wird, rvird eine Abbildung öV: EXE--> R definiert'
Genau wie fiir topologische vektorräume (siehe [7] und. [9]) zeigt man,

dass år eine translationsinvariante Metrik ist, dass die abbildung

QV: E --> R , qr@) : ör4r ,0), die Bedingung

(iv) aus lil < I folgt p(h) < p(r)

erfiillt und d.ass die Filterbasis {8"(ö7i I, > 0} den X'ilter 7 wieder er-

zetgt. Dabei bezeichnet B"(ö) die Menge {re Elör\r,0) <e}. Wenn
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7 die Menge der stark ausgeglichenen X'ilter in A0 durchlåuft, erhalten
wir eine X'amilie (ö) von translationsinvarianten Metriken, die die
Limitierung zl wieder definieren. Da alle ö7 translationsinvariant sind,
hat jedes g7 die Eigenschaften:

(i) p(r): o genau dann, wenn r:o ist
(ii) s(r) : e(- z)
(iii) a@ + y) < p(u) * e@).

Sei r € -E beliehig. Da Vr e A0 ist, gibt es ein stark ausgeglichenes
7 eA0 rrrrit Vr)7/. Der X'ilter gv(Vr) ist gegen Nu.ll konvergent.

Die Menge der translationsinvarianten Metriken auf E ist durch die
Relation »d, definiert einen gröberen X'ilter als dr», die v'ir mit ä, ( d,
bezeichnen, vorgeordnet. Es ist d, ( ä, genau dann, §.enn fiir jedes
e >0 ein 11)0 existiert, so dass fiir jedes reU atls ör(r,0)4q
folgt dr(r, 0) < e. n'iir je zwei stark ausgeglichene 7 und .Q in A0 gibt
es ein stark ausgeglichenes 9( in 210, so dass d--) d- und öo) öX
ist.

'W'ir fassen zus&mmen:

§atz 6. Jed,e n%t-Li,mitierung A o,uf ei,nem Velctorrcr,um E lmnn

inuar'i,anter Metri,lrcn d,erart d,efi,niert werilen, dass d,i,e Abbild,ungen Qifr>
d(r, 0) , ö e/, $v) genti;genund, d,ie Bed,i,ngung

(v) fti,r jed,es r e E gibt es ein ö e /, so il,ass der ni,l,ter ö(Vr ,0)
gegen Null konuergiert

erfiillt i,st. Jed,e d,urch ) gerichtete Menge A translationsinuarianter Met-
ri,lten, d,ie (v) gettiigt und far die far jedes ö e / d,ie assoziierte Abbildung q

(iv) erf,i)tlt, d,efi,ni,ert eine nZt-Linti,tierung auf E.
Beweis fiir die letzte Behauptung: Wir setzen t10 : 19 e F@)19 > ? å,

ö e A\ und Ar : r ! A0, wobei Vå den von der X'ilterbasis
{B"(ä)le } 0} erzeugten X'ilter bezeichnet. Da / durch } gerichtet ist,
ist A eine Limitierung. Es ist ),Va:76 @e/) fiir jedes )"*0 und
wegen (iv) besitzt Vo eine Basis aus kreisförmigen Mengen. Nach dem
im Anfang dieser Nummer erwåhnten Lemma in 16] ist, der X'ilter -Ju

ausgeglichen. Er ist sogar stark ausgeglichen, denn fiir jedes e ) 0 ist
B(u2)"(d) C B(r/4"(d) + B(v2),(d) c B,(d), d.h. Jö:1å + -Jö. Da 210 von
stark ausgeglichenen X'iltern erzeugt wird und Vr frtr jedes r € -E wegen
(v) in 240 ist, ist A eine Vektorraumlimitierung (vgl. [5, § III.5]).

Kot.6. Jed,e n€+-t,i,m;Uerung auf E ist i,nd,utctiaer Li,mes (in der
Kategorie der Limesräume) m,etris,ierbarer Topologi,en auf E.

Bemerkung. Jede n€-timitierung A auf E ist induktiver Limes
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einer X'amilie von Topologien a:uf E, denn fiir jedes stark ausgeglichenes
7 e A0 ist, wie man leicht nachpriift, ftir jedes r e E der X'ilter n + 7
Umgebungsfilter von * inbeu,;'tg auf eine Topologie alof E.

Es sei ietzt A eine n%At-Limitierung auf dem Vektorraum -E und
g der von A definierte, saturierte X'ilter auf der Menge Q@) der Pseudo-
normen auf E (siehe [2]). n'iir beliebiges 7 € A0 gibr es ein ausgeglichenes

9' mit einer Basis aus absolutkonvexen Mengen und ein 9( e A0 mit
einer abzählbaren Basis {ä,ln € N}, so dass 9l <9' < ? ist. X'tir jedes

z€ N gibt es eir, G*e§' rrrrit H^)G^. X'iir den von der X'ilterbasis

{(Llk)G"l(k, z) € NX N} erzeugten X'ilter fl gilr: 9( <'q <q'. Es gibt
somit, eine Menge @ aus ausgeglichenen X'iltern mit abzåhlbaren Basen
aus absolutkonvexen Mengen, so dass 7 genau dann in ,40 ist, wenn ein

9eO ^rf g {7 existiert. Die}Iengen {g"lGe9, G absolutkonvex},

9 dwchläuft @, bilden eine Basis X von p (vgl. [2]). In jedem M eX
gibteseineaufsteigendeunend1icheFolgeqtM)<qy)<...
normen derart, dass fiir jedes qeilI ein X>0 und ein za€N mit
q < )'qY) existieren. Durch

@ t qYq@)
e*@):)r r" LTny6

wird eine Abbildung py:E--> R definiert (wir setzen f/(I + f) : t fiir
6 : oo). Genau rr.ie in der Theorie der lokalkonvexen Räume zeigt man
(fiir die Einzelheiten verrreisen rvir auf 17] und l9l), dass p,n die Eigen-
schaften (i) bis (iv) hat und dass die )Iengen {x e E!7rr@) < ,} , I } 0,

den von .41 definierten X'ilter erzeugen. In dieser Weise erhalten wir eine
Menge Å : {öMlM eX) translationsinvarianter Metriken ö7a: @ ,y)t->
Qm@ - A), die die Limitierung z1 definieren.

Satz 7. Es sei A e'i,ne nZr-Limiti,erung auf E , Å eine Menge
translations,i,naarianter Metr'i,ben, d,i,e d,ie Li,mi,tierung A defini,eren und, P
d,i,e Menge d,er Abbil,d,ungen Q : x r> ö(r, 0) , d € A. Dann wird, d,i'e Quot'i,en'
tenlim,iti,erung (in der Kategorie der Limesråume) auf ei,neru Qu'ot'ientenraum
E lH nach ei,nem abgeschlossetten Unterraum H uon E aan d,en translations-

i,nuari,allten Metrilcen 6 : @, y) --> 6 6 - 0), Q e P, defini,ert. Dabei, ist

$ durch

6läl :infs(y) , ä:e@)
ve*

(9: E --> EIH ist die natiirliche Abbildung) d,efiniert, und, far jed,es p e P
hat Q al,e Eigenschaften (i) äzs (iv) und, d,ie Menge d,er Metri,ken 6 ,ttn

Ei,genschaft (v).
Beweis. Man verifiziert wie in der Theorie der metrisierbaren, topolo-

gischen Vektorräume, dass die Abbildung I die Eigenschaften (i) bis (iv)
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hat. Die Abbildungen ä: (ä ,fi)r-p@ -0), Qe P, sind also transla-
tionsinvariante Metriken. Sie definieren die Quotientenlimitierung llH
auf ElH, derur fiir jedes e ) 0 ist g(,B"(ö)) c,4,1ä1; cg(Br"(d)). Das
A-Ideal (AIH)O wird ja geradevondenX'iltern g([{B"(d)1" > 0}]) , ö eA,
erzough. Die Bedingung (v) ist automatisch erfiillt.

§atz 8. Der Quoti,entenraum (ElH , AIH) nach ei,nem abgeschlossenen

(Jnterraum H e,ines uollsttind,i,gen Raumes (E , A) e lltZ+1 i,st uollstiind,ig.
Bewei,s- Sei fl ein Cauchy-X'ilter in dem Quotientenraum. Da AIH

der Abzählbarkeitsbedingung (t) geniigt, gibt es eine Cauchy-n'olge (ä,),.x
in (ElH , AIH), deren assoziierter Elementarfilter feiner als fl ist. Sei
A eine Menge translationsinvarianter Metriken, die A definieren. Dann
gibt es ein ö e / derart, dass die X'olge (ä,),.x im metrischen Raum
(ElH ,61 16 i.t wie in SatzT definiert) eine Cauchy-X'olge ist. Genau wie
fiir Banach-Räume zeigt man, dass (ä,)".* eine beziiglich 6 und damit
auch beziiglich AIH konvergente Teilfolge besitzt (wir verweisen auf [9]).
Der Cauchy-X'ilter '4 hat einen Adhärenzpunkt und ist somit konvergent
[5, § III].

Ein Limesraum (E , ),) heisst regukir [5], rrenn mit einem Filter 7
auch der von den Hiillen F @ e 7) erzeugte Filter 7 gegen r e E
konvergiert,. Wir bezeichrr.en mit 9/Z?t (bzu'. n'S'€Å1 die volle
Unterkategorie von n*, die genau alle reguläre Objekte in nZ thzw.
nZl) enthält.

Satz 9. Jeder uollstönd,ige, metrisierbare, togtolog,i,sche Vektoruaum ist

{m)-Objekt in'l/Z'N+*.
Bewei,s. Es sei (E , %) ein vollständiger, metrisierbarer, topologischer

Vektorraum , A eine Limitierung a:uf E :rnit A { zo und (E , A)€ l?'t?t*|
und schliesslich sei / eine Menge translationsinvarianter Metriken, die
z4 definieren. Jedes ö e A, das einen gröberen Filter als der Nullumgebungs-
filter in (E , ro) definiert,, definiert eine Yektorraumtopologie auf E. Der
X'ilter ö(Vr ,0) ist ja ftir jedes r €.8 gegen Null konvergent. Die Limitie-
rung A ist also induktiver Limes der clurch ) gerichteten Menge %
aller metrisierbarenVektorraumtopologien r a:uf E mit %lrlA.
n'iir jedes r e 'A sei (.&. , 7; die vollstänclige Hiille von (E , r) und fiir
je zwei z und r' in Z mit -tr ) r' sei h,,,: 17tl,,i)-->(il", ,i') die
stetige X'ortsetzungderlnklusio\ (E,r)-->(8,,,7';. Esist h.,.,oh,,,:h",,
fiir r>-r')r".

Weil (E , A) regulär ist, besitzt die Identität (E , ,) --> (D , A) fiir
jedes z € %' eine stetige lineare n'ortsetzung h,: (8,,i)--(E , A) (rrgl.

[12]). X'iir jedes z € .& sei h,(z) der Konvergenzpunkt beziiglich z1 eines
Cauchy-X'ilters 7 in (8, z), der in (tr),, ä; einengegen z konvergieren-
den X'ilter erzeugt. Um die Stetigkeit der linearen Abbildung h, nachzu-
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weisen, betrachten wir den Nullumgebungsfilter 1/, in (E , t) und den

von den abgeschlossenen Hiillen 7' (V en) in (fi,,i) erzeugten Null-

umgebungsfiiloern- ir.(fr,,7; 1vgl.[9]).Aus ze V; und Z e9>-z*'l/;
fotgt h"(z):limzfluevo, wo V^ dieHiillevon V beznglich A und

fl, der Spur von § auf E bezeichnen. Es ist also t.(V;)cV^ f:fit

jedes V en,, d.h. h,(n;)>l:. Da A regulär ist, ist, n! e lO u:na

h" ist, somit stetig. Offensichtlich ist h,,:h.,,"h" fidrr je zwei z und r'
in % mit rlt'.

X'iir jedes rc% sei k,:(E,r)-->(fr,,i1 die Inklusion.Wirbetrach-
ten den incluktiven Limes (Z , ind i1 1in der Kategorie der Limesvektor-
räume) der Räume (Xl,,i), r e %, beziiglich der Abbildungen
h",,, r ) r'. Fiir jeden X'ilter 7 e.210 gibt es ein r e %, so dass fr"(7)

beziiglich 7 gegen Null konvergiert. Da das A-Ideal (ind 7)0 von den

X'iltern h.(n;) , , e '6, erzeugt v'ird, ist folglich ind 7 < tl. Die Limitie-
rung ind 7 ist aber die feinste Vektorraumlimitierung auf E, fiir die alle

ä, stetig sind. Sie ist also mit A iclentisch. Im kommutativen Diagramm

@e%)

(E,A)
ist das rechte Dreieck die kanonische Zerlegung von h, in einen Epi-

morphismus p und einen anschliessenden Monomorphismus h!,, :und ki ist

die natiirlicire Abbildung. Die Limitierung 7l: ind,7 ist offensichtlich
die feinste Vektorraumlimitierung aaf E, ftir welche alle h!" stetig sind.
Da der Quotientenraum (E"lK,,i lX,) ein vollständiger, metrisierbarer,
topologischer Vektorraum und g " k: ein Bimorphismus ist, ist diese

Abbildung ein fsomorphismus. Es folgt, dass die Limitierung A mit q
identisch sein muss. Satz 9 ist clamit berviesen.

Kor. 9.1. Jed,er Bi,morphismus f : (E , t)-> (E , A') aon einem aol,l,-

stiind,'i,gen, metris'i,erbaren, topologischen Vektorraum (E , r) au'f einen Raum

(F , A') e 1n-t'Xt*1 ,i,st ein Isomorphi,smus.
Kor.9.2. Jed,er (E)-Raum i,st (m)-Objekt in .l/Z'(7<t*.

4. Der Graphensatz

Es sei ?< gleich einer der
.vz.e 

,.y.-117.

§atz 10. Eine l'ineare Abbildung

Kategorien 'l/4 ,'VZ ,'Ve , aA ,

11

@ ,;)
k'rv | \9

(E , ro) lh, @,1K, ,; lK,)
adrr Y /h:

f: (E , A) * (E , A') ao% einem Ra,um
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@ , A) e l2<l lKtl , l2<*l , l'Ktul , lnzt*1 , lnZgt*1 bzw. lnnmxll
nach, e,i,nem (m)-Objekt (F , A') i,n d,ersel,ben Kategorie,ist genau d,ann stetig,
wenn iler Graph G1 aon f i,m Prod,ulctraum Exl a,bgeschlossen,ist.

Bewe,is. Ist / stetig, so ist Gy abgeschlossen (siehe [I]). Ist umgekehrt
Gy abgeschlossen, so ist auch der Graph G_y der Abbildung r *> - f(x)
abgeschlossen. Die Abbildungen k : E --> (E x I) I G _f und. I : X --> (E x I ) I G _1
seien die Kompositionen der natiirlichen Abbildungen E->ExX->
(Ex/)lG, bzw. ? -> ExI --> (ExX)lG_r. Diese sinct (21, (AxA,)lG_r)-
bzw. (A', (Äx l')lG_)-stetig. Die Limitierung (Ax A,)l G _, ist sepa,riert,
weil G-, abgeschlossen ist [14]. n'erner ist sie eine Marinescu-, (stark) aus-
geglichene oder absolutkonvexe Limitierung oder sie erfiillt (t) oder (lc),
falls dies ftu A and A' gilt ([6], [S], [r3], [2], Satz B). Der euotientenraum
eines (stark) ausgeglichenen Raumes ist (stark) ausgeglichen, weil d.as
lineare Bild eines (stark) ausgeglichenen x'ilters (stark) ausgeglichen ist.
Schliesslich ist nach [ ] und Satz 8 der Raum ((ExP)lG_r, (AxA,)lG_y)
vollständig, falls A und A' n'åt*- , 'l/'tAfi- ocler 1)?lttx-Lirnitie-
rungen sind. Da (n , A') ein (na)-Objekt und - ryie man leicht nachpriift -die Abbildung I bijektiv ist, ist l-1 und damit auch / : l-t , k stetig.

5. Vollstäniligkeit unil X-Einbettungsvolständigkeit

Es sei 'X eine volle IJnterkategorie von nZZ.
Definition. Ein Raum (E , 4 e lxl heisse K--einbettungsuorlstiind,ig,

wenn fiir jede Einbettung i: (E , A)--> (F , A') von (E , A) in einen
Raum (E , A') e l?<l das Bild i,(E) von t ein abgeschlossener IJnter-
r&um von (I , A') ist.

Satz 11. Jecler uollstd,nd,ige Raum (E , 4 e l'Xl ist ?Cei,nbettungs-
aollstrind,ig.

Bewe,is. Sei d : (E , l)--> (E , A') ((I , A') e 17(;) eine Einbettung und
g e X ein beliebiger an i,(E) adhärenter Punkt. Sei ferner fl e A,g ein
n'ilter der i,(E) als Element enthält. Das Urbild i-L(9,@l) der Spur von
fl auf i,(D) isf ein Cauchy-Filter in (E,A), weil 9<u)'i^ Ifnterraum
i,(E) ein Cauchy-Filter ist. Sei u der Konvergenzpunkt von i,-L(.$r,ur).
Dann ist y: i(r) e i,@). Der Unterraam i(E) ist somit abgeschlossen
fiir jede Einbettung i, d.h. (E , A) ist X-einbettungsr..ollstånd.ig.

Sei 7 ein X'ilter auf einem Vektorraum E. Mit K . I bezeichnen
wir denvondenMengen K.I:$,rfi"eK, ue y',j, ?e7, erzeugten
x'ilter auf E. Mit ultra-cauchg-rilter verstehen rvir einen Cauchy-x'ilter,
der ein Ultrafilter ist.

Satz 12. Es sei, K glei,ch einer d,er Kategorien n'€- , 'l/'6<. od,er
'yc)l?". Ei,n, X- (bzw. 2<t-) einbettungsuollstcindiger Ruum (D , A) e l?<l
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(bzw. l'Xt11 ,ist genau d,ann aollsttind,ig, wenn es fli;r jed,em Uttra-Cauchy-
Iilter '11 ,in (E , A) ei,n V e A0 gi,bt, so d,a,ss 1l > X.7 i,st.

Beweis. a) Falls der Raum (E , A) vollständig ist, so ist er auch ein-
bettungsvollståndig nach Satz I1. Sei 'U ein Ultra-Cauchy-n'ilter in
(E , A). Dann gibt es wegen der Vollståndigkeit ein 7 € 210 mit absolut-
konvexerBasis und ein r€8, so dass'U)r+7>K.(Vr a7) ist.

b) Sei jetzt (E , A) ein K.- (bzw. K.r-) einbettungsvollständiger
Raum mit der in Satz g erwähnten Eigenschaft. Wir nehmen an, dass es

einen nicht-konvergenten Ultra-Cauchy-X'ilter 'Ll in @ , A) gibt und
zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt. Es sei O ein
Vektorraum, der E als echten lfnterraum enthält. X'erner seien a e O \ ,A

ein beliebiger Punkt, E, die lineare Hiille von E U {z} in Q :und. y
der von ,4 definierte, saturierte X'ilter aaf Q@). X'iir jede Pseudonorm
q atf .E ist die Abbildung h: Et+ R+ U { oo},

Qt@ * ),2) :1i^q(r | )ral.), r € E, )" eI(,
eine Pseudonorm aluf. E, und eine X'ortsetzung von q (wir betrachten
R+ U { co} als Ein-Punkt-Kompaktifikation von R+). Sei fiir jedes
lyl c Q@) die Menge Jl[, durch Mr: {p e Q@)l 1q e M mit ? < Q}
definiert. fst dabei -il4 saturiert, so ist es auch JIlr.

Wir zeigen, dass der X'ilter gr: l{MtlM e rp}l auf Q(Z'r) eine absolut-
konvexe Limitierung auf E, definiert. Offensichtlich ist lrh: ,l,t fiir
jedes,l)0. Seinun tr{),ze E, @eE, L€K) beliebig.Weil 1l'-
r { L1t ein Ultra-Cauchy-Filter ist,, gibt es eine }Ienge M e rp derart,
dass 'LL'-1( >7* und 1l'>K.7r, ist. X'iir jedes q.eM existiert,
dann eineMenge U e1L', so dass q(t:) < co und q(u- o) ( f fiir jedes
Paar (u,u) e UxU ist. Man folgert hieraus, dass q(U) c [0,1 * q(a)]
fiir beliebiges festes a e U und ferner, dass qr(r * 1z): limq(?l')a oo

fiir jedes q. e M ist. Der X'ilter rp, definiert somit eine absolutkonvexe
Limitierung A, auf Zr. E. ist klar, dass die fnklusion i, : (E , A)--> (8, , Ar)
eine Einbettung ist ([2]).

Offensichtlich ist (Et, Ar) ausgeglichen (bzw. erfiillt (Er, Ar) die
Bedingung (t)), wenn dies fiir (E , A) gilt. fst A eine Marinescu-Limitie-
rung, so besitzt g eine Basis / aus saturierten, ausgeglichenen Mengen
derart, dass g,,a e M ftu alle M € / ist [3, Satz t2]. Dabei ist die Pseudo-
laorm 8y durch

Lru\m) - t .o falls es ein q e .M mit q(r): .o gibt
definiert. fst nun
so gibt es ftir jedes
beschränkt ist. Es

It@ * 1r) - lim q(r +
solche q ein tl e 1l ,

ist also (q*)r(r * 1*)
so dass die Menge q(r * ).U)



L4 Ann. Acad. Sci. Fennicre A. r. 597

erhält: (q*\: q*,. Die Limitierung 21, ist eine Marinescu-Limitierung
nach l3l.

Die Limitierung AL ist auch separiert. Seien r*).2*0 @e E,
1 + 0) and. M € g beliebig gewählt. Wir setzen wieder'U' : r * ),11.
Wäre nun limq(?l') ( I fiir alle q€M, so gälte [0, \eq(11'1 fiir jedes
q. e.M, und ?l' wåre dann feiner als 7* und somit, gegen Null konver-
gent. Dies widerspricht aber unserer Annahme, dass .U nicht, konvergiert.
Es gibt folglich ein q in jedem M e y, so dass Qr@ * ),2) > | ist. Die
Limitierung 21, geniigt 7, und damit atch T, (siehe [13]).

Sei wieder M e rp so gewählt,, dass 'll -'lt ) 7 * ist. X'iir jedes
q.eM gibt es ein Ue'U, so dass [0,l]nq@-U')+f fiir jedes

r e. IJ und jedes [J' e'Ll ist, oder anders ausgedriickt: so dass q(r - z) :
limq(r-?l; <t fiir jedes reU ist. Es ist also i,(U)>z*7*;
Der Unterratm E ist somit dicht im Raum (Er, Ar), was der 'X- (bzw.
'(t-1 Einbettungsvollständigkeit von (E , A) widerspricht. Satz 12 ist
damit bewiesen.

Kor. 12. Iall,s cli,e Limitierung A in Satz 12 gröber als eine Vektorraum-
toltologie ,ist, so i,st sie genau datut, uollstiincl'ig, wenn sie ?{ (bzw. ?<t-)
e,inbettung su ollstrind,ig i st.

Bewei,s. fn diesem Fall gibt es einen Filter 7 e A0 aus absorbierenden
Mengen. Die Bedingung in SaLz T2 ist somit, erfiillt,.

Åbo Akademi
Mathematisches fnstitut'
SF-2o5oo Åbo so
n'innland
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