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1. Einleitung

Wir nennen ein Objekt (&, A) in einer Kategorie 'K separierter
Limesvektorraume  (m)-Objekt in ‘K, falls jeder Bimorphismus
(B, A)— (F, A') nach einem Objekt (F, A’) in ‘K ein Isomorphismus
ist. Die Existenz nicht-trivialer (m)-Objekte wird in verschiedenen Katego-
rien von Limesvektorrdumen mit Hilfe des Zorn’schen Lemmas nach-
gewiesen. Fiir lineare Abbildungen von einem Objekt in °X nach einem
(m)-Objekt in °K wird einen Graphensatz bewiesen. Unter den betrachteten
Kategorien ist die Kategorie PE der sog. »stark ausgeglichenen» Limes-
vektorriume, die auch einer Abzahlbarkeitsbedingung (7) gentigen, die
wichtigste. Die Kategorie der metrisierbaren, topologischen Vektorraume

ist eine Unterkategorie von VET und die vollstandigen, metrisierbaren,
topologischen Vektorraume sind sogar (m)-Objekte in der vollen Unter-
kategorie der vollstdndigen, reguliren Objekte in VEL. Die Limes-
struktur auf einem Objekt in YEY kann durch eine Menge translations-
invarianter Metriken definiert werden, und umgekehrt definiert eine Menge
A translationsinvarianter Metriken auf einem Vektorraum £ eine Limitie-
rung A auf E derart, dass (£, 4) Objekt in V&t ist, falls A und die
Elemente in A gewisse Eigenschaften haben. Im letzten Abschnitt wird
die Vollstindigkeit gewisser absolutkonvexer Réume durch ihre Ein-
bettungseigenschaften charakterisiert.

Begriffe und Bezeichnungen. Mit |X| bezeichnen wir die Objektklasse
einer Kategorie ‘K. Unter Vektorraum verstehen wir einen Vektorraum
iiber dem Koérper K der reellen oder komplexen Zahlen. V sei der Null-
umgebungsfilter beziiglich der Betragtopologie auf K. Ein Filter 7 auf
einem Vektorraum FE heisst nach [6] ausgeglichen (equable), falls gilt
V-F =7, Wir sagen, dass 7 stark ausgeglichen ist, falls diesiiber gilt
74+ 7 =7. Eine Vektorraumlimitierung A auf E und der Limes-
vektorraum ( , A) heissen (stark) ausgeglichen, falls es fiir jedes ¥ € A0
ein (stark) ausgeglichenes G € 40 mit <G < 7 gibt. Die Vektorraum-
limitierung A und der Raum (& , A) heissen absolutkonvex, falls es zu
jedem Filter 7 € A0 einen Filter <G € A0 gréber als 7 mit einer Basis
aus absolutkonvexen Mengen gibt.

Diese arbeit wurde von Svenska Kulturfonden unterstiitzt.
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Es sei E ein Vektorraum und R+ die Menge der nichtnegativen
reellen Zahlen. Abbildungen ¢ : £ — R+ U {0} mit den KEigenschaften:
(a) g(0) = 0, (b) g(i) = |Alg(x), 20, 2€K, a €, (o) glw +y) <
qx) +qly), *€E, y €E, nennen wir Pseudonormen. Auf der Menge
Q(F) der Pseudonormen auf F sei < die punktweise Ordnung. Eine Teil-
menge M von Q(E) heisst saturiert, falls die Pseudonormen ¢, und g,
genau dann in M sind, wenn sup (¢;,¢,) in M ist. Ein Filter auf Q(X)
heisst saturiert, falls er eine Basis aus saturierten Mengen besitzt.

Jede Pseudonorm ¢ € Q(E) definiert eine absolutkonvexe Teilmenge
U, = {z|¢(x) <1} von E und jede Teilmenge M C Q(E) definiert einen
Filter 7y = [{U,lqg € M}] auf E. Nach [2] definiert ein Filter y auf
Q(E) durch A0 = [{Y,|M €yp}], Ax =2+ A0 eine absolutkonvexe
Limitierung A auf Z, falls

I) <y fir jedes 1 >0

(II) fir jedes x € £ gibt es ein M € y, so dass ¢(x) << oo fiir jedes
g €M ist

erfiillt sind. Jede absolutkonvexe Limitierung kann in dieser Weise durch
einen saturierten Filter auf @(Z) mit den Eigenschaften (I) und (II)
definiert werden. Falls A ausgeglichen ist, konnen wir sogar voraussetzen,
dass u eine Basis aus saturierten Mengen M mit AM = M fir jedes
A > 0 Dbesitzt.

Fiir weitere Bezeichnungen wird auf [5] und [2] verwiesen.

2. (m)-Objekte

Es sei V<L die Kategorie der separierten Limesvektorriume. Die
Morphismen von V< seien die stetigen, linearen Abbildungen zwischen
Limesvektorraumen. Neben V£ betrachten wir folgende volle Unter-
kategorien von VL:

VéE = Kategorie der ausgeglichenen Limesvektorraume (vgl. [6]).

VE = » » stark ausgeglichenen Limesvektorrdume.

Ve = » » absolutkonvexen Limesvektorrdume (vgl. [2]).

VEE€ = » » ausgeglichenen, absolutkonvexen Limesvektor-
raume.

VI = Kategorie der Marinescu-Riume (vgl. [8]).

Wir bemerken, dass jede ausgeglichene, absolutkonvexe Limitierung

stark ausgeglichen ist. Fiir einen ausgeglichenen Filter ¥ mit absolut-
konvexer Basis gilt namlich: ¥ + ¥ = 7.
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Ist K eine Unterkategorie von V£, so bezeichnet K*, Kt bzw.
K¢ die volle Unterkategorie von V£, die genau alle Objekte
(£, A) € °’K| mit der Eigenschaft (x), (1) bzw. (Ic) enthalt.

(%) (&, A) ist vollstandig.

(t) TFir jeden Tilter 7 € A0 gibt es einen Filter G € A0 mit G < 7,
der eine abzahlbare Filterbasis besitzt.

(Ie) Der Raum (#,A) ist lokalkompakt, d.h. jeder Filter F € A0
enthéalt eine kompakte Menge (vgl. [11]).

Definition. Eine Limitierung 4 auf einem Vektorraum FE heisse
‘K-Limitierung auf E, wenn (K, A) € K| ist.

Definition. Ein Objekt (£, A) € |'’X| heisse (m)-Objekt in ‘K, wenn
jeder Bimorphismus f: (¥, 4)— (¥, A’) von (&, A) nach einem Objekt
(F,A")€|K| ein Isomorphismus ist.

Offensichtlich ist (£, A) genau dann ein (m)-Objekt in ‘K, wenn A
minimales Element in der geordneten Menge der ‘K-Limitierungen auf E
ist.

Beispiel 1. Jeder endlichdimensionale Raum in einer Unterkategorie
‘K von VL ist (m)-Objekt in K. Nach [10] ist nimlich die natiirliche
Topologie die einzige separierte Vektorraumlimitierung auf einem endlich-
dimensionalen Raum.

Beispiel 2. In der Kategorie der Banach-Raume ist jedes Objekt (m)-
Objekt. .

Satz 1. Es sei ‘K gleich einer der Kategorien VL, VE, VE,
Ve, VEEC oder VL. Far jedes Objekt (B, A) € |K|(|'K*|, [Ki],
[Kle|, |KT*| bzw. [KY|) gibt es einen Bimorphismus (B, A)— (F, A")
nach einem  (m)-Objekt (F , A’) n K (Kx Kt Kl Kie pup, Kie),

K. Kutzler hat in [11] gezeigt, dass die feinste Vektorraumlimitierung
auf einem Vektorraum eine lokalkompakte Marinescu-Limitierung ist. Da
sie sich als induktiver Limes der natiirlichen Topologien auf endlich-
dimensionalen Unterrdumen darstellen lasst, erfiillt sie auch die Abzahlbar-
keitsbedingung (). Die Kategorie 1"/t enthilt also auch Riume, die
algebraisch unendlichdimensional sind.

Beweis von Satz 1: Es sei {4 . € I} eine total geordnete Menge von
K- (K- Kt Ko Kt bzw. Kfeo)Limitierungen auf E, die griber
als A sind. Der Raum (# , 4;) sei der induktive Limes (in der Kategorie
der Limesrdume) der Réume (£ ,A4), ¢€I, nach den Identititen
b, (E,A4)—~>E,4) (4, > 4) auf K. Die Limitierung /A, ist eine

separierte Vektorraumlimitierung und es gilt: 4,0 = |J 4,0. Aus dieser
(€1

Gleichung folgt, dass die Limitierung A; mit den Limitierungen A , ¢ € I,
ausgeglichen, stark ausgeglichen oder absolutkonvex ist und dass sie (%)
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oder (1) geniigt, falls irgendeine oder beide dieser Beziehungen fiir alle A,
gelten. Induktive Limites von Marinescu-Réaumen bzw. lokalkompakten
Limesrdumen sind wieder Marinescu-Raume bzw. lokalkompakte Limes-
raume (siehe [8] bzw. [11]). Sind alle /4, Marinescu- bzw. lokalkompakte
Limitierungen, so gilt also dieses auch fir ;. Nach dem Zorn’schen
Lemma gibt es eine minimale K-(K*- Ki. Kl Ktk pzw, Kik.)
Limitierung A’ auf E, die grober als A ist. Die Identitat (£, A)—
(B, A") auf E ist ein Bimorphismus nach dem (m)-Objekt (£, A’).

In Satz 1 brauchen wir die Kategorien K** wo K die in Satz 1
genannten Kategorien durchlauft, nicht in Betracht ziehen, denn nach
Satz 2 ist Klex = Kb,

Satz 2. Jeder lokalkompakte Limesvektorraum ist vollstindig.

Beweis. Es sei (B, A) ein lokalkompakter Limesvektorraum und <G
ein Cauchy-Filter in (£, A). Weiter sei der Filter 7 € A0 so gewdhlt,
dass G — <G > ist. Es gibt dann ein kompaktes K €7 und eine
Menge G €<C derart, dass G — G C K ist. Fiir beliebiges « € ¢ gilt
Gca+ K, dh. <G enthilt eine kompakte Menge und besitzt damit
einen Adhirenzpunkt. Nach [5, § ITI.4], konvergiert jeder Cauchy-Filter,
der einen Adhéarenzpunkt besitzt. Der Raum (£ , A) ist also vollstandig.

Satz 3. Der Quotientenraum (E[H , A/H) (in der Kategorie der Limes-
raume) eines lokalkompakten Limesvektorraumes (H , A) nach einem Unter-
raum H st lokalkompakt.

Beweis. Das A-Ideal (A/H)0 wird von den Filtern ¢(7), 7 € A0,
erzeugt (¢ : B — E[H ist die natiirliche Abbildung). Weil das stetige Bild
einer kompakten Menge kompakt ist [5], ist der Quotientenraum lokal-
kompalkt.

Wir wissen nicht, ob es unendlichdimensionale, topologische Vektor-
rdume gibt, die (m)-Objekte in irgendeiner der Kategorien V€, VEC,
VN sind. Bs gilt aber den

Satz 4. Eine minimale VE€- (VEC- bzw. VIN-) Limitierung A
auf einem Vektorraum E ist genaw dann eine Topologie, wenn der Dualraum
E' Punkte von E separiert und A ist dabei gleich der schwachen Topologie
o ,E") auf E.

Beweis. Nach [5, § ITT], ist eine Linearform auf F genau dann /-stetig,
wenn sie beziiglich der zu /A assoziierten, lokalkonvexen Topologie
w(d) < A stetig ist. Es ist folglich w(A) separiert, falls £’ Punkte von
E separiert. Die Limitierung /A ist somit gleich der grobsten lokalkonvexen
Topologie, die den Dualraum E’ hat, d.h. A4 = (& , E’). Die Umkehrung
ist trivial.
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3. V&Et- und VECi-Limitierungen

Nach einem Lemma in [6] ist (mit einer kleinen Verallgemeinerung)
ein Filter 7 auf einem Vektorraum E genau dann ausgeglichen, wenn
er eine Basis aus kreisformigen Mengen besitzt und A7 <7 fiir jedes
) #0,2€K ist. Diese Charakterisierung benutzen wir im néchsten
Beweis. _

Lemma 5. Es sei (B, A) € |VEN. Fur jedes 7 € A0 gibt es einen
stark ausgeglichenen Filter <G € A0 mit G <7, der eine abzihlbare Basis
besitzt.

Beweis. Fiir jedes 7 € A0 gibt es einen stark ausgeglichenen Filter
<G’ und ferner einen Filter 9 € /40 mit abzdhlbarer Basis {H.|n € N}
derart, dass 9 <G <7 ist. Da VW <G = G’ + G’ ist, kann eine
Familie  (GY)menxy aus kreisformigen Mengen G €<q  durch
Induktion so konstruiert werden, dass die Beziehungen H, D v,
G o @Y - @) ynd G D G, fir alle m und 2 gelten.
Sei <G der von der Filterbasis {(1/k) G‘"‘). k,m ,n) € NXNXN} erzeugte
Filter. Dieser ist ausgeglichen, weil fiir jedes A # 0,2 € K, und jedes
(k,m,n)€E NXNXN en [€N so gewihlt werden kann, dass
ARG = |2](1/k)G™ D (L/RN)GE  gilt. Weiter ist nach der Kon-
struktion G = G + G und VW <G <G, dh. € hat die in Lemma
5 geforderten Eigenschaften.

Es sei A eine V& -Limitierung auf E und 7 € A0 ein stark aus-
geglichener Filter mit einer abzihlbaren Basis {F./n € N} aus kreisformi-
gen Mengen. Durch Induktion konstrulert man eine neue Basis {W.|n € N}
aus kreisférmigen Mengen derart, dass W, ; + W, + W,hnCF.NW,
fir jedes n € N ist. Durch

() = 1/2* falls x € W, und x & W, ,

P
dHx ,y) = inf Zl?/(ti —t1),

wo das Infimum iiber alle endlichen Fclgen (f)<ic, mit #, =2 und
t, =y genommen wird, wird eine Abbildung 6;: ExXE— R definiert.
Genau wie fiir topologische Vektorrdume (51ehe [7] und [9]) zeigt man,
dass 0z eine translationsinvariante Metrik ist, dass die Abbildung
07 E— R, 0zx) = 07z, 0), die Bedingung

(iv) aus |A] <1 folgt o(dx) < o(x)

erfiillt und dass die Filterbasis {B,(d7)|e > 0} den Filter 7 wieder er-
zeugt. Dabei bezeichnet B (d7) die Menge {x €E|dx(x,0) <e}. Wenn
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7 die Menge der stark ausgeglichenen Filter in A0 durchlauft, erhalten
wir eine Familie (6;) von translationsinvarianten Metriken, die die
Limitierung A wieder definieren. Da alle 6 translationsinvariant sind,
hat jedes ¢ die Eigenschaften:

(i) o(x) = 0 genau dann, wenn z = 0 ist
(if) o) = o(— =)
(i) o(@ + ) < o(x) + o(y).

Sei x € F beliebig. Da Vi € 40 ist, gibt es ein stark ausgeglichenes
7 € A0 mit Vz > 7. Der Filter o #(Vx) ist gegen Null konvergent.

Die Menge der translationsinvarianten Metriken auf E ist durch die
Relation »d, definiert einen gréberen Filter als d,», die wir mit §, < 6,
bezeichnen, vorgeordnet. Es ist §; < 8, genau dann, wenn fiir jedes
e>0 ein 7> 0 existiert, so dass fiir jedes * € £ aus &z, 0) <7y
folgt 0,(x, 0) <e. Fiir je zwei stark ausgeglichene 7 und <G in A0 gibt
es ein stark ausgeglichenes 9C in A0, so dass 6> 0,0 und 05 > 0y
ist.

Wir fassen zusammen:

Satz 6. Jede VEN-Limitierung A auf einem Vektorraum E kann
mit Hilfe einer durch die Relation > gerichteten Menge A translations-
wnvarianter Metriken derart definiert werden, dass die Abbildungen o: x>
o(x, 0), 0 €4, (iv) genigen und die Bedingung

(v) fur jedes x € E gibt es ein 0 €A, so dass der Filter 6(Vzx,0)
gegen Null konvergiert

erfallt ist. Jede durch > gerichtete Menge A translationsinvarianter Met-
riken, die (v) geniigt und fur die fir jedes 6 € A die assoziierte Abbildung o
(iv) erfallt, definiert esne “VEY-Limitierung auf E.

Beweis fiir die letzte Behauptung: Wir setzen A0 = {<G € F(H)|<G > 7,
60€4d4} und Ax=az+4 A0, wobei F; den von der Filterbasis
{B.(0)]e¢ > 0} erzeugten Filter bezeichnet. Da A durch > gerichtet ist,
ist A eine Limitierung. Es ist 1/, = 7, (6 € A) fiir jedes 1 7 0 und
wegen (iv) besitzt ; eine Basis aus kreisféormigen Mengen. Nach dem
im Anfang dieser Nummer erwahnten Lemma in [6] ist der Filter %
ausgeglichen. Er ist sogar stark ausgeglichen, denn fiir jedes ¢ > 0 ist
B(0) € Bapy(0) + Bup.(0) € B(9), dh. 7, =7, -7, Da A0 von
stark ausgeglichenen Filtern erzeugt wird und Va fiir jedes x € F wegen
(v) in A0 ist, ist A eine Vektorraumlimitierung (vgl. [5, § II1.5]).

Kor. 6. Jede VE-Limitierung auf E ist induktiver Limes (in der
Kategorie der Limesraume) metrisierbarer Topologien auf E.

Bemerkung. Jede Cch-Limitierung A auf E ist induktiver Limes
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einer Familie von Topologien auf E, denn fiir jedes stark ausgeglichenes
7 € A0 ist, wie man leicht nachpriift, fiir jedes x € E der Filter x + 7
Umgebungsfilter von z in bezug auf eine Topologie auf E.

Es sei jetzt A eine “VEC-Limitierung auf dem Vektorraum E und
p der von A definierte, saturierte Filter auf der Menge Q(E) der Pseudo-
normen auf E (siehe [2]). Fiir beliebiges ¥ € A0 gibt es ein ausgeglichenes
<G’ mit einer Basis aus absolutkonvexen Mengen und ein (€ A0 mit
einer abzihlbaren Basis {H.|n € N}, so dass 9C < <G" <7 ist. Fiir jedes
n €N gibt es ein G, €4 mit H, D, Fir den von der Filterbasis
{(1/k)G.|(k , n) € Nx N} erzeugten Filter <G gilt: 9 < <G < <G". Es gibt
somit eine Menge @ aus ausgeglichenen Filtern mit abzéhlbaren Basen
aus absolutkonvexen Mengen, so dass ¥ genau dann in 0 ist, wenn ein
G € @ mit G < 7 existiert. Die Mengen {g;|G' € G, G absolutkonvex},
¢ durchliuft @, bilden eine Basis % von u (vgl. [2]). In jedem M €%
gibt es eine aufsteigende unendliche Folge ¢ < ¢ < ... von Pseudo-
normen derart, dass fiir jedes ¢ €M ein 2> 0 und ein n € N mit
q < g™ existieren. Durch

2 1 ¢{(x)

0ul®) = 2. 35 1 g00(e)

wird eine Abbildung g, : £ — R definiert (wir setzen &/(1 4 &) =1 fiir
& = ). Genau wie in der Theorie der lokalkonvexen Ridume zeigt man
(fiir die Einzelheiten verweisen wir auf [7] und [9]), dass ¢,, die Eigen-
schaften (i) bis (iv) hat und dass die Mengen {x € E|oy(x) <e}, ¢ >0,
den von M definierten Filter erzeugen. In dieser Weise erhalten wir eine
Menge A = {0y|M €%} translationsinvarianter Metriken &, : (2, )+
om(x — 7), die die Limitierung A definieren.

Satz 7. Es sei A eine VE“-Limitierung auf E,A eine Menge
translationsinvarianter Metriken, die die Limitierung A definieren und P
die Menge der Abbildungen o : x> d(x,0), 6 €A. Dann wird die Quotien-
tenlimitierung (in der Kategorie der Limesraume) auf einem Quotientenraum
E|H nach einem abgeschlossenen Unterraum H wvon E wvon den translations-
invarianten Metriken 0: (v,y)—> 0@ — 9), o €P, definiert. Dabei ist
o durch

<

(p: E— E|H ist die natiirliche Abbildung) definiert, und fir jedes o € P
hat ¢ die Eigenschaften (i) bis (iv) und die Menge der Metriken 5 die
Eigenschaft (v).

Beweis. Man verifiziert wie in der Theorie der metrisierbaren, topolo-
gischen Vektorraume, dass die Abbildung ¢ die Eigenschaften (i) bis (iv)
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hat. Die Abbildungen & : (% ,9)+>0(& —9), o €P, sind also transla-
tionsinvariante Metriken. Sie definieren die Quotientenlimitierung A/H
auf E[H, denn fir jedes ¢ > 0 ist ¢(B,(9)) C Bg(:i)) C ¢(B,,(9)). Das
A-Ideal (A/H)0 wird ja gerade von den Filtern ¢([{B,(d)|le > 0}]), 6 € 4,
erzeugt. Die Bedingung (v) ist automatisch erfiillt.

Satz 8. Der Quotientenraum (E/H , A/H) mnach einem abgeschlossenen
Unterraum H eines vollstindigen Raumes (E , A) € ;CVC_é’*l st wvollstindig.

Beweis. Sei G ein Cauchy-Filter in dem Quotientenraum. Da A/H
der Abzahlbarkeitsbedingung () geniigt, gibt es eine Cauchy-Folge (2,),en
in (E/H, A/H), deren assoziierter Elementarfilter feiner als <G ist. Sei
A eine Menge translationsinvarianter Metriken, die 4 definieren. Dann
gibt es ein 6 €A derart, dass die Folge (%,),ey im metrischen Raum
(E/H 3) (3 ist wie in Satz 7 definiert) eine Cauchy-Folge ist. Genau wie
fiir Banach-Réume zeigt man, dass (Z,),en eine beziiglich 5 und damit
auch beziiglich A/H konvergente Teilfolge besitzt (wir verweisen auf [9]).
Der Cauchy-Filter < hat einen Adhirenzpunkt und ist somit konvergent
[5, § III].

Ein Limesraum (# , 2) heisst reguldr [5], wenn mit einem Filter &
auch der von den Hilllen F (F € 7) erzeugte Filter 7 gegen z € E
konvergiert. Wir bezeichnen mit VENR  (bzw. VEENR) die volle
Unterkategorie von V<, die genau alle regulire Objekte in VE (bzw.
VEC) enthalt.

Satz 9. Jeder wollstindige, metrisierbare, topologische Vektorraum ist
(m)-Objekt in VENRY*,

Beweis. Es sei (E,7,) ein vollstandiger, metrisierbarer, topologischer
Vektorraum, A eine Limitierung auf B mit 4 <7, und (B, A) € | VERH|
und schliesslich sei A eine Menge translationsinvarianter Metriken, die
A definieren. Jedes ¢ € A, das einen gréberen Filter als der Nullumgebungs-
filter in (¥, 7,) definiert, definiert eine Vektorraumtopologie auf E. Der
Filter o(Vx, 0) ist ja fiir jedes 2 € £ gegen Null konvergent. Die Limitie-
rung /A ist also induktiver Limes der durch > gerichteten Menge T
aller metrisierbaren Vektorraumtopologien 7 auf £ mit 7, > 7 > A.
Fir jedes 7 € sel (E,,7) die vollstindige Hiille von (£, 7) und fiir
je zwei 7 und ¢ in T mit v>17 sei h,,: (B ,7)—>(E,,7) die
stetige Fortsetzung der Inklusion (£, v)— (E,,7’). Esist h,,oh, =h.,
fir = > > 17"

Weil (E, A) regular ist, besitzt die Identitit (£ ,7)— (E, A) fir
jedes 7 €T eine stetige lineare Fortsetzung b, : (E,,7)— (B, A) (vgl
[12]). Fiir jedes z € £ sei h,(z) der Konvergenzpunkt beziiglich A eines
Cauchy-Filters 7 in (B, 7), derin (¥,,7) einen gegen z konvergieren-
den Filter erzeugt. Um die Stetigkeit der linearen Abbildung %, nachzu-
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weisen, betrachten wir den Nullumgebungsfilter <V, in (& , 7) und den
von den abgeschlossenen Hiillen VP (veYV) in (E, ,7) erzeugten Null-
umgebungsfilter V+~ in (£,,7) (vgl.[9]). Aus z€ V Tund VEG =zt Ve
folgt h (z) = lim, Gz € V4, wo V* die Hiille von V beziiglich 4 und

Gy der Spur von G auf E bezeichnen. Es ist also A (V") C V4 fir
jedes VeV, dh. (Vs = V4. Da A regular ist, ist P4 € A0 und
h, ist somit stetig. Offensichtlich ist A, = h,, ok, fir je zwei v und 7’
in & mit v>17.

Fiir jedes 7 € T sei k,: (B, v)— (E,,7) die Inklusion. Wir betrach-
ten den induktiven Limes (£ ,ind 7) (in der Kategorie der Limesvektor-
rdume) der Raume (E,,7), v€T, beziiglich der Abbildungen
h, , ©>1'. Fiir jeden Filter 7 € 40 gibt es ein 7 €T, so dass k,(9)
beziiglich 7 gegen Null konvergiert. Da das /A-Ideal (ind7)0 von den
Filtern % (V~), 7 € T, erzeugt wird, ist folglich ind 7 < A. Die Limitie-
rung ind 7 ist aber die feinste Vektorraumlimitierung auf E, fiir die alle
h, stetig sind. Sie ist also mit A identisch. Im kommutativen Diagramm
(r €7)

(&, 7)

kA N

(B,7) |h (E[K, 7K
idg~ <R
(£, 4)

ist das rechte Dreieck die kanonische Zerlegung von k, in einen Epi-
morphismus ¢ und einen anschliessenden Monomorphismus %/, und %, ist
die natiirliche Abbildung. Die Limitierung A = ind 7 ist offensichtlich
die feinste Vektorraumlimitierung auf E, fiic welche alle h. stetig sind.
Da der Quotientenraum (& /K_,7/K,) ein vollstindiger, metrisierbarer,
topologischer Vektorraum und ¢ ok, ein Bimorphismus ist, ist diese
Abbildung ein Isomorphismus. Es folgt, dass die Limitierung A mit 7,
identisch sein muss. Satz 9 ist damit bewiesen.

Kor. 9.1. Jeder Bimorphismus f:(E,tv)— (F,A") von einem voll-
stindigen, metrisierbaren, topologischen Vektorraum (K, v) auf einen Raum
(F, A’y € |VER™| ist ein Isomorphismus.

Kor. 9.2. Jeder (F)-Raum ist (m)-Objekt in VECNR*,

4. Der Graphensatz

Es sei KX gleich einer der Kategorien VL, VE, VE ,ve,
YEE , VM.
Satz 10. Eine lineare Abbildung f: (E , A)— (F , A’) von einem Raum
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(B, A) € [K| (K], [Ke|, [Kte|, [VEM|, |VECH baw. [VILH))
nach einem (m)-Objekt (F , A') in derselben Kategorie ist genaw dann stetig,
wenn der Graph Gy von f im Produktraum EXF abgeschlossen ist.
Beweis. Ist f stetig, so ist Gy abgeschlossen (siehe [1]). Ist umgekehrt
Gy abgeschlossen, so ist auch der Graph G_; der Abbildung 2+ — f(z)
abgeschlossen. Die Abbildungen k: E— (E X F)G_yund 1: F— (EXF)|G_;
seien die Kompositionen der natiirlichen Abbildungen E—> EXxF —>
(EXF)|G_; bzw. F—EXF— (EXF)|G_;. Diesesind (4, (AxA")[/G_))-
bzw. (A’ (AX A")|G_j)-stetig. Die Limitierung (A x A’)/ G_; ist separiert,
weil G_; abgeschlossen ist [14]. Ferner ist sie eine Marinescu-, (stark) aus-
geglichene oder absolutkonvexe Limitierung oder sie erfiillt () oder (Ic),
falls dies fiir 4 und A’ gilt ([6], [8], [13], [2], Satz 3). Der Quotientenraum
eines (stark) ausgeglichenen Raumes ist (stark) ausgeglichen, weil das
lineare Bild eines (stark) ausgeglichenen Filters (stark) ausgeglichen ist.
Schliesslich ist nach [4] und Satz 8 der Raum (EXF)G_;, (AxA)|G_y)
vollstindig, falls A und A’ VEW. | VECH. oder VIt Limitie-
rungen sind. Da (F, A’) ein (m)-Objekt und — wie man leicht nachpriift —
die Abbildung [ bijektiv ist, ist /- und damit auch f=1"1ol stetig.

5. Volistindigkeit und 9X-Einbettungsvollstindigkeit

Es sei K eine volle Unterkategorie von V<.

Definition. Ein Raum (&, A) € |X| heisse K-einbettungsvollstindig,
wenn fiir jede Einbettung i: (B, A)— (F, A’) von (E,A) in einen
Raum (F, A’) € ’X| das Bild i(E) von E ein abgeschlossener Unter-
raum von (F, A’) ist.

Satz 11. Jeder wollstindige Raum (B, A) € |X| ist K-einbettungs-
vollstindig.

Beweis. Sei i: (B, A)— (F , A') ((F, A’) € 'K|) eine Einbettung und
y € F ein beliebiger an 4(E) adhirenter Punkt. Sei ferner <G € A'y ein
Filter der i(E) als Element enthalt. Das Urbild i‘l(‘%.(E)) der Spur von
G auf i(H) ist ein Cauchy-Filter in (£, 4), weil G r im Unterraum
1(#) ein Cauchy-Filter ist. Sei x der Konvergenzpunkt von i‘l(CQ),.(E)).
Dann ist y = i(x) €i(H). Der Unterraum i(E) ist somit abgeschlossen
fir jede Einbettung ¢, d.h. (£, A) ist ‘K-einbettungsvollstindig.

Sei 7 ein Filter auf einem Vektorraum E. Mit K- 7 bezeichnen
wir den von den Mengen K- F = {iz|2 €K, x € F}, F €7, erzeugten
Filter auf E. Mit Ultra-Cauchy-Filter verstehen wir einen Cauchy-Filter,
der ein Ultrafilter ist.

Satz 12. Es sei K gleich einer der Kategorien VC, VEC oder
VM. Ein K- (bzw. Kt-) einbettungsvollstindiger Raum (B , A) € [K|
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(bzw. |'KY|) st genaw dann vollstindig, wenn es fir jeden Ultra-Cauchy-
Filter U in (B, A) ein F € A0 gibt, so dass U > K-TF ist.

Beweis. a) Falls der Raum (&, A) vollstandig ist, so ist er auch ein-
bettungsvollstandig nach Satz 11. Sei U ein Ultra-Cauchy-Filter in
(£, A4). Dann gibt es wegen der Vollstandigkeit ein # € A0 mit absolut-
konvexer Basis und ein z € B, so dass U >z -+ F > K- (Vo + 7) ist.

b) Sei jetzt (B ,A) ein K- (bzw. Kt-) einbettungsvollstindiger
Raum mit der in Satz 9 erwahnten Eigenschaft. Wir nehmen an, dass es
einen nicht-konvergenten Ultra-Cauchy-Filter U in (H, A) gibt und
zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt. Es sei 2 ein
Vektorraum, der £ als echten Unterraum enthilt. Ferner seien z € Q2 \ F
ein beliebiger Punkt, E; die lineare Hiille von K U {z} in Q und o
der von A definierte, saturierte Filter auf Q(E). Fiir jede Pseudonorm
q auf K ist die Abbildung ¢, : £, — R+ U {00},

¢+ 22) =limg(x + AU), x€E, L€K,

eine Pseudonorm auf X; und eine Fortsetzung von ¢ (wir betrachten
R*U{} als Ein-Punkt-Kompaktifikation von R*). Sei fiir jedes
M c Q(F) die Menge M; durch M; = {p €Q(E;)|Iq €M mit p < ¢}
definiert. Ist dabei M saturiert, so ist es auch M.

Wir zeigen, dass der Filter y, = [{M;|M € y}] auf Q(E,) eine absolut-
konvexe Limitierung auf £, definiert. Offensichtlich ist Ay, = w, fiir
jedes A > 0. Sei nun v + Az €E, (x €E, A€ K) beliebig. Weil U =
@ 4 AU ein Ultra-Cauchy-Filter ist, gibt es eine Menge M €y derart,
dass U — U =Ty und W > K- 7, ist. Fir jedes q € M existiert
dann eine Menge U € U, so dass ¢q(v) < co und q(u — v) < 1 fiir jedes
Paar (u,v) € UXU ist. Man folgert hieraus, dass ¢q(U) c [0, 1 -+ q(v)]
fiir beliebiges festes » € U und ferner, dass ¢ (x + Jz) = lim ¢(U') < oo
fiir jedes ¢ € M ist. Der Filter ¢, definiert somit eine absolutkonvexe
Limitierung A4, auf E,. Esist klar, dass die Inklusion ¢ : (£, A)— (B, , A,)
eine Einbettung ist ([2]).

Offensichtlich ist (&), 4;) ausgeglichen (bzw. erfiillt (E,, 4,) die
Bedingung (1)), wenn dies fiir (£, A) gilt. Ist A eine Marinescu-Limitie-
rung, so besitzt y eine Basis X aus saturierten, ausgeglichenen Mengen
derart, dass g, € M fiir alle M € X ist [3, Satz 12]. Dabei ist die Pseudo-
norm ¢, durch

(@) {0 falls g(x) < oo fiir jedes ¢ € M ist

xXr) =

o oo falls es ein ¢ € M mit ¢(z) = o gibt

definiert. Ist nun g¢,(x + 1z) = lim q(x + AU) < oo fiir jedes ¢ € M,
so gibt es fiir jedes solche ¢ ein U € U, so dass die Menge g(x - AU)
beschrankt ist. Es ist also (gy)(@ + 42) = lim qy(z + AU) = 0. Man
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erhdlt: (¢y); = qp,. Die Limitierung A, ist eine Marinescu-Limitierung
nach [3].

Die Limitierung ; ist auch separiert. Seien x4+ 1z 20 (x €E,
A #0) und M €y beliebig gewidhlt. Wir setzen wieder U = x + AU,
Wire nun lim ¢(U') < 1 fiir alle ¢ € M, so gélte [0, 1] € g(°U’) fiir jedes
q € M, und U wire dann feiner als 7, und somit gegen Null konver-
gent. Dies widerspricht aber unserer Annahme, dass U nicht konvergiert.
Es gibt folglich ein ¢ in jedem M €y, so dass ¢ (x + Az) > 1 ist. Die
Limitierung 4, geniigt 7', und damit auch 7, (siche [13]).

Sei wieder M € so gewahlt, dass U — U >, ist. Fir jedes
q €M gibt es ein U €U, so dass [0,1]Ngx — U’) £ ¢ fiir jedes
x € U und jedes U’ € U ist, oder anders ausgedriickt: so dass ¢;(z — 2) =
lim g(x — U) <1 fiir jedes x € U ist. Es ist also (U) =z + Jy.
Der Unterraum K ist somit dicht im Raum (B, , A4;), was der ‘K- (bzw.
‘Xt-) Einbettungsvollstindigkeit von (#, A) widerspricht. Satz 12 ist
damit bewiesen.

Kor. 12. Falls die Limitierung A in Saiz 12 gréber als eine Vektorrauwm-
topologie ist, so ist sie genaw dann vollstindig, wenn sie ‘K- (bzw. Kt-)
etnbettungsvollstindig ist.

Beweis. In diesem Fall gibt es einen Filter 7 € A0 aus absorbierenden
Mengen. Die Bedingung in Satz 12 ist somit erfiillt.

Abo Akademi
Mathematisches Institut
SF-20500 Abo 50
Finnland
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