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Einleitung

Die projektive, absolutkonvexe Tensorproduktlimitierung A @y A’
auf dem Tensorprodukt £ & F zweier absolutkonvexen Limesvektorriaume
(£, A) und (F, A") (vgl. [3]) wird definiert als die feinste absolutkonvexe
Limitierung auf £ @ F fiir die die kanonische Abbildung EXF —E @ F
an der Stelle (0, 0) stetig ist. Die grundlegenden Eigenschaften dieser Ten-
sorproduktlimitierung werden hergeleitet. In allen Untersuchungen ver-
wenden wir die Charakterisierung der absolutkonvexen Limesvektorriume
durch »Pseudonormen», die in [3] eingefiihrt wurde. Falls (E, A) und
(F, A") ausgeglichene ([6]), absolutkonvexe Riume sind, so ist 4 ®j A’
ausgeglichen und gleich der feinsten absolutkonvexen Limitierung auf
E @ F, fur die t global stetig ist. Mit Hilfe einer internen Charakterisie-
rung der Marinescu-Réume, die mit einer in [11] gegebenen Charakterisie-
rung eng zusammenhangt, wird gezeigt, dass A ®r A" mit A4 und A’
eine Marinescu-Limitierung ist. Speziell folgt nun (siehe [8]), dass A @i A’
gleich der projektiven Tensorprodukttopologie ([7]) ist, falls A und A’
lokalkonvexe Topologien sind.

Die Frage unter welchen Bedingungen A ®x A’ mit A und A’
separiert ist, haben wir nicht vollstindig beantworten konnen (siehe
Bemerkung im Anschluss an Satz 13).

1. Begriffe und Bezeichnungen

Im folgenden verstehen wir unter Vektorraum immer einen Vektorraum
iiber dem Korper K der reellen oder komplexen Zahlen. V sei der Null-
umgebungsfilter der natiirlichen Topologie auf K. Ein Filter & auf
einem Vektorraum £ iiber K heisst nach [6] ausgeglichen (equable), falls
gilt V-7 =7 Eine Vektorraumlimitierung A auf E heisst aus-
geglichen, falls es fiir jedes 7 € 40 ein ausgeglichenes <G € A0 mit
G <7 gibt. Die Vektorraumlimitierung /A heisst absolutkonvex, falls
es zu jedem Filter 7 € A0 einen Filter <G € A0 gréber als 7 mit einer
Basis aus absolutkonvexen Mengen gibt.

Seien £ und F # ¢ Mengen und Q eine Teilmenge der Menge aller
Abbildungen w: H— F. Die Evaluation ist die durch o(u,2) = wu(x)
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(v € 2, x €E) definierte natiirliche Abbildung w: QXE—F. Sei Z
eine weitere Menge. Zu jeder Abbildung f:Z— Q ist eine Abbildung
a(f) =f=wo(fXidg) : ZXE— F assoziiert, wobei idy die Identitit auf
E bezeichnet.

Seien ¥ ,H,,...,E, Vektorrdume und sei RT die Menge der nicht-
negativen reellen Zahlen. Abbildungen ¢ : £ — RT U {0} mit den Eigen-
schaften

(@) q(0)=0
(b) q(Az) = |Alg() 2#0, €K, z€E
(¢) qlx +y) = q@) + q(v) v€EE, yeE

nennen wir Pseudonormen. Abbildungen ¢:E;X...XE,—RtU {0},
die die Pseudonormeigenschaften (b) und (c) fiir jedes »Argument» auf-
weisen, heissen n-Pseudonormen auf EyX...X E, Esselen Q(E,, ..., H,)
die Menge aller n-Pseudonormen auf HiX...xZE, und Q(£) die Menge
aller Pseudonormen auf E. Die Ordnungsrelation < auf Q(E;, ..., En)
und @Q(E) sei die von der natiirlichen Ordnung auf R U {0} induzierte
punktweise Ordnung. Jedes Element (q1,...,¢s) € Q(Eq)X... . XQ(E,)
definiert durch (qy...@¢.)(@1, ..., Zn) = q1(x1) - . . gu(2n), wobel wir die
Rechenregel 0+ oo = w verwenden, eine n-Pseudonorm

q1-~~qn€Q(E1,‘--,En)-

Fiir beliebige Teilmengen M, € Q(£) (v =1,...,n) und Filter y, auf
QE) w=1,...,n) setzen wir

My.. Mi={qq<q1...qn, q, €M, fir v=1,...,n}
wumd py.. .y =[{M.. . Ma M, €y, v=1,..., 0}
Auf dem Raum L(E;,...,E.;F) der n-linearen Abbildungen

w:EX...XE,—~F wird fir beliebige Pseudonormen ¢, € QX))
w=1,...,n), ¢ €EQUF), durch

(@'/q1 - - - gn)(w) = sup g'(w(@y, . - ., @)
9fx,) <l;v=1,...,n
eine Pseudonorm ¢'/q; . ..¢n definiert.

Eine Teilmenge M von @Q(E) heisst saturiert, falls die Pseudonormen
¢; und ¢, genau dann in M sind, wenn ¢;V\ g2 = sup (¢1, ¢2) in M ist.
Ein Filter auf Q(F) heisst saturiert, falls er eine Basis aus saturierten
Mengen besitzt. Eine Teilmenge M von Q(E) heisst ausgeglichen, falls
M = M fir jedes 4> 0 ist.

Jede Pseudornom ¢ € Q(£) definiert eine absolutkonvexe Teilmenge
U, = {z|q(x) <1} von E und jede Teilmenge M C Q(E) definiert einen
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Filter 7y = [{Uylg € M}] auf E. Nach [3] definiert ein Filter y auf
Q(E) durch A0 = [{7y|M €y}], Axr=ax -+ A0 eine absolutkonvexe
Limitierung A auf E, falls er die Bedingungen

(I) y* <y fiir jedes 1 %0, 1€K

(IT) fiir jedes x € B gibt es ein M €y, so dass ¢(x) < oo fiir jedes
q €M ist ’

erfiillt. o heisst dabeifiic A definierend. Jede absolutkonvexe Limitierung
kann in dieser Weise durch einen saturierten Filter auf () mit den
Eigenschaften (I) und (II) definiert werden. Ist die Limitierung diesiiber
ausgeglichen, so koénnen wir einen definierenden Filter finden, der eine
Basis aus ausgeglichenen, saturierten Mengen besitzt.

Seien w € L(By,...,H.; F) und ¢ € Q(F). Die Abbildung qow ist
eine m-Pseudonorm auf E;x...xH, fir die wir die Bezeichnung ¢"
verwenden. Wir setzen weiter M* = {¢*/q € M} und y" = [{M"|M € p}]
fiir eine Teilmenge M C Q(F) bzw. einen Filter y auf Q(F). Seien nun
der saturierte Filter v, fiir die absolutkonvexe Limitierung A, auf E,
(v=1,...,n) und der Filter 3’ fiir die absolutkonvexe Limitierung
A" auf F  definierend. Nach [3] ist eine mn-lineare Abbildung
w:E1X...XE,—F genau dann im Nullpunkt (A;x...x 4., A")-stetig,
wenn yp ...y < ' ist.

Fiir weitere Bezeichnungen wird es auf [3] und [5] verwiesen.

2. Die projektive absolutkonvexe Tensorproduktlimitierung

Sei E ein Vektorraum. In Q(F) ist das Supremum einer Familie
(9)er von Pseudonormen ¢, € Q(#) durch
(sup q,)(x) = sup ¢,(x)

€I (€I
gegeben.
Es seien E;,...,E, Vektorriume, ¢: E1X.. . XE,—>E, ® ... ® E,
die kanonische mn-lineare Abbildung und ¢, €QFE,) (r=1,...,n)
Pseudonorme. Durch

(1) 91®®Qn=supq (qGQ(E1®~°®En))
qts‘h"'qn

wird eine Pseudonorm ¢; @ ... ® ¢. auf E; ® ... ® E, definiert. Fiir
jedes

(2) r=>a®.. €L ®...0 L,

k

setzen wir
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(3) p(z) = inf > q2f) . .. g, (2f) (0 0= c0),

wo das Infimum iiber alle moglichen Zerlegungen von z der Form (2)
genommen wird. Man beweist leicht, dass p eine Pseudonorm ist. Speziell
gilt P <qi...qn. Sei ¢€EQE, QR ... E,) eine Pseudonorm mit
¢ <¢q...q. Dann ist

pz) =inf > ¢l @ ... @) =inf¢ > P @ ... ®2l) = q@),
k k

d.h. es gilt p > ¢. Wir haben somit den ersten Teil des folgenden Satzes
bewiesen.

Satz 1. Seien q1,...,qn bzw, ¢ Pseudonormen auf den Vektorrdumen
Ey,...,E, bzw. F.

(a) Durch die Qleichungen (1) und (3) wird dieselbe Pseudonorm p =
n® ... Q¢ auf B1Q ...Q E. defintert.

(b) Fir jede n-lineare Abbildung w: Eyx... X E,—F mit der asso-
ziterten linearen Abbildung w:E1Q ... Q En—F ,w = uot, gilt

- )W) = (| @ ... D qn)(w) .

Beweis. (b) Nach GIl. (1) folgt aus ¢" <¢q;...q. die Beziehung
7" <¢1® ...® gn. Umgekehrt folgt nach Gl. (3) die erste Beziehung aus
der zweiten. Nach [4], Satz 8 (a), sind die Relationen ¢ <g;...¢,» und
"< ®... Q¢ mit ({1 . gu)(w) <1 hzw. (/@ ... @ g)(n) <1
dquivalent. Da Pseudonormen positiv homogen und die Abbildung w — «
linear ist, folgt die Behauptung aus der Aquivalenz der Beziehungen
@/q1-. - gu)w) <1 und (/1@ ... q)w) < 1.

Fiir Teilmengen M, C Q(E) (»=1,...,%n) und Filter y, auf Q(F)
p=1,...,n) setzen wir M; Q... QMU.={qEQE D ... R L)
¢ <qr...®,q, €EM,, v=1,...,n} und

PR ... Qua=[{M1Q ... QMM €y, , v=1,...,1n}].
Lemma. (a) Seien ¢, € Q(E) und ¢, €QE) (»=1,...,n) Pseudo-

normen mit q, <q, fur jedes v =1,...,n. Dann ist
N®... QGn=qad...34q,.
(b) Sei fur jedes v=1,...,n M cive saturierte Teilmenge von
Q). Dann ist M, Q... Q@ My saturicrt.
(¢) Falls eine der Mengen M, CQ(E) (r=1,...,n) ausgeglichen

ist, so ist M; @ ... Q M, ausgeglichen.

Beweis. Die Eigenschaft (a) folgt unmittelbar aus der Definitions-
gleichung (1).

() Sei ¢ (u=1,...,m) eine endliche Familie von Pseudonormen
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aus M; ® ... ® M, Firjedes u gibt es dann Pseudonormen ¢ € M2
w=1,...,m), sodass ¢ <¢W® ...® ¢¥ ist. Man erhilt mit Hilfe
von (a):
sup ¢ < sup (¢ © ... ® ¢¥) < (sup ) ® ... @ (sup ¢¥).
u u w u
Dajedes M, (v =1,...,n) saturiert ist, ist M; ® ... ® M, es folglich
auch.

(c) Falls z.B. M; ausgeglichen ist, so gilt fiir jedes 1> 0:

MMy @ ... QMy)=00M)®@ ... My=M,® ... M,,
dh. M;® ...® M, ist ausgeglichen.

Sei nun der Filter y, auf Q&) fiir die absolutkonvexe Vektorraum-
limitierung A, auf E, definierend und saturiert (v =1,...,n). Der
Filter y, ® ... ® y, hat die Eigenschaft (I), denn fiir jedes M, €y,
w=1,...,m) ist M1 Q... QMY =M QM ...Q M, fir be-
liebiges 2 7 0, A€ K. Sei z der Vektor in Gl. (2). Fiir jedes 2 gibt
es eine Menge NW €y . so dass ¢@¥) < o fiir jedes ¢ € N® ist.
Wir setzen N, = ﬂ V(A) (u=1,...,n). Fir jedes

gEN,®...9N,, ¢/<q1-- %, ¢, €N, (pu=1,...,n),
it dann 7z <> q@P) .. ga@®) < .
k

Der Filter y; @ ... & y, hat also auch die Eigenschaft (II). Er defi-
niert somit eine absolutkonvexe Limitierung auf £, ® ... ® FE..

Definition. Die von u; © ... ® p. definierte absolutkonvexe Limi-
tierung A, @, ... Q, A, heisse die projektive absolutbonvexe Tensor-
produktlimitierung auf E; ® ... ® HE. (vegl. [7, 8]).

Wir setzen £, @, ... S, B, =W Q...QE,, A, ..., 4).

Satz 2. (Seien E, ,A) (v=1,...,n) und (I',A") absolutkonvexe
Limesvektorriume. FEine n-lineare Abbildung w:EyX...XE,—~F st
genaw dann im Nullpunkt stetig, wenn die assoziterte lineare Abbildung

ul, ®,... 2, W B, — F stetig ist. Die Limitierung Ay Q... &, A, ist
die feinste absolutkomeae Limitierung auf E; & ... % En., fiar die die

kanonische Abbildung t:E>... 7 E,—~E © ...% E., im Nullpunkt
stetig st.

Beweis. (A) Sei y, fir A, (v=1,...,n) definierend und saturiert
und sei o’ fir A’ definierend. Es gilt v;... 9. < (1 @ ... D ),
dennfiirjedes M, €y, (v =1,...,n) gilt My... M, DM, @ ... M,)

nach der Definition der Menge M; @ ... ® M,. Nach [3], Satz 6, ist ¢
im Nullpunkt stetig.
(B) Sei w: Eyx...xE,— F im Nullpunkt stetig und sei
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u: B Q.. Q E,—~F ,w=mwuot,

die zu w assoziierte lineare Abbildung. Aus ...y, < o™ (nach [3],
Satz 6, ist w genau dann im Nullpunkt stetig, wenn diese Relation erfiillt
ist) folgt: Fiir jedes M, €y, (v=1,....,n) gibt es ein M’ €y’, so
dass My...M,> (M™) gilt. M™ ist somit eine Teilmenge von
Mi®...Q M, Man erhalt v ® ... Ry, <9, dh. u ist stetig
(siehe [3], Satz 9).

Ist umgekehrt u:E; Qi...QrE,—F stetig, so ist nach (A)
w= %ot im Nullpunkt stetig.

(C) Sei t:Eyx...X Bn—>(E1® ...Q E,,A) in bezug auf die
absolutkonvexe Limitierung A im Nullpunkt stetig. Dann ist nach (B)
die Identitit id:E, Q... QL E,—>(E,® ... ® E,, A) stetig, d.h. es
gilt 4, ®...R,4,> 4.

Nach [3], Satz 7, ist die kanonische Abbildung

t: B, X.. XE,—-E ®,...Q.L,

iiberall stetig, falls die absolutkonvexen Raume Ky, ..., B, ausgeglichen
sind.

Kor. 2. Mit denselben Bezeichnungen wie in Satz 2 gilt: Falls die Raume
E,, ..., E. ausgeglichen sind, so ist w genaw dann stetig, wenn wu stetig
ist. Die ausgeglichene Limitierung A; @, ... &, A, ist die feinste absolut-
konvexe Limitierung auf E, Q@ ... Q K., fir die t stetig ist.

Beweis. Die Limitierung 4; ®,...®, 4, ist ausgeglichen nach
Lemma 1 (b) und (c¢) und nach [3], Satz 8.

Satz 3. Sei ¢, eine Pseudonorm auf dem Vektorraum E, (v = 0,...,n)
und seien h:B@EQR.. QE)—>E®...Q Ea
und kL:(B,®...QFE, )QE,—~>E,®...QE,

die natiirlichen Abbildungen. Dann ist

G (R Q) =(1®...0g)
und @WO® - QU= E®. . ..Qq)

Beweis. Wir beweisen die erste Gleichung. Die Richtigkeit der zweiten
kann in derselben Weise nachgewiesen werden. Wir setzen p,=
G6Q...0¢, und p,=¢; X ...RQ q, Firjedes v, €E, (v =0,...,n)
gilt (g0 @ P1)" (X @ ... @ Tn) = ¢o(@) - - - dn(@s). Man erhalt mit Hilfe
von GL (1): (9o @ p)"™ < p,- Seien ¢, :E X...XE,—~E ® ...Q En
und t:EgX(B, Q... Q B)—~>Ey® (B, ® ... ® E,) die kanonischen
Abbildungen. Die Abbildung &, : B, ® ... Q E.—>E,Q (B, ® ... Q H,),
die durch Zy(#; @ ... Q@) =2, ® (1, ® ... @ @,) definiert ist, ist fiir
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jedes x, € B, linear. Offenbar gilt phFh < qi(@e)gy - - - gn  flir jedes
x, € By. Hieraus folgt pi™ < go(wo)p; und ferner Pt < gyp;. Wir
erhalten nun schliesslich die Ungleichung pjy < gy @ p;- Es gilt somit
P = ¢y ® p; und die erste Gleichung ist damit bewiesen.

Aus Satz 3 folgt unmittelbar:

Satz 4. Seien B, (v=0,...,n) absolutkonvexe Limesvektorrdume.
Dann sind die natiirlichen Abbildungen

n n n—1 n
h:By @, (QrE)—> Qi B, und k: (Qr E) QpEn— Q@ E,
y=1 p=0 r=0 »=0

lineare Homdbomorphismen.
Offensichtlich gilt auch

Satz 5. Fir je zwei absolutkonvexe Limesvektorriume E und F sind
E®,F wund F Q@,E in kanonischer Weise homdomorph.

Satz 6. Seien w;:E;—F; (t=1,2) stetige lineare Abbildungen
wischen den absolutkonvexen Limesvektorriumen E; und F; (1=1,2).
Dann ist ihr Kronecker-Produkt w; @ uy: Ey @, Ey— F1 Q@ Fy  stelig.
u, @ u, ist ein linearer Homéomorphismus, wenn dies fiirr w, und uy gilt.

Beweis. u; @ u, ist die zu der im Nullpunkt stetigen bilinearen Ab-
bildung #o (u; Xu,) assoziierte lineare Abbildung und ist folglich stetig
(t bezeichnet die kanonische Abbildung FyXF;— F; @ F,). Falls v
eine stetige Inverse zu w; ist (¢ =1,2), so ist v; @ v, eine stetige
Inverse zu u; Q u,.

Ferner gilt

Satz 7. Jeder ausgeglichene, absolutkonvexe Limesvektorraum B ist in
kanonischer Weise zu K &, E  homéomorph.

Beweis. Der kanonische Isomorphismus s: K @ E—E, s: 4 Q v+ Ax,
ist stetig, da die Skalarmultiplikation stetig ist.

Der saturierte Filter w, = [{I}}], [, = {¢ € Q(K)lqg < Ap,, 2> 0},
wo p, die natiirliche Norm auf K bezeichnet, ist fiir die natiirliche Topo-
logie auf K definierend. Sei y fiir die absolutkonvexe und ausgeglichene
Limitierung auf E definierend und saturiert (vgl. [3], Satz 8). Fir jedes
ausgeglichene, saturierte M €y gilt M D ([, ® M)~ denn fiir jedes
QET,® M mit ¢ <Apyg,A>0,q€M, ist ¢ () =¢'(1,2) < Aqx)
fiir jedes « € E. Es gilt somit » < (y, @ p)* , d.h. s71 ist stetig.

Seien H,,...,E,,F absolutkonvexe Limesvektorraume und sei
°%(Ey,...,E,; F) die Menge der im Nullpunkt stetigen, n-linearen
Abbildungen w : B, X . ..x E,— F. Fiir die grobste ausgeglichene, absolut-
konvexe Limitierung A, auf °£(H,, ..., E.; F), fir die die Evaluation
w:°LEy,...,Ey; F)xEyX...XxE,—F im Nullpunkt stetig ist, gilt
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nach [4]: Fiir jeden ausgeglichenen, absolutkonvexen Raum Z und jedes
lineare f:Z— (“L(Hy,...,Eu; F), A) = °Ly(Ey,...,E,; F) ist I
genau dann stetig, wenn die assoziierte (n + 1)-lineare Abbildung
f tZXE X.. . XE,—F im Nullpunkt stetig ist. Diese Rigenschaft der
Limitierung 4, wird im Beweis des nichsten Satzes benutzt.

Im folgenden bezeichnet w:E; ® ... ® E,— F die zu der n-linea-
ren Abbildung w:EyX ...XH,—F assoziierte lineare Abbildung.
LE,,..., B, F) sei die Menge aller stetigen w € °L(Ey, ..., E,;F).

Satz 8. Seien E,,...,E, und F absolutkonvexe Limesvektorriwme
Dann ist die durch &:w > w, definierte natiirliche Abbildung

E:°Ly (B, ..., Ea; F)>L, (B, Q... R, En; F)

ein linearer Homdomorphismus.
Beweis. Sei

k:OE‘/‘;P(Elf"':E)I;F)®k(El®k...®kE,,)—>
O%P(Ela'-‘:En;F)®kE1®k-..@kEn

der kanonische Homdomorphismus. Fiir die zu der bilinearen Abbildung
wE): LB, ..., B F)X(B1® ... Q E.)—F assoziierte Abbildung

AN

N

X&) :°LE, ..., B;F)QE, Q... QE)—>F gilt x(&)=3&oh Da
die Evaluation o : °“Ly(Ey, ..., E.; F)xE;X...xE,— F im Nullpunkt
stetig ist, ist die Abbildung £ stetig. Ahnlich folgt, dass &1 stetig ist.

N
Es gilt namlich «(§7) = &, = A", wo o, die Evaluation

(‘[‘/(El @'\k~-~ SLEn,F)X(Elg @E’")—)-F
und
by Ly (Br @y @ Eus F) @y (By Qv . @4 En) —

Lo Q. DB F) @B @y . .. @, En

der kanonische Homéomorphismus ist.

Bemerkung. Der fiir A, definierende Filter wurde in [4] durch Pseudo-
normen der Form ¢'/q1...¢, charakterisiert. Offenbar kann man den
obigen Satz auch mit Hilfe von Satz 1 (b) beweisen.

Sei /. die Limitierung der stetigen Konvergenz (siche [2]). Genau
wie oben beweist man Satz 9. Zu beachten ist, dass A, nur auf
L(Ey,...,E,;F) definiert ist.

Satz 9. Seien E,,...,E., ausgeglichene, absolutkonvexe Limesvektor-
raume und F ein absolutkonvexer Limesvektorraum. Dann ist die natiirliche
Abbildung &: LBy, ... B F)—>LE Q... 2, B.: F) ein linearer
(Ae , Ao)-Homdomorphismus.
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Satz 10. Seien E; und F; (¢t = 1, 2) absolutkonvexe Limesvektorriume.
Dann st die durch (uw,v)>u @ v definierte bilineare Abbildung
n: L(By; Fi)x LBy ; Fo) — L(E1 @ B2 ; F1 @, Fe) (Ap X Ap , Ap)-stetig
und tm Nullpunkt (A.X A, A.)-stetig.

Beweis. Das Diagramm

(1)

LBy ; Fr) @ L(E:; Fo) @ (B1® Eo)
A
h (£o (6)1 X C/’\)2))/\

(L(Ey; Fr) @ Br) @ (L(Ba; Fa) @ Ee)

wo h die natiirliche Abbildung, w;: L(E;; F)xXE;—F; (i =1,2) die
Evaluation und ¢: FixXF:— F, ® F: die kanonische Abbildung ist, ist
kommutativ. Da w; und ws beziiglich 4, und 4. stetig sind (siehe [4]
und [2]), folgt die Behauptung hieraus. Die Limitierung . ist ndmlich
absolutkonvex nach [4], Satz 6.

Sei (&, A) ein absolutkonvexer Limesvektorraum und sei L ein
linearer Unterraum von K. Wir bezeichnen mit x+~> & die kanonische
Abbildung aus £ nach E/L. Jeder Pseudonorm ¢ auf E ist eine Pseudo-
norm ¢ auf E/L,§&) = inf {q(y) y € &}, zugeordnet. Falls v die Limi-
tierung A definiert, so ist y = [{J M € y}] fiir die Quotientenlimitie-
rung auf /L definierend ([3], Satz 4). Dabei ist JI = {§q € I }.

> @ F»
A

Satz 11. Es sei K bzw. F ein absolutkonvexer Limesvektorraum
mit dem Unterraum G bzw. H. Dann ist die kanonische Abbildung
(B|G) @, F/H)— (E @, F)|I'(G,H), wo I'G,H) den von der Menge
fx @ylx €G oder y € H} erzeugten Unterraum bezeichnet, ein linearer
Homdomorphismaus.

Beweis. Sei 4 : % @ §—x @ y der kanounische, lineare Isomorphismus.
Es gentigt zu zeigen, dass fiir beliebige Pseudonorme ¢; und ¢ auf E

bzw. F @1 ® ¢ = (@1 ® ¢2)* ist. Fur jedes x € ¥ und jedes y € F ist

(@1 @ @)@ @ y) < qi(@)qaly). Folglich ¢ilt (1 ® go)x © y) < G(E)G:(7),
woraus nach Gl. (1) die Ungleichung (g1 ® ¢2)* < ¢ % §» folgt. Sei
a € (B|G) @ (F/H) und 2z €wule) beliebig. Fiir jede Zerlegung
z=>a"@y" von =z ist > i® @ 7% eine Zerlecumg von «. Man
erhdlt mit Hilfe von (3):

(@1 @ ¢)(a) < inf > a@EP)G") < inf > (™)) = (n 2 ¢@)(z),
k 13

wo das Infimum iiber alle méglichen Zerlegungen von z genommen wird.

o~ =

Da dieses fiir jedes z € u(a) und jedes a gilt, ist ¢1 2 ¢ < (1 ® )"

s gilt somit ¢ @ ¢2 = (1 @ 72)".
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Sei (E, /) ein ausgeglichener, absolutkonvexer Limesvektorraum und
sei der saturierte Filter y fiir A definierend. Durch

[0 falls ¢(x) < oo fiir jedes ¢ € M ist
(4) Inl®) = - : : .
[oo falls es ein ¢ € M mit g(x) = o gibt
wird fiir jede Teilmenge M von Q(H) eine Pseudonorm ¢, auf £ defi-
niert. Die Einschrankungen auf L, = ¢3;'(0) der Pseudonormen in M
sind Seminormen und definieren eine lokalkonvexe Vektorraumtopologie
7y auf Ly. Sei Z eine Filterbasis von u aus lauter ausgeglichenen,
saturierten Mengen. Fiir je zwei M , N € X mit M D N sel ity : Lyy—> Ly
die Inklusion. Diese ist offensichtlich (t,,, 7y)-stetig. Falls fiir jedes M € Z
die Beziehung ¢, € M erfiillt ist, so ist (£, A) induktiver Limes (in der
Kategorie der Limesvektorraume) der gerichteten Familie (Ly;, Tp)per
von lokalkonvexen Raumen. Fiir jedes M € X ist namlich dann ,,(U,,) =
Ty, wobei U, der Nullumgebungsfilter im Raum (L, 7,) und
iy Lyy— E  die Inklusion bezeichnet (siehe [8], Satz 1.2.2). (K, A) ist
also ein Marinescu-Raum.

Wir setzen nun umgekehrt voraus, dass (E, 4) ein Marinescu-Raum
ist. Dieser Raum ist dann beziiglich stetiger Inklusionen ¢, : B, —E,_, 1t < x,
induktiver Limes einer durch < gerichteten Familie (E,, 7,),; von lokal-
konvexen Rdumen. Sei fiir jedes ¢€I M, die Menge der 7 -stetigen
Seminormen auf FE,. Jedes ¢ € M kann als Pseudonorm auf ganz E
fortgesetzt werden: Wir setzen ¢'(z) = ¢g(x) falls 2 € E, und q¢'(z) = «©
falls « ¢ E, ist. Ferner setzen wir M, = {q’|g € M} fiir jedes ¢ € I. Die
Filterbasis {M|. € I} erzeugt einen saturierten Filter auf Q(E), der A
definiert. Fiir jedes €I ist M, ausgeglichen und es gilt ¢,, € M.

Wir fassen zusammen:

Satz 12. Ein ausgeglichener, absolutkonvexer Limesvektorraum (E , A)
mit dem saturierten, definierenden Filter vy ist genaw dann ein Marinescu-
Raum, wenn die Beziehung q, € M fiur jedes M in einer Filterbasis %
von vy aus lauter ausgeglichenen, saturierten Mengen gilt. Dabei ist fir jedes
M €% die Pseudonorm ¢y durch (4) definiert.

Dieser Satz kann auch aus einer von K. Kutzler in [11] gegebenen
internen Charakterisierung der Marinescu-Ridume hergeleitet werden.

Satz 138. Fir je zwet Marinescu-Riume E und F ist E Q,F ein
Marinescu-Raum.

Beweis. Der saturierte Filter y; (bzw. y,) sei fiir die Limitierung auf
E (bzw. F) definierend. v; (bzw. ) besitzt nach Satz 12 eine Basis
Xy (bzw. Z,) aus ausgeglichenen, saturierten Mengen derart, dass fiir jedes
M €% (bzw. M €%,) die Beziechung ¢, € M erfiillt ist. Fiir beliebiges
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Mi€Z (1=1,2) ist gugun (@ ®Y) < qu(®)qu(y) fir jedes z€H,
y €F, denn falls ¢y(z) und qi(y) fiir jedes ¢: € M; (1 =1,2) endlich
sind, so gilt dasselbe fiir ¢(x @ y) fiir jedes ¢ € M; @ M,. Man erhalt
Iom, < qu, ® qu, Da {M1 @ My|M:€%:, i=1, 2} eine Basis von
y; @ y, aus ausgeglichenen, saturierten Mengen ist (Lemma 1), so ist die
von y; & v, definierte Limitierung eine Marinescu-Limitierung (Satz 12).
Fiir jedes M; €2%; (i =1,2) ist ja qygum, € M1 @ M,

Bemerkung. Die projektive, absolutkonvexe Tensorproduktlimitierung
auf E @ F ist offenbar die feinste Marinescu-Limitierung, fiir die die
kanonische Abbildung t: ExXF—>E ® F stetig ist, falls E und F
Marinescu-Riaume sind. Sie fillt somit in diesem Fall mit einer von H.
Jarchow eingefiihrten Tensorproduktlimitierung zusammen ([8], Satz 2.3.9).
Falls E und F lokalkonvexe, topologische Vektorraume sind, so ist die
projektive, absolutkonvexe Tensorproduktlimitierung auf £ @ F mit der
von A. Grotendieck in [7] eingefiihrten projektiven Tensorprodukttopologie
identisch (siehe [8], Seite 152).

Bemerkung. Seien (E , A;) und (F, 4;) absolutkonvexe Limesvektor-
raume. Mit Hilfe einer Beweisfithrung in [8] (Seite 153) beweist man leicht,
dass mit A; ®, A; auch A; und A, separiert sind. Umgekehrt folgt aus
[8], Satz 2.3.11, und aus Satz 13, dass A; ®, As separiert ist, falls 4; und
Ay separierte Marinescu-Limitierungen sind.

3. Direkte Summen und Tensoralgebren

Sei (E),; eine nichtleere Familie von Vektorrdumen und (q,).er
eine Familie von Pseudonormen ¢, € @(£,). Durch

(5) @q =supgq EPE)

€I qit < g€ I €I

wird eine Pseudonorm @ ¢, auf @ E, definiert. Hierbei bezeichnet
€I €I
i,: E,—~ @® E, fiir jedes ¢ €I die natiirliche Injektion. Die Pseudonorm

® g, ist gleich der Pseudonorm p, die an der Stelle z= > 2, € @ E,
€I €I
(x, €H,,x, # 0 nur fiir endlich viele ¢ € I) den Wert

(6) p() =2 4(x)
et
annimmt.

Fiir jeden Vektorraum E sei ¢, das grosste Element im Verband
Q(E). I* bezeichne die Menge der endlichen Teilmengen von I. Fiir jedes
J €I* und jede Familie (M,)e; von Teilmengen M, C Q(E,), setzen
wir
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QM ={q€Q@®E)g<Dq,,q €M, fir €J und g, = ¢, fir 1 €J}.
€J
Sei nun ((#,, 4))e; eine Familie von absolutkonvexen Limesvektor-
rdumen und sei der saturierte Filter v, fiir jedes ¢ € I fiir A, definierend.
Wir setzen

Dy, =[{® M|M €y, fir jedes c€J, JE€I*}].

€I €l
Dieser Filter ist saturiert und geniigt (I) und (II). Er definiert somit eine
absolutkonvexe Limitierung @ A, auf @ E..

€I €I

Satz 14. Eine lineare Abbildung f: ® E,—~F nach einem absolut-
konvexen Limesvektorraum (F , A') ist genaw dann (® A, , A')-stetig, wenn
fir jedes « €1 die Abbildung foi, (A, , A')-stetig ist. Fiir jedes o€ 1
ist 1,: BE,— @ B, eine Einbettung.

Beweis. Fir jedes 1 €1 ist y, = (® y,)", d.h. 7, ist eine Binbettung
([3], Satz 11). Ist f (@ A, A')-stetig, so ist folglich foi; (A,, A')-stetig
fiir jedes ¢ € I.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass foi, fiir jedes (€1 (A,,A")-
stetig ist. Sei der Filter " fiir 1’ definierend. Dann ist y, < '/, d.h.
fir jedes ¢€1 wund jedes J, €y gibt es ein M €y’ derart, dass
M, o (M7« gilt. Fiir jedes J €I* setzen wir My, =n{M eJ}.

Nach der Definition der Menge @ M, ist diese Menge Obermenge zu M7 .
&J
Man erhalt: @ y, <y, d.h. f ist stetig.

Bemerkung. Aus Satz 14 folgt, dass @ 4, die feinste absolutkonvexe
Limitierung auf @ E, ist, fiir die 4,: B,— ® F, fiir jedes ¢ € I stetig
ist. H. R. Fischer hat in [5] eine Limitierung auf @ £, als induktiver

Limes der Unterraume ((® E,, [ 4,))je;» beziiglich der natiirlichen
€J €J
Inklusionen definiert. Diese Limitierung ist nach [8] die feinste Vektorraum-

limitierung, fiir die alle ¢, stetig sind. Da Produkte und induktive Limites
(in der Kategorie der Limesvektorraume) von absolutkonvexen Riaumen
absolutkonvex sind (die in [12] hierfiir gegebene Beweise sind fiir den
reellen Fall durchgefiihrt aber kénnen unmittelbar verallgemeinert werden),
so ist folglich @ A, gleich der von Fischer definierten Limitierung. Fiir
weitere Eigenschaften der Limitierung @ A, verweisen wir deswegen auf

[8].

Satz 15. Esscien (E)er und (F),ex Vektorriume (I # ¢, K + ¢),
w (@E)Q(®F,)—>® (B, ®F,) der kanonische lineare Isomorphismus
I K IxK

und (q)er und (p,).ex Familien von Pseudonormen mit ¢ € Q(E,) bzw.
p, EQU) fir jedes + €I bzw. » € K. Dann ist
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(®q)® (CE p.)=(®(q p))".

I IxK

Beweis. Sei i,:E, Q@ F,—~ @ (B, @ F,) fir jedes 1€, x €K die

natiirliche Injektion. Fiir beliebiges ¢ €1, » € K wund fiir jedes z, € E,,

Y. €F, ist (®q)® (®p) "= (x, ®y,) <qx)p,y,). Hieraus erhalt
man mit Hilfe von (1) und (5) die Ungleichung

((@ QI) ® (C_B p#))"—l S @ (Ql ®p;4) .
Andererseits gilt fiir jedes >z, € @ B,, z, € E‘f und jedes >y, €D F,,
y, €F,, die Beziehung
(@ (9. @ p))" ((2 z) (% Y.)) SIGDK% (@)p.(y.) =

IxK

I 1 K K
woraus mit Hilfe von (1) die umgekehrte Ungleichung folgt. Satz 15 ist
damit bewiesen.
Aus Satz 15 folgt:

Satz 16. Fir beliebige nichtleere Familien (E,, A))er und ((F,, A.)),ex
von absolutkonvexen Limesvektorrdumen ist die kanonische Abbildung

v (OE)Q (@®F)>® (E QF,) ecn linearer (@ A,)Q,(® A4)),
I K IXK

@ (4, @, A.))-Homsomorphismus.

Bemerkung. Sei ((H,, A,)),er eine Familie von absolutkonvexen Réu-
men und sei der saturierte Filter vy, fir jedes (€1 fiir A, definierend.
Wir setzen @,y, == [{® M, M, €y, fur jedes ¢ € 1}], wobei @ M, die
Menge {¢€Q(@®E)qg<®q,, q €M, fur jedes (€I} bezeichnet.
®,p, definiert eine Limitierung @, 4, auf @ £, die folgende Eigen-
schaft hat: Fiir jeden lokalkonvexen (topologischen) Raum (Z, 7) und jedes
lineare f: ® £ —Z ist f genau dann (@, 4, , 7)-stetig, wenn fiir jedes
¢ €1 die Abbildung foi, (4,, 7)-stetig ist. I'alls die Rdume ((£, , A4))e;
lokalkonvex sind, so ist (® #,, @, A,) offensichtlich gleich der iiblichen
topologischen, direkten Summe dieser Rdume. Aus Satz 15 folgt, dass die
Bildung der direkten Summe @, 4, mit der Bildung der projektiven,
absolutkonvexen Tensorproduktlimitierung vertraglich ist, d.h. dass die
kanonische Abbildung « in Satz 16 auch ein ((®, 4, @, (®, 1)),
@, (4, @y A)))-Homdomorphismus  ist.

Sei (£ ,A4) ein ausgeglichener, absolutkonvexer Raum. Das Tensor-
produkt von »n Faktoren H sei @"E und die projektive, absolutkonvexe
Tensorproduktlimitierung auf ®" L sei mit ®j; A bezeichnet. Wir setzen
(2°E, c, A) gleich (K, A4,), wo A, die natiirliche Topologie auf K
ist (A, ist ja die feinste Vektorraumlimitierung auf K; siehe [1] und [10]).



16 Ann. Acad. Sci. Fennice A L. 593

Auf der Tensoralgebra @ £ = ® ®" K, wo N die Menge {0,1,2,...}
neN
bezeichnet, sei ®; A die Limitierung @ ®} 4. Der Raum &, E =
neEN
(® B, ®,A) ist eine Limesalgebra, denn die zu der kanonischen Multipli-

kation assoziierte lineare Abbildung ist stetig, wegen des Homéomorphismus
(R E) @ (QLE)—> ® (QRT™E) (Satze 16, 4, 2, Bemerkung nach

n,meN

Satz 14).
Folgendes gilt (vgl. [9], Th. 3.1):

Satz 17. (1) Fiir jeden ausgeglichenen, absolutkonvexen Limesvektorraum
(Z,A4) ist (QE,Q,A) eine ausgeglichene, absolutkonvexe Limesalgebra.
Falls B # {0} ist, so gibt es keine Vektorraumtopologie auf @ E, die feiner
als &, A ist.

(2) Fir jede lineare Abbildung f:H—A won einem ausgeglichenen,
absclutkonvexen Raum (B , A) mnach einer absolutkonvexen, assoziativen,
unitdren Limesalgebra (A , A,) ist f genaw dann (A, A,)-stetig, wenn der
von [ definierte Algebra-Homomorphismus f€:Q E—~A (R, A4, 4,)-
stetig ist. Die Limitierung &, A st also die feinste absolutkonvexe Algebra-
Limitierung auf @ E, far die die natiirliche Injektion E— & E stetig ist.

Beweis. (1) Nach 2.2.16 in [8] gibt es keine Vektorraumlimitierung feiner
als ®, 4, falls E 5= {0} ist. (2) folgt aus Satz 14, Kor. 2 und aus der
Tatsache, dass der von der natiirlichen Injektion £ -— @ E definierte
Algebra-Homomorphismus die Identitat auf @ £ ist.

Abo Akademi
Mathematisches Institut
SF-20500 Abo 50
Finnland
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