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Einleitung

Die projektive, absolutkonvexe Tensorproduktlirnitierung A 8o A'
auf dem Tensorprodtkt E @ ,t' zweier absolutkonvexen Limesvektorråume
(il , A) und (-E , A') (vgl. [3]) wird definiert als die feinste absolutkonvexe
Limitierung auf E Q -E' fAr die die kanonische Abbildung ExI --> E I X
an der Stelle (0 , 0) stetig ist. Die grundlegenden Eigenschaften dieser Ten-
sorproduktlimitierung werden hergeleitet. fn alen lJntersuchungen ver-
lvenden wir die Charakterisierung der absolutkonvexen Limesvektorräumo
durch »Pseudonormen», die in [3] eingeftihrt wurde. X'alls (E , A) und
(F , t1') ausgeglichene (16l), absolutkonvexe Räume sind, so ist /I 8n A'
ausgeglichen und gleich der feinsten absolutkonyexen Limitierung auf
E & I, fiir die f global stetig ist. Mit Hilfe einer internen Charakterisie-
rung der 1\farinescu-Räume, die mit einer in [11] gegebenen Charakterisie-
rung eng zusammenhängt, wird gezeigt, dass A 8o A' mit A und. A'
eine Marinescu-Limitierung ist. Speziell folgt nun (siehe [8]), dass z1 8* A'
gleich der projektiven Tensorprodukttopologie ([7]) ist, falls A :und -/L'

lokalkonvexe Topologien sind.
Die X'rage unter welchen Bedingungen A 8o A' mit A und A'

separiert ist, haben wir nicht, vollständig beantworten können (siehe
Bemerkung im Anschluss an Satz 13).

1. Begriffe unal Bezeiehnungen

Im folgenden verstehen wir unter Vektolraum irnmer einen Vektorraurn
iiber dem Körper K der reellen oder komplexen Zahlen. V sei cler Null-
umgebungsfilter der natiirlichen Topologie auf K. Ein Filter V auf
einem Vektorraum E iber K heisst nach 16] u,tr,sgeglichen (equable), falls
gilt V'7:?. Eine Vektorraumlirnitierung A auf E heisst aus-
geglichen, falls es fiir jecles V e A0 ein ausgeglichenes I e l0 mit
'q <7 gibt. Die Yektorraumlimitierung ,zl heisst absolutkonvex, falls
es zu jedern X'ilter V e A0 einen X'ilter '{i e AO gröber als 7 mit einer
Basis aus absolutkonvexen Mengen gibt.

Seien -E und -F, * f Mengen und f) eine Teilmenge der }Ienge aller
Abbildungen u : E --> ?. Die Eualuation ist die durch c,t(u , u) : u(r)
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(u e 9, r e E) definierte natiirliche Abbildung a : QxE --+ X. Sei Z
eine weitere Menge. Zu jeder Abbildung f : Z --> Q ist eine Abbildung

e(f) : f :, " (fxidr) : ZxE ->7, assoziiert,, wobei id6 dieldentitåt auf
-E bezeichnet.

Seien .& , Et, . . . , En Yektorräume und sei R+ die Menge der nicht-
negativen reellen Zahlen. Abbildungen q : E -+ R+ U { co} mit den Eigen-
schaften

(a) 4(0) : 0

(b) qQ,r):lXlq@) )"+0, 2€K, re.E
(c) q(r*y):q(r)*q(y) reE, aeE

nennen wir Pseud,onormez. Abbildungen q:81x.. .XE'-->R+U {co},
die die Pseud.onormeigenschaften (b) und (c) fiir jedes »-{rgument» auf-
weisen, heissen n-Pseud,onormen a:uf ErX. . .x8". Es seien Q(Et, . . . , E^)
die Menge aller n -Pseudonormen atf Etx...xE* and Q@) die Menge
aller Pseudonormen a:uf. E. Die Ordnungsrelation ( auf Q(Ur,...,8^)
und Q(.8) sei die von der natiirlichen Ordnung auf R+ U { *} induzierte
pun-ktweise Ordnung. Jedes Element (qr, . . ., Q) e Q@r)x. . .xQ@")
definiert durch (qr. . . Q)(q, . . ., nn) : qr(*r) . . . 4^(r^), rvobei urir die
Rechenregel 0' co : co venyenden, eine n-Pseudonorm

Qt...8*eQ@t,...,8,).
X'iir beliebigeTeilmengen M"e Q@,) (u:1,...,n) undFilter y,, a:uf

Q@) 0- 1,. ..,n) setzenwir

ML...Mn-{qiq<q...Qn, Que l[, fw v:1,...,n]
und q.rr, . .'!)n : ltMt. . . M*ll[,€y,,, v : 1,. . .,n]).

Auf dem Raum L(8,, . . . , E"; X) der n-linearen Abbildungen
w : E1x. . .XE^--> E wird fiir beliebige Pseudonormen q, e Q(8")
(a: L,...,n), q' eQ(E), durch

@' lqt . . . I)(w) - sup q'(w(q, . . ., no))
go(frr) < l;a : L , .. , ,m

eine Pseudonorm q'lqt. . . q" definiert.
Eine Teilmenge ilI von Q(E) heisst satur'iert, falls die Pseudonormen

q1 und q2 genaudannin JII sind,\venn {1YQz: suP((r,qz) itt IVI isl-
Ein X'iiter aff Q@) heisst, saturiert, falls er eine Basis aus saturierten
Mengen besitzt. Eine Teilmenge .4/ von 8@) heisst, a,usgeglichen, falls
),M : JLI fiir jedes ,i > 0 ist.

Jede Pseudornom q e Q@) definiert eine absolutkonvexe Teilmenge
Ur: {rlq(x) < 1} von E und jede Teilmenge M cQ@) definiert einen



SrpN B.roN

n'ilter 7*:l{Urlqe lyl}) auf E. Nach [3] definiert, ein X'ilter y aluf

Q@) durch A0 - lt7 alM e rtl;1 , Ar : r * 210 eine absolutkonvexe
Limitierung A a.uf E, falls er die Bedingungen

(I) y,^3rp fiir jedes )'+0, 1eI(
(II) fiir jedes xe E gibt es ein M e y,, so dass q.(n) < co fiir jedes

qe M isb

erfiillt. gheisstdabeiftir Ad,efi,ni'erend,.JedeabsolutkonvexeLimitierung
kann in dieser Weise durch einen saturierten n'ilter auf Q@) mit den

Eigenschaften (I) und (II) definiert werden. fst, die Limitierung diesiiber
ausgeglichen, so können wir einen definierenden Filter finden, der eine

Basis aus ausgeglichenen, saturierten Mengen besitzt.
Seien 'ao eL(Ur,...,8n;-E') und qe8@).DieAbbildung qoar ist

eine z-Pseudonorm auf Etx...xUn, fiir die 'ivir die Bezeichnung E'
verwerrden. trVir setzen weiter !I*: {q'lq,e.4/} und y,*: l{M'lM elp}l
fiir eine Teilmenge nI c Q@) bzrv. einen Filter yt atf Q(l). §eien nun
der saturierte Filter y, fifrr die absolutkonvexe Limitierung A, attf E,
(a:1,...,n) und der Filter y)' fiir die absolutkonvexe Limitierung
A' auf I definierend. Nach t3l ist eine z-lineare Abbildung
w : E1x. . .XE"---> .F genau dann im Nullpunkt (Arx. . .x A. , A')-steLig,
wenn ?1 . . .'tpn l tp'- ist'.

X'iir weitere Bezeichnungen r,vird es auf [3] und 15] verwiesen.

2. Die projektive absolutkonvexe Tensorproiluktlimitierung

Sei E ein Vektorraum. In 8@) ist das Supremum einer Familie
(g,),., von Pseudonormen q, e 8@) durch

(s"p q,)(m) _-: t:t q,@)

gegeberl.
Es seien Er,. . ., En Yektorråume, t : E1X.

die kanonische n-ltneare Abbildung und g,

Pseudotlorme. Durch

@ eQ@,(1)

wird
jedes

(2)

A e* auf ErE

.E*y\eErA

eine Pseudonorm (r E

9rE"'E8*:supq
gt3qr,.-{tn

..XU)naEr&...EEo
eQ@) (r- 1)...,?L)

A...EE"))

. . . E En definiert. f iir

... E Ent --Z"f) A

setzen wir
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(3)

wo das Infimum iiber alle möglichen Zerlegungen .i"orr z der X'orm (2)
genommen wird. Man beweist leicht, dass p eine Pseudonorm ist. Speziell
gilt p'!h...Qn. Sei AeQ@r@...8r,,) eine Pseudonorm mit
q' a qr. . . en. Dann ist

p(z) > infft@f) a . . . g 
"!!)) 

> infq(>rtn) I . . . o rf)) : q(z),

d.h. es gilt p ) q. Wir haben somit den ersten Teil des folgenden Satzes
bewiesen.

Satz 1. Sei,en q1 , . . . , Qo bzw, q' Pseudonormen au,f den Yelctorriiumen
Er,...,En bzw. ?.

(a) Durch d,ie Glei,chungen (l) und, (3) wi,rd, d,ieselbe Pseuclonornx p :
418 ... 8 (" auf E1A ... @ E" d,efi,ni,ert.

(b) Filt jed,e n-li,neare Abbi,ldung w:.81X. . .XE*-->I mi,t d,er asso-

z'i'i,erten l,'inearen Abbild,ung u: E1@. . . A 8,,-->F ,u) :/u, ot, gi,lt

(q'lqr...q")(w): (q'lqr A ... I q")(u).

Bewe'is. (b) Nach Gl. (I) folgt aus cl'* 3 qt . . . Qn die Beziehung
q'" !qt A . . . I q". Umgekehrt folgt nach GI. (3) die erste Beziehung aus
der zweiten. Nach [4], Satz 8 (a), sind die Relatiorte\ q'* I q, . .. q, und
q'" aqrA...A l*mil (q'lqr...q")(w) ( 1 bzry. (q'lqr@...4 q")(u,) 1I
äquivalent. Da Pseudonormen positiv homogen und die Abbildung u) > u
linear ist, folgt die Behauptung aus der Äquivalenz der Beziehungerr

@'lqr.. .q")(w) 1=l und (q'lqt E. . . a q,.)(zr) ( 1

FiirTeilmengen M,CQ@,) (a:1,...,1t) undFilter y, aaf Q(8,)
(r: I ,...,n) setzen wir lllrE...A lI": {qeQ@, A ... @ E")l
q' {h,,.8o,Q,eM,, r : 1,...,n\ und

?r8. ..&r1,":l{M,8... I MolM,e ,!,, v:1,..-,n}1.
Lemma. (a)Sei,en q,eQ(B,) und, q',eQ@) (u-1,...,n) Pseud,o-

norlruen m,it g, <q| far jed,es a - I , . . .,tt. Dann i,st

418...8q,<qiA...'3q;.
(b) Bed fAr jedes y: !,...,1x J[, eipe satu,ri,ertr: Teil'ntenge uon.

Q@). Danvt, ist 1L8...4 llo saturittt.
(c) Iall,s e'i,ne d,er Mengen lI,cQ(E,) (r,: I ,...,'ru) cttcsgeglichen

,i,st, so ist M1A . . . I M" uusgeglichen.
Bewe'is. Die Eigenschaft (a) folgt unmittelbar aus cler Definitions-

gleichung (l).
(b) Sei qk'l (p - 1,. ..,m) eineencllicireFamilier-onPseudonormen
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aas M14... g fuI^. X'iir jedes p gibt, es dannPseudonormen, qtu) qn4'
(a : 1,. ..,%), so dass rk') <.qP) g . . . I qg') ist. l\[an erhält mit Hilfe
von (a):

supstu) < *;n (qf) e . . . a qP) <(*opsf)) a . . . I (s"pqg)).

Da jedes M, (, - 1,. ..,n) saturiert,ist,ist Mt$...a Mo esfolglich
auch.

(c) n,alls z.B. ,4/1 ausgeglichen ist, so gilt fiir jedes ,1 > 0 :

l(Mrg... a 1t,) : Q,M) 9... a trn: Mt& ... E x[o,
d.h. IL @ . . . I M^ ist ausgeglichen.

Sei nun der X'ilter y, auf Q@,) fnr die absolutkonvexe Vektorraum-
limitierung A, a.uf Do definierend und. saturiert (a: L,...,n). Der
X'ilter ?r I . ..@ r1," hat die Eigenschaft (I), denn fiir jedes ilf,erp,
(a-L,...,n) ist (Mrg...a MIIL:rWlgMzg...a M, fidirbe-
liebiges 1 + O, ,1 € K. Sei a der Vektor in Gl. (2). n'iir jedes rj|) gibt
es eine Menge J*) e pu, so dass q(rf)) < o fiir jedes q e Il(,|. ist.
Wir setzen l/,,: [-'l I'f) (,, = I,. ..,n). X'iir jedes

k

{€flrra .
a

I

It

6 N,, , ,l' 1 q, .gn , Qp, € iYr, Qr: I ,

qr(*f)) . . . Qn(r,l|) < co c

,%),

Der Filter % & . . . & ,!" hat also auch die Eigenschaft (II). Er defi-
niert somit eine absolutkonvexe Limitierurrg a:uf E1A . . . & 8".

Definition. Die von % & .. . I ?" definierte absolutkonvexe Limi-
tierung 4,, &t . . " 8r A, heisse die projekt,i,ue absolutkonaere Tensor-
produl$li,mi,ti,eru,ng auf 818 . . . I E" (vgl. [7, 8]).

Wir setzen Er8n...8r E,: (ilr 4 ... I8., ArE*...8*rl,).
Satz 2. (Sei,en 8,, A,) (r,: I ,... ,%) und, (lv , A') absolutkonuexe

Limesuelctorrciu,me. Eine n-lineare Abbi,ld,ung w : E1X. . .xE^--> I i,st

genau cl,ann 'im ,tYullpwnkt stetig, uenn die assozi,ierte li,neare Abbildung
u:81@6...8r E*->7' stetig ist. Di,e Li,mitier,wtg A,8r... @*A, ist
d,ie fei,nste cr,bsolutkonuere Limitieru,ng auf Zr 8 . . , 8 ,o,, fnr die die
kanonische Abbildung t : 81x.. . . xE,--> Er I . . . E E" int Nullpunkt
stetig ist.

Bewe'is. (A) Sei y, f1f,rr Å, (u:1,...,n) definierendundsaturiert
und sei y' fiir A' definierend. Es gilt Tr...g"1(rttA...s r!,)',
tlennfiirjedes .41, er!t, (, - 1, . . .,n) gilt M1. . . M.A (XLE ... I ff")'
nach der Definition der }fenge lL E . . . A J1,. Nach [3], Satz 6, ist t
im }{ullpunkt stetig.

(B) Sei zu:81X.. .XEu->F im Nullpunkt stetig und sei



Ann. Acad. Sci. Fennicre A. r. 593

X[,:ETE EE"+?,w-Lcott
die zu w assoziierte lineare Abbildung. Aus gt . , .g, l rlt'* (nach [3]'
Satz 6, ist u genau dann im Nullpunkt stetig, wenn diese Relation erfiillt
ist) fblgt: n'flr jedes M,e g, (z: I ,....,%) gibt es ein M'e yt', §o

dass ML . . . Mo ) (M'")'" gilt. M'" ist somit eine Teilmenge von
Mr& ...8 M* Man erhält %8 .. .@ rl* {rp'", d.h. u ist stetig
(siehe [3], Satz 9).

Ist umgekehrt u: E18r . . . 8n E^-> I stetig, so ist nach (A)
'tD - u, o f im Nullpunkt stetig.

(C) Sei t:81x...x8,+(EtA...&8",A) in bezug auf die
absolutkonvexe Limitierung A im Nullpunkt stetig. Dann ist nach (B)
die Identitäb dd:ErEr,...8r E^->(ErA.'.8 8.,/L) stetig, d.h. es

gitt Ar8r"...8* A,> A.
Nach [3], Satz 7, ist die kanonische Abbildung

t: Erx. . .xEn+ Er 8*. . . 8aE,
iiberall stetig, falls die absolutkonvexen Råuma Er, , , . , E^ ausgeglichen

sind.

Kor. 2. Mit denselben Beze'ichn'ungen wi,e i,n Satz 2 gi,lt: Ialls d,i,e Rd,ume

Er, . . ., En ausgegl,ichen s'inil,, so ist w genau ilann stet'ig, wenn w stetig

i,st. Die ausgegli,chene Limiti,erung Ar 8r. . . $nA* ist d,ie fei,nste absolut-

Iconaere Limitierung auf E1A . . . I Eo, f*r di,e t stetig i,st.

Bewei,s. Die Limitierung Ar&n...8*A. ist ausgeglichen nach
Lemma I (b) und (c) und nach [3], Satz 8.

Satz 3. Sei q, e'i,nePseud,onormauf dem,Vektorraum t, b, - 0, ' '.,n)
und, seien h:Eob (Ur8...4 E")--+Eo&...8r"
und k: (ZrE ...8 E*-r) A E^+Eo 4...E En

die natitrlichen Abbildungen. Dann ist

{o E @,A...E q,)- (qo I ...E q,)u

(qr 8 ...E r*-t) a ln: @o a . . a q,)o

Bewei,s. Wir beweisen die erste Gleichung. Die Richtigkeit der zweiten
kann in derselben Weise nachgewiesen werden. Wir setzen go:
4o 8 ... I q" und pr: Qr I ...4 9". Fiir jedes r, €.8, (» - 0,. ..,n)
gilt (q08.?r,)o-' (r08...8 r,) :qo(ri...4"(r"). Manerhålt mit Hilfe
von Gl. (l): (qo I pr)u-' 3po. Seien tr: Erx. . .xE^--> Et.8 . . . I E"
und tr:Eox(U'r8...4 g)-Eo&(&4... 6^8") die kanonischen
Abbildungen. DieAbbildung fro: ErA . . . I t"->Eo I (ErA . . . I E"),
die durch fo(rr8...4 nn):no8 (rr8...8r") definiert ist, ist frir

urLd
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jedes r, € Eo linear. Offenbar gilt ptn*' < 1o@o)h. . - q. fiir jedes

ro e Er. Hieraus folgt pt"=* < Qo@o)h uncl ferner pt"'" a qopt. Wir
erhalten nun schliesslich die Ungleichung pt 3 qo I pt. Es gilt somit
.pt: qo Q p, und die erste Gleichung ist damit bewiesen.

Aus Satz 3 folgt unmittelbar:

Satz 4. Sei,en E, (r: O ,...,n) absolutlconuere Limesuektorriiume.

Dann si,nd, d,ie natiirl,ichen Abbi,ld'ungen

It fb

h: Eo Br (8r E,) -> 8r
v:L p:0

lineare II ornöomorphismen.

Offensichtlich gitt auch

n-L n,

E, und lc: (E* E,) Er EnaEofr,
y:0 p:0

§atz 5. Iur je zwei, absolutkonuere Lim,esuektorriiume t und' I si'nd,

E 8*l und, ? @nE in kanon'ischer We'ise homöomorph-

Satz 6. Seien u;: Ei--> Ei (i : I ,2) steti,ge li,neare Abbi,ld,ungen

zwi,schen d,en absolutkonaeren L'imesaelctoruiiumen Ei u,nd, Ii (i, : | ,2).
Dann i,st ihr Kroneclcer-Prod,ukt ut$ uz: Et8oE2-->118nl, stetig.

ut 8 uz ist ein linearer Homöomorgthismus, wenn d,i,es fll,r u, unil, u, gi,lt.

Bewe'is. ut & uz ist die zu der im Nullpunkt stetigen bilinearen Ab-
bildung 7,, (urxur) assoziierte lineare Abbildung und ist folglich stetig
(t bezeichnet die kanonische Abbildung F1XX2-->XrQ /r). X'alls l)i
eine stetige Inverse zu %r ist (i:1,2), so ist a18az eine stetige
Inverse zu ut$ u*

n'erner gilt

Satz 7. Jecl,er ausgeglichene, absolutlconaeae Limesuelctorraum D öst in
kanonischer We'ise zu K &*E homöomorph.

Beweis.Derkanonischelsomorphismus s: K I E-->8, s: )u@rr->1r,
ist stetig, da die Skalarmultiplikation stetig ist.

Der saturierte X'ilter ,po:t{4}1 , lo:{qeQ(K)lq3Xpo,.1 >0},
wo ?o die natiirliche Norm auf K bezeichnet, ist fiir die natiirliche Topo-
logie auf K definierend. Sei g fiir die absolutkonvexe und ausgeglichene

Limitierung auf E definierend und saturiert (vgl. [3], Satz 8). tr'iir jedes

ausgeglichene, saturierte M e rp gilt M = (To I M)*' denn fiir jedes

ee lo@ JVI mil Q'1Lgoe,),>o,Qe M, ist q"-'(r):q'(l ,r)1)'q(r)
fiir jedes r e E. Es gilt somit g S (po I ?)-' , d.h. s-1 ist stetig.

Seien Er, . . . , E.,I absolutkonvexe Limesvektorräume und sei

"4(8r,...,E,iX) die Menge der im Nullpunkt stetigen, z-linearen
Abbildungen w : Erx. . .xE.--+ -8. X'iir die gröbste ausgeglichene, absolut-

konvexe Limitierung A, atfi "*(t, , . . . , E, i I), fiir die die Evaluation
a :'9{(Ey, . . ., E.; E)xE1x. . .xE,--> I im Nullpunkt stetig ist, gilt
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nach l4]: X'iir jeden ausgeglichenen, absolutkonvexen Raum Z und jedes
lineare f: Z-->("4(ilr.,...,8^iI), Ap) :oZp(Et,...,EoiI) ist f
genau dann stetig, wenn die assoziierte (za f l)Jineare Abbildung

f :ZxE1X...XE^-->I im Nullpunkt stetig ist. Diese Eigenschaft der
Limitierung A, wird im Beweis des nächsten Satzes benutzt.

fm folgenden bezeichnet io : Er I . . . I E*-->.F' die zu d.er n-linea-
re-n Abbildung w: E1x . . .xE*-->n assoziierte lineare Abbildung.
4(8r,. .., E,; -F') sei die Menge aller stetigen w e"*(Vr,. . ., E,i ?j.

€:"*o(Er,
lin l'inearer H om,öornorplt,ismws .

Bewe,is. Sei

h, : o={p (8, ,

oZp (Er. ,

, 8,,; ?) &o @r E* &*8") ->
,En;F)8nEr@n...Ar,En

der kanonische }romöomorphismus. Fiir die nLL

eG) : "*(Er, .. ., En ; F)x(ErA . A E*)--> ?

§atz 8. Seien E, ,. .

Dann ,i,st di,e d,urch € : u

cr(§) : o:{(Rr, .. . , En; E) a (8,
die Evalua,tiorr e : ot[p(E, 

, .. .

stetig ist,, ist die Abbildllng å

, , En Ltnd E absolutkonuere Limesaektorrciurne
i> fi), defi,ni,erte natii,rl,iche Abbitdung

. , En; ?) +=Zp (8, Er . . o @* E,; I)

der bilinearerl Abbildurlg
assoziierte Abbildurlg

/\
A . . . A Eå --> It gilt d.(€) - tt u lr. Da

, Eo ; F)X fl1 X . . . X il,-*> P irn l{ullpunkt
stetig. Ätrnlich folgt, dass 6-1 stetig ist.

Bs gilt nämlich 
"(6-r) - irro å, 1. rro o'l, die Evaluation

:t(Er En. . . g,r E,; I)x(.2'r g . . . a E)__> I
und

hr: Lto (8, &r" . . . @r" E, .: I) @r" (8, E* . . . gr Z,)-->
9lp(Et Br . . . 8rE*; I) Er Er 6 n. . . gnE*

der kanonische Homöomorphismus ist.
Bemerkung. Der fiir ,4, definierende Bilter v'urde in [4] drirch pseudo-

normen der Form q'lq, . . .q^ charakterisiert. Offenbar kann man den
obigen Satz auch mit Ililfe von Satz 1 (b) belreisen.

Sei A" die Limitiemng cler stetigen Konvergenz (siehe l2l). Genarr
wie oben beweist man Satz 9. Zu beachten ist, class A" nur auf
:!,(El, . . ., t^; I) definiert ist.

Satz 9. Sei,en E, , . . . , En ausgegli,chene, absolutkonuere Limesuektor-
riiume und, n e'in absolutkonueiler Lintesaektorra,urn. Dann ist die natiirliche
Abbi,lrlung E:={,(Er,...,8,"; F)-rl(&E)h... gr E,; I,) ei,n linearer
(4", A")-Homöomorphi,smus.
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Satz 10. Seien Er und, nr (i: I ,2) absolutlconaeneli,mesuektorriiume.
Dann i,st d,ie d,urch (u , a) r> u I a d,efi,ni,erte bi,lineare Abbi,ld,ung
q : 9Z1Er; Xr) x 4(Ez ; Xz) --> --L(Er O* Ez ; Xr &* Ir) (Arx Ao , Ao)-steti,g
und, i,m Nullpunlot (A"xA", A,)-stetig.

Beweis. Das Diagramm

u(rl)
?r) a (tr' a Er)->Ft

; ?i E tr,) a (4(8,; r,)

11

*@r)?t) I nYr,
hl

I

(g(8,

,<->
Vi/

^
I

a

F',2

(t . $t1>< är))^

E,\

wo h die natiirliche Abbildung, ai:418;; -F;)x Ei--+Xt (i: I ,2) die
Evaluation und f : ErX?z--> Ir I Fz die kanonische Abbildung ist, ist
kommutativ. Da arr und co2 beziiglich 21, und A" stetig sind (siehe [4]
und [2]), folgt die Behauptung hieraus. Die Limitierang A" ist nämlich
absolutkonvex nach l4], Satz 6.

Sei (E , A) ein absolutkonvexer Limesvektorraum und sei L ein
linearer I]nterraum von E. Wir bezeichnen mit r r> fr die kanonische
Abbildungaus -E nach ElL. JederPseudonorm q a:u-f ,E ist,einePseudo-
rlorm Q afi EIL , q(r): inf {q(A)ly € f}, zqgeordnet,. Falls r7.r die Limi-
tierung ,4 definiert, so ist, [, : l{]V lI e y}l fiir die Quotientenlimitie-
rung auf EIL definierend ([3], Satz 4). Dabei ist i[ : {Q'q e lI}.

Satz 11. Es sei E bzw- ? ein absol,utkonuerer Limesuel.;torru,um
mit d,em Unterraum G bzw. H. Dann ,ist d,i,e kanonische Abbild,m,g

@lG) A* @lH)+ (E $n?)lfQ , H), wo f(G , H) clen aon der Jl[enge

{.r & Alr e G oder y e H) erzeugtetz Unterraunx bezeichnet, ein li,nearer
Hr.tmöomorTthismus.

Beweis. Sei z :r @ U---* W der kanonische, lineare Isomorphismus.
Es geniigt zu zeigen, dass fiir beliebige Pseudonorme (r und Qz aaf. E

Y.:J qr 3_sr: tq' q wl" ist. X'iir jedes r € E und jecies gr € ?' ist

tt, e qil@ 8 y) < qln)qr(y). Folglich gilt (ä-o q:11r a il ! q,(r)qr@),

\yoraus nach Gl. (1) clie Ungleichung (qt I qe)" <qt& 4z folgt. Sei
a e @lG) A @ lH) uircl z e u@) beliebig. Fiir jede Zerlegung
; : ) s(k) 6 y@) \,.on z ist );tk) 6 gtr) ei,e Zerieg.,g 'o. a. JIan
erhält mit Hilfe von (3):

clas Infirnum iiber alle möglichen Zerlegungen r'on z

dieses fiir jedes z e u(a) uncl jecles o, gilt, ist qt

gilt somit gr E 4z: (q, A gz)".

\I',O

Da

IIs

genomryod.
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Sei (,8, z1) ein ausgeglichener, absolutkonvexer Limesvektorraum und
sei der saturierte Filter rp fiir ul definierend. Durch

(4)

wird fiir jede Teilmenge M von Q(E) eine Pseudonorm qM auf .O defi-
niert. Die Einschränkungen auf Lna: qMr(q der Pseud.onormen in M
sind Seminormen und definieren eine lokalkonvexe Vektorraumtopologie
t* aluf L*. Sei I eine Filterbasis von rp aus lauter ausgeglichenen,
saturierten l\{engen. X'iir je zwei M , N e t( mit M D trf sei i**: L*--> L*
die fnklusion. Diese ist, offensichtlich (2,n , zin)-stetig. X'alls fiir jedes M e t
die Beziehuug gu € -4l erfiillt ist, so ist (.8, z1) induktiver Limes (in der
Kategorie der Limesvektorräume) der gerichteten n'amilie (Ly , ry)xr6z
von lokalkonvexen Räumen. X'iir jedes LI e X, ist nämlich dann d*(.U*) :
7*, wobei 'Ll* der Nullumgebungsfilter im Raum (Lu, ru) und
i*;L*-->E die Inklusion bezeichnet (siehe [8], Satz 1.2.2). (E,A) ist
also ein Marinescu-Il,aum.

\Vir setzen nun umgekehrt voraus, dass (E , A) ein Marinescu-Raum
ist. Dieser Raum ist dann beziiglich stetiger fnklusionen,i,. : E,--> 8,, 1 1 x,
induktiver Limes einer durch { gerichteten X'amilie (8,, r,),r, von lokal-
konvexen Räumen. Sei fiir jedes t e I M, die Menge der z,-stetigen
Seminormen auf 8,. Jedes qe M kann als Pseudonorm auf ganz E
fortgesetzt werden: Wir setzen q'(r): g(r) falls r e E" und g'(z) : oo

falls r 48, ist. X'erner setzen wit M',: {q'lqeM} ftu jedes r €1. Die
X'ilterbasis tM',lt e I\ erzeugt einen saturierten X'ilter afi Q(E), der A
definiert. X'iir jedes c e I ist M', ausgeglichen und es gilt Aul e M',.

Wir fassen zusammen:

Satz 12. Ei,n ausgeglichener, absolutlconuerer Li,mesuektorraum (E , A)
mi,t d,em saturierten, d,efi,nierend,en Pilter y ist genau d,ann e,in Marinescu-
Raum, wenn d,,ie Beziehung Qv € M fUr jedes M in einer ?ilterbasi,s 7,

oon y) aus lauter ausgeglichenen, sattLri,erten llengen gilt. Dabei, ist fiir jedes
M e X d,ie Pseud,onornx qM d,urch, (4) defi,niert.

Dieser Satz kann auch aus einer von K. Kutzler in [11] gegebenen
internen Charakterisierung der Marinescu-Räume hergeleitet werden.

Satz 13. Ear je zwe,i Marinescu-Rriume E und, X ist D @on lin
Mari,nescu-Raum.

Bewe,i,s. Der saturierte X'ilter gt (bzw. ?z) sei fiir die Limitierung auf
E (bzw. -F) definierend. rpr (bzw. tp2) besitzt nach Satz 12 eine Basis
\ (bzw. I,) atts ausgeglichenen, saturierten Mengen derart, dass fiir jedes
M eh (bzw. M €X2) die Beziehung e*te M erfiillt ist. X'iir beliebiges
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Miexr $,:L,2) ist 8v,6ttr,@E-y)1q.*,(r)q*,(y) fiir jedes reE,
y eX, denn falls q1(r) und gr(g) fiir jedes Qie M; $: L,2) endlich
sind, so gilt dasselbe f:drr q(r I y) fiir jedes q ?MLS Mz. Man erhält

4ru,6w,3qd,r,&q.w,. Da {Mr&MzlMi€xi, i:1,2} eine Basis von
rll I ?z aus ausgeglichenen, saturierten Mengen ist (Lemma 1), so ist die
yor !)1 I rpz definierte Limitierung eine }larinescu-Limitierung (Satz l2).
Fiir jedes Mie Xr $,: l, 2) ist iu 4*,6*,e MLg M2.

Bemerlcung. Die projektive, absolutkonvexe Tensorproduktlimitierung
auf E @ E ist, offenbar die feinste Marinescu-Limitierung, fiir die die

kanonische Abbild.ung t:ExI->E@n stetig ist, falls E und F
Marinescu-Räume sind. Sie fällt somit, in diesem X'all mit einer von H.
Jarchow eingefiihrten Tensorproduktlimitierung zusammen ([8], Satz 2.3.9).

Falls Z und -n' lokalkonvexe, topologische Yektorräume sind, so ist die

projektive, absolutkonvexe Tensorproduktlimitierung auf E S .E' mit der
von A. Grotendieck in [7] eingefrihrten projektiven Tensorprodukttopologie
identisch (siehe [8], Seite 152).

Bemerlcung. Seien (,8 , 211) und (I , /2) absolutkonvexe Limesvektor-
räume. Mit Hilfe einer Beweisfiihrung in l8l (Seite 153) beweist man leicht,
dass mit Ar8r"A2 attcln .4r und 212 separiert sind. Umgekehrt folgt aus

[8], Satz 2.3.ll,undaus Satz 13, dass ,{1 @*Az separiertist, falls .u11 und
./2 separierte Marinescu-Limitierungen sind.

3. Direkte Summen und Tensoralgebren

Sei (8,),r, eine nichtleere X'amilie von Vektorräumen und (q,),r,

eine Familie von Pseudonormen q,e Q@,). Durch

@ e,: supq @e@8,)
GI qitlgrit{-l tq-l

wird eine Pseudonorm Ql, auf *rr" definiert. Hierbei bezeichnet,

i,:E),--+ @ Z, fiir jedes r €1 die natiirliche Injektion. Die Pseudonorm

@q, ist gleich der Pseudonorm ?, die an der Stelle ,:2*,rPrr,
(r, e 8,, r, t' 0 nur fiir errcllich viele r € 1) den Wert

(6) p(z):Zq,@,)
GI

annimmt,.
Fiir jeden Vektorraum E sei

8@). I* bezeichne die Menge der
J e I* und jede Familie (M,),et
wir

r3

(5)

I * das grösste Element irn Yerbancl
endlichen Teilmengen von -f. Fflr jedes

Yon Teilmengen lI , c Q@,) , setzen
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@
GJ

M,: {q. €0(@ E)lq<@ q,,g"eM,fldrr r€"I und Q,:g* fnr t,GJ}

Sei nun ((8,,A,)),r, eine X'amilie von absolutkonvexen Limesvektor-
råumen und sei der saturierte x'ilter y" fidrr jedes e €,I fiir zl, clefinierend.
Wir setzen

@ ,p,: l{@ II )n[ € g, fiir jedes t. e J , J € /*]l .
G.I t€I

Dieser x'ilter ist saturiert und geniigt (r) und (rI). Br definiert somit eine
absolutkonvexe Limitierung 

"g.rn, 
a:uf @r8,.

Satz 14. Eine l,i,neare Abbild,ung f : @ E*--> F nach einem absolut-
konaeren Limesuektoruaum, (? , A') ist genq,% d,ann (@ A, , A,)-stetig, wenn
f*r jed,es t eI d,ie Abbildung I.d, (A,,A')-stetig i,st_ Ftir jed,es r,e I
ist i,: E,--. @ E* e,i,ne Einbettung.

Bewe,is. Fiir jedes r,e I ist ?,: (O y,1i,, d.h.,j, isteineEinbettung
([3], Satz I1). Ist f (@ ,1,, ,4')-stetig, so ist folglich f , i; (A,,.,1,)-stetig
fiir jedes te L

lYir nehmell nun umgekehrt an, dass ;f o i, fiir jecles r € I (A, , A,)-
stetig ist. Sei der Filter rp' fidlt A' definierencl. Dann ist rp, S ,lt,f i,, d.h.
fiir jedes I € 1 uncl jedes )1, e y, gibt es ein )Il e p, clerart, dass
M,> (M:f)', gilt. X'iir jedes J e I* setzen r.vir ]I j : n {fl',lt e J} .

Nach der Definition der Menge pr rr, ist diese }Ienge Obermenge zu M'l .

Man erhålt: @ yt, 1rl,,f , d.h. / ist stetig.
Bemerlcung. Aus satz 14 folgt, dass @ A, die feinste absolutkonvexe

Limitierungauf @8, ist,fiirdie i,,:D,-->@8, firjedes r€1 stetig
ist. H. R. Fischer hat in [5] eine Limitierung auf @ E, als induktiver
Linres der Unterräume ((@ n,,T A,))rrn beziiglich der natiirlichen

EJ ^r1e.,.

Inklusionen definiert. Diese Limitierung^ ist nach [8] die feinste Yektorraum-
limitierung, fiir die alle f, stetig -sincl. Da Proclukte uncl induktive Limites
(in der Kategorie der Lirnesvelitorräume) von absolutlionr.exen Räumen
absolutkonvex sind (die in 112] hierfiir gegebene Be's'eise sind ftir clen
reellen X'all durchgefiihrt aber können unmittelbar r-erallgerneinert l'erden),
so ist folglich @ A* gleich der von x'ischer clefinierten Limitierung. tr'iir
lr,-eitere Eigenschaften der Limitierung @ ,4, veru.eisen r.ir clesrvegen auf
tSl.

Satz 15. Es sei,en (8,),r, und, (X,),ru Vektorrrium,e (I + ö , K + ö),
zr: (@ E,) & (@ .F,,)--+ @ (8,§-1,) d,er kanonischel,i,neare Isotnor,phismus

IKIxK
und, (q,),., u,nd, (?,.),ex ?amili,en aon Pseud,onortnen mit q,e e(8,) bzu.
p, e 8(I-) fAr jedes t e I bao. x e I{. Dann ist
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(@ q,) I (@ p,) : 
!%(0, 

I p*))" .

Bewei,s.Sei i,*:8,8X,--+a@)8Xr) fiir jedes t,eI, xe K die
natiirliche Injektion. n'tr beliebiges r € I , xeK und fiir jedes fr,e 8,,
y*€ I* ist ((@ qr) I (@ fr))"-"i,n (n,8 y.) <-q,(r,)p*(g,). Hieraus erhålt
man mit Hilfe von (1) und (5) die Ungleichung

((@ qr) I (@ p,))"-' < @ (qr 8 pu) .

Andererseits gitt fiir jedes ) x,e @ 8,, fr,e 8,,1. und jedes 2A,e @ F,,
y.e I*, die Beziehung

(@ (q, I p,))" (()r,1 A (Zv,)) 1@ q,(r,)p*(Y,):
,xtr I K IxK

: (@ a,)()r,)16 r.)(\u,) ,

\4roraus mit Hilfe von (I) die umgekehrte l)ngleichung folgt. Satz 15 ist
damit beu'iesen.

Aus Satz 15 folgt:

§atz 16. Xitrbeli,ebigenichtleerelamilien ((8,, A,)), und, ((F,, A',)),r*
aom absolutlconueren L'i,mesaelctorraumen ist di,e kanonische Abbi,ld,ung
u i (@ E) @ (@ I,)--> @ (8,8 tr,) ei,n linearer ((@ A,) th(@ A:) ,

IKIxK
@ (A, E)h A:))-Homöomorphi,smus-

Bemerkung. Sei ((.E, , A,)),r, eine n'amilie von absolutkonvexen Räu-
men und. sei der saturierte Filter tp, fid.rr jedes u € 1 fiir ,4., definierend..
Wir setzen @,1p,:l{@ A,lM,e ,p, fiir jedes t,e I}), rryobei @ JVI, die
Menge {rteQ (@Z',)Jq1@q,, q.,eM, fiir jedes t.eI} bezeichnet.

@,g, definiert eine Limitierurlg @, A, auf @ .U,, die folgende Eigen-
schaft hat,: X'iir jeden lokalkonvexerl (topologischen) Raum (Z , t) und jedes
lineare f : @ E--+Z isf f genau dann (@,t1,, z)-stetig, rvenn fiil jedes
t e I die Abbildung,f " i,, (4,, 2)-stetig ist. Fails clie Räume ((8,, A,)),r,
lokalkonvex sind, so ist (@ 8,, @, A,) offensichtlich gleich cler iiblichen
topologischen, direkten Summe dieser Räume. Aus Satz 15 folgt, class clie

Bilclung der direkten Summe @, A, mit der Bildung der projektiven,
absolutkon\rexerl Tensorproduktlimitierung verträglich ist, d.h. dass die
kanonische Abbilclung % in Satz 16 auch ein ((@,A,) &^(@,A'.),
@, (A, &k A:))-Homöomorphismus ist.

Sei (E , A) ein ausgeglichener, absolutkonvexer Raurn. Das Tensor-
produkt, .vol7 n Faktoren -E sei @" -& und die projektive, absolutkorlvexe
Tensorproduktlimitierung auf @".8 sei rnit @[ A bezeichnet. \Ä,'ir setzen
(&o E , &l A) gleich (K , z1r), wo A, die natiirliche Topologie auf K
ist (z1o ist ja die feinste Vektorraumlimitierung auf K; siehe [1] und [10]).

lc
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Auf derTensoralgebra g.U: @8"8, wo N dieMenge {0,1,2,...)
bezeichnet, sei &oA ai" f,iåiTi""rng @ &iA. Der Raum 4oE :
(& n , 8* A) ist eine Limesalgebra, denn äi: ,, der kanonischen Multipli-
kation assoziierte lineare Abbildung ist stetig, wegen des Homöomorphismus
(8r r) 8r (8r Z)-* @ (&l+^ E) (Såtze 16, 4, 2, Bemerkung nach

nrmeN

(rgl. [9], Th. 3.1):

Satz 17. (L) Xilr ;jed,en ausgegl,ichenen, absol,utkonueren, Lim,esuektorraum
(E , A) risl (@ E , &*A) eine ausgegl,ichene, absolutkonaere Li,mesalgebra.
Ialls E * {0} ist, so gibt es lceine Velrtorrau,nrtopologie axLf I D, d,ie feiner
als 8o A ist.

(2) FiLr jed,e lineare Abbildung f : E-->A aon e,i,nem ausgegl,ichenen,

absol,utkonaeren Raum (E , A) nach einer absolutkonaeren, assoziatiuen,
unitriren Limesalgebra (A , A) i,st f genau d,ann (A , Aa)-steti,g, wenn der
aon f d,efini,erte Algebra-Homomorphismus ,f8,8 E--+A (8*A,An)-
stetig i,st. Di,e Li,m,i,tierung @* A ,ist also d,i,e feinste ctbsolu,tkonuene Algebra-
Li,mi,tierungauf 8il, fiird,ied,iencr,tilrlichelnjektion E-->88 stetigist.

Beweis. (1)Nach 2.2.16 in [8] gibt es keiire Yektorraumlimitierung feiner
als EnA, falls -U I {0} ist. (2) folgt aus Satz 14, Kor. 2 uncl aus der
Tatsache, dass der von der nabiirlichen Injektion E --> @ E definierte
Algebra-Homomorphismus die Identität auf @ -E ist.

Åbo Akademi
Mathematisches Institut
SB-20500 Åbo so
Finnland

Satz 14).

I'olgendes gilt



Literatur

[1] BrNz, E.: Ein Differenzierbarkeitsbogriff in limitierten Vektorräumen, - Comment.
Math. Helv. 41, 137-156 (1966).

l2l -»- Krlrrn, IL II.: tr'unktionenrärrmo in der Kategorio der Limesräumo. -
Ann. Acad. Sci. Fenn. A. I. 383 (1966).

[3] B.roN, S.: Uber absolutkonvoxe Limesvektorräurne. - Soc. Sci. Fenn. Comment.
Phys.-Math. 43, 181-188 (1973).

[A] -»- Eine ausgeglicheno Limitierung auf Räumen rz-linearer Abbildungen
zwischen Limesvektorräumen. - Soc. Sci. Fenn. Comment,. Phys.-Math.
43, r89-201 (1973).

[5] Frscurn, H. R.: Limosräume. - ]Iath. Ann. I37,269-303 (1959).

[6] Fnör,rcuna, 4., Bucuun, W.: Calculus in vector spaces without norm. - Lecturo
Notes in Mathematics 30, Springer-tr'erlag 1966.

[7] GnotroNDrEcK, A.: Produits tensoriels topologiques et espaces nucldaires. .
Mem. Amer. Math. Soc. Nr. 16 (1955).

[8] Jencrow, ]I.: Marinescu-Räume. - Comment. Math. Elelv.44, I38-163 (1969).

[9] -»- On tensor algebras of Marinoscu speces. - Math. Aln. 187, 163-174
(r970).

[10] I(urzr,un, Il.: Eine Bemerkung uber endlichdimensionale, sopariorto, limitierto
Yektorräume. - Arch. Math. (Basel) 20, 165-168 (1969).

[1] -»- Bemerkr:ngen iiber unendlichdimensionale, separierte Limesvektorräume
und Limesgruppen. - J. reino angow. Math. 253, 98-1f G lS72).

[2] \{rrannx, C.-E.: Locally convex limit spaces. - Acta Acad. Aboensis, Ser. B 33

nr 5 (1973).

Gedruckt Dezember 197 4


	IMG_20150527_0001
	IMG_20150527_0002
	IMG_20150527_0003
	IMG_20150527_0004
	IMG_20150527_0005
	IMG_20150527_0006
	IMG_20150527_0007
	IMG_20150527_0008
	IMG_20150527_0009
	IMG_20150527_0010
	IMG_20150527_0011
	IMG_20150527_0012
	IMG_20150527_0013
	IMG_20150527_0014
	IMG_20150527_0015
	IMG_20150527_0016
	IMG_20150527_0017

