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0. Einleitende Bemerkungen

0.1. In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir lineare partielle Dif-
ferentialoperatoren mit konstanten komplexen Koeffizienten, zuerst auf
dem X'unktionenraum Cf (R") . fnsbesondere werden einige Klassen von
koerzitiven Operatoren behandelt. Es zeigt sich, daB alle betrachteten
koerzitiverr Operatoretr weder elliptisch noeh hypoelliptisch sein rniissen;
trotzdern können Regularitätsaussagen fiir schu.ache und starke Lösungen
der entsprechend.en partiellen Differentialgleichungen bewieserr werden.
Die auf Cf (R") definierten linearen partiellen Differentialoperatoren mit
konstanten Koeffizienten erzeugen dicht definierte abschlieBbare Opera-
toren auf 1,2(R") . Mit, den hier benutzten Methoden können Definitions-
rnenge, Wertemenge und Spektrum dieser Operatoren in handhabbarer
X'orm beschrieben werden.

\ton der umfangreichen Literatur iiber verwandte X'ragen werden hier
nur wenige Titel zitiert; diese sind teilweise solche, auf die v'ir uns direkt
beziehen, teilweise nur als Beispiele erwähnt.

0.2. Fiir einen Multiindex,d.h. fiir ein Systern .s : (sr , . . . , d,,) von
n nichtnegativerr. garrzer, Zahlen fj, sei isl :: §r * . .. * s, und
s! ::sr! ...s,! . X'iir §:(fr,...,å,,) €R'sei f"::§"i,,.87.
Ferner benutzen rvir fiiu die Ableitungsoperatorer.r die Bezeichnungetl
D :: (Dt,.. ., Dn) urld D" :: Di' .. . D\,, rvobei D1 :: - i,ll1ri ist.

Man schreibt ftir Elemente /,g e Lr:: Z2(R")

ff , g)o :: I f(r) s(u) d)'i
und ll"fllo :: ff,f)rtr. tr'iir E,V e Cf ,: Cf (R") und ä:0, 1,...
erklären wir

(v ,rp)ot: 
,"äo 

(D" I , D rp)o

und 119116 :: (p,g)'l'. Der Hilbertraum Hh:: f/o(Rl wird als die
AbschlieBung von Cfl in bezug auf die Norm ll . lla definiert. Dann gilt
Ho: L2 und HkCLI.



I. 5l :t

0.3. Wir
erlreratorell

(0.1)

untersuchen hier aussehlie8lich lineare partielle Differential-

L(D) r-- : er D'
i''!{'

Ltt) '- : rI* §'
lsi<r

Operator L(D) heilSt nichttrivial, urelln nicht

)

v ,v)o =- (v , L@) v)o ,

Itre Z #, å' = 
E l€|" fti, alle € € R" ntit i§i = 

Ä
lsl(r
I t-

mit konstanten komplexen Koeffizienten d", wobei die Ordnung r
( 
= 

0 ) die kleinste ganze Zahl ist, mit der as: A fiir lul >, gilt.
(Im folgenden bezieht sich die kurze Bezeichnung »Differentialoperator«
auf solche Operatoren.) In unseren Betrachtungen spielt auch das ent-
sprechende Polynom

(0.2)

Yoil § € R" eine liolle. "l)er

,f 
=--= 0 qnd il,, ::-- () iSt.

Fiiralle V,V € Cf gilt

V,U))

wobei

der zu L(D) formal
lt'S'

adjungierte Operator ist.

1. Koerzitive partielle Dilferentialoperatoren in Cf (R')

1.1. Grundlage der folgenden Betrachtungen bildet
Definition l.L. Seien r und, t zwei positire gctnze Zuhlen mit r > 2 t .

Ierner se'i

L(D) :: 
Z,n" 

r"

ei,ru Differentialoperator d,er Ord,nung r . Diesen Operator nenneru wir 2 t-
koerziti,u, falls zwei, Konstanten E > 0 tmcl R 2 0 so etistieren, duB

(r.1) lr(6)l : I 2 o,f"i > E,E'' fur «lle ,r€R" mit 5 >,R
i ls §r I

gilt. Er hei,lSt stark 2 t -lcoerzitia, falls es zwei Konstanten E > O u'ncl R 2 0

§o gibt, dofi

(1.2) R* L(E) --

ist.
Die 2 f -Koerzitivität kann man äquivalent definieren, indem man an-
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stelle
dert,

(1.3)

(1.1) die Bxistenz von zwei Konstanten E' > 0 und R' > 0 for-
fiir die

t' l€" fiir alle 6 € R" mit t§l > R'

gilt. Entsprechend kann man (1.2) umformulieren.
Jeder stark 2 t -koerzitive Differentialoperator ist auch 2t -koerziliv.

Im Falle r : 2 t ist L(D) elliptisch bzw. stark elliptisch, wenn (1.1)
bzw. (1.2) gilt. Hingegen brauchen fiir r> 2t nicht einmal alle stark
2 t -koeruiliven Differentialoperatoren h;ryoelliptisch zu sein: Fiir § :
(§r , 6r) e Rz sei 1)

LoG) : Lo(€r,€2) :: (1+6i) (t?+EZ).

Dann gilt R" .Lo(t) > l4l, fiir alle f e Rz , also ist der entsprechende
Differentialoperator Lr(D) stark 2-koerzitiv (r : 4, t : I ) . Wäre
Lo@) hypoelliptisch, so miifite der in C2 gemessene Abstand d(6) von
t (eRz) undderMenge {CeCrlLoG):0} fiir 16l -*oo gegenun-
endlich streben (man vergleiche Hörmander [10], S. 99). Bei beliebiger
Wahl von 6, ( € R ) ist LoQ,€r):0. Fiir 6(');: (0, r) ( y:1,2,. ..)
ist somit d(6(4) < t und 15t')1 -+ oo .

X'alls Lr(D) ein stark elliptischer Differentialoperator der Ordnung
2 t ist und -Lr(D) einen Differentialoperator beliebiger Ordnung bezeich-
net, fiir den mit einer reellen Konstanten c die Ungleichung Re Zr(§) ) c

bei beliebiger Wahl von f € R" gilt, so ist Lur(D) :: Ls(D) -f Ls@)
stark 2 t-koerzitiv. Folglich umfaBt die Klasse der stark 2t-koerzibiven
Differentialoperatoren auch Störungen stark elliptischer Operatoren durch
geeignete Operatoren sogar höherer Ordnung.

1.2. Wir leiten nun eine Charakterisierung stark 2 f -koerzitiver bzw.
2 t -koeruitiver Differentialoperatoren her.

SaLz 1.2. Damit ein Differentialoperator L(D) starlc 2 t -koerzi,ti,a ist,
,ist notwend,ig und, hinrei,chend,, d,al3 zwei Konstanten C, ) 0 und, Cr 2 0
er,i,stieren, mit d,enen d,i,e Unglei,chung

(I.4) Re (I(D) e , e)o > Cr llqill - Crllqll,,

far alle q e Ctr gi,ltz) .

1) Dieses Beispiel verdankon wir llerrn H, O. Cordes.
2) Fiir stark elliptische Differentialoperatoren w-urde Ungleichung (1.4) von

L. Gårding [5] hergeleitet. Dio Umkehrung, daB im Falle r : 2 t aus (1.4) die starke
Elliptizität folgt, bowiesen M. Schochter [l] und S. Agmon [l] (man vorgleiche
auch [2], S. 86-90). Auch in dem hier betrachteten Fall nennen wir (I.4) eine
Gårdingsche Ungleichung. In seiner Arbeit [8] iiber das verallgomeinerte Dirichlet-
problem ftir lineare partielle nicht notwendig elliptische Differentialgleichungen be-
trachtoto P. Ifess unter anderem auch Differentialoperatoren, fiir die Abschätzung
(1.4) mit r g 2 t im Falle eines beschränkten Gebietos gilt.

i > a"€'l -
I 2t<l"lSr I



Ann. Acad. Sci. Fennicre A. I. 5r3

Iil,r il,ie 2 t -Koerzi,ti,uitrit iles Di,fferentiatogterators L(D) 'i,st notwendig
und, hi,nrei,chend,, d,a,P m,i,t zwei Konstanten C| > O und, C; > 0 d,ie Un-
glei,chung

(r.5) llL(D) vllo >- C',llEll,, - C;llvllo

tar alle g e Cf gi,lt.

Beweis. A. Man nehme zuerst an, daB .L(D) stark 2 f -koerzitiv ist.
X'iir g e Cfl ist dann

(T\L(D) elx6) : L(E) (7 dG) ,

wobei 3)

(7 d@ : (2 n)-^tz I vOexp (- i, (§ , r)) itr
RD

die Fouriertransformierte von g bedeutet. Nach der Parsevalscherr GIei-
chung ist

Re (I(D) e , e)o: Re [ 
"@ 

| F da)|'z dE

!"
f -- f 

-
: Re I L@ lQ d@1, df * Re I L(€) 11] e111)l'd8 .JJIrl>Å 16l <n

Weil fiir 16l < A der Ausdruck ll(§)l durch eine endliche Konstante 1l
beschränkt ist, folgt aus (f.2)

Re(z(D) e,e)o=, IEl"l(7,p)(E)',d€- 
K I f=rtClf ot

lÅl>n Rn

= 
, I Ef'l(7 E)(r)I'z d€ - (K + E R") I ',r= ,{)(€)'z dt .

Rn Rn

Wegen

itpll?- 
,ä, 

llD'vll|:,"U ,{ u" e,t)(s) 2ct

Rn

und

lsl(t
I t:

3) Hier bezeichnet (€ , *) clas euklidische Skalarproclukt in R" .
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wobei K, eine nur von n, und f abhängige Konstante bezeichnet, wird

E
Re (I(D) e,e)o > ullcll? - 6 + E ni + n)ilElll.

' B. Sei umgekehrt (I.a) fiir alle g € cfl erfiillt. wir fiihren eine x'unk-

tion j€Cfl derartein,daB i(*):0 fiir lrl )l und i(r)Z0fiir lrl < r
sowie

f
I u@D',itr : I

!,,

gilt. X'erner erklären wfu jr"(r) ':7x-"l2 i1rlfi fnt lc: 1,2, " " Dann

ist

und es gilt

(1.6) llD'lollo S k-t"l llD'rllo.

X'iir jedes feste å € R" liegt die durch

E*(n) :: jr(r) exP (i' (€ , r)\

erklärte X'unktion Ek in Ctr . Nach der verallgemeinerten Leibnizregel

von L. Hörmander ([9], S. 176-177, [r0], S. 9-10; man vergleiche auch

Yosida [r4], S. 5l-52) folgt a)

t
(r.7) L(D)q*(x):^.ä=,(r',io(r)) i trG)(D,) exp (d (E,r))

I
- exp (i,G,t)) 

oj=,(D"i*(r)) , tr(")(f),

wobei ;G)16; :: ,ir"l D" L(E) ist und tr\")(D) den entsprechenden Dif-
ferentialoperator bezeichnet. Folglich ist

ne (Z(D) Eu, pÅo

^ ?l 

-

: n" / t G) (iu("))' itr I Re 
^ 2 - J 7. tu'cl @" i*(r)) ir"(r) itr .

J o<ls.§r

{ u-tr))z d,r - 1 ,

3rl

Rn pn

wenn man auf den zweiten Term der rechten seite d'ie schwarzsche un-
gleichung anwendet, und (1.6) beachtet, ergibt sich

4) In der Bezeichnung D, bedeutet der Index n ' daB der Ableitungsoperator

D a:ulf r wirkt.
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(1.8) Re (I(D) q*, yh)s + Re.D(å)

fiir k --> a. Mit
P(D) :: 

,Z,r'"
gilt

llqll?: (P(D)v,do

fiir alle g e Cf . Daher ist wieder nach der verallgemeinerten Leibnizregel

Ils*lli : [ ,a Uo@)), o* * 
0.,7u,,1 !,UrA 1D" i*(r)) i*\r) dr .

und fiir k -+ a folgt wegen (1.6)

(1.e) Crllqoll? - Crllpollio * CtP@ - C,

Beim Grenziibergang erhält man aus (1.4) nach (1.8) und (1.9)

Re Z(6) > Cre1E1 - c,

fiir jedes 6 € R". Weil

P(E): P(6) : >t'" > lli''
lslSr

gilt, ergibt sich

c' 12 c't';e't
Re z(f) = | Wf' fiir alle 6 € R" mit if i > (,ä)

C. Der Beweis des zweiten Teiles von Satz 1.2 verläuft analog.

l.g. Als eine X'olgerung aus Satz 1.2 berveisen rvir
Satz I.3. Sei L(D) ei,n 2t-boerzit'i,uer Differentialoperator der Ordnung

r ( >- 2 t ). Zu jed,em lc : 0, 1, . . . eristieren dann zutei Konstanten'

Cr(k) > O und, Cr(h) Z o il,erart, d,afi

llL(D) ulln 
= 

Cr(k)llufir,-u Cr(k; ,,zr, ls( 1. 10)

s1 Fiu u e F/r und

wird L(D) u durch

ftitr alle u, e H'+ro gilts).

L(D)- ) a"D'
lsl{r

L(D)u:- : q,sDsu
l'ls '

definiert, wobei -Dt a die verallgemeinorte Ableitung vofi 'tt, bezeichnet (man ver-
gleiche etwa Friedman [3], S. lf ).
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Beweis. Nach Satz 1.2 gibt es zwei Konstanten Cl> O und Ci Z O

so, daB

ilt (o) vlll > c|llvli, - clllElll

fiiralle VeCf ist. Mit g::D'g, geCfl, ergibtsichhieraus

(1.11) z iir', r,(o) vlll > cl > llD" ,pl1z, - c; > llD" ,plll .

i"l<[ l"lse l,lse

Offenbar gibt es eine nur von n und & abhängige Konstante
C(n ,lc) > 0 derart, daB

(1.r2) 
,"ållr" 

,tll|, > C(n ,k)l@ll|,+o

fiir alle y e Cfl gilt.
Bekanntlich existiert zu jedem e > 0 eine ZahL C(e) 2 0 so, daB

(r.13) ll,plli < ell,pll|,+* * C(e)llrpllå

fiir alle ,p e Ctr gilt (man vergleiche etwa Yosida ll4), S. 176).

Setzt man (1.12) und (1.13) mit

C'oC1n , tc1

€: t0|: - 2d,

in (1.11) ein, so ergibt sich

ilr,@) ,plli ='rytg hAB,+n - ci c (,t llvlll,

fiir alle yte Ctr . Da L(D) von der Ordnung r ist und Cfl dicht in H'+h
liegt, folgt (1.10) durch Approximation.

2. Einige Hiltssätze

2.1. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir unsere weiteren Uberlegungen ist
die X'riedrichssche Glättung (K. O. Friedrichs [4], S. 138; man vergleiche
auch Agmon [2], S. 4-5, und Friedman [3], S. l2). Sei ähnlich wie in Teil
B des Beweises von Satz 1.2 y' eine X'unktion aus Cfl derart, daB j(r) : 6

fiir lrl ]t und j(r)]0 fiir lzl <1, hier jedoch

f

J i@d'r : r '
Rn

n'iir jedes e ) 0 setzen wir j"(r) :: e-" j(rle) . Ferner wird fiir g e L2

die Pri,eilri,chssche Gld,ttung g" durch
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(2.r) s,(x) :: I i,e-n s@) dy

Rn

erklärt. Bekanntlich ist dann g, e C* 11L2 mit C* i: C*(R") . und

es gilt

(2.2) lls - g"lio * 0

fiir e->0.Istspeziell ge Ho, soistauch gue Hk, undesist D"g,:
(D" g), fiir lsl S e .

Hilfssatz 2.1. Xu,r g e Lz iil g"e Hh bei,beliebigerWahlaon e> {t u.nd

aon k:0,1,....
Beweis. Es gilt fiir jeden Multiindex §

lD" j"(r)l ( e-"-l"l c"X,(r)

mit

woraus die Behauptung folgt.
lJilfssatz 2.2. Sei, L(D) ei,n Differentialoyterator, und. seietr, u,,f e Lz

ilerart, d,a,p

( L fiir lzi .: r
cs :: max lD'i (il| , /.,(n) :- |

IyrSr -lo fiir lrr 2t'.
GernäB der Schwarzschen Ungleichung erhält man

lD" s,(r)12 = ( I lD" i,(*-y)l tstill dy)

Rn

{ u-2(n+1s1; r! [ x,@-y)d,y I 1,@-y)is@)'2,tv
.RD Rn

! n,-tr-n-2irl ,1or^ f x,,e:-y) g(y),, rty ,

Rn

wobei a)n den Oberflächeninhalt der Einheitskugel in R" bezeiehrtet.

Nach dem Satz von X'ubini ist

r
I ro"g"(u)lzd,x l-n-.tr-n-2,s] "irr, f s@'I 7.e:-y)cl.rcly

Ra Rr R'

S n-z 
"-ri"t 

c? rr_ f ig@),, ay ,

RD
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(2.8) @,L(D)e)o: $,ilo
f*r alle q e Cf ist. Dann gilt filtr di,e ?riedri,chsschen Gld,ttungen

L(D) u, : f,
und,

(2.4) llu - u"llo + ll/ - L(D) u"llo --> 0

fu.r e -> 0.
Beweis. Fiir jedes feste r € R" und fiir jedes e ) 0 ist die durch

,G\1y1:: j"(*-y) erklärte X'unktion q(') in Cfl , und nach (2.3) gilto)

\u , L(D')?G)), : I W, L@!) j,(r-il d,y

Ra

tr_: J "@) 
L1D.1i,1r-y) dy : L(D) u"(r) ;

RN

eberrso ist (f , V@)o : K4. X'olglich wird L(D) u, : f , . Aus (2.2)

erhält, man dann (2.4).

llan nennt jedes ue I], das der Gleichung (2.3) fiir alle geOtr
geniigt, eine schwache Lösung der Differentialgleichung L(D) u: f in
R" . Jedes u e L2, zu dem eine X'olge {u,} c C* n L2 so existiert, daB

llu - u,11o+ ll/ - L(D) u)lo -> 0 fiir y --> @ gilt, hei8t eine starke Lösung
der Differentialgleichung L(D) u : I in R" . Es ist leicht zu sehen, daB
jede starke Lösung auch eine schwache Lösung ist. Nach Hilfssatz 2.2 ist
im Falle eines linearen partiellen Differentialoperators mit konstanten
Koeffizienten jede schv'ache Lösung d,er entsprechenden Differentialglei-
chung in R" auch eine starke Lösung in R" . Von einem etwas anderen
Begriff der starken Lösung ausgehend hat als erster K. O. X'riedrichs [4]
mit dieser rron ihm ersonnenen Glättungsmethode die Äquivalenz
schwaeher und starker Lösungen berviesen.

2.2. Wir brauchen auch ein allgemeines Resultat iiber Nullstellen
eines Polynoms mehrerer reeller Veränderlieher.

Hilfssatz 2.3. Sei,

P(6) : 2 o"€"
l'lse

ein, Pol,ynom uom E: (6r. , . . . , €") e R" nx'it kompleren Koeffizienten a" t

das n,icht id,enti.sch aerschwindet. Donn hat d,ie Nullstellenmenge

1I

6 i Hier r,r,'ircl geschriehen D , - (D, , D"), wobei Di:-'i0l0ni
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l[(P) :: {f eR"lP(§):0}
das Lebesguesche Map p(il(P)) : g .

Beweis. A. Es geniigt, die Behauptung fiir Polynome mit reellen Koef-
fizienten zu beweisen: Sei P(§) ein Polynorn mitkomplexen Koeffizienten,
das nicht identisch verschwind.et; dann können die Polynome Re P(§)
und Im P(6) , die reelle Koeffizienten haben, nicht beide identisch ver-
schwind.en; wegen X(P) : -I/(ReP)flt/(ImP) hat -l/(P) das Lebesgue-
sche MaB p(N(P)): 0 , falls p(.l[(Re P)) : 0 oder p(.|/(Im P)) : 0 gilt.

B. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach dem Grad r von P .

Den Grad von P definiert man bekanntlich als die kleinste ganze Zahl
r 2 0 derart, daB fiir lsl > r alle a":0 sind. X'iir r:0 ist die Be-
hauptung trir,,ial.

Sei dann r > 0 ; r,vir nehmen &r, da8 die Behauptung fiir alle
nome lrom Grade ! r richtig ist; es sei P(å) ein Polynom vorn
r+L. TVir erklären

PiG)

Pol1'-
Grade

a.:. 
a€i

€R" P(€):0,

€R" P(§) :0,

So ist -nf(P) : ff, U lfr.
X'iir jede positive ganze Zahl & ist

nrn{f€R"l16l <ä}
Vereinigung von lfyperflächenstiicken in Rn und daher r.om ]IaB Null.
Als Vereinigung von diesen abzählbar vielen l(ullmengen ist auch År,
vom MaB Null.

Die Polynome Pj(E) sind höchstens vom Grade r . Wir rrerden in-
direkt zeigen, da0 nicht alle von diesen. identisch versehrrinden. lfar-r
nehme als Antithese an, daB alle P;(§) = 0 sind. Daraus folgt

P(6) -const.f0.
Sei s0 ein fester Multiindex mit lsol : r* I . Es gilt

D* P(E) : ,"',",å, d" t, : o .

X'tir s 4 so, lsl : r*t ist

lr, '---

ir, :-
{6

{'

>j:l
n

j:1

IPi(§)i'>

lP;(6)l' :

0),

ol

.D"o6t:0;
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denn mindestens fiir ein 7, ist sr; ( §j" , andernfalls wiirde 6 : 80

s, ä sj ftir j:1,...,??, wegen lsl : r*l : lsol folgen. Daher

o : D"o P(t) : a," (-i)'+r so! .

Also gilt a"o:O fiir jedes s0 mib lsol : r*f , und der Grad von P(§)
ist < r . Somit existiert wenigstens ein j* derart, daB P;-(6) (ein Poly-
nom yom Grade < r )nicht identisch verschwindet. Nach der Induktions-
annahme ist p(tr[(P;.)) : 0. Wegen

lrr. åff(P;) c N(Pj-)j:r
folgt p(I/z) :0.

3. Wesentliche Maximalität partieller Dilferentialoperatoren in L'(R")

8.1. Zu einem Differentialoperator -t(D) erklärt, man einen im Hilbert-
raum I] dicht definierten Operalor L durch

(3.1) D(L) :: Cf, c Lz und L E :: L(D) E fiir alle E e D@) .

Weil
(q, Lrp)o : (V, L(D) do : @@) V,?)o

fiiralle qeCf undalle yeDQ) (:Cfl) gilt,soist Cf cD(L*)
und -t* v:L(»)g fr;rtalle qeCtr.Daherisr D(Lx) dichtin L2, und
L deshalb abschlieBbar mit der kleinsten abgeschlossenen X'ortsetzung

7' : L**. Man nennt i a"" aon, L(D) erzeugten m'inim,alen Operator in
D.

Sei ferner L' der von L1D1 erzeugte minimale Operator in L2 ' Ftir

V,V e Cf, ist dann

(L E,rilo : @(D) p,p)o : (q, L(D) do : (q, L' !t)o,

Bs gilt

(3.2) D(L'x1 :
{ueI}|zu u existiert IeL': (u,L1D1do:ff,E)o fiiralleg€Cf }.

Ilieraus folgt insbesondere Lc L'* und damit auch icL'*. Man

nennt L'* il,en aon L(D) erzeugten maui,malen Operator in !' .

Der Operator Z heiBt wesentli,ch mari,mal i,n Lz, falls L : L'* gilt-
Ist speziell L(D) formal selbstad,jung'i,ert, d. h. ist Z(6) - L(4, so ist L

l3

aus
ist
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symm.etrdsch in L2. Ein symmetrischer Operator "L ist wesentl'ich selbst-

ad,jungiert in L2, d.h. i : t*, genau dann, wenn er wesentlich maxi-
mal ist.

3.2. P. Hess [7] gab einen einfachen Beweis fiir die Tatsache, daB
der von einem in R" gleichmäBig stark elliptischen linearen Differential-
operator Lu(D) (mit variablen, gewissen Regularitätsforderungen unter-
liegenden Koeffizienten) erzeugte Operator L, mil der Definitionsmenge
D(Li : Ctr wesentlich maximal in Zz ist. R,. A. Goldstein [6] bewies
die wesentliche Maximalität im X'alle allgemeinerer Differentialoperatoren
(mit konstanten Koeffizienten). Wir geben fiir diesen Fall hier einen
verwandten, vielleicht etwas vereinfachten Beweis:

Satz 3.1. Der aon ei,nem Di,fferenti,aloperator L(D) gemtiB (3.1) erzeugte
Operator L 'i,st tuesentlich 'nxa,fri,mal 'i,n Lz

Beweis. \\regen L C L'* bleibt zu zeigen, d.a[J

'u e DqL'x1 folgt, nach Hilfssatz 2.2 aus (3.2), da8 fiir
L'*ci ist. Ftir

t -> 0

llu - u"li, + il/ - L(D) u,llo --> 0

gilt. Ist r die Ordnung von L(D), so gibt es fiir jedes e ) 0 wegen
u" e H' (Hilfssatz 2.1) eine X'olge 1ufllc C; derart, daB ll", - "Pllfiir y -> @ gegen Null strebt. Also existiert, eine geeignete »Diagonal-
folge« {u,} c Cf, so. daB

llu - u,llo + Ii/ - L(D) u,llo --> (t

fiir r-3q gilt,d.h.esist ueD(i) und iu:f :L'*u.

4. Spektren, Definitions- unrl Wertemengen partieller Differentialoperatoren
in L'(R")

4.7. IJber das Spektrum eines Differentialoperators beryeisen 'rvir

Satz 4.1. Bei, L(D) ein, ni,chttriaialer Differentialoqterator, und. i Ur-

ze,ichne den (gemtiB 3.7 erkkirten) aon L(D) erzeugten mi,nim,alen Operator

in Lz . Das Spektrum o(L) des Operators L ist rein konti,nuierlich, und,
es gi,lt

(4. 1) o(L): {L(€) l6e R"}.

?u,lls A e C zr,Lr Resolue??,tennxenge A(i) aon L geh,ört, so gitt

1

d(h , 6(L))
(1.2)

L+
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wobei,

d,1)t , o1i11 :: 
,irrf 

l1-4

i,st.

Beweis. A. Seien /. € C und ue Lz so gegeben, daB (a ,(L - l)t:)o
: 0 fiir alle o e D6) gilt. Insbesondere ist, dann (z , (L(D) - X) do: 0

fiir alle q, e Cf, . Mittels Hilfssatz 2.2 folgern wir hieraus

@(D)-11u"1r1 :s
fiir jedes e ) 0 und fiir alle r e R'' Nach Hilfssatz 2.1 gilt u" e Hk

fiir jedes k : 0,1,.... Also ist auch

(L(il - 1) (1u")(t) : 0

fiir alle 6 € R". X'alls 6 nicht zur Nullstellenmenge des Polynoms

L(E) -.1 gehört, so folgt (7 u")(§) : 0 . Nach Hilfssatz 2-3 ist somit'

F w,)(El: 0 fast iiberall, also gilt llV u,llo: llz"llo : 0 . Fiir e -+ 0 er-

sieht man llullo: 0 . X'olglich ist das Punktspektrum von L leer, und

fiir jede.r ). €C liegt die Wertemenge von L - )' 1 diclit in L2 . Also

ist, auch das Restspektrum von .L leer.

B. Sei ).e qQ). Dann gilt

io '- WL i l1--rii "'

Mit den in Teil B des Beu'eises von Satz 1.2 veru'endeten Funktionen
j und jr seien q*(r) :: ir(r) exp (,i (6 , r)) fiir k : 1,2, . - . und fiir
festes 4 € R" erklärt. \Yeil L(D) q : i ,p ftir alle C, e Ctr ist, folgt
aus (4.3) und (1.6) nach der verallgemeinerten Leibnizregel fiir jedes k

lsi70

,1G) (§)i to-,sl ilD'f iio

15

(4.3 )

I

c'l(L - ), I)r-r11

Durch (*retrziibergang

(4.4)

C. Sei jetzt ), € { LG) i § e
(1.1) fiir atrle å € R" folgen: was

{ L(€) 
I

k *-> n ergibt sich hieraus ftir jedes f € R"

I
iL(€) rl

llT i l)-'ti

R"). Wäre ieg(i), sowi.irdenach
nicht möglich ist. Also ist

§€R")c oO)

B
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rlgt bei beliebiger \\rahl voll

\r d§)l'ct€

e p(å ; also ist

lJ.

))

ö ' - d(l , { L(€) I å e R" })

Weil lL(€) jLl . ö fiir alle § € R" ist, folg

VCCtr

;3n

pn

Aus den Definitionen rron L und L fotgt 116,

u e D@. Beriicksichtigt man A, so fotgt ), e

o(L)c[7(61 6€R"]
Damit haben wir (4.1) berviesen.

I). 'lVegen (4.L) folgt aus (1.5), daB

I

und. wegen der Abgeschlossenheit von o(i,) auch

{L(€) I 6eR"} c 6(L)

Falls 1C,{LG) l§eR"}, soist

gilt. GemäB (a.a) ist

d,Q, , o1i,11: inf W@ - ll > ^= -] 
: .

,:eRE ')(L - ), I]l-r,

Aus den beiden letzten Ungleichungen erhält rnan (4.2).
Bemerkung. Ist L(D) ,insbesondere 2t-koerzi,tia (t>0), so

gi,lt sogcff o1i1 : {Z(6) l6€R"}. Darur ist nämlich die Menge

{ L(E) I 6 € R" } abgeschlossen: Fi.ir einen 2 t -koerzitiven Operator
L(D) schreiben wir

(4.6) {L(€)l6eR"}: {r(§) I 16l <.8}u{z(6) I :fl >A}.
wobei -B wie in (1.1) erklärt ist. Die erste }Ienge der rechten Seite von
(a.6) ist als stetiges Bild einer kompakten Menge kompakt. Falls {ri\
c{r(6)I16l >A}, so existieren €i mit 16;l >A und L(€):zi;
aus zi + z ( € C ) folgt mittels (1.1), daB die Folge {fi} eine Cauchy-
folge in R" ist. Also existiert, ein 6* € R" derart. daB 6; * 6* ; daher
hat man zi: L(E) *Z(6*) , und folglich ist Z(6*) : z. Somit ist auch
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die zweite Menge der rechten Seite von (4.6) abgeschlossen. Im allge-
meinen X'all ist die Menge { L(E) I å € R" } nicht notwendig abge-

schlossen. Dies sieht man einfach durch das folgende BeispielT): Fiir
E : (\, 6r) € R2 sei

zo(§) : Lo(tr,6z) :: (1+§å) El€tr + 2 h€z * 1 -

Der entsprechende Differentialoperator Lo@) ist sogar formal selbst-
adjungiert. Insbesondere ist Zo(§) ) 0 fiir alle § € R2. X'iir festes fo f 0

hat Zo(§) : Lo(4,6s) , als Funktion von §, € R aufgefaBt, ein Minimum
ftir §f :: - I / ((l+f;)6') mit Wert LoGf , tr) : EZ lQ+tZ). Somit

strebt Zr(ff , 6r) ftu €, * 0 gegen Null. Wäre o e e(å) , so wäre nach
(4.4) lro(f)l > I/lp;rlJ > 0 fiir alle §eR', was also nicht möglich

ist. X'olglichist Oeo(io), aber 0e {Zr(6) l6enz1.a;

4.2. Wir geben jetzt eine Charakterisierung der Definitionsmenge

D(i) und der Wertemenge R(i) des in 3.1 erklärten Operatom L .

Satz 4.2. Sei, L(D\ ei,n ni,chttri,ai,a,l,er Di,fferentialolterator, unil i be-

zei,chne ilen oon L(D) erzeugten mi,n'i,malen Operator 'in Lz .

Dann ftitlt d,ie Dffiniti,onsrnenge D(i) aon Z mil d,er Menge d,erjeni,gen

Punlct,i,onen ue Lz zusd,n1,rnen, far die il,ied,urah t/(§) :: (7u)(E)L(El
erkkirten Xunlctionen U zu Lz gehören.

Ierner besteht d,ie Wertemenge R(i) ,on i gena'u aus il,enjeni,gen Xunlc-
ti,onen f e L, , f,il,r di,e d,i,e d,urch

[ (7 t)@
'F(f) :: I -tr fur L(€) * o

I o far L1g1 :s
erkld,rten Xunkt'ionen E in Lz li,egen.

Beweis. A. S:ien zuerst u e D(Z) und / :: i u. Wir werden zeigen,
daB dann U e I? und -F e L2 gilt. Zu u gibt es eine X'olge {u} c Cf
mit

ll" - uillo + llf - L(D) uillo --> 0

?) Dieses Beispiel verda,nken wir llerrn K. Stein.
8) Zusatz bei, der Korrektur (Juni 1972). Nachdem dieso Arbeit vorgelegt war,

wurdo don Verfassern bekannt, daB M. Schechter schon im Jahre 1968 Resultate
veröffentlicht hat, die ähnlich den Resultaten von 4.1 sind (man vergleiche [12]
sowie auch U3l, S. 63-65 und 251-254). Er hat z.B. Identität (4.I) bewiesen.
Es sei auch erwähnt, da6 die in der Bemerkung erra'ähnte Beschreibung des Spek-
trums eines 2 t -koetzitiven Oporators ein I(orollar von seinem folgenden Ergebnis
ist: Die Menge { ,(6) I § € R. } ,ist abgeschl,ossen, fall,s L(€) --> a filr 16l -+ oo
gi,lt.

2

t7
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ftir 7 å o, daher gilt auch

llV u - v ullo * ll'J f - (v u) L(. )llo * 0 .

Also existiert eine Teilfolge {u,,} c {u} derart, daB

17 u)(t) ---> (V u)(§) f. ii. (fast tiberall)

und

1v q,)(E) L(€) - (v l)@ f. ii.

gilt. Somit haben wir

u(E) : (v u)(€) L(E) : (v l)@ f. ii.

X'olglich ist U € I] . Da Z(D) nichttrivial ist, ist

.l[(Z) :: { § en" l r(4) : 0 }

nach Hilfssatz 2.3 eine Nullmenge. Also ist

7'(6) : (v u)(€) f.ii.,
undesgll,1, Ielz.

B. Sei u € -t2 derart, daB U e Lz gilt. lVir zeigen, da8 zr in D(Ll
ist. Die X'unktion f :: 7-t U ist in L2, also gilt

U(E) : (7 u)(€) L(ä) : (7 f)(€) f. ii.

n'iir jedes q e Cf ist

1u , L1o1e)o : I O q@ L@ (7 d@ d,E
J

Ru

?_: 
J tt f)tt) (7 v)(€) dt : (f , v)0,

RO

und gemäB (3.2) hat maylu, e D(L'*). Nach satz 3.1 ist a € Otil .

C. Sei /€ I] so beschaffen, da8 -E €22. Dann ist rr:: i-r? e Lz

und daher

u(§) :: (v u)(E) L(E) : Q f)G) f.ti.,

alsoist U elz. NachBfolgt, da} ueD1i,1 und /:Lu e R6) gilt.

5. Regularitätssätze

5.1. Es gilt
Satz 5.1. Bei, L(D) ei,n Di,fferentialoperator, unil sei, L d,er (i,n 3.L er-

lclrirte) aon L(D) erzeugte m'i,n'i,male Operator i,n Lz . Ialls es fmr ei,n )' e p(L)
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und,JareineganzeZahl k>0 zwei, Iunlcti,onen feHk und ueD(L)
so si'bt' dalS 

rz - tl u : f
ist, so gi,li u e Hk und,

(5.r) llzllr < v(Dllfllo,

wobei y(1) ,: ll(L - L t1-,11 (mi,t d,er Operatorennorm in Lz ) i,st.

Beweis. Weil le qd) ist, so gilt

ll@ - 1) alls Z ^ llallo fiir alle r: e D@) .

Da i q) : L(D) E fiir alle E e Ctr ist, folgt

ll@@) - t) vlli: ) llD" (L(D) - )) elli
lsl<Ic

: Z ll!,@) - ),) D" Elltr
lrl<L

= -I- ) liD,Ellä(y(1))' 6Lo'
I: t*11Yllvll' fiir alle e e Ctr '

Sei r die Ordnung von L(D). Dann folgt durch Approximation, daB
auch

(5.2) ll@@) - ),) ull* = * Urr* fiir alle a e H'+h

ist. Wegen Ctr c D(L*) und Zx cp : L(D) 9 fiir alle I e Cf gilt

ff ,do : «i - 2) u, f)o : (u, &(D\ - 1) do.
Nach Hilfssatz 2.2 ist, (L(D) - ),) u, : f, fiil jedes e > 0 . Ferner hat
m&n

(5.3) (L(D) - 1) D" u" - D" f u
ftir jedes s mit lsl < fu. GemäB Hilfssatz 2.1 ist uue H'+b, und aus
(5.2) folgt fiir e' , e" 2 0

(5.4) t)f", - f,,lln = ;rilu", - u".llo.

Da /e Hk gilt,, so folgt wegen D"f": (D"f)" nach (2.2) Il/-/.il* * O
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fitu e -> 0 . Hieraus und aus (5.a) ergibt sich die Konvergenz von {2"}
i:n Hh. Also existiert ein o € I/e derart, da8

lla - u,lio -> 0 .

Wegen

llw - u,llo'-> o

ergibt sich u(t) : a(E) f ii., folglich ist u e Hk. Wenn wir a - uo in
(5.2) einsetzen und (5.3) beachten, erhalten wir (5.1) durch den Grenz-
iibergang e->0.

5,2. Eine schärfere Aussage gilt fiir 2 t -koerzilive Differentialopera-
toren:

SaLz 5.2. Der Di,fferent'i,alop_erator L(D) iler Ord,nung r sei 2 t -koerzi'

ti,u ( r 2 2 t, t ) 0 ), unil, L bezei,chne d,en (in 3.1" erkkirten) rton L(D)
erzeugten m'i,nimalen Operator i,n Lz . Ialls es fil,r ei,ne ganze Zahl k 2 0

zwei Funkti,onen f e Hb und, ueD@) so gibt, d,a[3 L*:l ist, so'ist
u e H2t+k , und, es eristi,ert ei,ne (ni,cht uon f od,er u abhringige) Konstante
C(k)> 0 d,erart, d,aB

(5.5) llull,,+o < C(k) (ll/lh + llzll.)

i,st.

Beweis. Weil iu:f giltund L*E:L(O)p fiiralle EeCtr ist,
folgt' 

6,do: (Qt,L(D)do

fiir alle E e Cf . Nach Hilfssatz 2.2 ist daher fiir jedes e ) 0

(5.6) L(D) u" : fu .

Da gemäB Hilfssatz 2.1 u" e H'+h ist, existieren nach Satz 1.3 zwei

Konstanten Cr(k) > 0 und Cr(k) > 0 derart, da8 ftir alle e' , e" S 0

(5.7) Cr(lc) llu", - u*llz,+r" < llL(D) (u", - %".)l| I Cr(k) )ju,, - u,"11o

: llf ", - f ullo -f Cr(k) llu,, - u,.',lo

ist. Wegen leHo gilt ll/-/"llr->0 fiir e->0 undwegen ue I? aach

(5.8) llu - u"11, -> 0 .

Aus (5.7) folgert man deshalb die Existenz eines a e Hz'+k derart, daB

(5.9) lla - u"llr,*n --> 0

gilt. Nach (5.8) und (5.9) ist a(t) : u(t) f. ii., und es gilt u e Hz'+b .
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Wenn wir %: %, irr (f .10) einsetzen, (5.6) beachten und zur Grenze

e -+ 0 iibergehen, erhaltetr u'ir Abschätzung (5.5), wobei

I
C(å) ;: 

Cr-(/r) 
**" {l , Cz(k)}

ist.
Korollar 5.3. Sei, L(D) e'in 2 t -koerzitiuer Di,fferenti,aloperator. Di,e

Iunkti,onen I e Ho unil, u e .A se'i,en so beschaffen, dap

(5.10) 1u,L1O1e)o: U,do
fur alte g e1f gi,tt. Dann ist u e H2t+h , und, es gi,lt

L": f '

- Beweis. Aus (5.f0) folgt nach (3.2) und Sat'z 3.1, daB u e D(i) und
L u : / gilt,. Aus Satz 5.2 folgt dann die B:hauptung.

5.3. X'alls fiir einen Differentialoperator L(D) untl fiir ein ,i, e pd)
zu,ei Funktionen / e H*::nf:rUr und z e DQ)cZ2 derartexistie-
ren, d.aB (i- Llu: f gilt, soist nach Satz 5.1 ue Hn. Aus einem
Lemma von Sobolev folgt u e C* und f e C* (man vergleiche etwa
Friedman [3], S. 30, und Yosida, 1141, S. 174-175); also gilt

@@)-1')u:f,
d. h. za ist eine »klassische« Lösung dieser Differentialgleichung.

Wenn es im X'alle eines 2 t -koerzitiven Differentialoperators L(D)
zwei Funktionen / € I/* und u e D@) derart gibt, daB Z u -/ ist,
sofolgtausSatz 5.2 ueH*. Daherhat,man u€C",,f €C* und

L(D)u:f.
Es sei betont, daB wir aas globalen Regularitätseigenschaften der »Da-

ten» f ( f e H* ) auf globale R,ogularitätseigenschaften der schwachen
Lösungen u der Differentialgleichung schlieB:n konnten. fm algemeinen
X'all kann m&n &us lokalen B,egularitätseigenschaften yon f jedoch nicht
entsprechend" lokale Regularitätseigenschaften der schwachen Lösungen a
folgern. Dies kan man nur, falls der Differentialoperator hypoelliptisch
ist (man vergleiche L. Hörmander [9] und insbesondere [10], S. 96-f l4).
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