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0. Einleitende Bemerkungen

0.1. In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir lineare partielle Dif-
ferentialoperatoren mit konstanten komplexen Koeffizienten, zuerst auf
dem Funktionenraum C7(R"). Insbesondere werden einige Klassen von
koerzitiven Operatoren behandelt. Es zeigt sich, daB alle betrachteten
koerzitiven Operatoren weder elliptisch noch hypoelliptisch sein miissen;
trotzdem konnen Regularitdtsaussagen fiir schwache und starke Losungen
der entsprechenden partiellen Differentialgleichungen bewiesen werden.
Die auf Cf(R") definierten linearen partiellen Differentialoperatoren mit
konstanten Koeffizienten erzeugen dicht definierte abschlieBbare Opera-
toren auf L3*R"). Mit den hier benutzten Methoden kénnen Definitions-
menge, Wertemenge und Spektrum dieser Operatoren in handhabbarer
Form beschrieben werden.

Von der umfangreichen Literatur iiber verwandte Fragen werden hier
nur wenige Titel zitiert; diese sind teilweise solche, auf die wir uns direkt
beziehen, teilweise nur als Beispiele erwidhnt.

0.2. Fiir einen Multiindex, d. h. fiir ein System s = (s;,...,s,) von
n nichtnegativen ganzen Zahlen s;, sei s := s+ ...+ s, und
sli=gl...8!. Fir &= (§,....&) € R* sei & := Ei‘...f‘;".
Ferner benutzen wir fiir die Ableitungsoperatoren die Bezeichnungen
D:= (Dy,...,Dn) wnd D := Dy...D", wobei D; := — /o ist.

Man schreibt fiir Elemente f,g € L?:= L R")

(f>9) = f]%_) g(z) dx

und ||flp := (f,.f)2. Fir ¢,y € Cf :=CFR") und k=0,1,...
erkldren wir

(@, i= > (Do, D y),

|s|<k .
und |lgll, := (¢, @)>. Der Hilbertraum H*:= H*R") wird als die
Abschliefung von Cf in bezug auf die Norm | . |li definiert. Dann gilt

H°=[? und H*cCI2.
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0.3. Wir untersuchen hier ausschlieBlich lineare partielle Differential-
operatoren
(0.1) L) := S a D
Wz
mit konstanten komplexen Koeffizienten a,, wobei die Ordnung »r
(=0) die kleinste ganze Zahl ist, mit der a, = 0 fiir |[s| > r gilt.
(Im folgenden bezieht sich die kurze Bezeichnung »Differentialoperator«

auf solche Operatoren.) In unseren Betrachtungen spielt auch das ent-
sprechende Polynom

(0.2) L(§) =

!

Yy
8)

s

s <r

IA

von & € R* eine Rolle. Dar Operator L(D) heilt nichttrivial, wenn nicht
r=0 und a,=0 ist.
Fir alle ¢, € Cf gilt

(I(D) ¢, p)y = (¢, L(D)w)y
wobel

L) := > abr

s =r

der zu L(D) formal adjungierte Operator ist.

1. Koerzitive partielle Differentialoperatoren in (g (R")

1.1. Grundlage der folgenden Betrachtungen bildet
Definition 1.1. Seten r und t zwei positive ganze Zahlen mit r = 2t .
Ferner sei

L(D):= > a, D
s <r

ein Differentialoperator der Ordnung r . Diesen Operator nennen wir 2 t-
koerzitiv, falls zwei Konstanten E > 0 wund R = 0 so exvistieren. daf

Yrp

(1.1) LE) = ! > a & = E ™ furale :€R" mit =R

Cls|=r
gilt. Er heipt stark 2t -koerzitiv, falls es zwei Konstanten E > 0 und R
so gibt, daf

W%

0

(1.2) ReL() = Re > a,& = E |&*  fir alle £ €R" mit & =R
[s|=r

ust.
Die 2 t-Koerzitivitdt kann man dquivalent definieren, indem man an-
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stelle (1.1) die Existenz von zwei Konstanten E’ >0 und R’ =0 for-
dert, fir die

(1.3) o, & = E' g fir alle &§€R" mit [&| =R

l AL |s|<r
gilt. Entsprechend kann man (1.2) umformulieren.

Jeder stark 2 ¢ -koerzitive Differentialoperator ist auch 2 ¢ -koerzitiv.
Im Falle r =2t ist L(D) elliptisch bzw. stark elliptisch, wenn (1.1)
bzw. (1.2) gilt. Hingegen brauchen fiir 7 > 2¢ nicht einmal alle stark
2t -koerzitiven Differentialoperatoren hypoelliptisch zu sein: Fiir & =
(61,4) ER? seil)

L&) = Ly& , &) := (1+8&) (§+8) .

Dann gilt Re Ly(&) = |£? fiir alle £ € R?, also ist der entsprechende
Differentialoperator ~Ly(D) stark 2-koerzitiv (r =4, t=1). Wire
Ly(D) hypoelliptisch, so miiite der in C? gemessene Abstand d(&) von
& (€R?*) und der Menge { . €C?| Ly{) =0} fir |£] — oo gegen un-
endlich streben (man vergleiche Hormander [10], S. 99). Beai beliebiger
Wahl von & (€R) ist Ly(i, &) = 0. Fir &) := (0,9 (v=1,2,...)
ist somit d(¢¥) <1 und Y] — oo .

Falls Lg(D) ein stark elliptischer Differentialoperator der Ordnung
2¢ ist und Lg(D) einen Differentialoperator beliebiger Ordnung bezeich-
net, fiir den mit einer reellen Konstanten ¢ die Ungleichung Re Lg(§) = ¢
bei beliebiger Wahl von & € R™ gilt, so ist Lgg(D) := Lg(D) + Lg(D)
stark 2t -koerzitiv. Folglich umfalt die Klasse der stark 2 ¢ -koerzitiven
Differentialoperatoren auch Stérungen stark elliptischer Operatoren durch
geeignete Operatoren sogar hoherer Ordnung.

1.2. Wir leiten nun eine Charakterisierung stark 2t -koerzitiver bzw.
2t -koerzitiver Differentialoperatoren her.

Satz 1.2. Damit ein Differentialoperator L(D) stark 2t -koerzitiv ist,
18t notwendig und hinreichend, dafs zwei Konstanten C; >0 und Cy =0
existieren, mit denen die Ungleichung

(1.4) Re (L(D) ¢, )y = Oylleli — Cs gz
Sfur alle ¢ €CY gilt?) .

1) Dieses Beispiel verdanken wir Herrn H. O. Cordes.

%) Fir stark elliptische Differentialoperatoren wurde Ungleichung (1.4) von
L. Garding [5] hergeleitet. Die Umkehrung, da im Falle » = 2 ¢ aus (1.4) die starke
Elliptizitdt folgt, bewiesen M. Schechter [11] und S. Agmon [1] (man vergleiche
auch [2], 8. 86—90). Auch in dem hier betrachteten Fall nennen wir (1.4) eine
Gérdingsche Ungleichung. In seiner Arbeit [8] iiber das verallgemeinerte Dirichlet-
problem fiir lineare partielle nicht notwendig elliptische Differentialgleichungen be-
trachtete P. Hess unter anderem auch Differentialoperatoren, fiir die Abschéitzung
(1.4) mit r == 2¢ im Falle eines beschrinkten Gebietes gilt.
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Far die 2t -Koerzitivitdt des Differentialoperators L(D) st notwendig
und hinreichend, daff mit zwei Konstanten Cy >0 und Cy =0 die Un-
gleichung

(1.5) IL(D) ¢lly = C1 ligllse — Cs llgllo

fir alle ¢ €07 gilt.
Beweis. A. Man nehme zuerst an, dal L(D) stark 2t -koerzitiv ist.
Fir ¢ € 07 ist dann

(ZIL(D) ])(&) = L(&) (7 ¢)(&) ,

wobei 3)

@ p)E) = (2a) f #(@) exp (— i (€ , 2)) da
Rn

die Fouriertransformierte von ¢ bedeutet. Nach der Parsevalschen Glei-
chung ist

Re (L(D) ¢, ¢0—R°fL &2 dé

— Re f L@ (7 ¢)(&)P d& + Re f L@E) (7 )62 dt .
1§|=R |§|<R

Weil fiir |§] < R der Ausdruck |L(£)| durch eine endliche Konstante K
beschrankt ist, folgt aus (1.2)

Re (L(D) > 5 f £ (T g)()2 dE — K f (7 @)(E)R d
2R et
>z f % (7 ¢)(©)R dE — (K + E BY) f (T )2 de
R® R"
Wegen
;w%aéwwﬁéz £ (T )8 ds
Is|<t¢ 1s‘g;n

und

S < K41,

1oF
|si=¢t

3) Hier bezeichnet (&, ) das euklidische Skalarprodukt in R".
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wobei K’ eine nur von n und ¢ abhiingige Konstante bezeichnet, wird

E
Re (L(D) ¢, ) = % gl — (K + E R + E) |l¢lfs -

B. Sei umgekehrt (1.4) fiir alle ¢ € O erfiillt. Wir fithren eine Funk-
tion j € 0P derart ein, daB j(x) = 0 fir |z| = 1 und j(x) =0 fir ] <1

sowie
JECEE
Rn
gilt. Ferner erkliren wir ji(x):= k™ "2 j(x/k) fir k=1,2,.... Dann
ist
[ ey e = 1
Rn
und es gilt
(1.6) 1D jillo = EF1IID il -

Tiir jedes feste & € R™ liegt die durch

pi(x) := Ju(x) exp (i (£, %))
erklirte Funktion ¢ in CP . Nach der verallgemeinerten Leibnizregel

von L. Hérmander ([9], S. 176—177, [10], S. 9—10; man vergleiche auch
Yosida [14], S. 51—52) folgt )

1
(L.7) LD) guw) = 2 (D)) LEY(D;) exp (i (£, @)

0= |s[<r
1
—ep (i, 5 (D) 5190,

wobei LO(£) := 4! D* L(&) ist und L®(D) den entsprechenden Dif-
ferentialoperator bezeichnet. TFolglich ist

Re (L(D) @i » o

o<|si<r
R"

1 —
= Re [T (o de +Re 3 [ 5 T8 (Dl to) de
Rn

Wenn man auf den zweiten Term der rechten Seite die Schwarzsche Un-
gleichung anwendet und (1.6) beachtet, ergibt sich

4 In der Bezeichnung D, bedeutet der Index z, daB der Ableitungsoperator
D auf 2z wirkt.
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(1.8) Re (L(D) ¢x , i)y — Re L(&)
fir £t — oo. Mit
P(D) := D*

s| <t
gilt
el = (P(D) ¢, ¢)

fiir alle @ € Cy . Daher ist wieder nach der verallgemeinerten Leibnizregel

0<|s| <2t
Rn

S 1
lelld = f P(&) (ju(x))? dz + 3, o1 P& (D ja(@)) jiulw) d
R”

und fiir £ — oo folgt wegen (1.6)

(1.9) Oy llpelld — Callpdlle — Cy P(§) — G, .
Beim Grenziibergang erhélt man aus (1.4) nach (1.8) und (1.9)

Re L(§) = O, P(§) — C,
fiir jedes & € R". Weil
PE) = PE) = > & = &

ls|=t
gilt, ergibt sich

Q

Re L(§) = 2 02)1“2"

L g2 firalle £€R* mit & = (—
Cy

Q-nwl

C. Der Beweis des zweiten Teiles von Satz 1.2 verlduft analog.

1.8. Als eine Folgerung aus Satz 1.2 beweisen wir
Satz 1.3. Sei L(D) ein 21t -koerzitiver Differentialoperator der Ordnung

r (=2t). Zu jedem k=0,1,... existieren dann zwei Konstanten
Cyk) >0 und Cyk) =0 derart, daf
(1.10) IL(D) ulle = Cy(k) l[wly-r — Calk) wly

fir alle w € H™* gilt5).

5) Fiir 4 € H" und

wird L(D)u durch
LD)u := ¥ a;,Dsu
lsl=r
definiert, wobei Dsu die verallgemeinerte Ableitung von u bezeichnet (man ver-
gleiche etwa Friedman [3], S. 11).
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Beweis. Nach Satz 1.2 gibt es zwei Konstanten C; >0 und C; =0
so, daB

(D) ¢l = Ci gl — Cu liglly
fir alle ¢ € Cy ist. Mit ¢ := Dy, p €CF , ergibt sich hieraus
(1.11) > D L(D) ylly = € ZkHD‘ o — s lqull)s il -

islsk Isl=

Offenbar gibt es eine nur von = und £k abhingige Konstante
C(n , k) > 0 derart, daBl

(1.12) 2 Dyl = O &) lplBesn

5[k

fiir alle p € 05 gilt.
Bekanntlich existiert zu jedem & > 0 eine Zahl C(¢) = 0 so, daB

(1.13) Wl = elpli + C@) vl

fiir alle o € C° gilt (man vergleiche etwa Yosida [14], S. 176).
Setzt man (1.12) und (1.13) mit

Gy C(n , k)

8:80:‘—' 20;

in (1.11) ein, so ergibt sich

L(D) yli =

C1Cm, k) , ,
5 [yl — O Oleo) Il

fiir alle » € Cy . Da L(D) von der Ordnung 7 ist und C7 dicht in m-*
liegt, folgt (1.10) durch Approximation.

2. Einige Hilfssitze

21. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir unsere weiteren Uberlegungen ist
die Friedrichssche Glittung (K. O. Friedrichs [4], S. 138; man vergleiche
auch Agmon [2], S. 4—5, und Friedman [3], S. 12). Sei dhnlich wie in Teil
B des Beweises von Satz 1.2 j eine Funktion aus Cf° derart, daB} j(x) =0
fir ] =1 und j&) =0 fur x| <1, hier jedoch

/j(x)dx:l.

Rn

Fiir jedes &> 0 setzen wir j,(x) := e"j(x/¢) . Ferner wird fiir ¢ € L*
die Friedrichssche Glittung ¢, durch
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2.1) 0.0 i= [Ja—u) o) dy
Rn

erklirt. Bekanntlich ist dann ¢, € C® N L* mit C*:= C*(R"). und
es gilt
(2.2) g — el — 0
fiir ¢ — 0. Ist speziell g € H*, soist auch g, € H*, undesist D*g, =
(Drg), fur [s|=k.

Hilfssatz 2.1. Fir g € L2 ist g, € H* bei beliebiger Wahl von & > 0 und

von k=20,1,....
Beweis. Es gilt fiir jeden Multiindex s

1D j ()] = e e, g, (x)

1 fur 'z <<«

¢ = max |D*j (y)|, Ab) 2=
D, z@ {0 fir ol = .

Iyl=1

GemiB der Schwarzschen Ungleichung erhédlt man

2
D g () = ( / D () ig(y)idy)
R"
= 72D ¢ / x.(x—y) dy f x.(e—y) gly) 2 dy
R™ R™®
= nle c‘fwnfzc(-l'*y) g(y) 2 dy
Rl‘l

wobei w, den Oberflicheninhalt der Einheitskugel in R" bezeichnet.
Nach dem Satz von Fubini ist

[po@edr = oo cton [ o [ icay
R™ R" R"

< n2g gl cu,z,f g(y)2dy .
Rn
woraus die Behauptung folgt.

Hilfssatz 2.2. Sei L(D) ein Differentialoperator, und seien w .f € L*
derart, daf3
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(2.3) (u, LD) @)y = (f, ¢

Jir alle ¢ € CF wst. Dann gilt fir die Friedrichsschen Gldttungen
L(D)u, = f,

und

(2.4) lw — wllp + If — L(D) wlly — 0

Jur ¢ — 0.

Beweis. Fiir jedes feste 2 € R* und fiir jedes ¢ > 0 ist die durch
@Ny) := j,(v—y) erklirte Funktion ¢ in Cg, und nach (2.3) gilt )

(u. L(D) ¢y = f uly) L(Dy) j.(r—y) dy

Rn

— [ W) LD e dy = LD o)

ebenso ist (f, ¢®), = f.(®). TFolglich wird L(D)w, =f . Aus (2.2)
erhédlt man dann (2.4).

Man nennt jedes u € L?, das der Gleichung (2.3) fiir alle ¢ € CY
geniigt, eine schwache Lésung der Differentialgleichung L(D)u =f in
R". Jedes u € L%, zu dem eine Folge {u,} € C® N L? so existiert, daBl
hu —wlly =1 f— L(D) ully — 0 filr »-— oo gilt, heillt eine starke Lisung
der Differentialgleichung L(D)u = f in R". Es ist leicht zu sehen, da$}
jede starke Losung auch eine schwache Losung ist. Nach Hilfssatz 2.2 ist
im Falle eines linearen partiellen Differentialoperators mit konstanten
Koeffizienten jede schwache Losung der entsprechenden Differentialglei-
chung in R" auch eine starke Losung in R". Von einem etwas anderen
Begriff der starken Losung ausgehend hat als erster K. O. Friedrichs [4]
mit dieser von ihm ersonnenen Glittungsmethode die Aquivalenz
schwacher und starker Losungen bewiesen.

2.2. Wir brauchen auch ein allgemeines Resultat iiber Nullstellen
eines Polynoms mehrerer reeller Verdnderlicher.
Hilfssatz 2.3. Sei
PE = > a &
isl=r
ein Polynom von & = (& ,...,&) € R* mit komplexen Koeffizienten a, ,
das nicht identisch verschwindet. Dann hat die Nullstellenmenge

6) Hier wird geschrieben D:= (51 ,...,Dyn), wobei Bj = @'a/ax,- ist.
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N(P):= {£€R"| P(&) =0}

das Lebesquesche Maf3 u(N(P))=0.

Beweis. A. Es geniigt, die Beshauptung fiir Polynome mit reellen Koef-
fizienten zu beweisen: Sei P(£) ein Polynom mit komplexen Koeffizienten,
das nicht identisch verschwindet; dann konnen die Polynome Re P(£)
und Im P(§), die reelle Koeffizienten haben, nicht beide identisch ver-
schwinden; wegen N(P) = N(Re P)N N(Im P) hat N(P) das Lebesgue-
sche MaBl u(N(P)) =0, falls u(N(Re P)) =0 oder u(N(Im P)) = 0 gilt.

B. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach dem Grad # von P .
Den Grad von P definiert man bekanntlich als die kleinste ganze Zahl
r =0 derart, daB fiir |s] > r alle @, =0 sind. Fiir r = 0 ist die Be-
hauptung trivial.

Sei dann 7 = 0; wir nehmen an, da die Behauptung fiir alle Poly-
nome vom Grade = r richtig ist; es sei P(£) ein Polynom vomn Grade
r+1. Wir erklaren

]
P,(E)—a—%P(E) (j=1L...,n),
M::FER"H&=0aiW@W>O}

PE) =0, > [P = 0}.
J

1

Soist N(P) = N, UN,.
Fiir jede positive ganze Zahl % ist

MN{éeRr | §i=k}

Vereinigung von Hyperfldchenstiicken in R"® und daher vom Maf Null.
Als Vereinigung von diesen abzéhlbar vielen Nullmengen ist auch N,
vom Maf Null.

Die Polynome Pj(£) sind héchstens vom Grade ». Wir werden in-
direkt zeigen, dafl nicht alle von diesen identisch verschwinden. Man
nehme als Antithese an, dal alle Pj(£) =0 sind. Daraus folgt

P(§) = const. == 0.

Sei s% ein fester Multiindex mit s = r+1. Es gilt

D*PE) =D S a8 =0.

isl<r+1
Fir s = s, [s] =r41 ist
D'E = 0;
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denn mindestens fiir ein j, ist s, <s , andernfalls wiirde s = s aus
8 = s}) fir j=1,...,n wegen |[s|=r+1=1s folgen. Daher ist

0 = D* P(§) = a, (—i) s .

§

Also gilt a, = 0 fiir jedes s mit |s°| = r+1, und der Grad von P(£)
ist <. Somit existiert wenigstens ein j* derart, daB P;.(§) (ein Poly-
nom vom Grade = r)nicht identisch verschwindet. Nach der Induktions-
annahme ist w(N(P;.)) = 0. Wegen

N, c N NP) € NP,

j=1

folgt wu(Vy) =0.

3. Wesentliche Maximalitit partieller Differentialoperatoren in L?*R")

3.1. Zu einem Differentialoperator L(D) erkldrt man einen im Hilbert-
raum I2 dicht definierten Operator L durch

(3.1) D) := Cy € L und Lg := LD)g¢ firalle ¢ €DL).
Weil
(@, Lyl = (¢, LD)w)o = (LD) ¢, ¥
fir alle ¢ €07 und alle p € D(L) (= C7) gilt, soist COF € D(L*)
und L* ¢ = L(D) ¢ fiir alle ¢ € Cf . Daherist D(L*) dichtin L*, und
L deshalb abschlieBbar mit der kleinsten abgeschlossenen Fortsetzung

L — L**. Man nennt L den von L(D) erzeugten minimalen Operator in
L2,

Sei ferner L’ der von L(D) erzeugte minimale Operator in L?. Fiir
@,y €C0Y ist dann

Lo,y = (LD)g,p) = (@, LD)y)y = (¢, L y)-
Es gilt
(3.2) D(L'*) =
{u€L?| zu u existiert f€L%: (u, L(D)g)y = (f,¢), fir alle p €CP }.

Hieraus folgt insbesondere L C L’* wund damit auch Lc L'*. Man
nennt L'* den von L(D) erzeugten maximalen Operator in L*.

Der Operator L heilit wesentlich maximal in L2, falls L=1L* gilt.
Ist speziell L(D) formal selbstadjungiert, d. h. ist L(£) = L(£), soist L
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symmetrisch in  L?> . Ein symmetrischer Operator L ist wesentlich selbst-
adjungiert in L?>, d.h. L = L*, genau dann, wenn er wesentlich maxi-
mal ist.

3.2. P. Hess [7] gab einen einfachen Beweis fiir die Tatsache, daB
der von einem in R™ gleichméBig stark elliptischen linearen Differential-
operator Lg(D) (mit variablen, gewissen Regularitédtsforderungen unter-
liegenden Koeffizienten) erzeugte Operator Ly mit der Definitionsmenge
D(Lg) = Cf wesentlich maximal in L? ist. R. A. Goldstein [6] bewies
die wesentliche Maximalitdt im Falle allgemeinerer Differentialoperatoren
(mit konstanten Koeffizienten). = Wir geben fiir diesen Fall hier einen
verwandten, vielleicht etwas vereinfachten Beweis:

Satz 3.1. Der von einem Differentialoperator L(D) gemdf} (3.1) erzeugte
Operator L ist wesentlich maximal in L2 .

Beweis. Wegen L c L'* bleibt zu zeigen, dafl L'* C L ist. Fir
u € D(L'*) folgt nach Hilfssatz 2.2 aus (3.2), daB fiir ¢ — 0

llw —wllo + If — L(D) uly — 0
gilt. Ist 7 die Ordnung von L(D), so gibt es fiir jedes ¢ > 0 wegen
u, € H" (Hilfssatz 2.1) eine Folge {ul)}c Cy derart, daB |u, — ul||,
fir » — o gegen Null strebt. Also existiert eine geeignete »Diagonal-
folge« {u,}c Cy so, daBl

lw —wly + [If — LD) wlly — 0

fir »— o gilt, d. h.esist w€D(L) und Lu=f=L'*u.

4. Spektren, Definitions- und Wertemengen partieller Differentialoperatoren
in L*R")

4.1. Uber das Spektrum eines Differentialoperators beweisen wir

Satz 4.1. Seir L(D) ein nichttrivialer Differentialoperator, und L be-
zeichne den (gemdf 3.1 erkldirten) von L(D) erzeugten minimalen Operator
in L?. Das Spektrum o(i) des Operators L st rein kontinuierlich, und
es gult

(4.1) o(L) = { L(&)| E € R"}.

Falls . €C zur Resolventenmenge o(L) von L gehort. so gilt

~ 1
4.2 WL — 271 = —=
(4.2) i )7 A o)
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wobei
d(2,o(L)) := inf |A—z]

zEa(E)

2st.

Beweis. A. Seien 1 €C und % € L? so gegeben, dall (u, (L — 4)v),
= 0 fiir alle v € D(L) gilt. Insbesondere ist dann (u , (L(D) — 1) @)y = 0
fiir alle ¢ € Cy . Mittels Hilfssatz 2.2 folgern wir hieraus

(L(D) — 2) u,(x) = 0

fiir jedes &> 0 und fir alle = € R". Nach Hilfssatz 2.1 gilt «, € H*
fiir jedes k= 0,1,.... Also ist auch

(L&) — 2) (Fu)E) = 0

fiir alle £€ R". TFalls & nicht zur Nullstellenmenge des Polynoms
ZTES—A gehort, so folgt (¥ u,)(&) = 0. Nach Hilfssatz 2.3 ist somit
(Fu,)(&) = 0 fast iiberall, also gilt |7 uly = |uly=0. Fir &0 er-
sieht man Jlul, = 0. Folglich ist das Punktspektrum von L leer, und
fiir jedes 2 €C liegt die Wertemenge von L — 21 dicht in L?. Also
ist auch das Restspektrum von L Ieer.
B. Sei € g(i) . Dann gilt

(4.3) (L — Aoy = W“LTT; o, fiir alle v € D(L) .

Mit den in Teil B des Beweises von Satz 1.2 verwendeten Funktionen
j und ji seien qi(@) 1= ju(x)exp (¢ (& T)) fir k=1,2,... und fir
festes £ € R* erkliart. Weil L(D)¢ = L ¢ fir alle ¢ € CF ist, folgt
aus (4.3) und (1.6) nach der verallgemeinerten Leibnizregel fiir jedes &

oy S O A 3 G D,
Durch Grenziibergang k — oo ergibt sich hieraus fiir jedes & € R”
| > 1
(4.4) L&) — 4 = ATV ER

(. Seijetzt 2 € {L(§)| £€R"}. Wire 1€ g(i) , so wiirde nach B
(4.4) fiir alle & € R" folgen, was nicht maoglich ist. Also ist

{LE)| £€ R} C o(l)



16 Ann. Acad. Sci. Fennice A I 513

und wegen der Abgeschlossenheit von a(f/) auch
{(Le | EeR} coll
Falls 4 ¢ W, s0 ist
6 :=d(2 , )|§eR"})>o
Weil |L(§) — 4] = 6 fiir alle & € R™ ist, folgt bei beliebiger Wahl von
g €07

(4.5) ILD) — 2y gff = f L(E) — A2 |(7 g)(&)P de

> f (@ ) EFdE = 5 g} -
Rn

Aus den Definitionen von L und L folgt H(l~} — A vlly = v, fir alle

v € D(i) . Beriicksichtigt man A, so folgt 1€ Q(E) ; also ist

o(L) C {L(E)| EER"}.
Damit haben wir (4.1) bewiesen.

D. Wegen (4.1) folgt aus (4.5), daB
~ 1
L= A = e
d(2 , o(L))
gilt. GemdiB (4.4) ist
~ 1
d(A,0(L)) = inf [L(¢&) — A = —=— .
(1, (k) = inf |Z@ Fioa

Aus den beiden letzten Ungleichungen erhélt man (4.2).

Bemerkung. Ist L(D) insbesondere 2t -koerzitiv (t>0), so
gilt  sogar a(i) = { L) | E€R*}. Dann ist ndmlich die Menge
{ L&) | £€R"} abgeschlossen: Fiir einen 2t -koerzitiven Operator
L(D) schreiben wir

(4.6)  {LE)|E€R }={LE&)| | =R}U{LE £ =R},

wobei R wie in (1.1) erklédrt ist. Die erste Menge der rechten Saite von
(4.6) ist als stetiges Bild einer kompakten Menge kompakt. Falls {z}
C{L®)| |§| =R}, so existieren & mit [§] =R und L&) =z ;
aus zj —z (€C) folgt mittels (1.1), daBl die Folge {&} eine Cauchy-
folge in R™ ist. Also existiert ein &* € R* derart, daB & — £*; daher
hat man z; = L(&) — L(&*), und folglich ist L(&*) = z. Somit ist auch
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die zweite Menge der rechten Seite von (4.6) abgeschlossen. Im allge-
meinen Fall ist die Menge {L(§)| &€ R"} nicht notwendig abge-
schlossen. Dies sieht man einfach durch das folgende Beispiel?): Fiir
E£=(&,&) ER? sei

Ly(§) = Ly(&, &) = (1—[—5%) 5? &+ 2 &+,

Der entsprechende Differentialoperator Ly(D) ist sogar formal selbst-
adjungiert. Insbesondere ist Ly(&) > 0 furalle & € R?. Tir festes & =4 0
hat Ly(&) = Ly(&, , &), als Funktion von & € R aufgefal3t, ein Minimum
fir & = — 1/((14+£) &) mit Wert Ly(&F, &) = &/(1+£). Somit

strebt Ly(&¥ , &) fir & — 0 gegen Null. Wire 0 € o(Ly), so wire nach
(4.4) |Ly&)| = 1/|LyYl > 0 fiir alle &€ R?, was also nicht mdglich

ist. Folglich ist 0 € a(L,), aber 0 & { Ly(&) | £ €R%*}.9)

4.2, Wir geben jetzt eine Charakterisierung der Definitionsmenge
D(L) und der Wertemenge R(L) des in 3.1 erkldrten Operators L.

Satz 4.2. Sei L(D) ein nichitrivialer Differentialoperator, und L be-
zeichne den von L(D) erzeugten minimalen Operator in L2 .

Dann fallt die Definitionsmenge D(L) von L mit der Menge derjenigen
Funktionen w € L2 zusammen, fir die die durch U(&) := (7 u)(&) L(&)
erklirten Funktionen U zu L% gehiren.

Ferner besteht die Wertemenge R(f}) von L genaw aus denjenigen Funk-
tionen f € L%, fur die die durch

@Ne
PE) = oy T HOFO
0 fir L&) = 0

erkldrten Funktionen F in L2 liegen.

Beweis. A. Szien zuerst w € D(L) und f:= Lu. Wir werden zeigen,
da dann U € L? und F € L* gilt. Zu u gibt es eine Folge {u;} C Cf
mit

e — wjllo + |lf — L(D) wly — 0

7) Dieses Beispiel verdanken wir Herrn K. Stein.

8) Zusatz bei der Korrektur (Juni 1972). Nachdem diese Arbeit vorgelegt war,
wurde den Verfassern bekannt, dafl M. Schechter schon im Jahre 1968 Resultate
verdffentlicht hat, die dhnlich den Resultaten von 4.1 sind (man vergleiche [12]
sowie auch [13], S. 63—65 und 251—254). Er hat z. B. Identitdt (4.1) bewiesen.
Es sei auch erwihnt, daB die in der Bemerkung erwédhnte Beschreibung des Spek-
trums eines 2 ¢ -koerzitiven Operators ein Korollar von seinem folgenden Ergebnis
ist: Die Menge {L(£)| £E€R"} st abgeschlossen, falls L(§)— oo fir |&|—c0
gilt.

2
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fir §j — oo, daher gilt auch
17w —Fuflo + I7f — (F ) L( o — 0.
Also existiert eine Teilfolge {%;.} c{%;} derart, dafl
(7 up)(§) — (Fw)(&) f. 1. (fast dberall)
und

(7 w)(§) L(§) — (Ff)§) L.

gilt. Somit haben wir
U¢) = (Fu)@) L) = (7)) {f i

Folglich ist U € L?. Da L(D) nichttrivial ist, ist

NL) :={é€R"| L) =0}
nach Hilfssatz 2.3 eine Nullmenge. Also ist

F¢E = (FwE fu,

und es gilt F € L2.

B. Sei w €12 derart, dal U € L? gilt. Wir zeigen, dal » in D(L)
ist. Die Funktion f := 71U istin L?, also gilt

U@ = Fw@ LE = @NHeE fu
Fiir jedes ¢ € Oy ist

(u, L(D) )y = f T 0@ LE) (7 p)E) de

—f7f 55 = (7

und gemdB (3.2) hat man « € D(L'*) . Nach Satz 3.1ist u € D(sz) .
C. Sei f€ L2 so beschaffen, daB F € L?. Dann ist w:= 7"'F € L?
und daher

U@ = (Fw@ LE = FNE fu,
also ist U € L?2. Nach B folgt, dall » € D(i) und f= Lu € R(i) gilt.

5. Regularitatssitze
5.1. Es gilt _
Satz 5.1. Sei L(D) ein Differentialoperator, und sei L der (in 3.1 er-
kldrte) von L(D) erzeugte minimale Operator in L? . Falls es fur ein A € o(L)
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und fir eine ganze Zahl k> 0 zwei Funkiionen f€ H* und wu € D(E)
so gibt, daf

(L—Nu=f
ist, so gilt w € H* und

(5.1) lulle = y(A) [1flle

wobet y(A) 1= |[(j/ — AD)7Y (mit der Operatorennorm in L2?) ist.
Beweis. Weil 1€ @(_i) ist, so gilt

~ 1 ~
L—Moly = —= v fur alle v € D(L).
IE— Mol = - 5 Il (L)
Da L¢ = L(D)¢ fir alle ¢ €y ist, folgt

D) — 2) ¢lic = > I1D* (D) — 2) ¢la

lsl=k
Hzg:kH (D) — 2) D ¢liy
1 2

=

1
= O fiur alle ¢ €05 .

Sei r die Ordnung von L(D). Dann folgt durch Approximation, dal3
auch

1
(5.2) (L(D) — A) vl = ) ok fir alle v € H™**

ist. Wegen Cy C D(L*) und L* ¢ = L(D) ¢ fir alle ¢ €Cy gilt

(fr@) = (L —Nu.q)y = (u.(LD)—7) g
Nach Hilfssatz 2.2 ist (L(D) — 2)u, = f, fir jedes ¢ > 0. Ferner hat
man
(5.3) (LD) — WY Du, = D f,
fir jedes s mit |s| < k. GemiB Hilfssatz 2.1 ist », € H™"*, und aus
(5.2) folgt fir & ,&" >0
1

(5.4) Ife = folh = o) lfee: — el -

Da f€ H* gilt, so folgt wegen D°f, = (D*f), nach (2.2) ||f —f, — 0
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fir &¢— 0. Hieraus und aus (5.4) ergibt sich die Konvergenz von {u,}
in H*. Also existiert ein v € H* derart, da3

v —wlfl, — 0.
Wegen
v —wllo = 0

ergibt sich u(§) = »(§) f. ., folglich ist » € H*. Wenn wir » = %, in
(5.2) einsetzen und (5.3) beachten, erhalten wir (5.1) durch den Grenz-
ibergang & - 0.

5.2. Eine schirfere Aussage gilt fiir 2 ¢ -koerzitive Differentialopera-
toren:
Satz 5.2. Der Differentialoperator L(D) der Ordnung r ser 2t -koerzi-

tiv (r=2t,t>0), und L bezeichne den (in 3.1 erkldrten) von L(D)
erzeugten minimalen Operator in L2 . Falls es fir eine ganze Zahl k = 0
zwei Funktionen f€ H* und u GD(i) so gibt, dafs Lu=f ist, so ist
u € H*** | und es existiert eine (nicht von f oder w abhingige) Konstante

Ck) > 0 derart, daf
(5.5) @l = CK) (1f1 + llello)
ist.
Beweis. Weil Lu =f gilt und L* ¢ = L(D) ¢ fiir alle ¢ € CY ist,
folgt

(f> ¢l = (u, L(D) g)y
fir alle ¢ € 0P . Nach Hilfssatz 2.2 ist daher fiir jedes & > 0
(5.6) LD)u, = f,.

Da gemiB Hilfssatz 2.1 u, € H** ist, existieren nach Satz 1.3 zwei
Konstanten C;(k) > 0 und OCyk) =0 derart, dafl fiir alle & ,¢" >0

(6.7 Cyk) lw, — wlbur = LAD) (uy — w4 Colk) [ — .o

= [|fo — forlle + Cao(R) u, — ully
ist. Wegen f € H* gilt ||f — fllp — 0 fir ¢ — 0 und wegen u € L? auch
(5.8) o —ully — 0.
Aus (5.7) folgert man deshalb die Existenz eines v € H*** derart, daB
(5.9) 19— sy — O

gilt. Nach (5.8) und (5.9) ist v(&) = u(&) f. i, und es gilt u € H**,
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Wenn wir % = u, in (1.10) einsetzen, (5.6) beachten und zur Grenze
¢ — 0 iibergehen, erhalten wir Abschétzung (5.5), wobei

Y ! (1. CL (k)

C'(k) = ﬁ?(];) max {1, Cy(k)}
ist.

Korollar 5.3. Sei L(D) ein 2t -koerzitiver Differentialoperator. Die

Funktionen f€ H* und w € L? seien so beschaffen, daf3

(5.10) (w, LD) ¢)o = (f, )
fir alle @ € O gilt. Dann ist w € H** | und es gilt
Lu = f-

_ Beweis. Aus (5.10) folgt nach (3.2) und Satz 3.1, dal u € D(Z) und
Lu=f gilt. Aus Satz 5.2 folgt dann die Bshauptung.

5.3. Falls fiir einen Differentialoperator L(D) und fiir ein 1 € g(i)
zwei Funktionen f € H* := 7., H* und w € D(L)C L* derart existie-
ren, daB3 (E — M) u = f gilt, so ist nach Satz 5.1 « € H* . Aus einem
Lemma von Sobolev folgt # € C* und f€C® (man vergleiche etwa
Friedman [3], S. 30, und Yosida [14], S. 174—175); also gilt

(D) — 2w = f,

d.h. u ist eine »klassische« Losung dieser Differentialgleichung.

Wenn es im Falle eines 2 ¢ -koerzitiven Differentialoperators L(D)
zwei Funktionen f€ H® und wu € D(L) derart gibt, daf Lu =f ist,
so folgt aus Satz 5.2 «» € H® . Daher hat man » € C* , f€C® und

L(D)u = f.

Es sei betont, dafl wir aus globalen Regularitédtseigenschaften der »Da-
teny f (f€H*) auf globale Ragularitidtseigenschaften der schwachen
Losungen w der Differentialgleichung schliezn konnten. Im allgemeinen
Fall kann man aus lokalen Regularitdtseigenschaften von f jedoch nicht
entsprechend lokale Regularitétseigenschaften der schwachen Losungen u
folgern. Dies kan man nur, falls der Differentialoperator hypoelliptisch
ist (man vergleiche L. Hérmander [9] und insbesondere [10], S. 96—114).
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