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1. Einleitung

Eine Klasse von Ndherungsverfahren kann durch die folgenden beiden
Eigenschaften charakterisiert werden. Zur Bestimmung einer Zahl oder
allgemeiner eines Elementes «* eines normierten halbgeordneten Raumes
werden zwei Folgen (z,) und (y.) ermittelt, fiir welche erstens die mono-
tone Einschliessung

(1) S S Sy S =1,2,..)
besteht und zweitens die Konvergenz
(2) lim z, = lim y, = «*

zutrifft. Die Vorteile derartiger Verfahren liegen auf der Hand. Unter an-
derem entfallen zusitzliche Bamithungen zur Aufstellung einer Fehlerab-
schiitzung; mit dem Vorliegen von @, und y, kann deren Giite unmittel-
bar erfasst werden. Eine Fortsetzung der Verfahren ergibt hochstens bes-
sere Werte. Andererseits bedingen die giinstigen Eigenschaften, dass es
bei konkreten Problemen nicht immer einfach ist, solche Verfahren anzu-
geben.

Das aufgezeigte Prinzip ist schon von Archimedes bei der Berechnung
der Zahl z verwirklicht worden, indem er fiir ¥, den halben Umfang
des dem Einheitskreis umbeschriebenen n-Ecks und fiir z, diesen vom
einbeschriebenen n-Eck genommen hat. Es gelten (1) und (2). Gut bekannt
ist das Ergebnis im Falle des 96-Ecks:

10 10
408 =3+ T = =3+ o =3,1429.

Fiir die Zielstellung sei weiter auf die Arbziten von J. Albrecht [1],
R. Bulirsch und J. Stoer [3], J. W. Schmidt [12] und R. Nicolovius [8]
hingewiesen, in denen mit Hilfe des Extrapolationsverfahrens oder des
6%-Prozasses Folgen (x,) und (y.) mit d>n Eiganschaften (1) und (2)
konstruiert werden, wobei jedoch (1) teilweise erst von einem Index ab gilt.

Uber Ergebnisse der Arbeit hat der Verfasser am 13.5.71 an der TU Helsinki
auf freundliche Einladung ihres Rektors, Prof. Dr. Laasonen, vorgetragen.
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Bei der Aufgabe der Losung von linearen und nichtlinearen Operator-
gleichungen ist das obige Prinzip wiederholt verfolgt worden. Im Zusam-
menhang mit der Fixpunktgleichung sei die Arbeit von L. W. Kantoro-
witsch [6] erwdhnt. Hier werden monotone Operatoren vorausgesetzt.
J. Schroder [15], s. auch [4], gelingt dariiber hinaus die Verwirklichung
von (1) (und (2)) bei monoton zerlegbaren Operatoren. Die Grundlage bil-
den das gewdhnliche Iterationsverfahren und Erweiterungen davon. Auch
Untersuchungen mit iiberlinear konvergenten Verfahren wie dem New-
tonschen Verfahren und der Regula falsi treten in neuerer Zeit stédrker in
den Vordergrund des Interesses. Genannt seien unter anderem die Arbeiten
bzw. Monographien von A. N. Baluev [2], L. Collatz [4], J. S. Vandergraft
[16], J. M. Ortega und W. C. Rheinboldt [9, 10], J. W. Schmidt und H. Lzon-
hardt [14], W. Hofmann [5] und J. W.Schmidt [13]. Generell trifft man hier
die Voraussetzung an, dass die betreffenden Operatoren in einem bestimm-
ten Sinne konvex sind bzw. eine monotone Ableitung oder Steigung be-
sitzen.

Das Anliegen der jetzigen Arbeit ist es nun, diesen Typ von Voraus-
setzungen abzuschwichen. Es wird lediglich die monotone Zerlegbarkeit
der Steigung verlangt. Um dennoch die Eigenschaften (1) und (2) zu sichern,
sind die Vorschriften aus [16], [14] und [13], worauf hier besonders Bezug
genommen wird, entsprechend abzuwandeln; dies geschieht durch die
Verfahren (6) und (7). Es kann die iiberlineare Konvergenz der Ein-
schliessungsfolgen nachgewiesen werden.

2. Hilfsmittel und Beschreibung der Verfahren

Den Betrachtungen ist ein Raum R zugrunde zu legen, in dem neben
einem Konvergenzbegriff eine Halbordnung erklirt ist. Konkret seien R
ein linearer, normierter Raum, teilweise sogar ein Banachraum, und K ¢ R
ein Kegel, d.h. aus 2,y €K, x=0 folgen vx -y ,xx €K, und im
Falle 2, —x € K ist x = 0. Durch die Festsetzung, dass a» =y fir
x,y € R genau fiir y — x € K zutrifft, wird R zu einem halbgeordneten
Raum. Die Menge [z,y]={z€R:ax =z =y} wird Intervall genannt;
sie ist konvex. Falls K abgeschlossen ist, folgt aus x, = 0 fiir alle » und
lim x, = = stets = 0; und Intervalle sind abgeschlossen. Der Kegel
K heisst normal, wenn eine Konstante x > 0 existiert, mit der sich
o £« llyll aus 0 <2 <y ergibt. Aus der Normalitdt von K folgt die
Beschrinktheit von Intervallen im Sinne der Norm. Der Raum R heisst
reguldr, wenn monotone und beschrinkte Folgen aus R konvergent sind;
Regularitit liegt also vor, wenn die Ungleichungskette
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das Vorhandensein von lim z, nach sich zieht.

Es sei F ein Operator von R bzw. Vc R in R. Ein bei festen
uw,v €V linearer, beschrinkter Operator 6F(u,v) von R in sich heisst
Steigung von F, wenn fiir u,v,w €V mit einer Konstanten f gilt

(s. J. W. Schmidt [11]):
3) F(u) — Fv) = 0F(u,v) (u — ),
(4) [0F (u, v) — 0F (v, w)| = B {llu — ol + [lo — wi} .

Falls der Operator F eine Steigung besitzt, ist er im Fréchetschen
Sinne differenzierbar, und es gilt

F'(u) = o0F(u,u);

dies ldsst sich leicht mit Hilfe von (3) und (4) bestdtigen. Der Operator
F heisst monoton wachsend auf V, falls F(x) < F(y) aus * =y und
x,y €V folgt. Fiir Operatoren G', H von R in sich bedeute ¢ = H ,
dass G(x) < H(x) fir x =0 zutrifft. H wird als positiv bezeichnet, so-
fern H =0 ist, dh. Hx) =0 fir =0 gilt. Falls F auf V eine
Steigung besitzt, wird diese dort monoton wachsend genannt, wenn im Falle
u,v,w,z €V gilt:

OF(u,v) < 0F(w,z2) fir v =w,v =z;
wenn

0F(u,v) = 0F(w,z) fir u = w,v =2

zutrifft, heisst die Steigung monoton fallend. Wegen F'(u) = 0F(u ,u)
ist hiermit die Monotonie auch fiir die Fréchetableitung erklért.
Fiir einen Operator F von V ¢ R in R wird die Aufgabe

betrachtet. Es lasse sich F darstellen als F = F+ 4+ F—, wobei F+
eine monoton wachsende und F~ eine monoton fallende Steigung auf V
habe; es sei also, wie abkiirzend gesagt werden soll, F ein Operator mit
monoton zerlegbarer Steigung. Zur monotonen Eingrenzung einer Nullstelle
von F sind die folgenden Verfahren geeignet:

(6) Fx,) + {F+" (x) + F~" (yn)} (F,1 — Ta) = 0
F(yn) +{F " () + F~" (Yn)} (Ynsr — ¥n) = 0

und
(7) F(a,) + {0F* (@0, 2,_1) + OF~ (Un s Yu1)} (Bayr — &) =0
F(yn) + {0F* (@0, 2,_1) + OF =~ (Un, Y1)} Yy — Ya) = 0
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Das Verfahren (6) ist vom Typ des Newtonschen Verfahrens und eine
Erweiterung einer Vorschrift, welche fiir Funktionen mit monoton wach-
sender Ableitung bereits von J. B. J. Fourier im Jahre 1818 angegeben
worden ist. Das Verfahren (7) ist vom Typ der Regula falsi; ein wesent-
licher Vorldufer fiir Operatoren mit monoton wachsender Steigung ist in
[14] betrachtet worden. Die Untersuchung der Verfahren (6) und (7) kann
weitg ehend parallel erfolgen. Daher ist es zweckmissig, von dem umfas-
senden Verfahren

(8) F(an) + {0F + (@n , Un) + 0F = (Yn , 0a) } (X — %) = 0
Fyn) + {OF* (@, un) + OF = (Yn , vn) } Y1 — Yn) =0

auszugehen; fiir %, = 2, und v, = y. entsteht (6), wihrend man (7) fiir
Uy =x,_; und v, = y,_; erhdlt. Allgemein geniigt es fiir die monotone
Einschliessung, %, < @, v =y, und u,, v, € V zu verlangen.

3. Einschliessungssitze

Es werden fiir das Verfahren (8) mehrere Einschliessungssitze bewiesen;
sie sind insbesondere fiir die wichtigen Sonderfélle (6) und (7) giiltig.

Satz 1.

(a) Es set R ein linearer, normierter Rawm, halbgeordnet durch einen ab-
geschlossenen Kegel K c R ;')

(b) B sei reguldr;

(c) der Operator F wvon V c R in R besitze auf V eine monoton zerlegbare
Steigung:2) F = F+ + F~ und OF+ monoton wachsend, OF— mono-
ton follend auf V ;

(d) esgelten: x; ,y;,u , 0, €EV, uy =, =y, =v;, Flo)) =0,F(y) =0
und [u,v]cV;

(e) es existiere ein Operator G von R in sich mit
— 20F+ (u,v) =G, —20F- (u,v) =G fir w,v€V,
und es sei G~ vorhanden, linear, beschrinkt und positiv.3)

Unter diesen Voraussetzungen gelten folgende Aussagen:
(A) Die linearen Gleichungen (8) haben®) fiir jedes m mindestens eine Losung

xn+l bzw‘ yn+] ;

1) Die Voraussetzung (a) kann in dem in [14] vorgefithrten Sinne etwas abge-
schwicht werden.

%) Die Eigenschaft (4) der Steigung wird in den Sétzen 1 und 2 nicbt ausgenutzt,
doch ist dann die Stetigkeit von F aufzunehmen.

3) Aus der Linearitdt von G—! folgt die von G .

4) Im Falle von 4, < @n, vn = Yo und u,, v, €V
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(B) die Folgen (x,) und (y.) sind gegen Nullstellen x* wnd y* wvon F
konvergent;
(C) es besteht die monotone Einschliessung

T S0, 1 SR SY SYp S (r=1,2,...).

Beweis. Es wird zuniichst die folgende Aussage A, durch Induktion
bestétigt:

1A
[IA

T S X1 S Y1 =Y = =Yy

F@,,) =20, Fy..1) =0.

g

A, is vorausgesetzt worden. Um A, aus 4, , zu folgern, wird zuerst
der Hilfsoperator

H(z) =2 + G{F (@) + (OF * (¥, wn) + 0F~ (¢, va)) (2)}
= GH{G(@) + OF * (Tn , un) (%) + OF~ (yn , va) () + F (@)}

eingefiihrt; mit seiner Hilfe wird die Existenz einer Losung x,,; € [%a , ¥x]
der ersten Gleichung von (8) nachgewiesen. Es gilt im einzelnen

H(0) = G2 F(z,) = 0
und

H(Yo — %) = Yo — @n + GH{EF(a) + (0F *(¥n , 4n) + OF ~(yn , vn)) (yn — %)}
= Yo — ¥+ GH{EF H0) + OF T(2n , Yn) (Y — 2a) +
+ F (@) + 0F ~(Ya , @) (Yo — @) }
=Y — o + G (Yn) = Yo — X0 .
Ausserdem ist H stetig sowie monoton wachsend, denn aus z <y

folgt mit (e) die Ungleichung

1
H(y) — H(@) = 5 {I + 267 0F *(va 1) } (y — @) +

1
+—2—{1-[-2G‘16F‘(yn,vn)}(y—x)20.

Nach einem Hilfssatz aus [6] (s.z.B. [14] oder [10], S. 442), fiir welchen
die Regularitit von R wesentlich ist, besitzt H einen Fixpunkt
Z €[0, Yy, — xs] . Das Element x,,, =, 4 « erfiillt somit die erste
Gleichung von (8) und die Ungleichung z, < x,.; = y.. Weiterhin ist
F(x,,,) =0, wie sich aus

F(x") = {6F+(xn s u") + 6F—(yn 5 ’l),,)} (xﬂ - ‘T'n%—l)

= {6F+(xn ’ xn-}—l) + OF ~(wn , xn+1)} (@, — xn+1) = F(x.) — F(xn+l)
ergibt.
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Um die y,,, betreffenden Aussagen von A, zu bestitigen, sei
H@@) =2 — G (F () — (OF+ (wn, ws) + 0F~ (g, 0) (@) } -

Auch dieser Operator ist stetig und monoton wachsend. Es gelten

H(0) = — G F(y.) =0
und

H(yn — 0i1) = Yo — Ty — GH{EYa) — (OF H(@n , Un) + OF ™ (Yu , va))
Un — Cos1) } = Yo — Ty — GHET () — OF H(yn, 201) (U — 201) +
+ F(Yn) = OF = (Y, r1) Un — Tya) }
=Yn— Tuy1 — CFF(2,01) = Yo — 201
so dass nach dem erwihnten Hilfssatz ein Fixpunkt z € [0, y. — x, ]

von H vorhanden ist. Die zweite Gleichung von (8) hat y,., = y» — &
als Losung, und es ist z,.; = y,., = ¥a . Schliesslich gilt wegen

F(y") = { OF+ (xn > u") + O0F - (y" > ¥n) } (yn - yn+1)
S{0FYWn s Yur1)) + OF = (o, ¥nin) } Wn — Yuia) = F(yn) — F(y,.1)

noch F(y,,,) = 0. Damit ist der induktive Beweis der Aussage A4, voll-
standig.

Die Regularitdt des Raumes R sichert die Existenz der Grenzwerte
x* =lim 2, und y* =limy,, wihrend mit Hilfe der Abgeschlossenheit
des Kegels die Ungleichung ., < a* < y* < 5. gefolgert werden kann.
Dass 2* und y* Nullstellen von F sind, ergibt sich iiber

0= F(xa) = —{ OF+ (@0, Un) + OF = (Yn,0a) } (X1 — @) = G217 — tn),
0= F(ya) = —{ 0F* (@, un) + OF = (Yn, ¥n) } (Y1 — Yn) = G(Yur — Un)
aus

0=G1F(w) =2, — @, 0=ZGTF(Y) = Yyoy — Un

durch Grenziibergang. Das war zu zeigen.

Wihrend z.B. die Rdume R™ und L, regulir sind, trifft dies fiir den
bei Anwendungen ebenfalls wichtigen Raum C nicht zu. Dabei ist es von
Interesse, dass die Voraussetzung (b) vom Satz 1 entbehrlich ist, wenn
dafiir die Forderungen an den Operator F und seine Steigung verschéirft
werden. Es wird die Vollstetigkeit verlangt, d.h. die Eigenschaft, dass die
Bilder von beschrinkten Mengen kompakt sind. Auf diese Moglichkeit
der Verlagerung der Voraussetzungen ist von W. Ménch [7] im Zusammen-
hang mit den Verfahren aus [14] fiir Operatoren mit monoton wachsender
Steigung hingewiesen worden.
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Satz 2.
(a) Esset R ein Banachraum, der durch einen abgeschlossenen Kegel K — R

halbgeordnet ist;
(b) die Voraussetzungen (c), (d) und (e) von Satz 1 seien erfillt;
(c) der Kegel K sei mormal;
(d) die Operatoren

G+ F und G + 0F+ (u,v) + 0F~ (w,z)

seten fir w,v,w,z €V vollstetig.
Dann erhdlt man fir das Verfahren (8)%):
(A) Die linearen Gleichungen (8) sind fiur jedes n durch ein x,., bzw.y,
losbar;
(B) es gilt die monotone Einschliessung

=, Sy, Sy =1,2,..),

wobei x* eine Nullstelle von F ist.

Beweis. Die Anderungen gegeniiber dem Beweis zum Satz 1 bestehen
im wesentlichen darin, dass an die Stelle des Hilfssatzes aus [6] jetzt der
Fixpunktsatz von Schauder tritt. Zum induktiven Nachweis der dort
formulierten Aussage A. wird die Definition des Operators H iiber-
nommen. Er ist wieder monoton wachsend und bildet das Intervall
[0, %, — 2,] in sich ab, denn aus 0 < x <y, — @, folgt

O=HO)=H@) =HYn — @) = Yn — Xn.

Die Stetigkeit von G'~! und die Vollstetigkeit von G + 0F* (@., u.) +
+ OF ~(yn , vn) ziehen die Vollstetigkeit von H nach sich. Ausserdem ist H
stetig, so dass mit dem Schauderschen Satz auf die Existenz eines Fix-
punktes z € [0,y, — x.] von H geschlossen werden kann. Es erfiillt
Z,.1 = 2 + & die erste Gleichung (8) und », =2, ;, = y.. Wie vorhin
zeigt man F(x,,,) = 0. Analog beweist man mit Hilfe von H die rest-
lichen Teile von A4, .
Der Operator

H¥x)=a + G 1F(x) = G 1{G(@) + F(z) }

ist vollstetig, da dies fiir ¢ 4 F vorausgesetzt worden ist und G stetig
ist. Es gilt

H*@0) = @0 + G F(20) = @0, H* (Y) = Yo + G F(Ya) = ¥ -

Ausserdem ist H* stetig sowie monoton wachsend auf [z, y.], denn
fir x =y und z,y €[z.,y.] erhdlt man
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H*(y) — H¥@) = y — o + G { F(y) — F() }
S+ 2690E )} (g — )+ 5 L+ 260F (g 0)) (g — ) = 0.

Somit bildet H* das Intervall [«,,y.] in sich ab und besitzt nach
dem Schauderschen Satz einen Fixpunkt a* € [x,,y.]; fir ihn gilt
F(x*) =0, q.e.d.

Zu den Sidtzen 1 und 2 gibt es weitere gleichwertige Varianten; sie
unterscheiden sich lediglich in der Richtung der vorkommenden Ungleich-
ungen. Die durch die Sétze 1 und 2 erfasste erste Variante kann im R! etwa
durch das Bild 1 skizziert werden, wahrend sich eine zweite Version durch
das Bild 2 andeuten ldsst.?) Weitere ergeben sich, indem man F durch
— F ersetzt. In der folgenden Tabelle entspricht die erste Spalte der
ersten Variante, usw.:

1. Variante 2. Variante

F(z;) 20,F(y,) =0 F(r) 20,F(y) <0

|
|
| =Y r 2y
L 0Ft wachsend OF*+ wachsend
; i
|

SF— fallend OF— fallend
—2Ft < @ | 20Ft < @
— 20F— < @ | 2F- < @

xn £ 2% < Y, Yn < a* < @y

4. Konvergenzgeschwindigkeit der Einschliessungsfolgen

Es wird nach Hinzunahme von weiteren Voraussetzungen fiir die Ver-
fahren (6) und (7) iiberlineare Konvergenz nachgewiesen.

Satz 3.

(a) Ks seien alle Voraussetzungen (a) bis (e) von Satz 1 erfillt;

(b) der Kegel K sei mormal;

(c) mit einem Operator S von R in sich, fir den S—1 vorhanden, linear,
beschrdinkt und positiv sei, gelte

5) Im R! liegt fir F' die Konvexitdt genau dann vor, wenn die Steigung 6F —
wie tiblich sei 0F(u ,v) = (F(u) — F(v))/(v — v) — monoton wachsend ist. In ande-
ren Réumen gilt diese Aquivalenz im allgemeinen nicht mehr. Im R™ (m > 1) ist
die Monotonie der Steigung weder hinreichend noch notwendig fiir die Konvexitit
(vgl. [10], Kapitel 13).



J. W. ScumipT, Einschliessung von Nullstellen bei Operatoren 11

S < —2F+(u,v), S<—20F (u,v) fir u,v€V.

Neben den Aussagen vom Satz 1 erhdlt man dann, dass die Folgen ()
und (y») im Falle des Verfahrens (6) bzw. (7) mit der Geschwindigkeit 2 bzw.

1+45
2

gegen die Nullstelle x* = y* wvon F konvergieren.

Beweis. Aus dem Satz 1 sind fiir die Grenzwerte 2* =lim 2, und
y* = lim y, die Beziehungen

¥ s y*, F@¥) =Fy*) =0
bekannt. Nun gilt

0 = F(y*)—F(a*) = {0F + (y* , a*) + 0F ~ (y*, 2*)} (y*—2*) = — S(y*—2¥)
und somit 0 < — S-1S8(y* — a*) = a* — y*; also ist y* = a*.
Aus der ersten Zeile von (8) findet man nacheinander
— {OFF (@, Un) + OF = (Yn, 0a) } (&% — @,py) =
F(a*) — F(x,) — {0F* (@n , wn) + OF = (Yn , va) } (&* — ) ,
S(a* — @,,,) = {0FF (@%, 2.) — OF T (2, Un) b(a* — ) 4
+ { OF~ (2%, an) — OF ~ (yn, vn) } (2% — @),
0 =a* —a,., =S (OFF (2%, ) — OF (¥n, un)) +
+ (OF = (&% , @) — OF = (@n , Yn)) + (OF = (%, yu) — OF = (¥, 00)) } (2% — @n).

Die Normalitit des Kegels K und die Eigenschaft (4) der Steigung
lassen damit die folgende Ungleichung zu:

[@ns1 — 2¥] = «BISTH {llen — 2] + llta — wa| +
+ [lon — @ 4 2l — yall 4 [lyn — vall } 20 — 2.

Ebenso erhilt man aus der zweiten Zeile von (8)
W1 — 2] = «BIS 7 {llyn — ¥ + 2y — @l £ ln — wal] +
+ [yn — 2* || + llyn — all }lgn — 2% -

Mit den Abkiirzungen

rn = max {[z, — 2¥|, |y — 2%} und y = S|

ergibt sich aus den letzten beiden Ungleichungen

(9) Tay1 = 7 {8rn + [lun — @ + [loa — 2*[ }7a .
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Fiir das Verfahren (6) geht (9) iiber in die Ungleichung
Tpi1 = 10y 1,2,

Sie beinhaltet die quadratische Konvergenz der Folge (r.,) und damit
auch die der Folgen (z,) und (y.). Im Falle des Verfahrens (7) entsteht
aus (9)

Too1 = 8yra® -+ 2yrar,_, .

Hier gibt der letzte Summand auf der rechten Seite den Ausschlag fiir
die Konvergenzgeschwindigkeit. Man erhilt den Wert ﬂ .

Auch der Satz 2 kann als Grundlage zur Angabe der Konvergenzge-
schwindigkeit dienen. Neben der Voraussetzung (c) vom Satz 3 ist dann
noch die Konvergenz der Folgen (x.) und (y.) zu fordern.

5. Einige Bemerkungen zu Anwendungen

Auf die Frage der Anwendung der abstrakten Ergebnisse auf Probleme
in konkreten Rdumen wie z.B. in den Rdumen R™ und C ist bei Opera-
toren mit monoton wachsender Steigung (Ableitung) wiederholt einge-
gangen worden. Besonders sei in diesem Zusammenhang auf die Arbeiten
[16], [14] und [5] verwiesen; in der Regel bereitet die Ubertragung auf
Operatoren mit monoton zerlegbarer Steigung keine Schwierigkeiten. Uber
numerische Ergebnisse bei grosseren nichtlinearen Gleichungssystemen
wird in [14] und [13] berichtet.

Falls F eine zweimal stetig differenzierbare Funktion des R! in sich
ist, kann eine Darstellung mit monoton zerlegbarer Steigung in einfacher
Weise angegeben werden. Auf Grund der Taylorschen Formel

F(z) = F(a) + F'(a) (x — a) + f (@ — &) P (t)dt
bietet sich z.B. die Zorlegung F — F+ + F~ mit
Fo@) = F(@) + F() @ — o)+ [ (o= 0 [ (0]
und ’

F(z) = f @ — 1) [F(t)]~ dt

an. Dabei bedeuten [F(t)]t = F”(t) fir F’(t) =0 und [F"({)]+ =0
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fur F7(t) <0 sowie [F"'(t)]- = F'"(t) — [F'"'(¢)]*. Die Steigung von F+
ist dann monoton wachsend, wihrend die von F~ monoton fallt.

Es sei F(x) = — 3z + 2®. Die Steigung (Ableitung) von F hat in
keiner Umgebung der Nullstelle # = 0 ein einheitliches Monotonieverhal-
ten. Daher sind die Verfahren aus den zitierten fritheren Arbeiten nicht
anwendbar; die Verfahren (6) und (7) dagegen fithren unmittelbar zum
Ziel.

Es ist mit F = F+ 4+ F—,

—3x + % fir =0 0 fir =0
Fia) = . F@) =
—3z fir x <0 2 fir 2 <0

eine Darstellung mit monoton zerlegbarer Steigung gegeben. Alle Voraus-
setzungen der Sidtze 1 und 3 sind z.B. im Falle 2, =u; = — 1 und
y; = v; = 1 erfiilllt. Nach dem Verfahren (6) erhédlt man folgende Néhe-
rungswerte, welche sowohl die monotone Einschliessung als auch die tiber-
lineare Konvergenz bestétigen:

n | Yn = — Tn \ F(yn) = — F(z5)
|

1 . 1 2

2 . 0,333 333 333 0,962 962 962

3| 0,012 345 679 0,036 986 232

4 0,000 016 935 —0,000 050 805

5| 0,000 000 000 0,000 000 000

Fiir einen Operator ¥ des R™ in sich ist eine monotone Zzrlegung der
Steigung ebenfalls leicht moglich, sofern F quadratisch ist:

(F(.%)), = ; + ~§1bij(x)j -i—‘kzm_:f,'jk(.l?)j (J))k (L =1 e ey m) 5

hier bezeichne (x); die i-te Komponente des Vektors x € R™, usw. Man
setze z.B.

(P = @i+ 3 by (0 + 3 e (@) (o,

(F () =

wobei
cir fur ¢ =0 [ 0 fir cp=0
N -
Cijr = » Gy =
0 fir ¢p =0 lcijk fir cjp =0
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seien. Dass F+ eine monoton wachsende und F— eine monoton fallende
Steigung besitzen, ergibt sich sofort mit den in [14] zusammengestellten
Hilfsmitteln. Bei beliebigen Operatoren, deren zweite partielle Steigungen
jeweils ein einheitliches Vorzeichen haben, kann unmittelbar wie bei
quadratischen Operatoren verfahren werden.

Technische Universitit
Dresden
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