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§ 1 Einleitung. Grundlagen

Im folgenden handelt es sich um genauere Ausfithrungen zu dem in [6]
umrissenen Thema ([n] betrifft das Literaturverzeichnis). § 1 enthilt nach
einleitenden Bemerkungen Hinweise auf grundlegende Tatsachen, die, so-
weit sie nicht bereits in der zitierten Literatur auftreten, im Anschluss an
[6] entwickelt werden; nur die Definitionen des Doppelstrich-Operators und
des Funktionensystems & = & werden aus [6] kurz wiederholt. In § 2
wird die Bildung von Skalarprodukten der Funktionen von & unter-
einander und mit den automorphen Formen der Differentialklasse nach
einem gegeniiber [6] etwas gednderten Ansatz in voller Allgemeinheit disku-
tiert. Auch das methodische Hauptresultat, das in § 3 durch Anwendung
der Riemannschen Integrationsmethode gewonnen wird, ist gegeniiber dem
in [6] zitierten Satz erheblich verallgemeinert. In § 4 wird gezeigt, dass
die Funktionen von g einer invarianten Spurbildung zugénglich sind, die
mehrere einfache Eigenschaften hat. Der als wichtigste Anwendung in [6]
am Schluss hervorgehobene Zusammenhang zwischen den Primformen und
den Resultatfunktionen des Heckeschen Summationsverfahrens wird hier
in § 5 fir Eisensteinsche Reihen zu beliebigen Kongruenzgruppen hergestellt.
Dabei zeigt sich, dass eine sehr vorteilhafte Definition der verallgemeinerten
Eisensteinreihen — auch solchen mit gewissen Multiplikatoren — durch
den Spuroperator aus [5] vermittelt wird.

Vom historischen Standpunkt ist zu bemerken, dass HECKE in [1] zwar
davon spricht, dass seine Ergebnisse iiber Eisensteinsche Reihen auch fiir
beliebige Kongruenzgruppen gelten; er hat aber nirgends etwas dariiber
ausgefithrt. Die Entwicklungen des § 5 machen deutlich, dass es zu dieser
Verallgemeinerung der Heckeschen Theorie wirklich nur einer »hinreichend
invarianten« Definition der Eisensteinreihen in den sog. Kongruenzklassen
bedarf. Wesentlich ist, dass die so definierten Funktionen sdmtlich in der
klassischen Gestalt, d.h. als Eisensteinreihen ohne eine Bedingung der
Teilerfremdheit erscheinen. Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen
den Primformen und den Resultatfunktionen des Heckeschen Summations-
verfahrens darf vermutet werden, dass er auch bei allgemeinen Grenzkreis-
gruppen von erster Art besteht, sofern sie parabolische Transformationen
enthalten. Eine entsprechende Verallgemeinerung des Satzes, den HECKE
in [1] als zweiten Fundamentalsatz iiber die g-Teilwerte bezeichnet, ist
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dagegen vollig unwahrscheinlich. — Eine ausfithrlichere Zusammenfassung
der Resultate iiber Kongruenzklassen findet sich am Ende von § 5.

Wir verwenden die Terminologie von [5]§1. Fiir eine Matrix
S €,B = SL(2, R) mit der zweiten Zeile S = {c,d} und eine Funktion
@(7), die in der oberen 7-Halbebene § bis auf eine mogliche Ausnahme-
menge isolierter Punkte erklidrt ist, setzen wir

glIS = ()| S = ¢(v) | 8 — c(cr 4+ )"
= ¢(S7) (et + d)7* — ¢(eT + d)~!

Fir 8,8, €,B gilt ¢SS, =¢S5 5S;.

Es sei [ eine Grenzkreisgruppe von erster Art mit parabolischen
Matrizen (vgl. [6] 1.) und der Spitze co. Das System = & besteht
aus den in § meromorphen Funktionen @(7) mit den folgenden drei
Eigenschaften (a*) (b*) (c*):

(a*) Es gibt eine Fundamentalmenge von [, die hochstens endlich

viele Pole von @ enthilt.

(b*) Fiir alle L€l gilt @ L=

Zur Formulierung von (c*) sei = A" o (4 €,B) eine Spitze von
[ und P:= A'UYA4 ihre Grundmatrix in [, wo, wie iiblich, U"

r

1 N
die symbolische Potenz ( 0 11) von U' = :U bezeichnet (N > 0). Die

Funktion @, (7): = ®(7)|| 4" erfiillt &=, 4, ist gemiss (vgl. (1.1))
D (1 +N)=(1) || AU = D) || PA™" = D,(7)

(1.1)

periodisch in 7 mod N und besitzt eine polfreie Halbebene Im 7 > «
(x = 0). Hiermit besagt ‘
(¢*) Die Fourier-Reihe von @, (7) bricht in der Richtung der negativen

Exponenten von exp 271 N
Wir schreiben
® T
(1.2) ' D, (1) = > Pfu(d,P)exp 2aim ¥

m=—m,

Wegen @, — @, (L €T) braucht (c¢*) nur fiir je eine Spitze einer Kon-
gruenzklasse mod I erfiillt zu werden. Ist [ auch = Ay oo (4, €,B).
so gilt

A, = e (3 ?_1> USA(@=1,4>0,6€R),P =AU’ 4,,

v

G, (1) = D (AT — &) A7, Bu(dy, @) = 27" eIV (A, By

(¢*) braucht also bei gegebener Spitze { fiirnurein 4 € B mit {=4"x
erfiillt zu werden. Das durch
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AT

4

(1.3) Res; . @: =

5 huld, @)
definierte Residuum ist durch @, [ und ¢ eindeutig bestimmt und gegen
Transformationen ¢ — L (L €') invariant.
Die invarianten Entwicklungen der Funktionen @ € & nach den
T—2

Ortsparametern w = w(r,z) = — der Punkte z€$ sind in der
Gestalt

D(r) = — (v =27+ (v — 2) " Du(w(r, 2))
(1.4)

D, (w) = i Pm (2, D) w™

m=—m,

anzusetzen. Die Invarianz besagt

Lz, @ 6'2<y2+6)m+2 &) (Lel . L 5
putl, ) = Gz + 0 (0] e o) Ler L=t

und liefert insbesondere f_;(Lz, @) = |yz + 8| > p_;(z, D), was die zu
(1.3) analoge Bildung eines invarianten Residuums geméss

1

(1.5) Res; @ : = e — 3 fi(z, D) = Res ., ®(LET)
ermdglicht. Hier bezeichnet [ die Fixpunktordnung von z beziiglich r
wenn z elliptischer Fixpunkt von [ ist, soist ! als dessen (inhomogene
Ordnung, sonst als I =1 erklart. In (1.4) gilt B.(z, ®) =0, wenn
m == — 1 mod l.

Eine Verallgemeinerung der genannten Invarianzen ergibt sich fiir
S €,B daraus, dass @ € 2, mit &[S € L1, gleichbedeutend ist. In den
Bezeichnungen (1.2,4) findet man

fn (A4S, @[ S) = pu(4 , P)

(1.6) ‘ ) . (2 + d\"

Pm(z, @ 8) = (cz + d) <57+ d> Bm(Sz, @)
und insbesondere
(1.7) Resg-1rg 51, @IS = Res; , @

fir 7)€ ${ (= Vereinigung von $ mit der Menge der Spitzen von [).

Die prinzipielle Konstruktion der Funktionen aus  bedarf keiner
Darlegung. Ein endliches lineares Kompositum von Funktionen aus &
liegt in &, wenn die Koeffizientensumme =1, und in {[, — 2,1},
wenn diese = 0 ist. Hieraus, aus dem Verhalten der Funktionen A(7,f)
(vgl. [6], 2.), insbesondere
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(1.8) Resy ,, A7, f) =rtorde , f(r) (7 € Or)

und den Rechenregeln fiir logarithmische Ableitungen folgt in Verbindung
mit der Valenzformel [6] (4):

Satz 1. Bezeichnet  eine Fundamentalmenge von T in D, o’ = of den
Gruppenrang von [, so gilt fir jedes D € & :
(1.9) > Res,, @ = o .

zZ€ ;\;r
Zu gegebenen verschiedenen Punkten z, € Fr und komplexen o, (1 =v = )

mit > o, = of gibt es eine Funktion @ € L, die auf F; ausserhalb der
r=1
z, lauter verschwindende Residuen, in z, aber das Residuum o, besitzt.

§ 2 Metrische Verkniipfungen

Diese beruhen wesentlich auf den Eigenschaften des folgenden Operators,
der auf die Funktionen @ € & angewendet wird: Man setzt

1
(2.1) O* = &% (1) = P(7) + 2y (y = Im 1)

und erhélt nach kurzer Rechnung: @* \ S = (@ S)*, sodass @* sich bei

Anwendung der Operatoren L von [ gemass o* | L = @* wie eine Form
der Differentialklasse verhlt.

Fiir zwei Funktionen @, , @, € & bzw. ® € Q, f€{[, — 2,1} bilden
wir die Integrale

K(®,, ,; B): /[@* ®F dady , K, (D, f; B) //czsfdxdy,

wo 9B zunichst einen beschrankten messbaren Bereich bezeichnet, dessen
abgeschlossene Hiille in § liegt und keinen Pol der beteiligten Funktionen
enthilt. Dann ergibt sich fir S €,B

K(@l,@z;SiB):K((Dﬂ[S,(Z%HS;‘B),
K (D.f;88) =K,(®S.f|8;%

(2.2)

Diese Formeln zeigen, dass man sinnvolle metrische Verkniipfungen erhélt,
sofern es sich als moglich erweist, diese Integrale — etwa als Cauchysche
Hauptwerte — iiber einen Fundamentalbereich - von [ zu erstrecken.
Das soll im folgenden mit den Methoden und in den Bezeichnungen von [2]
untersucht werden.
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Um zunédchst die Integration iiber einen Sektor der Spitze ¢ von [

auszufithren, hat man nach (2.2) @;"AKL bzw. @j;]_“; iiber ein achsen-
paralleles Rechteck AB [ ; ¥, , #] bei hinreichend grossem ¢, zu integrie-
ren und die Bedingungen dafiir zu ermitteln, dass das Integral fiir 4 — o
einem Grenzwert zustrebt. Die Integranden sind

1 1
492 24y

_ — 1 _
(Pry — Dy y) + D, 4 Dy bzw. 2—WfA + Dyf4

Die konkrete Berechnung aufgrund der Entwicklungen (1.2) und der ana-
logen Entwicklung [4] (2.2) ergibt als notwendige und hinreichende Kon-
vergenzbedingung folgendes: O.B.d.A. werde angenommen, dass alle vier
Laurentreihen mit dem gleichen Exponenten — m, << 0 beginnen. Die
Bedingung besagt fiir den ersten Integranden:

(2.3) (A, D) B (4, DPy) =0 (1 =m=my);By(4,D)) = po(4,P,) =
fiir den zweiten Integranden:
(24) (A, D)b_,(4,f)=0 (1 =m=m); b(4d,f)=0.

Die analogen Resultate bei der Integration iiber einen Bereich B[w , o']
haben einen etwas anderen Charakter. Setzt man

w=V, t=u+w=9pe” =wr,0) w,v,9€ER, 0=0) p:=Imow,

so wird
1 — ¢? ia(r , y)i 4 p2 . (1 — wp
y=p|l—w[2"a(u,v)?:‘l_wlp(f—w) ==
1 1 (1 — w)? B
_ = + 5 = o -
T =1y 2ip 1 —p
also
TP e, 0 T a—gr Tap 1@ TP TP T P B
(2.5)
%, 9) ; °o .
*
¢f!ao 0\ 27/p 1_‘02 f pZ stfm'

Man hat in der w-Ebene iiber einen Kreisringsektor der Winkeléffnung
2n

l
0o festist und o’ gegen Null strebt. Die Summation in (1.4) kann auf die m

zwischen den Radien ¢’ und g, zu integrieren, wo 0 < o’ < g, < 1,
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beschrdnkt werden, fir die m = — 1 mod ! gilt. Fithrt man zunichst die
Integration nach dd aus, so zeigt sich, dass ein Einfluss auf die Existenz
eines Grenzwertes fiir o' — 4+ 0 nur von denjenigen Summanden in der
Darstellung (2.5) der Integranden ausgeiibt wird, die dort auf der rechten
Seite an dritter bzw. zweiter Stelle stehen. Damit ergibt sich als Bedingung
fiir die Existenz dieses Grenzwertes, wenn alle vier Laurent-Reihen mit dem
Exponenten — m, << 0 beginnen, beim ersten Integranden:

(2.6) B, )P, B) =0 (1= m=m)
und beim zweiten Integranden:
(2.7) Bomw, P)b_,(0,f)=0 (1 =m=m).

Der Unterschied zwischen diesen Bedingungen und (2.3,4) betrifft in
beiden Féllen die Residuen. Er rithrt zweifellos daher, dass das additive

Zusatzglied in (2.1) in Verbindung mit dem konstanten Glied des

27
anderen Skalarfaktors ein divergentes Teilintegral hervorbringt.

Zur Formulierung der Ergebnisse bezeichne ¥ einen endlich-teiligen
von endlich vielen hyperbolischen Geradenstiicken berandeten Funda-
mentalbereich von [, von dem wir annehmen wollen, dass er von allen
Fixpunkten einteilige Umgebungen enthélt und dass kein Pol der Skalar-

faktoren, er sei denn Fixpunkt, auf seinem Rande liegt.

Satz 2. Fir die Definition der nach (2.2) invarianten Skalarprodukte
(D1, Do) = [Py, Dy; ] = K(Dy, Dy 5 Fr) (Dy, D, € Q)
[®’f) :[(paf’r) =K1(¢,f;8‘|-)(@€8, fe{r’_271})

als Cauchysche Hauptwerte ist nolwendig und hinreichend, dass in allen Fia-
punkten und allen Polen der Skalarfaktoren, soweit sie zu p gehiren, die
Bedingungen (2.3) und (2.6) bzw. (2.4) und (2.7) erfillt sind. Die Bedin-
gungen (2.3,4) beziehen sich auf die Spitze = A" x won [ (4 €,B),
die Bedingungen (2.6,7) gelten auch fiir Nichifixpunkte in % anstelle von
o ; dann ist 1 = 1 zu setzen. Wenn eine dieser Bedingungen nicht erfillt ist,
strebt der Ndherungswert des betreffenden Teilintegrals dem Betrage nach
gegen 0.

Die Rechenregeln fiir diese Skalarprodukte ergeben sich aus (2.2) und
den Existenzbedingungen von Satz 2. Zunéchst erklart man, wenn diese

Bedingungen erfiillt sind, (f, @] als Grenzwert von f f f % dady, wo B

in der oben beschriebenen Art gegen konvergiert\. Dabei ergibt sich
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der zu [®,f) konjugiert-komplexe Wert. Das entsprechende Verhalten
zeigt [®, , @,] bei Vertauschung von @; und @,. Sind die Bedingungen
tir die Existenz der Skalarprodukte [®;, ¥] bzw. [&;,f) (®;, P €L,
fe{l,—2,1} 1 =<j=m) erfillt, so ergibt sich fiir komplexe 1 mit
der Summe 1

Zl LD V] = [21 A @, ] bzw. Zl LD, f) = [zl A D, ,f) ,
J= Jj= J= J=

und die Skalarprodukte auf den rechten Seiten existieren im Sinne von Satz
2. Wenn dagegen die Summe der 4 verschwindet, so folgt

21 AP, VY] = (2‘1 4P, 'I’] bzw. ZI LD, f) = (zl % P, f),
= i= j= J=

und auch hier existieren die Skalarprodukte rechts im Sinne von Satz 2,
bzw. von [2], Satz 1.

§ 3 Berechnung gewisser Skalarprodukte vom Typus (@, f)

Es handelt sich um die Félle, in denen f ein Differential zweiter Gattung
darstellt; von @ wird zunichst lediglich @ € Q. vorausgesetzt. Die
Methode, mit der die Berechnung durchgefiihrt wird, ist die in [4] mit-
geteilte; der im folgenden zu beweisende Hauptsatz entspricht einer Teilaus-
sage von [4] Satz 11. Demgemaéss wird die ganze Bezeichnung von [4], die sich
auf die Integrationstechnik und auf die Funktionen von {[, — 2,1}
bezieht, ohne erneute Erklirung und mit nur einer — im iibrigen geringen
— Anderung iitbernommen: Die Punkte a, . ...+ werden hier mit bzw.
Vos s &, a; die Punkte y, .,y .y, y  werden hier mit bzw. 8, . p. ../
bezeichnet. Poincarésche Reihen werden bei der Berechnung nicht benutzt.

Nach der Gauss’schen Integralformel erhilt man zunéchst
>

20K, (@ . f: §) = / (Dadr — (log y) fd7) ;
%
wir setzen fiir eine stiickweise glatte Kurve w in $. auf der @ und f
holomorph sind:

R(P,u;w): = / (— @adr — (log y) fd7)
und fir S€,B:S ={c.,d}, wr) S=ulS1). @ S= « . Dann findet
man
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RDP,u:Sw) — R@|S.uiS;mw =

A

(3.1) / "'S‘ cdr TS loe 'dzd_>
= — (’I,l, I\ et +d T i Og;CT+ 1T .

w

Die Betrachtung des totalen Differentials der Funktion (@ S)log (¢t + d)
ergibt schliesslich fiir die rechte Seite in (3.1):

3.2 i S log lct + d?]* kk/ 'S cdr

(3.2) — [@S log et + dP?] + wiS g

W

wo kkX den zu X € C konjugiert-komplexen Wert X und 7, den
Anfangspunkt, 7, den Endpunkt von 1o bezeichnet.

Dies wird zunidchst angewendet auf

T

A

wobei sich einerseits nach (3.1,2) mit P = {p,, p,} findet

/ / il 0k / pdr
— [alo T+ PPl —+ w—
g | Py P2l PR

da wegen f € @, gilt: u|P = u. Bezeichnet andererseits a den Parazykel-
bogen, der von ~' mnach « fithrt, und wird a,:= Aa definiert

(= A"' ), so hat man mit u,:=u A°' 4 = ((10 T ) ebenso:
2

[offmemra

) — a,dt
= R(®D,,uy ;00 + [@glog | —ay7 + apf 155 + kk [ w, —

1
— a, T+ a,

a,dt
- B(Q)A y Uy s ) [u log al'[ i az;“]o‘ — kk U —

a; T+ a,
a

Hier ist nun R(P,.u,;q,) auf Grund der Entwicklungen (1.2), [4]
(2.18) und der Annahme der Existenz von [@,f) explizit bestimmbar:
zunachst wird

N = _ ,
— / @, i dr = — N&y(£) fo (4, D) + 210 kzl k= by prexp (— 4aky/N),

06
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wo b =0b:.(4,f)., pr=p(4d.®D) einzusetzen ist und der Akzent am
Summenzeichen bedeutet, dass £ #* 0. Damit folgt, wenn 4 die (konstante)
Ordinate von a, bezeichnet:

R, uy:a)) = — Nég(E) oA, @) + O(e 7Ny

und schliesslich

~

/ = lalog g7 + ay*]y — [@log pyT 4 p L5 +
3

3.3 kk/. “dr kk/ DA @) oA L
(3.3) - 1 u a7 + a T J uplT‘f‘]’z — NG (0) fo(4 . D) —
4 O (eﬁilrn\'_'l h) ;
das Zeichen O betrifft den Grenziibergang h — + oo .
Bei der entsprechenden Integration iiber den Teilbogen B = ¥, setzen

wir wie in [4] voraus, dass die untere Summationsgrenze — m, in den
Potenzreihen @, (w) und

fn; (/w) = i brn(c’) ~f) w™ (T s (l))

negativ. und - — I'mod [ sei; wir schreiben nach [4] (2.19)
i 1 = ——lb m f 1
e =) g 2 m b et = o) = S g ).

m=0

Man hat zunéchst

y Z ,‘)' Ey’ /A, I3
[=]-1]-]-]+]
S A S S S

und hier nach (3.1,2):
1y y i’
/ - . edr
— | = — lidlog v +e,7]" + kk | w-——
. [ S -1 2 },» et _,_ 6’.2 B
ra i s
dabei bezeichnet {e;,e,} die zweite Zeile der Grundmatrix E von o,

falls @ ein elliptischer Fixpunkt von [ ist; in diesem Falle sei [ seine
Ordnung; sonst sei £ = — [, 1= 1.

Das dritte Integral ist iiber einen Kreisbogen w! = o’ mit der Winkel-
offnung 27/l zu erstrecken. Dabei ergibt sich als erster Bestandteil des
Integranden
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pade — 0T 0@ 0 a ' e P
- - —_— w y - , /
war T—w o — @ ”’(u) w (0 — u—,)z @ (w) u,, (w) w,

und die Integration liefert
;:,'
/ u dT ) nz ) @ |
. T—® a [(U)——(,u) c()((I))ﬁ'l((/)7 )—*‘
I

2m1

l((') . ;-;)72 k;—zm,ﬂqj-l k‘*lgk-——l ((’) *f) /3k -1((') ’ (D)Q,zk .
k=0modl

P
e

Man findet demnach (vgl. Satz 2)

y

/‘ 1 vt kk/ adt /
) = — [ilogle,T + & i elr+e2ﬁ_ uT_w
& F i
(3.4)
g
2xai = 9
— @) o, D) / (log ) fdT + O (0" ™):
l(»— w) ‘
P

das Zeichen O betrifft den Grenziibergang o — 0.

Das Teilintegral des dritten Typus ist iiber den Weg € zu erstrecken,
der auf dem Rande von § verliuft und v, iiber 7, y,.7, mit y, ver-
bindet. Es sei 1; der Teil von € mit dem Anfangspunkt y; und dem
Endpunkt 9;(0 = i < j =4). Man erhdlt in verstindlicher Symbolik

€ = Hwyy — Wy, + Gy — 10y
Nach (3.1.2) gilt fir L€ mit 5, = 5 (f) (vel. [4] (2.21)):
R®.u:Lw) — R(®.u:w) =

dt

N (/=T Y —‘-5‘27' —“kk/ L
(i Tyt e+ 00 ik [ 1T

w

e

Setzt man nun  H = {h; . hy}. G ={g;,¢,;. und gemiss 3 = (y,.

PAl

w/ @ dr — /cbdr::f)(,.. / ®dr = /(D(h::ﬁH

o/

o
Wy 72 Way

so findet man
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/: [(@ + W) log Ayt + hz‘yz]:ﬁz — [(@ + ¥¢) log ‘g, T -+ 92"] v

¢
71

(3.5) e
hydr , g dv _ _
— kk | (u +p) T -+ kk] (w—+ o) ———— + 9in — uljc -
o1 2 ‘

- DT+ G
72 /2

Aus den hier abgeleiteten Formeln (3.3,4,5) erhilt man durch Einsetzen
der speziellen von den betreffenden Indizes abhéngigen Daten in die

Integrale

(3.6) /(lghg%), /(1s:k;do),./(1:—;\;r:gpo)
Ap ‘l‘yk

und Summation iiber %,k bzw. » eine erste Darstellung von [@,f).
Sie ist in dieser Gestalt ohne unmittelbare Bedeutung, kann aber durch
zwei Umformungen in einen lehrreichen Satz iibergefiihrt werden. Die
Umformungen bestehen darin, dass dem bisher untersuchten Linienintegral
iiber 9§ zwei weitere solche Integrale hinzugefiigt werden. die beide
verschwinden.

Das erste dieser Integrale ist f @ wdr. Unter den analogen Voraus-
05
setzungen wie bei (3.1,2) erhédlt man

: A vdt
/@udr—/ Q)udr:';L/ Ddr —i—/(u«}—;/,) ;.,: ‘—'B(LGI').
iy w ! )

Lw W

wo L ={y,0} gesetzt wurde. Damit folgt zunichst

[ ; a, dt : D, d
Dudr = -—/ P / U - '!}f:» +
a, T+ da, PiT =Py
N xl
(3.7) ve oo
-+ Ney(E) fo(4. @) + o > m b, (4. L (4.D).
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Das analoge Vorgehen ergibt

I3
: e;dt
/ Dudtr = [ u—— + | udr.

8 3 I3
und eine Rechnung, die der oben durchgefiithrten dhnlich ist, liefert

Yd

e’ldr
Pudr = — [ v ——> + | uw—— 4
T— @ et + e

/7

(3.8)
2mi . o) 271 C L ®
BN [(m —(D) € () (. D) Plo— o) 0<%;"" ¢ by (0. f) (0. D)

Schliesslich erhélt man fiir das Teilintegral des dritten Typus, also fiir
f ® wdr folgenden Ausdruck:
©

Gy Hy.

. hydr grdt
(3.9 — (u ~+ yy) ’l_(’:*_h T (w + yg) 7, e g = Jonu + Tuye -

Eine erste Umformung von 2¢K,(®,f; [3) gewinnt man, indem man
von den Teilintegralen (3.3,4,5) jeweils den konjugiert-komplexen Wert
des entsprechenden Teilintegrals (3.7,8,9) subtrahiert. Das liefert eine nach
dem Schema (3.6) abermals aus entsprechenden Teilintegralen zusammen-
gesetzte Darstellung von 2i K, (@ ,f: ). In dieser Darstellung ist zu setzen

= [alog la,7 + @[]y — [@log [py7 + p,*Jy +

A

(310) — 2N (D) Refp(d. @) + . . > m 'B(Ad.f)f (4.D) +

N ] . dT ;o=
/ = — [alog et + &) _;:w ! ‘T’*:’(‘,)) + , (log y) fd7

N I3

311 e R D) + s
(3.11) Tl —a) o) RePalon DY g, gy

Z k’M]Ekh 1 (@ ’f) B~kl—l(w , D) + ()(9,21) :

0kl Zn,
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/ = [(@ + 7jy) log hyT + h-ziz]?:l — [(@ + ¥g) log gy 1 + inijsz -

¢

(3.12)
2 {(Re 95) iy — (Re 9p) 765 -
Die zweite Umformung beruht auf der zu (3.3.4,5) analogen Zerlegung

des totalen Differentials der Funktion « log y. Wir betrachten in der ein-
gangs dieses § 3 verwendeten Symbolik die Ausdriicke

T(u . w): :/ dwlogy). T(u.Sw)— T S.w)=:—V(.w).
w
fiir deren zweiten wir im Hinblick auf
d(ulog y) = f(log y) dv + udlog y
die Darstellung erhalten
i _ _ N - cdr cdz
V(S. w) = (f!8)log et - di*dr + / (u!S) (ci‘iri—@:d —+ = d
0 w ) b

oder einfacher:
V(S s m) = [u‘iﬂg lOg CT + dz}:; .

Damit wird zunichst bei Integration von d(u log y):

& & 1 iy
/_/: — [ulog pyT+ ps 2]q /“/:' — [ 10g‘elf+€z§2]}:¥-

Andererseits erhilt man aus der gleichen Quelle und wegen 7T'(u, . ay) = 0:

(3.13) fd (wlogy) = — [ulog p, v+ p, *Ti — [ulog lay 1 + a,[*1y

A
die analogen Darstellungen fiir die Integrale iiber ¥ und € ergeben sich
ohne zusétzliche Rechnung:

¢ #
(3.14) /d(u logy) = — [ulog e+ ¢ ) — / flog ydr ”{‘j wdlogy
“l I)‘

iy A

(3.15) /d(u log y) = [w Hlog Ihyt + hy *15 — [u (/log gy 1 -+ g, "1
&
+ o log gy ye + 927 — nglog hyys + Ry

Subtrahiert man nun 0 = kk f d(wlog y) in der (3.13,14,15) ent-
o %
sprechenden Zerlegung von 2iK,(®,f; &). so bedeutet dies, dass sich
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20K,(®,f; &) aus Integralen vom Typus (3.6) additiv zusammensetzen
lisst und dass die einzelnen Summanden dieser Darstellung durch die fol-
genden Prozesse aus den Relationen (3.10,11,12) zu gewinnen sind:

In (3.10) sind die ersten beiden Glieder auf der rechten Seite zu tilgen.
In (3.11) sind die ersten drei Glieder auf der rechten Seite zu tilgen. Denn

1 — ¢? 1 — o2
man hat im Hinblick auf y = P e = - ip T — @2 (p=1Imaw):
dt dz dy dit — o dy
S e S

sobald ¢ = |w| konstant ist. In (3.12) ist die rechte Seite zu ersetzen durch
27y Re (9 — log (917: + ¢95)) — 27j¢ Re (011 — log (7, + hz))
Man erhélt zusammenfassend:
Satz 3. Essei P €&, f€{l, —2} und f von zweiter Gattung (d.h.
residuenfrei). Wenn das Skalarprodukt [® ,f) im Sinne von Satz 2 als

Cauchyscher Hauptwert existiert, so gilt in den Bezeichnungen von § 1, § 2
und [4] § 3

20[0.f) = = 23 Ny6y(6 ) Re fo(d,, &) +

)

1
2 i M S A )B4y, D)

W 270 T o
& 271
-2 ;gl lk(a_);—@;) Co(wy . f) Re By (v, , D) +
& 271 ) ]
+ ,Zl B, — @) 0<"§§"0k m by (o, f) B w1 (0, @) =

Po
+2 2 (i, . f) Re (9, — log (g.17.0 + 9.) +
- }_}(G; 'f) Re (?9HV _ log (krl V2 + hrZ))}

Die natirlichen Zahlen my, , ny, sind so gross zu wihlen, dass in den betref-
Jenden Summen alle Hauptteil-Koeffizienten von @ und f auftreten. Ferner
wurde gesetzt

91. = {grl s gm_} > Ew = {hx'I » hrz} s

G2 Hy vy
a 1=r= ])o) .
'ﬂG::/ Qdr, Iy = / Ddr .

712 "2
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Wir spezialisieren jetzt @(7) auf eine Funktion @, von ¢t. Informaler
(nicht sachlicher) Verallgemeinerung von &p seien gegeben

FEl. — o). n€R. yl=1, nfi=0, §ER (1= n

n

mit Z = 1; wir setzen @, ( = z §A(r, f;). Ferner sei w eine
i=

stuckwelse glatte Kurve in 9; bezelchnet 7, ihren Anfangspunkt. 7,

ihren Endpunkt, so sei 7, = L7, mit einem L €[; auf w sei jede Funk-
tion f; holomorph und 3£ 0. Wir erhalten nun

n

Oy, = /éldr = Z &1y / [l fide = Z &t (log f; (Ly) — log f; (7))

J j=1 j=1
dabei ist log f;(z) in einer Umgebung von 7, irgendwie zu bestimmen und
dann lings w in eine Umgebung von 7, analytisch fortzusetzen. Mit
geeigneten, aber stets rein imagindren Werten von logv; (L) findet man
demgemiiss, wenn L = :{y, d}:

b = 3 it log (L) + log (77 + 9).
i=
und daher verschwindet Re (8, — log (y7 + 9)). Die Voraussetzungen fiir
diesen Sachverhalt sind in der Situation von Satz 3 fiir @; anstelle von @
erfiillt. Nach (1.8) sind ferner simtliche Residuen von @; reell. folglich
sind nach (1.4,6) die in der Formel von Satz 3 auftretenden Re fy(d, . P).
Re f_,(w, . @) sidmtlich gleich 0. Also erhilt man

Satz 4. Es sei €Ql, fe{l,—2} und f von zweiter Gailung.
Wenn das Skalarprodukf [@1 . f) im Sinne von Satz 2 als Cauchyscher Haupt-
wert existiert, so gilt:

2B ) =~ 3 o N S w B ) Pl
K1 =7t 1<m<ng,
d, 21 ) 'y R
2 Bl gy, " e O D) Pl B
Insbesondere ist [@,.f) = 0, wenn f von erster Gattung ust.

Die letzte Aussage ist ein Teil einer Kennzeichnung von ¢ in
die wie in [6] angegeben bewiesen werden kann:

Satz 5. Eine Funktion ®;€ &} gehirt genau dann zu L, wenn sie
2u der vollen Schar €, orthogonal ist, d.h. wenn [Dy,f) = 0 st fir alle
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1L €€, Die Differenz zweier Funktionen aus QF gehort stets zur Normalschar
Wy (wgl. /4], S.22). Hine Funktion aus & ist durch ihre Residuen ein-
deutiy bestimmi.

§ 4 Spurbildung. Zerlegungssitze

(Zu den folgenden Ausfiithrungen vgl. [5]). Sind ¢;(7) (1 =j = m) in
2 meromorphe Funktionen und 4 Konstante, so gilt fiir S € ,B

(Z /‘s.j([j(T))f S = > Jigi(r) IS, falls > h=1.
i1 =1 i1
Ex el | eine Grenzkreisgruppe von erster Art. 1 Untergruppe von I
uw
(also w:=[T: 1] < ) und T = U 1Q,; ferner sei ¢(r)€¢,.LE€E 1,
1

S€el Wegen ¢ LS=q¢ S héi-ng;(

1
(4.1) 1T =Sparg(m: = 2 9@

S ope=1
von der oben verwendeten Zerlegung nicht ab, verhdlt sich in § mero-
morph und geniigt den Relationen

(Spyrg(M) IS =Sp,rg(r) (S€T)

Zum Beweise dafiir, dass die in (4.1) erklirte Spur ¢ || dem System
¢r angehort, kann man entweder die in [5] § 2 mitgeteilte Betrachtung
iibertragen oder die Fourier-Entwicklung von ¢ ' [ in einer Spitze
=4 "o von [ explizit aufstellen. Hierzu sei (vgl. [5] § 3)

ho k,—1
(4.2) N=yU UARP (P=A4"'U"4. vgl. § 1)

pel j=0
die Zerlegung von [ in % Aquivalenzklassen beziiglich P unter den
Nebenklassen 1S (S € ). Dann ergibt sich aus den Fourier-Entwicklungen

IA‘ ) T
7.1,(1) = > Puld,.q)exp2xim N
von 4 zu den Spitzen I, = R = A '« (4, = AR"") nach kurzer
Rechnung
h k,—1

1
-1 -
(C/ \r) A “‘u Z

b1 j=0 —

[ * T
D g T+ jN) = > Pl g M exp 2.-r'imj\; ,

4
0

’ o
wo  k,omy = my = 0 und

h
Bu(A . @ T)=u?> kpn(d,, q).

r=1
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Damit ist zugleich ¢/ € €, und die folgende Residuenformel bewiesen:
1 d
(+.3) Res; . Spyrg = >

h
wos

1
Im iibrigen gilt, wenn @ €Q : @€, und Sp,r ® = &@; ferner,

Res, -

2y

q .

wenn ¢; (1) €¥,. LE€EC(( =) =m) und z} A= 1:
J=

m

Sp - (Zl A </f_i) = Zl 4 SPyr ¢
J= i=

Die zu (4.2.3) analogen Resultate fiir die Entwicklungskoeffizienten zu
den Punkten in $ sollen nur referiert werden. Es sei o € §; ist o Fix-
punkt von [. so sei [ seine Ordnung. E seine Grundmatrix; ist o
nicht Fixpunkt von T, sosei l =1, B = — I. Die zu der obigen analoge
Zerlegung von [ in h Aquivalenzklassen beziiglich E unter den Neben-
klassen 4S8 (S €) werde, abgesehen von E. in der gleichen Symbolik
geschrieben; sie sei also
k

Rk,
(4.4) r=yU U IRE:
p=1 j=0
dabei gilt &, I. und [/k, = :I, ist die Fixpunktordnung des Punktes
o, = Ro in .

Man hat dann die Entwicklung der Funktion (1 — &) ¢l + 17— @
nach Potenzen von w = w (v .) aufzustellen, wo
h k, -1

1 )
gl = 3 g RIE.

und dabei zu beriicksichtigen, dass hochstens diejenigen Exponenten von
w, = w(t,o,) in ¢, tatsichlich auftreten, welche = — 1 modl, sind
v

»

(1 <» = h). Setzt man R, = {r, .7,}. so kommt

und daher
1 h

(4.5) Resr ., Spyrg = :u 2 Res oo, ¢
A

Nach den Uberlegungen von § 2 und [5] § 2 kann man die Spurbildung
mit der metrischen Verkniipfung, soweit Funktionen von &, oder £
daran beteiligt sind. in Verbindung bringen. Hierbei entstehen drei Typen
von Formeln:



20 Ann. Acad. Sci. Fennicae A 1. 445

Sei erstens ¢ € L,, ® € L., und das Skalarprodukt [¢, @; 4] als
Cauchyscher Hauptwert existent. Dann gilt

(4.6) l[p.P: 1] = “u [SPA,/r ¢, P; r] ’

falls auch die rechte Seite als Cauchyscher Hauptwert existiert. Sei zweitens
p€L,, f€{l, —2} und [¢,f; 1] als Cauchyscher Hauptwert existent.
Dann gilt

(4.7) lg . fs ) =ulSpyro.f50),

falls auch die rechte Seite als Cauchyscher Hauptwert existiert. Sei drittens
PEL, g€{d,— 2} und [D.g:; ) als Cauchyscher Hauptwert existent.
Dann gilt

(4.8) [P.g:4) =[P.Sp,rg;T),

falls auch die rechte Seite als Cauchyscher Hauptwert existiert.

Alle diese Aussagen werden auf Grund der Invarianz-Relationen (2.2)
fiir die Integrale K , K; mit den Methoden von [5] § 2 bewiesen.

Aus Satz 5 und (4.7) folgt:
(4.9) Wenn ¢ € &, so ist Sp,r ¢ € ¢} .
Hiermit lassen sich konkrete Spurformeln beweisen. Sei z € $Hr: wir

bestimmen  Sp, A,(7,z;4). Sei zundchst z=¢,; mnach (4.9) ist
Spur Ao(r, &, 4) €27, und nach (4.3) hat diese Funktion in - das

Residuum ; oy = of, in allen Punkten 7, = ¢(mod[ das Residuum
Null. So folgt nach Satz 5

(4.10) Spur (. &5 0) = Ay(r, £:T),

und ganz analog beweist man auf Grund von (4.9,5)

(4.11) Spur dg(z.0,: ) = Ay(r,0 ;TN

Andererseits gelten in den jeweiligen Bezeichnungen zur Zerlegung der
Punkte { bzw. o Zerlegungsformeln fiir die Funktionen A, (7, ¢ ;) bzw.
Ay(t, ;). Wir schreiben z als gemeinsame Bezeichnung fiir & und «
und analog z, fir {, bzw. o, und beweisen

h
(412) ‘/10(752; r) :M71 z kvAO(T»zv;A)
r=1
wie folgt: Die rechte Seite liegt ersichtlich in g%; stellt ¢ in (4.8) ein
Differential von erster Gattung aus {4, — 2} dar, so ergibt (4.8) zunéchst.
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dass Ay(r,z:;T) in &) liegt. Im Falle z={ hat man weiter fir
1<o=h:

Nk
Res.l,:“ Ao+, 25T = - ﬂO(Ag s Ag (x5 85 r)) =

27

k

= kg Resr’: /10(* . C; r) —_ kg 9(11 — 4 9?]

=

und Res, , A, (x, ;) =0, wenn 7, = E,modl firyv=1,2,...,k.
Das gibt einerseits A,(7,2; ) € ¢, andererseits nach Satz 5 die Be-
hauptung. Im Falle z = o verlduft der Beweis analog.

(4.12) besagt genau, dass

h
(4.13) Zv,z; D)=, T] Z"(x .2 4)

p=1

mit einer von Null verschiedenen Konstanten «. zutrifft; im iibrigen kann
man diesen Zusammenhang (4.13) auch durch Anwendung der Aussagen
iiber Ordnungen automorpher Formen aus der Punktzerlegung gewinnen.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen in

Satz 6. Sind T und 1 Grenzkreisgruppen von erster Art und ist A
U ntergruppe von T, so existiert auf dem System &, ein invarianter Spur-
operator, der @, auf Q¢ abbildet. Dabei bestehen einfache Regeln fiir den
Zusammenhang zwischen den Entwicklungskoeffizienten der Argumentfunk-
tionen und denen der Resultatfunktion, ferner fir die Umformung von Skalar-
produkten, deren einer Skalarfaktor eine Spur ist und schliesslich fir die
Spurbildung an und Zerlegung von normierten Ableitungen der automorphen
Primformen. Die Spurbildung ist (wie in der Algebra) transitiv. Jeder
Summand in der Summe, die die Spur definiert, hat die gleiche Spur.

Man bestitigt leicht, dass fiir jedes 7" €,B und z € or gilt
At W ey WIT W) = (v, 2 1) W

Setzt man [p:= W 'T W, A 0= W '"AT. so erhilt man die einfache
Vertauschungsregel

Spar (@l W)= Gpar ) I (¢ €2,

die die letzte Aussage von Satz 6 verallgemeinert.
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Im iibrigen besteht die entsprechende Vertauschungsregel fiir die in [3]

definierte Spurbildung bei automorphen Formen {I[. —,.»}, wenn
v €[, —r]. Man findet dann in den obigen Bezeichnungen
(4.14) Spir (@ W) =6pyrg) W (g€l —r.v);

insbesondere hat jeder Summand in der Summe. die Sp,;¢ definiert.
die gleiche Spur.

§ 5. Eisensteinsche Reihen vom Grad —2 bei Kongruenzgruppen

Die Funktionen von ¢} treten, wie in [6] erwéhnt, im Zusammenhang
mit den Resultatfunktionen des Heckeschen Summationsverfahrens auf:
dabei handelt es sich zuniichst um die Anwendung dieses Verfahrens auf
Eisensteinsche Reihen. Im folgenden wird dieser Zusammenhang im Bereich
der verallgemeinerten Differentialklassen (. — 2,2} hergestellt: hier
bezeichnet [ eine beliebige Kongruenzgruppe und » einen Kongruenz-
charakter auf T.

Zur Erklirung dieser Begriffe sei zuniichst N eine natiirliche Zahl,
I die Modulgruppe, d.h. ,[: = SL(2,2),(N) bzw. T[N] die (in-
homogene bzw. homogene) Hauptkongruenzgruppe der Stufe N (in ,I).
d.h. die Gruppe der Matrizen L €,[ mit L =1 bzw. L == + [ mod N.
I" heisst Kongruenzgruppe der Stufe N, wenn [ eine Untergruppe von
[ ist mit [[N]cT. Ein gerader Charakter » auf [ heisst sodann
Kongruenzcharakter der Stufe N auf [, wenn »(L) = 1 fiir L € [[V]
zutrifft; offenbar ist v = 1. Wir bezeichnen die Formenklassen
{I', — 2.0} gelegentlich kurz als Kongruenzklassen.

Fir die Definition der Eisensteinreihen ([, — 2, ¢} gibt es zwei
Ansitze; beide fithren im wesentlichen zu denselben Funktionen. Es sei
A€, undessei P: =A"'U"A4 die Grundmatrix der Spitze o : = 4~ =
von I, Wir setzen »(P) = 1 voraus und verstehen unter 3 (Al = 3y (A
die Menge der Zeilen {n, , n,} iiber Z, zu deren jeder ein 3 € A existiert

(5.1) v(ny , ny) = (M) = v(AK) =v(d)v(K) (KE€T),

wobei v(4), falls A ¢l, irgendwie gemiss [v(4) = 1 gewihlt werde.

Die Konsistenz dieser Relationen folgt aus »(P) = 1. — Nun wird gesetzt:

(5.2) 67'_2 (soriv, A N)r= " > v (g, ny) (7t +my) 2 mgr - n,
) €3(AT)

mit einer komplexen Variablen s, deren Realteil ¢ zundichst > 0 sei:
der Akzent schliesst die Zeile mit »n;, = n, = 0 von der Summation aus.
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Diese Funktion hat alle wesentlichen Eigenschaften. die man an einer
Poincaréschen Reihe zu finden wiinscht, und dariiber hinaus noch die
folgende: In der Reihe erscheinen, wenn zu gegebenen b, . b, € Z ein Glied
mit n, == b, , ny == by mod N auftritt, alle diese Glieder mit dem gleichen
Koeffizienten; dieser Eigenschaft verdankt die Reihe (5.2) die Anwendbar-
keit des Heckeschen Summationsverfahrens in der urspriinglichen einfachen
Gestalt und Fourier-Koeffizienten in finiter Darstellung fiir ihre Nullwerte.
Wir erhalten aus der Zerlegung (4.2) mit ['[N] anstelle von | im Hinblick
darauf, dass alle k,, weil [[N] ein Normalteiler von [ ist. den gleichen
Wert k£ haben (hk=pu. kn = N):

h k--1 h k1
r=yU UP'RI'TINI.AT =U U U "AT[N],
pel jo0 p=1 j=0
wo A, = AR;'. Hier bemerke man, dass die Zeilensysteme 35 (B[ [N]).
sv(CT[N]) (B,C €N entweder disjunkt oder identisch sind, letzteres
genau dann, wenn

B'x=0C"'omodl[N].
Definiert man mit Hecke [1] fir B €, . B = {b .0y} :

(5.3) G (s, 1: B, N)y= 2" (m7+my) > myt+ml ",

m,=b, -
my= by mod N

so erhdlt man nun
Goys.tiv, 4. T)=ve "(4) Z v(R)G L(s.t:4,.N),

WO iy =g = 1,y =2 fir N> 2.

Die Funktionen (5.3) entsprechen den primitiven Eisensteinreihen von
der Stufe N in der Terminologie von [1]; dort wird gezeigt, dass diese die
simtlichen Eisensteinreihen der Stufe .\ linear homogen erzeugen. SNie
haben folgende Eigenschaften: Es gilt

G ,(s,7;B.N)=6G ,(s.7:C.N) (B.C"e .

wenn die Spitzen B~' w0 und (' oo einander mod [[.\] kongruent sind.
was besagt C = eU'BL fir ¢ = +1.5€Z.L€T(N). Setzt man fiir
eine in $ bis auf isolierte Stellen erklarte Funktion f(7):

(5.4) f(r) 1S =f1S=fS7)ct +d) et +d “(S€B.S={c.d)

2.5 2,s

so erhdlt man in dieser Symbolik

(5.5) G ,(s,7:B.N) S=0G_,(s,7;BS,N) (Se,N.

2.5
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Insbesondere gilt, wenn wieder 4 €I fest gegeben ist,

G—Q(SaT;A:ZV)iLSszZ(S:T;A9N)§S(S€1r}Ler[A’v]);

2,s 2.s

bezeichnet wie oben [ eine Kongruenzgruppe der Stufe N, v einen
beliebigen geraden Kongruenzcharakter der Stufe N auf [ und ist

"
= U lMN¥N])Q, eine disjunkte Zerlegung, so hingt
pe=1

sz(S:T;A:ZV) in’

2.s

i’

(5.6) G ,(s,15v,4,1): Z‘

von der Auswahl des Vertretersystems {@,} nicht ab, und man hat
Go(s,t30,elFAL T =G ,(s,1;v,4,)e=4+1,E€Z, LEN))
(5.7)
Goos.t;0, 4, 1) S=v08)G ,(s,7;v.4,T) (SeT).
2.s
Ferner ergibt sich bei Benutzung der Normalteiler-Eigenschaft von [[N]
in [

(5.8) G y(s,t:;0,A.N)=v"8)G ,(s.7:v,48,T) (S€T):
und fiir S €, in der Bezeichnung vg(L') = (L) (L' = S™'LS € S 'TS):
(5.9 G s, 10, A.N)|8S=G ,(s.7:0,.48,8'TS).

2.5

ho k-1
Benutzt man die Zerlegung [ = U U AP R, ' (vgl. (4.2)). so erhilt man

pe=1j=0

wenn »(P) =4 1

(5.10) G _y(s,7:0.4.T) = l l:

l )G (s, 7:4,.N). wenn »(P) = 1[
im zweiten Falle unterscheiden sich ¢_, und ¢/ , bei gleichen Argumenten
um einen konstanten Faktor =% 0. Im folgenden wird nur noch (5.6) '_,
betrachtet.

Wesentlich fiir die weitere Entwicklung ist die von HeCKE [1] bewiesene
Aussage, dass alle G (s, 7; A, N) als Funktionen von s in die Halbebene
Re s = — 1 holomorph fortsetzbar sind und dass ihre Nullwerte die
Darstellung gestatten

(5.11}

’ | \ 7 T . . T‘
(0, t;4,N) = — N“z/ ) N) Z my -+ H (‘exp 271 X)’

m,=a, mod
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wo H, x(t) eine fiir [t| <1 konvergente Potenzreihe mit H, y(0) = 0
angibt und d(x) =1 fiir x € Z, 6(x) = 0 sonst.

Von den Funktionen

N2

1
G,0,7;4,N) — —— (4d€,

(5.12) F(t;A,N): = — 9 iy

weist man aufgrund von (5.5) leicht nach, dass sie den Relationen
(5.13) F(r;A,N)|8=F(x;48,N) (4,8¢€,)
geniigen; hieraus folgt F(t; 4, N) € &ry;. Nach (5.11) wird dabei

N? a,d — ayc ,
6( N ) 2

m;

Respiyy,s—1o F(x: 4, N) =

T 43

m,=a,a—a; b(N)

Zusammen mit der wohlbekannten Orthogonalitidt der Eisensteinreihen zur
Schar der ganzen Spitzenformen (d.h. hier zu G, (I[N ])) ergibt dies nach
Satz 5 als erstes Hauptresultat:

(5.14) F(r;A,N)€Qy, (A€

Man kann im iibrigen durch explizite Rechnung bestéitigen, dass die
1

Residuensumme einer solchen Funktion den Wert g‘}m =1 AR

1
= 12 [,[ : T[N]] aufweist, wie es die Theorie nach Satz 1 verlangt.

Eine zweite in [1] bewiesene Aussage besteht in einer linearen Ver-
kniipfung zwischen den Systemen der Funktionen G_y(s,7;4.Y) und
den Funktionen
(5.15) E_y(s,7:A.N)y= >  (my7—my) " myT -+ my .

MeZ(AT[N)
die nach dem Konstruktionsprinzip der Poincaréschen Reihen vom para-
bolischen Typus gebildet sind; fiir Grenzkreisgruppen [ von erster Art
und fiir A €,B bezeichnet &(AT) ein volles System von Matrizen M
aus ATl mit verschiedenen zweiten Zeilen M = {m, , m,}. Die Funktionen
(5.15) stimmen bis auf einen trivialen Faktor mit den Heckeschen Funk-
tionen G¥ iiberein. Die Verkniipfung erfolgt nach dem Schema

(5.16) E_,(s,7; A, N)= > ¢(s)Gy(s.7;4F.N) (A€, . Res>0)
I mod N
(I, N)=1

mit den die Mobiussche Funktion enthaltenden Koeffizienten
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oo}

a)=ny > wmn (@,N)=1),

n=1
In=1mod N

von denen im folgenden die Formel
7'52
(5.17) Xy Z ¢(0) =1 mit oy = — 5y’ ‘l—l- (1—4q7?
Il mod N 6 q| N
(I, N)=1
gebraucht wird, in der ¢ die Primteiler =2 von N durchliauft; AF
bezeichnet irgendeine Modulmatrix mit der Eigenschaft A4 =14 mod N.

Diese Zusammenhinge fithren auf das zweite Hauptresultat: Nach
(5.12,16) wird

N?
- v N — e . . ES L"T :
2nixﬁﬂﬂw,r,A,N) 53y ahméwqa»Fu,A,,\y
(1,N)=1

die rechte Seite gehort nach (5.14,17) zu Qll-m . Da diese Funktion in nur
einer Spitze ein von Null verschiedenes Residuum besitzt, stimmt sie mit
der normierten logarithmischen Ableitung der Primform zu dieser Spitze
tiberein; d.h. es gilt

N?

1
(6:18) — 5 s oaBa(0, T A N) = o Ay, A7 o0 TN,

Die Verallgemeinerung dieser Aussagen auf die oben eingefiihrten
Kongruenzklassen {[, — 2,2} hingt wesentlich davon ab, ob v der
Hauptcharakter ist oder nicht. Es sei » = 1. Man bilde die Funktion

F(mAr=z‘ F(v; 4Q, . N)

die offenbar den Charakter einer Spur hat. Nach (5.6,12) besitzt
G y(s,7;v,4,l) einen analytischen Nullwert gemiss

1\72
(5.19) — G,0,7;v,4,N=F(r;v,4,lN;

271

dieser stellt ein spezielles Differential dritter Gattung und zwar eine ganze
automorphe Form der Klasse {[, — 2, v} dar, die zu den Differentialen
erster Gattung dieser Klasse orthogonal ist.

Sei jetzt v = 1; wir bilden nach (5.6,12)

72 1

G,0,7;1, 4, =F,(r;4, r)+-§;;

(6200 -5 o
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wo Fy(t;A,T) nach (5.13) im Sinne von § 4 als Spur darstellbar ist
gemass

1 «
F,(r:4,01) =;Z (v;AQ, , N) = Sprpwyr F(r; 4, N).
Nach § 4 folgt hieraus unmittelbar
(5.21) Fi(v;4,T)€egr.

Die abschliessende Aussage der Theorie fiir Kongruenzklassen
{I', — 2,v} betrifft die Analoga der Funktionen (5.15); es sind dies
die fir v(P) =1 zu bildenden Reihen

E ,(s,7;v,4,N= Z v (M) (my T 4 my) T [my T A my| TN (A €T
ME S(AT)
Sie lassen sich nach der oben benutzten Zerlegung durch

E ,s,7;v,4,T)=v""(4)

v

auf die Reihe (5.15) zuriickfiihren. Nach (5.18) erhélt man fir o == 1:

U(Rv) E—2(S71;AV’N)

HM:—

N? h
— 5 xyBE_,0,7;v,4,T) = g Ayt , 47 0 T[N])
und dies ist wieder eine ganze Normalfunktion der Klasse {[, —2,v}.
Fir v=1 ergibt sich
ol E 4.7 ! LS A A7 N
—27527&0% »(0,7;1,4, )=§Ty+%,z o(t, 4, 00 [[N]),

und dies ist nach (4.12) das genaue Analogon der rechten Seite von (5.18),
nédmlich
1
i 1.
3%y 4+ Ag(r, A oo ).

Im iibrigen kann man von den Funktionen G _,(s,7;v, 4, N zu den
Funktionen E_,(s,7;v,A,[) auch durch eine lineare Verkniipfung vom
Typ (5,16) gelangen.

Abschliessend sollen die Ergebnisse dieses § 5 zusammengefasst werden.
Zum besseren Verstindnis des Hauptresultats wird in die Formulierung ein
im wesentlichen bekannter Sachverhalt aufgenommen (2.).

1. Fiir eine Kongruenzuntergruppe [ der Modulgruppe [ lassen sich
die Eisensteinschen Reihen einer Kongruenzklasse {I, — 2 ,v} so defi-
nieren, dass die beiden Summationsbuchstaben voneinander unabhéingig
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und periodisch mit der konstanten Periode N variieren; N bezeichnet
eine festgewihlte Stufe der Kongruenzklasse (d.h. es gilt [[N]c T und
v == 1 auf [N]). Die damit definierten Eisensteinreihen entsprechen genau
den primitiven Eisensteinreihen der Hauptkongruenzgruppen [[N] (Typus
G, bei HECKE [1]). Sie stimmen bis auf konstante Faktoren iiberein mit
den unter Verwendung des gegebenen Charakters » gebildeten Spuren
von [[N] beziiglich I dieser primitiven Eisensteinreihen G, der Stufe
N. Die Analogie zu den primitiven @, umfasst die Beziehung zu den Spitzen
von [ (d.i. (5.10)) und die hier nicht ausgefiihrten Sachverhalte zur Basis-
bestimmung und iiber den Zusammenhang mit den automorphen Eisen-
steinreihen; diese sind bei allgemeinen Grenzkreisgruppen I den Spitzen
von [ zugeordnet wie die Heckeschen Funktionen G¥ den Spitzen der

F[NV].

2. Wendet man das Heckesche Summationsverfahren auf die lineare
Schar an, die von den Eisensteinreihen einer Kongruenzklasse {I", — 2, v}
aufgespannt wird, so gewinnt man im Falle v == 1 lauter analytische Null-
werte, und diese stellen die ganzen Modulformen der Orthogonalschar in
{l,—2,v} dar. Im Falle v =1 enthilt der Nullwert einen einzigen
oder keinen additiven nicht-analytischen Bestandteil. Dieser kann in der
Gestalt C(2iy)~" geschrieben werden, wo y = Im 7 und C konstant ist:
der analytische Rest verhilt sich in der oberen Halbebene und in den Spitzen
holomorph. Die analytischen Nullwerte entsprechen den Nullwerten
mit (' = 0. Sie stellen die ganzen Modulformen der Orthogonalschar in
{I', — 2,1} dar. — Das Folgende betrifft weiter den Fall » == 1.

3. Ist ' 5 0, so hat der genannte analytische Rest die Gestalt ('®(7).
wo @(7) in € liegt. Aus den zitierten Regularititseigenschaften von @
folgt, dass sich @ von einem linearen Kompositum der normierten loga-
rithmischen Ableitungen der zu den Spitzen gehorigen Primformen um ein
(additives) Differential erster Gattung unterscheidet. Als Hauptergebnis
im engeren Sinne dieser Theorie ist anzusehen, dass dieses Differential nach
den Sitzen von § 3 iiber die dort untersuchten Skalarprodukte und auf-
grund der Orthogonalitét der Eisensteinreihen zu den ganzen Spitzenformen
identisch verschwindet. Im iibrigen ergibt sich dabei sogar die Realitit der
Koeffizienten, d.h. @ € Q'. Betrachtet man eine sogenannte automorphe
Eisensteinreihe, so ist hier niemals C = 0 und die zugeordnete Funktion
@ ist mit der normierten logarithmischen Ableitung der Primform zu der-
jenigen Spitze von [ identisch, mit der die gegebene automorphe Eisen-
steinreihe gebildet ist.
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Anm. bei d. Korr.: Es sei betont, dass die zuletzt unter 2. und 3. zitierten Ergeb-
nisse oben nur fiir Kongruenz-Untergruppen [ der Modulgruppe I bewiesen wur-
den. Angesichts der Tatsache, dass Herr A. SELBERG in unverdffentlichten Unter-
suchungen das Heckesche Summationsverfahren auf die automorphen Eisenstein-
reihen zu beliebigen Grenzkreisgruppen von erster Art angewendet hat, kann man
fragen, ob die Resultate von 2., 3. auch in diesem erweiterten Rahmen zutreffen.
Nach eingehender Riicksprache mit Herrn W. ROELCKE, der die Arbeiten von Herrn
SELBERG kennt, darf gesagt werden, dass dies sowohl hinsichtlich der moglichen
nicht-analytischen Bestandteile der Nullwerte als auch hinsichtlich deren Ortho-
gonalitéit zu den ganzen Spitzenformen der betr. Klasse zutrifft. Danach und auf-
grund der Sitze des obigen § 3 konnen die 2. und 3. entsprechenden Sachverhalte
fiir allgemeine Grenzkreisgruppen [ von erster Art, soweit sie parabolische Trans-
formationen enthalten, als gesichert gelten.
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