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§ 1 Einleitung. Grundlagen

Im folgenden handelt es sich um gena,uere Ausfiihrungen zu dem in [6]
umrissenen Thema ([n] betrifft das Literaturverzeichnis). § I enthält nach
einleitenden Bemerkungen Hinweise auf grundlegende Tatsachen, die, so-

weit sie nicht bereits in der zitierten Literatur auftreten, im Arrschluss an

[6] entwickelt werden; nur die Definitionen des Doppelstrich-Operators und
des X'unktionensystems I : 8; werden aus [6] kurz wiederholt. In § 2
wird die Bildung von Skalarprodukten der Funktionen von I unter-
einander und mit den automorphen Formen der Differentialklasse nach
einem gegeniiber [6] etwas geänderten Ansatz in voller Allgemeinheit disku-
tiert. Auch das methodische Hauptresultat, das in § 3 durch Anwendung
der Riemannschen Integrationsmethode gewonnen wird, ist gegenflber dem
in [6] zitierten Satz erheblich verallgemeinert. In § a wird gezeigt, dass
die X'unktionen von L einer invarianten Spurbildung zugänglich sind, die
mehrere einfache Eigenschaften hat. Der als wichtigste Anwendung in [6]
am Schluss hervorgehobene Zusammenhang zwischen den Primformen und
den Resultatfunktionen des Heckeschen Summationsverfahrens wird hier
in § 5 ftir Eisensteinsche Reihen zu beliebigen Kongruenzgruppen hergestellb.
Dabei zeigt sich, dass eine sehr vorteilhafte Definition der verallgemeinerten
Eisensteinreihen - auch solchen mit gewissen Multiplikatoren - durch
den Spuroperator aus [5] vermittelt wird.

Vom historischen Standpunkt ist zu bemerken, dass Hrcrn in [t] zwar
davon spricht,, dass seine Ergebnisse iiber Eisensteinsche Reihen auch fiir
beliebige Kongruenzgruppen gelten; er hat aber nirgends etwas dariiber
ausgefiihrt. Die Entwicklungen des § 5 machen deutlich, dass es zu dieser
Verallgemeinerung der lleckeschen Theorie wirklich nur einer »hinreichend
invarianten« Definition der Eisensteinreihen in den sog. Kongruenzklassen
bedarf. Wesentlich ist, dass die so definierten X'unktionen sämtlich in der
klassischen Gestalt, d.h. als Eisensteinreihen ohne eine Bedingung der
Teilerfremdheit erscheinen. Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen
den Primformen und den Resultatfunktionen des Heekeschen Summations-
verfahrens darf vermutet werden, dass er auch bei allgemeinen Grenzkreis-
gruppen von erster Art besteht, sofern sie parabolische Transformationen
enthalten. Eine entsprechende Verallgemeinerung des Satzes, den Hncxm
in p] als zweiten Fundamentalsatz flber die 6a-Teilwerte bezeichnet, ist
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dagegen völlig unwahrscheinlich. - Eine ausfiihrlichere Zusammenfassung

der Resultate iiber Kongruenzklassen findet sich am Ende von § 5.

Wir verwenden die Terminologie Yon t5] § l. X'iir eine Matrix
S € 18 : SL(2 , R) mit der zweiten Zeile S : {c , d} und eine Funktion
g(z), die in der oberen z-Halbebene $ bis auf eine mögliche Ausnahme-

menge isolierter Punkte erklärt ist, setzen wir

X'iir §1 , §z € rB gilt 9ll&ll S, : I il& S, .

Es sei l- eine Grenzkreisgruppe von erster Art mit parabolischen

Matrizen (vgl. [6] l.) und der Spitze co. Das System ,8 : 8r besteht

aus den in ,b meromorphen Funktionen @(r) mit den folgenden drei
Eigenschafben (a*) (b*) (c*):

(a*) Es gibt eine Fundamentalmenge von f, die höchstens endlich

viele Pole von O enthält.
(b*) X'iir alle Lef gilt @llL:O.
Zur Formulierung von (c*) sei e : A-t m (1 € rB) eine Spitze von

l- und P : : A-t UN A ihre Grundmatrix in f , wo, wie iiblich, UN

die symbolische Poten, f: I von fJt : : u bezeichnet (N > 0)' Die
\0 rt

tr'unktion (Dok) : : (D(r)ll /-l erfiillt (D : (Dt ll 1, isb gemäss (vgl. (1.t))

(1.1)

(1.2)

periodisch in r mod ÄI und besitzt eine polfreie

(x 
= 

0). Iliermit besagt
(.*) Die Fourier-Reihe von @"(r) bricht in der

Exponenten \ron exP Zni, + ak).

Wir schreiben
CcT

@.nu) : *z*,§*(^ , 
Q) exp 2n'im t-

wegen @,tr: @o (L € l-) braucht (c*) nur fiir je eine spitze einer Kon-

gruenzklasse mod t- erfiillt zu werden. fst ( auch : Ar' co (.4, € .B),
so gilt

(cx) braucht also bei gegebener Spitze ( fiir nur ein A € ,B mit C : A-' q
erfiillt zu werden. Das durch

Halbebene fmr>x

Richtung der negatiYen
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(r.3)

(1.4)

(1.6)

definierte Residuum ist durch @, l- und f eindeutig bestimmt und gegen
Transformationen e --- LC (, € f) invariant.

Die invarianten Entwicklungen der Funktionen @ € 8r nach den

Ortsparametern w:w(r,z):= d.er Punkte zeb sind in der

Gestalt

anzusetzen. Die Invarianz besagt

§^(Lz , @) : (yz t ö\-2 ('i * u,\^t' 
,+ ö)-"\r* il B^@,(D)@e r,L:{y,ö})

und liefert insbesondere frt(Lz , @) : lyz * öl-' §_r(z , @), was die zu
(1.3) analoge Bildung eines invarianten Residuums gemäss

(r.5) Res,-,, @ : : M+A §-r(z ,@) : Resr,, ,@ (L ef)

ermöglicht. Hier bezeichnet I die Fixpunktordnung von z beziiglich Fj
wenn z elliptischer Fixpunkt von l- ist, so ist 7 als d.essen (inhomogene,
Ordnung, sonst als I : I erklärt. In (l.a) gilt B^(z , @1 : g, wenn
m*-lmod/.

Eine Verallgemeinerung der genannten fnvarianzen ergibt sich fiir
§ € 18 daraus, dass @ € 8,. mit @ ll § € 8s--, rs gleichbedeutend ist. In den
Bezeichnungen (1.2,4) findet man

irr

und insbesondere

(1.7) Resr-'Ts,s-1.0 @ ll S : Resr,.o @

fiir r, € öl (: Vereinigung von $ mit der llenge der Spitzen von f).
Die prinzipielle Konstruktion der Funktionen aus I bedarf keiner

Darlegung. Ein endliches lineares Kompositum von tr'unktionen aus 8r
liegt in 8., wenn die Koeffizientensumme - 1, und in {f , - 2,1},
wenn diese : 0 ist. Hieraus, aus dem Verhalten der Funktionen A(t , f)
(vgI. [6], 2.), insbesondere
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(1.8) Res.,,o Ak ,f): r-1ordr,,,,f(z) (ro e Si) ,

und den Rechenregeln fiir logarithmische Ableitungen folgt in Verbindung
mit der Valenzformel [6] ( ):

Satz 1. Beze'i,chnet S, ei,ne ?und,amentalmenge aon I in b'r, q0 : po, ilen

Gruppenrang oon f, so gilt far jedes @ € 8. r

(1.9) ) Resr,, O: pi.
,eBf

gegebenen aersch'i,ed,enen Punkten z, € Br und, kompleren Qr (1 < I < r'o)

) g, : e? gibt es ei,ne Tunlcti,on @ € 8i , d,i,e auf fi, ausserhalb d,er

lirltr, ,"rr"hwi,nd,end,e Resid,uen, 'in za aber das Resid,uum Q, besitzt.

§ 2 Metrisehe Verkntipfungen

Diese beruhen wesentlich auf den Eigenschaften des folgenden Operators,

der auf die X'unktionen @ € I angewendet wird: Man setzt

Zu

m,it

zy

(2. 1)

und erhält nach kurzer Rechnung: ,* 
! 

U : (@ ll§)*, so dass @* sich bei

Anwendung der Operatoren L von J- gemäss @* I L: @* wie eine Form
der Differentialklasse verhält. 2

FiirzweiX'unktionen (Dr,,@r€,8 bzw. @€8, /€{f ,-2,1} bilden

(2.2)
K(@r,@z;§8) - K(@rll S, @rll S;8) ,

Kr(@,f ;SB) - Kr(Oll S,f l§;E) .

Diese Formeln zeigen, dass man sinnvolle metrische Verkniipfungen erhält,
sofern es sich als möglich erweisb, diese Integrale - etwa als Cauchysche

Hauptwerte - iiber einen Fundamentalbereich S. von l- zu erstrecken'
Das soll im folgenden mit den Methoden und in den Bezeichnungen von [2]
untersucht werden.

-';ä,]:::T; 
: I 1 

., o; a*ay, K,(@,.r; s), : I I (Dr drd,v,

's' $

wo E zunächst einen beschränkten messbaren Bereich bezeichnet, dessen

abgeschlossene Hiille in S liegt und keinen Pol der beteiligten Funktionen
enthält. Dann ergibt sich fiir § € rB
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Um zunächst die fntegration iiber einen Sektor der Spitze f von f
auszufiihren, hat man nach (2.2) @fo-@{o bzw. A)J, uber einachsen-
paralleles Rechteck A» le ) 0o , 0f bei hinreichend grossem t9o zu integrie-
ren und die Bedingungen dafiir zu ermitteln, dass das fntegral fiir I -+ oo

einem Grenzwert zustrebt. Die fntegranden sind

ltl
ay, - zty (@r, - @r) * @ro@r.^ bzw' ziy i^ *'Dofn

Die konkrete Berechnung aufgrund der Entwicklungen (1.2) und der ana-
logen Entwicklung L4l (2.2) ergibt als notwendige und hinreichende Kon-
vergenzbedingung folgendes: O.B.d.A. werde angenommen, dass alle vier
Laurentreihen mit dem gleichen Exponenten - mo 10 beginnen. Die
Bedingung besagt filr den ersten fntegranden:

(2.3) B_*(4,@r) §-^(4,@r):0 (1 < m{mo'1i§o(A,@r): §o(A,@z):0;
fiir den zweiten Integranden:

(2.4) P_^(4, O)b_^(A,f):0 (L < m !*i; bo(4,,f) :0.

Die analogen Resultate bei der fntegration iitrer einen Bereich E[, , g']
haben einen etwas anderen Charakter. Setzt man

u : V,ur : Qt * iu : Qeto -w(t,a) (u,u,8eR, A >0) trti :Irri-ro,

so wird

I Qz la@,y)

o(* , y)

ak ,1)

1p'
il-ul

(1 - 1D)2

4p'

1

-T-A)
I

2'iy-

(1 w)2 fr
2cp

ar @{

also

(2.5)

1 Q''

@*f

Man hat in der tu-Ebene iiber einen Kreisringsektor der Winkelöffnung
2n
7 zwischen den Radien g' und g, zu integrieren, wo 0 < g' { qo ( l,

go fest ist und g' gegen Null strebt. Die Summation in (1.4) kann a:uf die m

1A
,rp I - A'z
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beschränkt werden, fiir die rn --- - I mod I gilt. Fiihrt man zunächst die
Integration nac}r' d,O aus, so zeigt sich, dass ein Einfluss auf die Existenz
eines Grenzwertes fiir Q'* * 0 nur von denjenigen Summanden in der
Darstellung (2.5) der Integranden ausgeiibt wird, die dort auf der rechten
Seite an dritter bzw. zweiter Stelle stehen. Damit ergibt sich als Bedingung
fiir die Existenz dieses Grenzwertes, wenn alle vier Laurent-Reihen mit dem
Exponenten - mo 10 beginnen, beim ersten fntegranden:

(2.6)

und beim

(2.7)

p-*(*, Qr) p-*(*, @r) : 0 (l ! m { mo)

zweiten fntegranden:

Der Unterschied zwischen diesen
beiden tr'ällen die Residuen. Er riihrt

Bedingungen und (2.3,1) betrifft in
zw'eifellos tlaher, dass das additive

IZusalzglied in (2.1) in Verbindung mit dem konstanten Glied des" Zry
anderen Skalarfaktors ein divergentes Teilintegral hervorbringt.

Zur Formulierung der Ergebnisse bezeichne $,- einen endlich-teiligen
von endlich vielen hylerbolischen Geradenstiicken berandeten Funda-
mentalbereich von f, von dem wir annehmen wollen, dass er von allen
X'ixpunkten einteilige Umgebungen enthält und dass kein Pol der Skalar-
faktoren, er sei denn X'ixpunkt, auf seinem Rande liegt.

Satz 2. ?ii)r die Defi,ni,ti,on d,er nach (2.2) inaarianterl Sltalarprod,ukte

l@r, @r) : l(4, @r)fl : K(4, @ri 3) (@r, @, € 8)

l@,f) :l@,f;f) : Kr((D,f;8r)(@€8, fe{f ,-2,1})
als Cauchysche Hauptwerte i,st notwend;iq und, hinreichend, dass in allen Pir-
punkten und, allen Polen d,er Skalarfaktoren, soweit si,e zu $, gehören, d,ie

Bed,i,ngungen (2.3) und, (2.6) bzw. (2.4) und, (2.7) erfallt sind. Die Bed,in-
gungem (2.3,4) beziehen si,ch auf d,i,e Spi,tze C : A-' x ton f (1 € 1B),
d,i,e Bed,ingungen (2.6,7) gel,ten auch f,ti,r Ni,chtfirpunkte in $ anstelle aon
at; ilann i,st I : 7 zu setzen. Wenn eine d,i,eser Bedinglt?tgen ni,cht erfiillt i,st,
strebt d,er Nciherungswert d,es betreffenil,en Tei,lintegruls clem, Betrage nach
gegen co.

Die Rechenregeln fiir diese Skalarprodukte ergeben sich aus (2.2) und
den Existenzbedingungen von Satz 2. Zunächst erklärt man, wenn diese

Bedingungen erfiillt sind, (/, @l als Grenzwert "o" // |O*aray, wo S
in der oben beschriebenen Art gegen $,. konvergiert. Dabei ergibt sich
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der zu l@ , f) konjugiert-komplexe Wert. Das entsprechende Verhalten
zeigt l@, , @rf bei Vertauschung von @, und @r. Sind die Bedingungen
fiir clie Existenz der Skalarprodukte l(Di,Y) bzw. L@i,f) (Oi,V etr,
.i €{f , - 2,1), | < j <m) erfiillt, so ergibt sich fiir komplexe )"1 mif
cler Summe I

å ),jloj , Y1:-* tå Ai @i , Y7 bzw. å ljLa.j
J:l J:l "l:1

und die Skalarprodukte aufden rechten Seiten existieren im Sinne von Satz
2. Wenn dagegen die Summe der ),i verschwindet, so folgt

tuilfrn

> ljloj , vl: (Z t, @, ,vf bzw. ) Ajl@j ,fl : ( > 
^j 

@j ,f) ,.-r j:1 j:r j -r
und auch hier existieren die Skalarprodukte rechts im Sinne von Satz 2,
bzw. von [2], Satz l.

§ 3 Berechnung gewisser Skalarprodukte vom Typus (@ ,fl

Es handelt sich um die Fälle, in denen / ein Differential zweiber Gattung
darstellt; von @ wird zunächsb lediglich @ e 8r vorausgesetzt. Die
Methode, mit der die Berechnung durchgefiihrb wird, ist die in [a] mit-
geteilte; der im folgenden zu beweisende Hauptsatz entspricht einer Teilaus-
sa,ge von [a] Satz 11. Demgemäss wird die ganze Bezeichnung von [4], die sich
auf die Integrationstechnik und auf die Funktionen vorl {f , - 2 , 1}
bezieht, ohne erneube Brklärung und mit nur einer - im iibrigen geringen

- Änderung iibernommen: Die Punkte t:o , r| ,;u . "r:' r,r-erden hier mit bzw.
ta, *|, a , *'; die Punkte Ut", UL ,U , U' rverden hier mit bzw. P*, §L, fr , p'
bezeichnet. Poincar6sche Reihen werden bei der Berechnung nicht benuizt.

liach der (]auss'schen

2iIiL(@,f ;

.i: 1

\1-ir setzen ftir eine stiicku.eise
holomorph sind:

und ftir §
lniln

(log y) f ,17)

{t § . u, ,§. Dann finclet

gralformel erhält rnarl zvnächst

,'

I
t'

a,,(

glatte Kru'\-e ID in tj, auf der

fnte

§l

l'R@,ni to) r-, l(- Quclr r-

,/

A ulrd" J
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R(@,u; §to) - B(@ll S, u i S ; D) :
(3'I) [G t "Yh+r»rogcz ro'oo).

,/ \ ct!r

Die Betrachtung des totalen Differentials der Funktion (z i §) log (ct * d\

ergibt schliesslich fiir die rechte Seite in (3.1):

f cdt(3.2) - trislog icz + d,i\',:+kk/ ulS cr + d,,

wo kkx den zu X e C konjugiert-komplexen Wert X und rr den

Anfa,ngspunkt, z, den Endpunkt von l! bezeichnet'

Dies wird zunächst angewendet auf

r i i, r_P'" "' d

J-t t-l-l*l'
ilL c a' &' Pd' a' d'

wobei sich einerseits nach (3.1,2) mit P : {pr,pr} findet

Pt' §' §'

| - I : - lulos tp,, + p,l'li tkk I " #h,
P-a' cx- s'

d.a wegen ,f e §, gilt: ul P : u. Bezeichnet andererseits o den Paraz5'kel-

bogen, der rron d' nach a fiihrt,, und u'ird ar : Aa definiert

((: A-t a), so hat man mit, l,t1i: u 1, A-', A : (f i ) ebenso:' \a1 Qzl
a
Faf

l:l: J :R@,u;A-,ao):
a, u l_1rro 

f _Ord,,
: R(O4,uo:as) *lil,tlog - arr I aot\Xf+ kk/ uo 

=;;;;nn
f 

'o,d,
: R(@,i,uti0o) f [u-log'ar, -l a2,2)X'- UU J ui, -d.

Hier ist nun R(@-, , tr,r; os) auf Grund. a"" Intrn'i.klungen (1.2), [4]
(2.18) und der Annahme der Existe\z Yorr l@,f) explizit best'immbar;

zunächst wird.

lN2n
- I O"il,.rd,t: -1[co(6) fro(A,@) I z-;,2' k-tE*p*exp(- lnkylN),

J 1_L b k: _mo
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1r'o b*: b*(A ,f), P*: p*(A , Q) einzusetzen ist und der Åkzent am
Summenzeichen bedeutet, dass k + 0. Damit folgt, wem å die (konstante)
Ordinate von oo bezeichnet:

und sc:hliesslich

l' - [t7 log ierr -i_- ari'i,,
I

o'

Jl

' ptr i pzt2l|, ;

ptdr
p* + A 

sdn ({) §o@, @} i

[r7 log

!"
}.
I Ltrcl r

kk I u +kkJ (rtr * crz
,-1'

-F O (e--.1'z t-' ') ,

t3"3)

das Zeichen O betrifft den Grenziibergang h ---> { oo .

Bei der entsprechenden Integration iiber den Teilbogen S : ta setzen
'w,ir wie in [a] vora,us, dass die untere Summationsgrenze - mo in den
Potenzreihen A,,,(*) und

f ,,(*) : > b^(at ,f) w^(r ,«t)

negativ und =: - I mod I ";;;; schreiben nach [a] (2.1e)

tr,(r) -co(c,,) -l ;;= _ä_* 'b*-r(tt ,f) w^: cotr) * 
;; -]; ,,,,(;w') .

- ^-;!,i
Man hat zunächst

rlii'"''l'/l:l-J+l:l-J-Jt' /, f' ts' El' fl' t'
und hier nach (3.1,2):

,l ,i ,)'

t- t- r"11^^..-,-2't I e'd'r

I - l. 
: - ftz tog ,€rr - orrl,j. -r kk I u ;r;\ ,r;

l, lt 1l

dabei bezeichnet {er, er) die zrveite Zeile der Grundmatrix E r-on or,
falls ro ein elliptischer Fixpunkb von l- ist; in diesem tr'alle sei I seine
Ordnung; sonst sei t : - I, l: l.

Das dritte Integral ist iiber einen Kreisbogen ,w\ : S' mit der.\Vinkel-
öffnung 2nll zr erstrecken. Dabei ergibt sich als erster Bestandteil cles
Integranden
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Qil dr

und Integration liefert

u d.r

Tu)

I
;-- - ,,q Q,,, (u) ilr,, (tP) d,11, ,
((rt - u) )-

clie

,
l1

.{
ir"

2ni
tt;i, - å) oo@t) 1l-'(r» ' @) +-

2ni
' l(ro ö)'*-2fl,a1

Ic=:0modl

demnach (.rgl" Satz 2)

i-1-
erdr

etT + ez

dr
T-a)

t

tir
lo1t 

J 
1'/

p

,l'

+ k.*l*
rtrp

[d log ietr + ezl')'Å',

Man findet

,a
!

I _=_

"rl.) I{

( 3.1)

zni f
- 'l(nt--; to(") lJ '('u ' 

@) +/ tros il'f dt + 0(s'''):
t'

das Zeichen O betrifft den Grenziibergang Q' - 0.

Das Teilintegral des dritten Typus ist iiber den weg (§ zu erstrecken.

d.er auf dem Rande vou S verläuft und 7o iiber 7, , Tz , Tr mit 7n ver-

bindet. Es sei lly der Teil von § mit dem Anfangspunkt 7; und dem

Endlrnnkr yi$ ai < j <4). Man erhält, in Yerständlicher sr.mbolik

§, : Htoo- tDrz * Gntrr- uJur

Na<rlr (3.1.2) gilt fiir f e f mit )lr.: tlr,(f) (vgl. [+l 12.2I)):

R(<D.tL;1,to) - R(@,u;ru) :
f .-,dr

: l(u --it)[og 7z + a'T,',- uu J (tt - ,,,.) 
r,:'': ^ 

ir.l @lr.

§etzt r1&1r ,nt.r E : {hr,hr}, ,, ) 1Or, nrr. uncl gemäss 
"' 

,r: ,'rr,
Y, :' H^,''r:

,' 'i ,' 'l'

- laa,: l@rlt::rc. lo,tr: loclr::onL J-" .t

*o r;,,a*t, *lu, 
ir: rtr:r I'r

r-6)
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* li,) 10g ,,h,Lr -r lazS)i:, r(u' + T") 10g i grt r

(3.5) f h. dr ,"' o, dr
- uu J (u * ,r,') i_, ** *. nr+kk J @ -r ,te);:- -r* 0,,i, - finic .

eo, a"n'fr.i"r abgeleiteterr Forrneln',r.r,n,u, erhält man durch Einsetzen

der speziellen von den bebreffenden Indizes abhängigeu Daten in die

Integrale

{:uu

und Summation iiber h,k bzw. 'v eine erste Darstellung von l@,f).
Sie ist in dieser Gestalt ohne unmittelbare Bedeutung, kann aber durch
zwei lJmformungen in einen lehrreicheu Sat'z iibergefflhrt u'erden' Die
Umformungen bestehen darin. dass dem bisher untersuchten Linienintegral
flber an zwei v'eitere solehe Integrale hinzugefiigt u'erden. die beide

verschwinden.

I)as erste dieser fntegrale ist

setzungen 'wie bei (3" 1,2) erhälb

dr . IJnter den atlalogen \roraus-

dr
, \L e l-t-+o

wo L : {y , å} gesetzt wurde. Damit folgt zllllächst

(8.6) [lth{oo) ?

J
!tn

r/ttl
/ tt =k 1 dr,), I (t ]: r, {pu).t J'It Li,

I

I oud,t
J

1,tU

,:t
n

I
I outlr
I

v

&'

f *"
d.\t

man

und man
,a
r.
I

l@urlr:
J

o{'

mit dem Gesamtergebnis

(3.7 )

I

-+-

prclt

PtT + Pz

arcl r
u

QlT -i Q2

ctrdr
'U -+-

urT * ttt

\ 7.)
:Vo '-mo

2n t ,n?_ *u
ri -:. {l

, u., cl't

prdr
tL - -l-- J-

Ptr - 'Itz

{' r , f
J,I

berechnet nun 
t

^/

J" 
ott,rtr: ,i, J @ ctr - | wr- ttL) 

),:
lL) lU lU

-l*

I
-1 

'

i]
l@ttrlr: I

J 
I t,vtaL 

J
!.t '1'

Jv''*o (e) fro(A , @) -'L

}

t
I,,

1.

'b^(A ,f\ I ,,,(Å , ö1
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Das analoge \,norgehen ergibt

rt 't !' 1'l

-ferdri
/ ,/' 

€t r 1- ?2 
,/'

und einc Ilechnullg: die cler oben durchgefiihrten ähnlich ist,. lief'ert

tnirlrf erd"t

l@ttrlr-- -J'tt ,_ a* I u 
nr1 -+- e,.:-

!l ii' sl'

(3.8)

2ni Zni
- t1i -,a1co(ro)p-, 

(ro '<D) + tr1* -,,,1, u.}r,,"k 'bn, ,ko'fl' Fn 'lt't '<D)

Schliesslich erhält man fiir das Teilintegral des dritten Typus, also fiir
I * 

" 
clr folgenden Ausdruck:

(t

Gy" Hy"

f h,dr f .Q,dr(3.e) - J«,*,t,1 0,1'lh,* J@*,rc)r,it'un, - Lt;ttn-|ntte .

Eine erste Urnformung von 2i,KL(D,,f ;§) gewinnt man, indem man
von den Teilintegralen (3.3,4,5) jeweils den konjugiert-komplexen Wert
d.es ent'sprechenderr Teilintegrals (3.7,8,9) subtrahiert. Das liefert eine nach
dem Sehema (3.6) abermals aus entsprechenden Teilintegralen zusammen-
gesetzte I)arstellung von 2 i Kr(@ , ,f ; §;. In dieser Darstellung ist zu setzen

t
I : t" log'arr + azlz)X.- lil,logiptr * pr,\i', +

J
,.lr

N2 mo

(3.10) - 2Å'co(()Re fro(A,O) + ,;,1^Z*,*''6^(A,f) P_,"(A,Q) +
n+o

* O1e*t' x-'n' '

lot
.t : - ltLtogierl_ezt')'i,+lr(*r= o?r,) -f ,rory)i,tt
t\ I' l'

ln'i 2ni
(3.1I ) t,(r, _ ö) öo(*) Re $-r(ru , (D) -t- TG; :;f x

(t.: lc {rro

14



nals e1111s!9T, l9qq1!_1*i1che Ableftlleen altornglPJatx ro119n li

l'-__
I : ,t* *4ru)log iä, r * hr')l;,- l(a * lc)log:gr., * 9r1'):); +

(3.12) J
2 {(Re 0r)i, - (t1" i)a\ici .

Die zweite Umformung beruht auf der zu (3.3,4,51 analogen Zerlegung

des totalen Differentials der tr'unkhion u log y. Wir betrachten in der ein-

gangs dieses § 3 verwendeten S;'mbolik die Ausdriicke

T(r,, ro), : I d,@logy), ?(tz,§ttr) - T(u; .q, ru) - i - Z(§, tu),
J

fiir deren ,*."iår, wir im Hinblick auf

d,(ulog y) : f (loe Y) dr * u d,log Y

die Darstellung erhalten

f f I cdr cd7\
r/(s, rD) : J ttt§)logl([i-dtzdr +J(z,s) \r,+a - ,iia) ,

',eLT + ,rl'l'i',

l T(u,r, oo) : 0:

I T -l- Ctzl,')ä' ;

(t ergetren sich

It
ti

I
dr -!- I udlogU

IU

fi'

,{rr + gri'11.,''-

u,log y) :

[tr, log

ncl u,eger

[rr log i6

S uucl

1.,

I

I .f log y
I

l'u G log

Tz i- hr'

tiber'

,,u

9

s;

)i''
'j

ght

le

'l;i

=r:

lo

oder: einfacher:

Subtrahiert man nun 0: kk I d,lulogy') in der (3'13,14,15) ent-
dtt

sprechenden Zerlegung von ziKr((p,,f ;.6'), so bedeutet' dies, dass sich

gra

e2

h,

tic

te

I--i-

eIn

€tT

hrr

92,2

die

I :€

lrr c

; log

log

a, ,-I
12 I

7(.§ , ro)

Damit r,l'ird zunächst bei

I - | 
: [zr rog :plr +

.a &'

Andererseits erhält matr aus d

die analogen Darstellungen fii
olrne zusätzliche R,echnung:

f
I(3.I+) I d\t log y) -: lul

IU
,l\

n
I

J
0

+ qrlog lgtyt G
*l-
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2dK1(D,f ;§1 aus Integralen vom Typus (8.6) additiv zusammensetze,
lässt und dass die einzelnen summanden dieser Darstellung durch die fol-
genden Prozesse aus den Relationen (B.lO,lt,l2) zu gewinnen sind.:

rn (3.10) sind die ersten beiden Glieder auf der rechten seite zu tilgen.
rn (3.I1) sind die ersten drei Glieder auf derrechten seite zu tilgen. Denn

man hat im Hinblick auf A

dr dr d,y

sobald p : lwl konstant ist. rn (3.12) ist die rechte Seite zu ersetzen druch

2tiirrRe (196 - log (gry, * Sz» - 2q.Re (O" - log (hry, * hr))

Man erhält zusammenfassend:

Satz 3. Es sei, @ €,8r , f e{f , - 2} unil f aon, zweiter Gattung (d.h.
resi,iluenfrei,). Wenn d,as SlcalarTtrod,ulct lO , f) inr, Sinne aon Satz Z al.s

Cauchyscher Hauptwert er,istiert, so gi,lt i,n d,en Bezeichnungen aon § 1, § g
unil, [4J § 3:

OO

2il0 ,f) - * 2 f lro r; Gu,f)Re Bo(Au,@) +
h:r

ool

' o!, 2ni o<im smo'

ito Zni,
- 'Z'' t-1'-- ;-1öo(to"f) Re o-' @r ' @) I

ito Zni,

' fr, l'u(*n - ai' o. fr=n'u 
"o

* , 
å,{i@,, , f)Re (d", - los (s,,y,, I o,)) +

- i(G,,,f) Re (8r, - log (h,ry,, + h"))j

D,i,e nati)rl,ichen Zahlen ffioh , hoh sind, so gross zu wcihlen, d,ass in d,en betref-
fend,en summen alle Hauptteil-Koffizi,enten uon @ und, f auftreten. Fern,e.r
wurd,e gesetzt

1 -'gz I Qz, -,§» ; .r

-P ir-;.:. ir *:'(p -Trnr,i:( if -w1,2 aP i* v

g, :-:

B'G,: :

,H7': , {h,,, ?

Hy ?r,2

t@
J

{,g,,, , g ,r)
C1,1,7,1

fI oa,
J

h,r,\ ,

fu.,ff,H, i -_

(l {y Spo)



Wirspezialisieren jetzt iD(t) auf eineFunktion @, von 8f . Informaler
(nicht sachlicher) Verallgemeinerung von Sl seien gegebetr

"fie{f ,-ri,ai}, r;€R , t,ail==1, rifi# 0, +€R (l <i < ')
1

mit Z €t - t; wir setzen @r(r):: ) f, AF,f). Ferner sei ILr eitrc
j: I j:l

stiickweise glatte Kurve in S; bezeichnet ro ihren Anfangspuntr<t, rr

ihren Endpunkt. so sei z, : L\ mit einem L e f ; auf rc sei jede Fupk-

tion j holomorph und + 0. Wir erhalten nun

01:: I *,0, - f,u,,r' I r;'t;a,: ,2e,,;'(togf,(Lr)-logfi(ro)) 
;

aun"i irt rogfl(z) in einer u'*g"urrg von z0 irgendwie zu bestimmen und

dann längs to in eine Umgebung von rL analytisch fortzusetzen. lfit,
geeigneten, aber stets rein imaginären werten von log ai (L) findet rna,n

demgemäss, wenn -t : : {Z , d} :

Ilaxs PnrnnssoN, Logarithmische Ableitungen autotnor'pher Fonnen

$L : > €ir;'loga1(L) * log (yro+ ö) ,
j:1

und d.aher verschwindet Re (81 - log (2, * ö)). Die voraussetzungen fiir
diesen Sachverhalt sind in der Situation von Satz 3 fiir d', anstelle von @

erfiillt. Nach (1.8) sind ferner sämtliche Residuen von @, reell, folglich

sind nach (f .4,6) die in der Formel von Satz 3 auftretenden Re fro(A^ , @),

Re B-r(a;6 , @) sämtlich gleich 0. Also erhält man

Satz 4, Es sei @1€ Sl , ,f €{f , - 2} und, f uott' zwei'ter (}attu'rt'g'

wenn ilas slcalarproilukt l<4 , f) im si,nne aon satz 2 als cauclt,yscher Haupt-

wert exi,sti,ert, so g'ilt:

[:l -'t ' l§mln1y6

dt 2:'

fr, l'^1,r* - 6^)' t: nft^x1,

Insbesond,ere ist l@r,/) : ()' uenn f aon erstet' Gattung i'st'

Die \etzte Aussage ist ein Teil einer Kenuzeichnuug voll

clie vrie in t6] a,ngegeben hern iesen werdell kann:
8' in !''

§atz 5. Ei,ne yunktion @r € Sl gehört genau dann zu 8i, tt'(nn sie

zu il,er aoll,en Schar (8, orthogonal 'i,st, d,.h. utenn l@, , fr) : 0 zst .ftir alle



ls

,li € Ur. Die Dift'erenz
ili* i 'Ltgl . i4j , §. 22 ) .

rlr' u ti tl be.:ti nrrnt .
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zu;ei,er tr'unkt,ioneru ilu,s S,i geh,ört stets ?ur Nrtrtttcrlschrtr
Ei,ne ltunkt'ion ilu,s tti r,sf dttrch ihre, Re,s,iduen e,in,-

§ 4 Spurbildung. Zerlegungssätze

(Zu den folgenden Ausfiihrungen vgl. [0]). Sind Eik) (I 
= 

j <ml in
.fi melomorphe Eunktionen und 2; Konstante, so gilt fiir § € rB

mln

(2 ft,rt(?)) !,\ : Z Ä,v,(z) | §. falls Z n, : t .
j-r j_r j=,i

Iis sei - l eine Glenzkreisgruppe von erster Art, :l tTntergruppe \ror f
(also p' : [l-,,1] < oo) und f : Ö .,1Q,,; I'erner sei q(z) €8.r, L e l,
S e t-. Wegen q 1) LS: E ti § harrgtt

(1.ri rift)ltf : : Sprrr EQ): : !:. i vtdltA,
la v =l

von rler oben veru,endeten Zerlegung nicht ab, verhält sich in ,b mero-
morph und geniigt, den R,elationen

(Sp,,,,,. rtr)) ll § : Spr,p s(z) (s € f )

Zum Beweise dafiir, dass die in (4.1) erklärte Spur Elll- dem System
!1 tr,ngehört, kann man entweder die in [f] § 2 mitgeteilte Betrachtung
iibertragen oder die Fourier-Entwicklung von qt l f in einer Spitze
l- : J- I oo von l- explizit aufstellen. Hierzu sei (vgl. t5l s B)

h kt,*-7

rlie Zerlegurr* rorr""'r'1r, å Äquivalenzklasserr beziiglich p unter den
Nebenklassen I § (§ € f). Dann ergibt sieh aus den Fourier-Entu,icklungen

\.011 ,l zu
Rerhnulrg

(gif) ',iAl

:{. T

clerr spit zet1, 

"r,,-: 
A,,i - A;' o6 (A,,- AR,:,') nach kurzer

(4.1 )

I;:
{t

't'tla 

=

h Ir,,-. I

l I i-.0

() Luld

ll,,(A=q, li f) - p-r

:- ;^ rt^(A,$ ii f) exp zri,mfi,
ffi --. '.-ffia

h

,r: 1

k, 13r,,* (A,, , v)
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Damit, ist zugleich Clil- e 8p und clie folgende Residuenformel bewiesen:

l,r
(1.3) Resr.-. Sp.,,.9 : , ,å 

Res.,,-,, q .

Inr iibrigen gilt. wenn @€8r:@€8r_und Sp,;;@:@; ferner,

lr'enrl Ej(z) €!1, ).jec0<,i<m) und ) f,:L:
j -t

sp,,, ( i 
^,r,) 

: ) 
^,sP,,rej

-j-l i. t

Die zu (4.2,3) analogen Resultate fiir die Entwicklungskoeffizienten zu

den Punkten in ,h sollen nur referiert t-erderr. Es sei r,'l € $i ist o X'ix-

punkt von f , so sei I seine Ordnung, E seine Grundmatrix; ist «r

nicht f ixpunkt l-on l-, so sei I : l, E : - 1. Die zu der obigen analoge

Zerlegung von f in h Ä quivalenzklassen heziiglich .U unter den Neben-

klasserr /§ (^S € l-) v'erde, abgesehen vort E, in der gleichen Symbolik
geschrieben; sie sei also

rhÅ''l'l U U ,:-l R,,t'i ;

l,=- I j=- l)

k,,\ l. und llk,, . 1l, ist die I'ixpunktordnung des Punktes
irr ,:'].

I9

(-1.'1 )

clabei gilt
(.0r, : Ryol

und daher

(1.5)

Man hat dann die Entwicklung d.er }.unktion k - a)'E li I- J- z - "r
rrach Potenzen von u') : 10 (t , «t) aufzustellen, lvo

1 ft rr'-I

c r : r ,>,,I, 
t1ft) ,R,'vEi .

uncl dabei zu beriicksichtigen, dass höchsterrs diejenigen Exponent'en von

1.t),,: p(x ,*,,1 in g,,, tatsächlich auftreten, u'elehe : - I mod 1,. sind

(l < r'< å). Setzt man R,: {r,,r.r',,2\, so kommt

fi^(t,t .e il r) : t -' *. r !';'.!) '-{- 0^k,,. , q)' ,4, (/',,rt'-t r t,:) -

th

Nach den tiberlegungen von § 2 und t5l § 2 kann man die Spurbildung
mit der metrischen Verkniipfung, soweit Funktionen von 8/ oder 8r
daran beteiligt, sind, in Verbindung bringen. Hierbei entstehen drei Typen

von Formeln:



lV,@ i,17 - p [Sp,r g, @; f] ,

falls auch die rechte Seite als Cauchyscher Hauptwert existiert. Sei zweitens
qe 8r, f e{f ,-2} und [g,f ; !) alsCauchyscherHauptwertexistent.
Dann gilt

(4.7) lq,f ;.4): t, lSpzrrs ,f ;f),
falls auch die rechte Seite als Cauchyscher Hauptwert existiert. Sei dritten.
@ € ,8r , g e{A , - 2} und [@ , g; A) als Cauchyscher Hauptlyer-t existent.
Dann gilt,

(4.8) l@,9;,:J): l@, Sp.,,7. g;f),
falls auch die rechte Seite als Cauchyscher Hauptwert existiert.

Alle diese Aussagen werden auf Grund der fnvarianz-Relationen (2.2)
fiir die Integrale K , Kr mit den Methoden von [5] § 2 bewiesen.

Aus Satz 5 und (4.7) folgt:

Wenn g€81 , soist Sprirg€ll

20 Ann. Acad. Sci. tr-ennical I. 44;

Sei erst'ens ge 8r,@€8;, und das Skalarprodukt lE,Q;/) als
Cauch)rscher Hauptwert, existent,. Dann gilt

(4.6)

(1.e)

(4.12)

Hiermit lassen sich konkrete Spurformeln berveisen. Sei z € $i : u il
bestimmen Sprlrloft,z;/). Sei zunächst z:e,; nach (4.9) ist
Sprl. ,40 (r , e ,; Å) e S?, und nach (4.3) hat diese X'unktion in i das

I
Residuum .. e\: p?, in allen Punkten \* C mod l- das Residuum

l.t

Null. So folgt nach Satz 5

(4.10) Spr,. rlo(z , C,; Å) : .4o(r , C;f) ,

und ganz analog beweist man auf Grund von (4.9,5)

(4.11) Sp,,,. 1o (r , ot,; ,4) : Ar(r , ot ; f )

Andererseits gelten in den jeweiligen Bezeichnungetr zur Zerlegung der
Punkte I bzw. a Zerlegttngsformelnfiirdien'unktionen Ao(r , (; l-) bzu-.
Ao(r,ar; f). Wir schreiben a als gemeinsame Bezeichnung fiir ( uncl r,,
und analog z, fidtr C, bzw. rr)r und beweisen

,Lu(r , z; r) - p-r z k, Ao(r , z,; a)

wie folgt: Die rechte Seite liegt ersichtlich in S1 ; stellt g in (4.8) ein
Differential von erster Gattung a,us {,4 , - 2} dar, so ergibt (4.8) zunäeh*st.



IfaNs PnrrcnssoN, Logarithrnische Äbleitungen automorpher Formen 2L

class Ao(r,z;f) in
I 

= s {h:
q2
^./-J

liegt. Im Falle z:--: e hat ma,n weiter fiir

M

Res,,,rrAo(*, e ;f) - A;', §o(lr,Ar(*,e ;f))-

k
^or =: Q,tQ \r ,tpa

und Resr,,,Ao(*, i; l-):0, wenn -\# e,mod l- fiir r': 1,2, " ',h '
Das gibt einerseits Ao(, ,z;f ) €91o, andererseits nach satz 5 die Be-

hauptung. Im Falle z : o) verläuft, der Beweis analog.

(4.12) besagt genau, dass

(4.13) Z(t , z; l-) : o,fi Zn'(r , z,; A\
l: I

mit einer vol l{ull verschiedenen KonstanterL &. zufuifft; im iibrigen kann

man diesen Zusammenhang (4.13) auch durch Anwendung der Aussagen

iiber ordnungen automorpher Formen aus der Punktzerlegung gewinnen'

Wir fassen die Ergebnisse zusammen in

satn 6. sind, f und, il Grenzkrei,sgruppe,n aon erster Art und, i,st Å

lintergrufryte uon f , so eri,sti,ert auf dem System 8r ei,n 'i,naari,anter Spur-

operator, iler g, auf !7 abbildet. Dabei bestehen ei,nfache Regeln fur den

Zrr;cr*mrnhang zwi,schen ilen EntzuickhLngskoeffizi,enten der Argumentfunlc-

tionen und, d,enen d,er Resultatfu,nktion, fertter f Ur di,e Umformung aon Skalar'

prod,u,kten, ileren einer skalarfaktor eine spu,r ist und, schli,esslich fnr d,i,e

,-\purbitd,ung an unil, Zerlegung aon nortruiertett Ableitungen d,er automorphen

Primformen. Di,e spurbild,ung ist (uie i,n der Algebra) trans'itiu. Jed,er

.*trmmand, i,n d,er summe, die die spu.clefiniert, ltat die glei'che spur.

l'Ian bestätigt leicht, dass fiir jedes ltr' € 18 und e € $i- gilt

no(r, W-'z ; trI'-' I II') :,'10 (t, z if) li fl-

§etzl, man l-1 :: lr-rf W,År:: Itr' 'J II', so erhält rnan die einfache

Vt'rtauschungsregel

SP.,,/.. @liW): (SPri,. 9") ll fl- (q € !-,) '

rlie clie letzte Aussage von Satz 6 verallgemeinert.
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rm iibrigen besteht die entsprechende Yertauschungsregel fiir die in [J]
definierte Spurbildung bei automorphen Formen {f ,- r,1)}, \r'eml
a € [l- , - ,.]. Man findet dann in den obigen Bezeichmrngen

(4.14)

\\'ercle.
gesetzt:

* nsi "

Sp,,, $, (V 
J 

IIr) --- (Sp tir q,,) ', ll' {,F €{ I

insbesondere hat jeder Summand in der Summe, die Sp,,, g, definiert.
die gleiche Spur.

§ 5. Eisensteinsche Reihen vom Grad -2 bei Kongruenzgruppen

Die X'unktionen .',on 82. treten, .w,ie i, [6] erwähnt, im Zusammenlta.g
mit den Resultatfunktionen des Heckeschen summationsverfahrens auf:
dabei handelt es sich zunächst um die Anwendung dieses verfahrens auf
Eisensteinsche Reihen. Im folgenden wird dieser Zusammenhang im Bereich
der verallgemeinerten Differentialklassen {f . - 2 , a} hergestellt: hier
bezeichnet l- eine beliebige Kongruenzgruppe und u einen Kongruenz-
charakter auf l-.

zar E,rklärung dieser Begriffe sei zunächst Ji eine natiirliche zahl,
1f die Modulgruppe, d.h. 1l-::SL(z, Z),f (N) bzw. f tnfl die (in-
homogene bzw. homogene) Hauptkongruenzgruppe der Stufe l/ (in ,l-),
d.h. die Gruppe der Matrizen L e Lf mit .L --- I bzw. L:,= ! l mod Å'.
l- heisst Kongruenzgruppe der Stufe N, wenn l- eine l)ntergruppe vo.
1r ist mit l-tlrl c [. Ein gerader charakter u auf l- heisst sodann
Kongruenzcharakter der Stufe Är auf l-, g'emr u(L) : I fiir Z € f tf,'l
nfirifft; offenbar ist lol : 1. lYir bezeichnen die Formenklassen
{f , - 2,a} gelegentlich kurz als Kongruenzklassen.

Fiir die Definition der Eisensteinreihen {l- , - 2 . z'} gibt es z*-ei
Ansätze; beide fiihren im wesentlichen zu denselben Funktionen. Es sei
A e Lf undessei P : : A-t U"A dieGrundmatrix del Spitze,' : : J-l oc
von l-. Wir setzen u(P) - 1 voraus und verstehen unter e@f ): ä.. (,{l-)
die Menge der zeilen {\ , nr} iber z, zu deren jeder ei, lr e Al- existiert
:mit M :-= {nr, zr} mod -ö[. Ferner erkld,ren wir fiir M : AK

wobei u(A), falls A q, f , irgendwie gemäss iu(A) t : I gewählt
Die Konsistenz dieser Relationen folgt aus u{P) : l. Nun w,ird

t5.2) ä*, (r, r ; u . A, t-; r =-,,,,,,[](.4r] u* 1 (nr, n,) (nr, * n,.a]--' lnr,

einer komplexen Variablen §, deren Realteil o zunächst, ) 0 sei;
Akzent schliesst die Zeile mit nt: %z: 0 von der Summation aus.

mit
der
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- ')

Diese Funktion hat alle wesentlichen Eigenschaften. die man all elner

Poincar6schen Reihe zu finden wiinscht, und dariiber hinaus uoelr clie

folgende: In der Reihe erscheinen, wenn zu gegebenen b1 .b,e Z ein (ilied
mit nr.: br,nz3 å,nrod lv* auftritt, alle diese Gliecler mit dem gleit:heu

Koeffizienten; dieser Eigenschaft verdankt die Reihe (5.2) die Anu'endbar-
keit des Heckeschen Summationsverfahrens in der urspriinglichen einfachen

Gestalt und Fourier-Koeffizienten in finiter Darstellung fiir ihre 'r{ullu'erte'.
Wir erhalten aus der Zerlegung (a.2) mit, l- [l[] anstelle von I im Hirrblick
darauf, dass alle k,, weil l- [t/] ein Normalteiler von l- ist, den gleichen

Wert, k haben (hk:p. kn:I{):
h k. 1

r'....1 j ,.0

.i" A, [- 1;v1

wo Ao: AR;t. Hier bemerke man, dass die Zeilensysteme ån(B[[,V]1.
å.0(Cl-tnfl) (.B, C €lf) entu'eder disjunkt oder identisch sind, letzteres

genau dann, wenn

B-t * C r,ccmodf tÄ]

Definiert man mit ffncxn tl] fiir B € 1f ,A- {b, .lrr):

',X',auo'nrod .\

so erhält man nun

* r$, r i u . A. l-l _- ttt'L'' @) u(R,,) (-] j (.\', r I J,,, ^\-) !

wo tlt:t'lz:I,i/-r:2 fiir l- >2.
Die Funktionen (5.3) entsprecherr den primitiven Eisensteinreihen vou

der Stufe N in der Terminologie von [I]; dort lr-ird gezeigt, dass diese die

sämtlichen Eisensteinreihen der Stufe -l' linear homogen erzeugen. Sie

haben folgende Eigenschaften: Es gilt

G-r(t,x;B,N) :G-,,(s,z;C,f) (B,C' €r[) ,

wenn die Spitzen B-1 oo und C--r co einander rnod [[^Y] kougruent sirtd.

was besagt C : IU:BL fldir e : t 1,,t€ Z, L e-f(ii). Setzt man fiir
eine in b bis auf isolierte Stellen erklärte Funktiou /(r):

(s.+) fQ) 1S:/ l§:/(§z)(m ! d,)-2 lct ! d -"(S €,B. s: {c,d))
9,s 2,s

so erhält man in dieser Symbolik

(5.5) G-r(s , r;8, 
^")-i 

§ : G-t(s , r; B§ ,^\I) (S € rf) .

ft k-l

r',:,' 1 "i "= 
(|

h

;/-.
t,:1
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fnsbesondere gilt, wenn u,ieder A € ,[- fest gegeben ist,

(J*, (s, r ; A, irl) i r§ :-- G_r(s, r ; A, if) I § (§ € rl-, L e l-tl"l) ;

bezeichnet wie oben I- eine Kongruenzgruppe der Stufe -AI, tr einen
beliebigen geraden Kongruenzcharakter der Stufe .l'r auf l- und ist

p

f- : g f[N]Q, eine disjunkte Zerlegttng, so hängt

(5. (i)

YOn CIer

G- r(s ,

(5.i )

(i 
'(s '

G-r(r, r; u , A, [-; ' - f.,.r-t(0,) G*r(s , r; A,Är) 
,i,g,

Auswahl des \rertrer"r-J;:*- {q,} nicht &b, und man hat

r;a,e[,TiAL,f) - G ,(*, r;u,A,l-)(r::t l,å€ Z,L ef(if))

l'ertler ergibt sich
in ,l- ,

(5.8\ LJ-r(.*,r)L'

unrl {"iir: § € lf in

(5.e\ G _r(s, ,

T;u,A)
2rs

bei Benutzung der Normalteiler-trigenscha{'t von f t^']

,A,l-; :a'L(§) G r(s,riu,AS,f) (§€f) ,

der Bezeichnung u'r(L') : u({-,) (L' -- 
q- I LS € §-t l-§1:

iu , A,r,, 
l19-- 

G- r(r, r;z:\ , AS, § -t[S)

IJenutzt man die Zerlegung f : U l),AP-iR, t (rrgl. (a.2)). so erhält marr
r: I j:0

lo , lr'enlr a(P) =t , 
l.(;'ltrl (r-'(s 'rio'l'f\:1r9ra,lG.r(s,,iAu.^\') . .rr-en, ,.(pl : tj'l,3tl

irn zs'eiten Falle unterscheiden sich (l_, und t7_, bei gleichen Argumenten
utn einen konstanten Faktor * 0. Im folgenden wird nur noch (5.6) G_,
bet,rachtet.

\\iesentlich fiir die rveitere Bntu.icklung ist die von Hmcxn [1] berriesene
Arrssir,ge. dass alle G_r(t , r ; A ,1v-) als Funktionen von s in die Halbebene
Re s >- - I holomorph fortsetzbar sind und dass ihre Nullwerte die
l)a,rstellung gestatten
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wo H A,' (f) eine ftir I ,l

Yon den Funktionen

(5.12) F(r ; A, År) I -

xe Z,ö(r)-0 sonst.

I{2 I
* G-z(o,r;A,'nrl) zCy @€r[)

weist man aufgrund von (5.5) leicht nach, dass sie den Relat'ionen

(5.r8) ?ft;A,IDll§ :I(r;.4§,t[) (/,S€1f)

geniigen; hieraus folgt -F(z ; A,N) € 8rwt. Nach (5.11) wird dabei

N3 lard, - azc\ S, m;"Res.1r,,5-,* I(*; A,N) : 47 ä (-:--- ) ^, ,,l,,tttt 
-

Zusammen mit der wohlbekannten Orthogonalität der Eisensteinreihen zur

Schar d.er gayrzen Spitzenformen (a.fr. hier zu G, (f tlrrl)) ergibt dies nach

Satz 5 als erstes Hauptresultat:

(5.14) I('r ; A, 1t/) € ,8lr^-r (,4 € 1f)

Man kann im iibrigen durch explizite Rechnung bestätigen, class

1

Residuensumme einer solchen Funktion den Wert aP14 : 12 e
I: , [rf : F tN]] aufweist, wie es die Theorie nach Satz I verlangt.

die

[ÄI]

Eine zweite in [1] berviesene Aussage besteht in einer linearen \rer-

kniipfung zwischen den S1'stemen der I'unktionen G-r(t , r ; A . X) und

den X'unktionen

M€g(lr[-\l)

die nach dem Konstruktionsprinzip del Poincar6schen Reihen Yo1ll para-

bolischen Typus gebildet sind; frir Grenzkreisgruppen l- von erster Art
und fiir Ae tB bezeichnet g@f) ein volles S1-stem von llatrize]n M
aus ,4 I- mit verschiedenen zweiten Zeilen M : {nt, , rnr). Die Funktionen
(5.15) stimmen bis auf einen trivialen Faktor mit den Heckesciren Funk-

tionen Gf iiberein. Die Verkniipfung erfolgt nach dem Schema

ääir,
mit den die Möbiussche Funktion enthaltenden Koeffizienten
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@

cr(s) :Tx ) p(n)n
,, = l:*lu no

Yon denen im folgenden die Formel

åxil
gebraucht wird, in der q die Primteiler > 2 von -l[ durchläuft; Af
bezeichnet irgendeine Modulmatrix mit der Eigenschaft Af - I A mod N.

Diese Zusammenhänge fiihren auf das zweite Hauptresultat: Nach
(5.I2,16) wird

ir, I
- 2"ieNE-z(O,r;A,I{) - %y-: o*,J* c1(0)I(r;Af ,N);

(,, rf): 1

die rechte Seite gehört nach (5.14,L7) zu 8lfry . Da diese X'unktion in nur
einer Spitze ein von Null verschiedenes Residuum besitzt, stimmt sie mit
der normierten logarithmischen Ableitung der Primform zu dieser Spitze
iiberein; d.h. es gilt

.nr2
(5.18) - 2"idxU-z(0,r;A,N): Uy * Aok,A-'*;l-tlfl) .

Die Verallgemeinerung dieser Aussagen auf die oben eingeftihrten
Kongruenzklassen {f , - 2 , a} hängt wesentlich davon ab, ob o der
Hauptcharakter ist oder nicht. Es sei a * 1. Man bilde die Funktion

I(r ;a, A,f) : 2 r-' (e) I(r ; Ae,, N),

die offenbar den Charakter ";;"" Spur hat. Nach (5.0,12) besitzt,
G-r(s , r iu t A ,f) einen analytischen Nullwert gemäss

N2(5.19) - 2"iG-r(O,t;u,A,l-): X(t;u,A,f);

dieser stellt ein spezielles Differential dritter Gattung und zwar eine ganze
automorphe Form der Klasse {f , - 2,a} dar, die zu den Differentialen
erster Gattung dieser Klasse orthogonal ist.

2
J-A

...- ? ??''T] (1 q-')
sllr

Sei jetzt, 'u - I

/tr'.2(5.20) _ 2"it,

; wir bilden nach (5.6,L2)

G-z(O, r;1 ,A,l-; -ELft;A
1

,[; +W,
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*o .P, ft; A ,l-) nach (5.13) im Sinne von § 4 als Spur darstellbar ist
gemäss

rr(r : a,f) : 1 ; rQ ; AQ,, N) : Sprr*lr. r(r ; A, N).p ,zr

Nach § 4 folgt' hieraus unmittelbar

(5.2I) IrQ; A, f) € 8l .

Die abschliessende Aussage der Theorie fiir Kongruenzklassen

{f , - 2,u) betrifft die Analoga der Funktionen (5.15); es sind dies

die fiir a(P) : I zu bildenden Reihen

Men(Af)

Sie lassen sich nach der oben benutzten Zerlegung d'urch

E,r(s, r i a, A, f\ :'11-r (A) i u(R,) E -r(s, t ; A,, N)

auf die Reihe (5.15) zuriickfiihren. *r"n t5.,r) erhält man fiir a fi l:
lvz-h

- *e*E-r(0,r;u,A,l-) : tr-'(n) 
Zra(R,) 

AoQ,A;t*;l-tNl) ;

und dies ist wieder eine ganze Normalfunktion der Klasse {f , - 2 , a).

Fiir u:l ergibt sich

N2 t Iå
- ;* o.t,B-z(0, zi r,A,l): -ziy + h ,ZrAo(r,A;'*; 

f[]fl) ,

und dies ist nach (a.I2) das genaue Analogon der rechten seite von (5.18),

nämlich
I

* + Ao(, , A-r a;f) .

Im iibrigen kann man von den Funktionen G-r(s, r i a, A,f) zu den

Funktionen E .,r(s , t ; a , A, l-) auch durch eine lineare Verkniipfung vom

Typ (5,16) gelangen.
Abschliessond sollen die Ergebnisse dieses § 5 zusammengefasst werden.

Zum besseren Verständnis des Hauptresultats u'ird in die Formulierung ein

im wesentlichen bekannter Sachverhalt aufgenommen (2.).

l. X'tir eine Kongruenzuntergruppe l- der Modulgruppe ,l- lassen sich

clie Eisensteinschen Reihen einer Kongruenzklasse {f , - 2 , z} so defi-

nieren, dass die beiden Summationsbuchstaben voneinander unabhängig
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und periodisch mit der konstanten Periode -ly' variieren; -ly' bezeichnet
eine festgewählte stufe der Kongruenzklasse (d.h. es gilt l- [rr] c F und
a:= I auf rtrrl). Die darnit definierten Eisensteinreihenentsprechengenau
den primitiven Eisensteinreihen der Hauptkongruenzgruppen l- gr/1 1T1-pus
G, bei Hncxn [l]). sie stimmen bis auf konstante x'aktoren iiberein mit
den unter verwendung des gegebenen charakters o gebildeten spure,
von I-;-[ beziiglich l- dieser primitiven Eisensteirreihen G, der stufe
-l/. Die Analogie zu den primitiven G, umfasst die Beziehung zu den spitzen
von l- (d.i. (5.10)) und die hier nicht ausgefiihrten sachverharte nx Basis-
bestimmung und iiber den zusammenhang mit den automorphen Eisen-
steinreihen; diese sind bei allgemeinen Grenzkreisgruppen l- den spitzen
von r zugeordnet wie die Heckeschen x'unktionen Gf den spitzen der
r tnl.

2' 'w.endet man das Hncxnsche summationsverfa,hren auf die lineare
Schar an, die von den Eisensteinreihen einer Kongruenzklasse {f , - Z , a)
aufgespannt wird, so gewinnt man im Falle u f r lauter analytische Null-
werte, und diese stellen die ganzen Modulformen der orthogonalschar in
{f ,-2,a} dar. Im X'alle u:l enthält der Nullwert einen einzigen
oder keinen additiven nicht-analytischen Bestandteil. Dieser kann in der
Gestalt C(2i,y)-r geschrieben werden, wo y: Im z und C konstant ist;
der analytische Rest verhält sich in der oberen Halbebene und in den Spitzen
holomorph. Die analy"tischen Nullwerte entsprechen den Nulh,r'erten
mit c : 0. sie stellen die ganzen Modulformen der orthogonalschar in
{f , - 2 , l} dar. - Das Folgende betrifft weiter den Fall a =- L.

3. fst C + 0, so hat der genannte analytische Rest die Gestalt C@(r),
wo @(z) in ,8 liegt. Aus den zitierten Regularitätseigenschaften von @
folgt, dass sich @ von einem ]inearen Kompositum der normierten loga-
rithmischen Ableitungen der zu den Spitzen gehörigen primformen rrm ein
(additives) Differential erster Gattung unterscheidet. Als Hauptergebnis
im engeren Sinne dieser Theorie ist anzusehen, dass dieses Differential lach
den sätzen von § 3 iiber die dort untersuchten skalarprodukte und auf-
grund der Orthogonalität der Eisensteinreihen zu den ganzer- Spitzenformen
identisch verschwindet. Im iibrigen ergibt sich dabei sogar d.ie Realität der
Koeffizienten, d.h. @ € ,81. Betrachtet man eine sogenannte automorphe
Eisensteinreihe, so ist hier niemals c : 0 und die zugeordnete Funktion
@ ist mit der normierten logarithmischen Ableitung der primform zu cler-
jenigen spitze von l- identisch, mit der die gegebene automorphe Eisen-
steinreihe gebildet ist.
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Anm. bei, d.. Korr.: Es sei betont, dass die ?,;tr]lelzb unter 2. und 3. zitierten Ergeb-

nisse oben nur fiir I(ongruenz-Ifntergruppon l- der Modulgruppe ,l- bewiesen wur-
den. Angesichts der Tatsache, dass llorr A. Snr,enne in unveröffentlichten IJnter-

sr,ch..ngen das lIocr<nsche Summationsverfahren auf die automorphen Eisenstein-

reihen zu beliebigen Grenzkreisgruppen von erster Art angewendet hat, kann man

fragen, ob die Resultate votr 2., 3. auch in diesem erweitorten Rahmen zut'reffen.

Nach eingehender Riicksprache mit I{errn W. R,onlcre, der die Arbeiten von Ilerrn
Ssr,spnc kennt,, d.arf gesagt werden, dass dies sowohl hinsichtlich dor möglichen

nicht-analytischen Bestandteile der Nullwerto als auch hinsichtlich deren Ortho-

gonalität zu den ganzen Spitzenformen der betr. Klasse zutrifft. Danach und auf'
grund der Sätze des obigen § 3 können die 2. und 3. entsprechenden Sachverhalte

iiir allgemeine Grenzkroisgruppen l- von erster Art, soweit sie parabolische Trans-

formationen enthalten, als gesichert gelt'en.
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