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0. Einleitung

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die Frage nach der
Existenz von Vektorraumiopologien und Vektorrawmlimitierungen [2] auf
einem (reellen oder komplexen) Vektorraum?) E, die eine gegebene
nichtausgeartete hermitesche Form @ auf E stetig machen. Dass es
nicht notwendig eine solche Vektorraumtopologie geben muss, ist bekannt.
Ein Gegenbeispiel findet man etwa in [5]. Aus den Resultaten von [9]
kann man jedoch leicht ein einfaches Kriterium fiir die Existenz von
Vektorraumtopologien der gesuchten Art ableiten. Man zeigt, dass zu
jeder derartigen Vektorraumtopologie sogar eine grobere normierbare
existiert, welche dasselbe leistet. In jedem Fall ist es aber mdglich,
Marinescu-Limitierungen [3] auf E anzugeben, fiir welche @ stetigist. Aus-
serdem ist es mit Hilfe einer gewissen Marinescu-Limitierung von E mog-
lich zu sagen, wann die hermitesche Form @ fiir keine Vektorraumtopo-
logie von E stetig sein kann. Die entsprechenden Aussagen finden sich
im ersten Abschnitt dieser Arbeit.

Im zweiten Abschnitt untersuchen wir unter Benutzung der Resultate
von G. Wittstock [9] die Nevanlinna-Topologie Tn(®P) von @ auf K.
Die Forderung, dass @ nichtausgeartet sein soll, bringt eine entsprechende
Verschirfung der bekannten Aussagen. Insbesondere konnen wir eine
gewisse Klasse von Differenzen von Hulbertrdumen [8] durch Eigenschaften
der zugehorigen Nevanlinna-Topologien charakterisieren.

1. Hermitesche Formen und Limitierungen

Mit K bezeichnen wir immer einen der Korper R (reelle Zahlen)
oder C (komplexe Zahlen). Es sei 7 die natiirliche Topologie von K.
Die durch ¢ +—¢ definierte Abbildung von K in K bedeute im Falle
K = R die Identitit, im Falle K = C den Ubergang zum Konjugiert-
Komplexen. Fiir einen Vektorraum £ iiber K (kurz K-Vektorraum
oder auch nur Vektorraum) erhélt man den zu K konjugierten K-Vektor-
raum E, in dem man auf der Menge FE die Skalarmultiplikation des

1)  Wir verzichten héufig auf eine explizite Angabe des zugrundeliegenden Skalar-
korpers.
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Vektorraumes K abéndert in (¢, z) — ¢ z und die Addition unverdndert
iibernimmt. Die Vektorrdume E und E sind in natiirlicher Weise kon-
jugiert isomorph, und es ist £ = E .
Eine hermitesche Form auf einem Vektorraum E ist eine Abbildung
b: EXE—K

mit folgenden Eigenschaften: @ ist linear im ersten Argument, und es
gilt dx,y) = Dy ,x) fiur alle (x,y) € EXE. Durch @(x) : =
@(x , x) fir jedes « € E bestimmt @ eine quadratische Form @ : E — K .
Es sind @ und @ verkniipft durch die Polarisationsformeln (V¥ (v ,¥y)
€ ExXE):

D(,y) = 7 Q@+y) — Q—y)  imFalle K =R,

i-l‘—I)-t

4
> it Q 4 i y) im Falle K = C'.
n=1

-

Eine hermitesche Form auf E wird also durch ihre Werte auf der Diago-
nalen von KExE bereits festgelegt. Sie ist zudem genau dann stetig
fiir eine Vektorraumtopologie von F , wenn die zugehorige quadratische
Form stetig ist fiir diese Topologie.

Eine hermitesche Form @ auf E und ihre quadratische Form
heissen nichtausgeartet, wenn der Nullraum

N(@@) := {x€E]| Ox,y)=0Vy€eEL}

der triviale Raum {0} ist. Sie heissen positiv, wenn Q(x) = 0 fiir jedes
x € F gilt, und positiv definit, wenn sie positiv und nichtausgeartet sind.

Ein hermitescher Rawm ist in dieser Arbeit immer ein Paar (£, @)
bestehend aus einem Vektorraum X und einer hermiteschen Form @
auf E . Ein hermitescher Raum heisst reguldr, wenn seine hermitesche
Form nichtausgeartet ist.

Seien (E, @) ein hermitescher Raum und E der zu E konjugierte
Vektorraum. Dann induziert @ in natiirlicher Weise eine Bilinearform

®: ExE-—>K.

Diese ist dann und nur dann nichtausgeartet, wenn (£, @) reguldr ist.
In diesem Falle bilden E und E ein duales Paar (E, E) von Vektor-
riumen iiber K ; wie iiblich identifizieren wir E mit einem linearen
Teilraum des algebraischen Dualraum E* von E und fassen @ auf als
Restriktion der kanonischen Bilinearform (»Skalarprodukty)

¢,y EXE* —~K
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auf ExE . Die genannten Identifikationen werden im folgenden Text
(bei festem @) immer stillschweigend vorgenommen.

Ein reguldr hermitescher Raum (£, @) liefert also Anlass zur Ein-
filhrung lokalkonvexer separierter Topologien auf E bzw. dem zu £
konjugierten Vektorraum £, welche in natiirlicher Weise mit Hilfe des
dualen Paares (E , ) gewonnen werden kénnen, siehe [7]. Wie iiblich
bezeichnen wir mit o(E, E), «(E,E), pE,E) (bzw. ol , E),
(B ,E), B(E,E)) die schwache, die Mackeysche und die starke Topologie
von E (bzw. von E) beziiglich der Dualitit (E, E). Es ist klar, dass
der konjugierte Isomorphismus K <> E ein Homdéomorphismus ist fiir
die respektiven schwachen, Mackeyschen und starken Topologien von £ und
E . Die schwache Topologie o(E , E) ist die grébste unter allen Topolo-
gien von K, fir welche @ getrennt stetig ist. Insbesondere ist daher
jede (allfillig vorhandene) Vektorraumtopologie von E , welche @ stetig
macht, feiner als o(# , B) und daher separiert. Im Folgenden nennen
wir @-Topologie von E jede lokalkonvexe Topologie von K, welche
feiner ist als o(E , E) .

Nachfolgender Satz gibt ein erstes einfaches Kriterium fiir die Existenz
von Vektorraumtopologien auf einem hermiteschen Raum (& , @), fiir
welche @ stetig ist. In anderer Formulierung findet man diese Aussage
in [9, Satz 1]:

Satz 1. Auf einem hermiteschen Raum (B , D) existiert genaw dann eine
Vektorraumtopologie, welche @ stetig macht, wenn es eine Seminorm p auf
E gibt, so dass fir alle (x,y) € ExXE gqill:

| D(x,y) | = p)py) -

Ist die Ungleichung fir eine Seminorm p wvon K erfillt, so ist @ stetig
fir die durch {p} erzeugte lokalkonvexe Topologie von E .

Wir konnen also die Suche nach Vektorraumtopologien auf einem
Vektorraum E , welche eine gegebene hermitesche Form auf £ stetig
machen, von vornherein auf diejenigen lokalkonvexen Topologien von
E Dbeschrinken, welche von nur einer Seminorm von FE erzeugt werden.

Korollar 1. Gibt es auf dem reguldren hermiteschen Raum (B , @) eine
Vektorraumiopologie, welche @ stetig macht, so besitzt E auch eine grobere
normierbare Topologie mit derselben Eigenschaft.

Korollar 2. Besitzt der reguldre hermitesche Raum (E , @) eine Vektor-
raumtopologie, welche @ stetig macht, so ist diese feiner als die Mackey-
Topologie w(E , E) .

Die in Satz 1 angegebene Bedingung ist nicht automatisch fiir jede
hermitesche Form auf einem Vektorraum erfiillt. Es gibt reguldre hermi-
tesche Ridume, deren Form fiir keine Vektorraumtopologie auf dem zu-
grundeliegenden Vektorraum stetig ist. Wir verweisen z. B. auf [5].
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Um diesem Nachteil zu entgehen, arbeiten wir statt in der Kategorie
der topologischen Vektorrdume in der grosseren Kategorie der Limes-
vektorrdume im Sinne von H. R. Fischer [2]. Es geniigt sogar, nur die Teil-
kategorie der Marinescu-Rdume [3] zu betrachten, sich also auf solche
Limesvektorrdume zu beschrianken, welche darstellbar sind als induktive
Limites lokalkonvexer Réume. Hier treten die erwihnten Schwierigkeiten
nicht auf: Wir werden zeigen, dass jeder regulire hermitesche Raum
Marinescu-Limitierungen definiert, welche seine Form stetig machen.

Fiir Definition und Eigenschaften der Marinescu-Limitierungen ver-
weisen wir auf [3]. Iis ist dabei ohne Belang, dass wir dort und auch in
[4] nur Marinescu-Rédume tiber dem Korper R der reellen Zahlen unter-
sucht haben. Alle Aussagen iibertragen sich, wenn man R durch den
Kérper € der komplexen Zahlen ersetzt.

Zum besseren Verstindnis des Folgenden geben wir kurz die Konstruk-
tion einer Marinescu-Limitierung /1, auf dem topologischen Dualraum
E’  eines separierten lokalkonvexen Raumes (E,z) nach H. H. Keller
[6] wieder. Man vergleiche auch mit [4].

Sei P eine definierende und gerichtete Seminormenfamilie in (£ , 7)
mit Ordnungsrelation » < «. Fiir eine Linearform u auf E gilt u € K/,
genau dann, wenn ein p € P existiert, so dass

ulp = sup{ |[{x,u) | 2 €F, pr) =1} < =
Fiir jedes p € P ist
Er = {uGE;; lul, < o}

ein linearer Teilraum von K/, dem wir durch u — |u!, eine Normtopo-
logie »f aufprigen. Fir p <g¢ ist E? linearer Teilraum von E? .
und die Inklusion ist (x?,x?) -stetig. Schliesslich iiberdecken die E?
den ganzen Raum E/ , so dass auf E/ die Marinescu-Limitierung.
A, = ind x%?
peEP
existiert. Sie ist nach [6] unabhingig von der speziellen Wahl der Semi-
normenfamilie P . Wirnennen (E., A) bzw. .1 dualzu (E , ) bzw. 7.

Fir die folgende Aussage vergleiche man mit [3]. [4]. [6]:

Lemma 1. Fiir jeden separierten lokalkonvexen Raum (E ,z) mit
dualem Marinescu-Raum (B, A)) gilt:

(1) A, st die grobste unter allen Marinescu-Limitierungen 5’ auf
E., fir welche das Skalarprodukt <{-,->: ExE. —K (1xy , 1x)-
stetig ist.

(2) @ st die grobste unter allen Marinescu-Limitierungen y auf E .
far welche das Skalarprodukt < ,->: EXE —K (yxX A, 1y)-stetig
ust.
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(3) Fir normierbares m ist A, die starke Normtopologie B(E' , E) .
Ist 7 mnicht normierbar, so ist A, keine Topologie und ldisst auch keine
feinere Vektorraumtopologie auf E' zu.

Ist E wieder der konjugierte Vektorraum eines reguliren hermiteschen
Raumes (E, @), so gilt E c E fiir jede ®@-Topologie # von E . Man
hat Gleichheit nur im Falle 7 < (K , E) . Derzu (E , n) duale Marinescu-
Raum (¥, A,) induziert vermoge der kanonischen Abbildung E — K/,
auf K eine Marinescu-Limitierung, die wir wieder mit /_ bezeichnen
wollen. Wir nennen sie die zu x duale Marinescu-Limitierung von E .
Analog haben wir auch eine zu =z duale Marinescu-Limitierung von £ ;
fiir diese Marinescu-Limitierungen wird der konjugierte Isomorphismus
E <« E abermals ein Homéomorphismus. Unter Anwendung der Resul-
tate aus [3] und [4] erhalten wir aus Lemma 1:

Satz 2. Sev A, die zu einer D-Topologie 7 des reguliren hermiteschen
Raumes (K, D) duale Marinescu-Limitierung von E . Dann gilt:

(1)  Unter allen Marinescu-Limitierungen y wvon E , fir die @
(wX g, tg) -stetig st (bzw. (y X A, tg) -stetig ist), ist A, (bzw. ist
7 im Falle n < v(E, E)) die grobste.

(2) A, st eine normierbare Topologie, wenn = mnormierbar ist.

(3) Ist iberdies m = v(E, E) und =z nicht normierbar, so ist A,
keine Topologie und ldsst auch keine feinere Vektorraumtopologie auf E zu.

Aus [3] und [6] erhalten wir die folgenden beiden Aussagen:

Lemma 2. FEs sein A, und A, die dualen Marinescu-Limitierungen
der @-Topologien m und o desreguldren hermiteschen Rawmes (E , @) . Aus
7w = w folgt stets A, < A .

Lemma 3. Es sei A, die duale Marinescu-Limitierung auf E zu
einer D-Topologie 7 des reguldren hermiteschen Raumes (B , ®). Aus
7 < (B, E) folgt stets B(E, E) = A, .

Insbesondere ist also

o(H, E) = (¥, E) = B, E-) = A,(E,E) = */16(E,E))

wobei jetzt alle Marinescu-Limitierungen als solche auf E verstanden
werden. Aus B(E,E) = A5 folgt nach Satz 2 noch (£, E) <
Aygs , was wir spiter verwenden wollen. Zunéchst erhalten wir:

Satz 3. [Fir jeden reguldiren hermiteschen Raum (K, @) gilt: Die
hermitesche Form @ st stetig fir jede zu einer @-Topologie = < v(E , E)
duale Marinescu-Limitierung A, von E .

Ausserdem bekommen wir ein weiteres Kriterium fiir die »topologische
Stetigkeit« nichtausgearteter hermitescher Formen:

Satz 4. Sei (E, D) ein regulirer hermitescher Raum. Die Form @&
ist genaw dann stetig fir eine @-Topologie m von E , wenn diese der Be-
dingung A, =z geniigt.
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Jede solche Topologie geniigt ferner der Bedingung <(& , E)
Wir wollen versuchen, eine bessere Schranke zu finden.

Lemma 4. Jede normierbare @-Topologie w auf einem reguldren hermi-
teschen Rauwm (E , ®) ist feiner als die zur starken Topologie B(E , E)
duale Marinescu-Limitierung Aygg von .

Beweis. Auf dem topologischen Dualraum E/ von (E,n) ist die
duale Marinescu-Limitierung /_ gerade die starke Topologie B(E’ , E) .
Weil x eine ®-Topologie ist, ist K ein Teilraum von E/ . Man zeigt,
dass die Inklusion E — E’ stetig ist fiir die respektiven starken Topologien,
so dass man auf E die Beziehung A, < B(E , E) hat. Nach Satz 2 folgt
Ay =7

Korollar 1. Sei die Form @ des reguldren hermiteschen Raumes (I , D)
stetig fiir die Vektorraumtopologiec m wvon E . Dann ist m feiner als die
zur starken Topologie B(E , E) duale Marinescu-Limitierung Ay 5
von K.

Ist P eine gerichtete definierende Seminormenfamilie in (E , B(E , E)) ,

IA

.

so schreiben wir mit f: = B(E , E) wie vorher
(%) (B}, Ay) : = ind (B}, «)
peEP

fiir den dualen Marinescu-Raum. Fiir P wihlen wir etwa die durch die
o(E , E) -beschrinkten Teilmengen M von E bestimmte Familie von
Seminormen

Py & —sup |D(x, M)|
auf E, wobei wir
(D@, M)| := {|DP@,y)|| yE€M}

setzen. Eine Teilmenge M von E ist genau dann o(E , E) -beschrinkt,
wenn |@(x, M)| fiir jedes x € E beschrankt ist.
Auf E erhalten wir aus (*) in natiirlicher Weise eine Marinescu-Struktur:
(B, A;) = ind (EP,%P).
pEP
Fir p=py €P, M eine o(E, E)-beschrinkte Teilmenge von E,
ist EP dabei der Raum aller € £ mit

sup { |P(x,y)| | y€E, sup [Py, M) =1} < oo,

und »? ist die von »f auf EP indizierte Normtopologie. Nach [6] aber
lisst A, genau dann keine feinere Vektorraumtopologie auf £ zu, wenn
E &+ Er fiir jedes p € P gilt. Damit erhalten wir:

Korollar 2. Gibt es zu jeder o(E , E) -beschrinkten Teilmenge M des
reguliren hermiteschen Rawmes (E , ®) einen Vektor xy € E, so dass
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{|P@y,y)| y€E, sup |D(y, M) =1}

unbeschrinkt ist, so ist D fur keine Vektorrawmtopologie von E stetig.

Wir wissen allerdings nicht, ob @ immer stetig ist fiir die Marinescu-
Limitierung Ay . Wenn dies aber der Fall ist und noch B(#, B) <
Ay gilt, so ist jede allfillig vorhandene Vektorraumtopologie von
E , welche @ stetig macht, sogar feiner als die starke Topologie B(E , E) .

Die grobste unter allen Marinescu-Limitierungen von E, von denen
wir mit Sicherheit sagen konnen, dass sie @ stetig machen, ist die zur
Mackey-Topologie (K , E) duale Marinescu-Limitierung A gE von
B . Diese Limitierung ist noch in anderer Weise ausgezeichnet, was in
den néchsten beiden Aussagen deutlich werden soll.

Unter einer unitdren Transformation des hermiteschen Raumes (£ , @)
verstehen wir einen Automorphismus « von E, welcher fiir jedes
(x,y) € EXE der Bedingung

D(u(@), u(y) = P ,y)
geniigt. Unter der Komposition von Abbildungen ist die Menge “U(E , )
aller unitiren Transformationen von (£, @) eine Gruppe und heisst die
unitdre Gruppe von (E , @). Wir werden in einer spiteren Arbeit ausfiihr-
licher darauf zurtickkommen. Hier beweisen wir nur:

Satz 5. [Fir jeden reguliren hermiteschen Raum (E , @) ist die unitdire
Gruppe U(E , @) Untergruppe der Gruppe aller bistetigen Automorphismen
des Marinescu-Raumes (B, A, gp). Dabei ist A g5 die zur Mackey-
Topologie =(E , E) duale Marinescu-Limitierung von E .

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Jedes u € “U(E , @) ist stetig fiir A, 5.5
Ist u € UE , D), so ist fiir jedes feste x = u(z) € E und jedes y € B :

D ouly) = Puly), uz) = D.(y) .

Dabei bezeichnen wir mit @, ,... die partielle Abbildung £ —- K von
@ bei fester zweiter Komponente x , .... Es folgt die (o(¥ , E) , o(E , E)) -
Stetigkeit von « und damit die Existenz und die (o(% , E), o(& , E)) -
Stetigkeit einer Transponierten ‘w: E — E. Nach [7] ist ‘w auch
(7(E , E), v(E , B)) -stetig. Nach [4] folgt daraus durch nochmaliges
Transponieren die (4,55 , 4,455) -Stetigkeit von w.

Die schwichste Topologie eines reguldren hermiteschen Raumes
(B, D),fiir welche @ stetig sein kann, ist die Mackey-Topologie (% , E) .
Wir zeigen:

Satz 6. Fiir die Mackey-Topologie v(E , E) des reguliren hermiteschen
Raumes (B, @) sind folgende Aussagen dquivalent:

i) @ st (v(E,E) x ©(E,E), 1) -stetig.

(i) (B, (B, E)) ist ein reflexiver Banachraum.

(ii) (B, (&, E)) ist ein reflexiver Fréchetraum.
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Beweis. Ist (i) erfillt, so ist (B,E) = BE,B) = Agp -
Normierbarkeit haben wir wegen Satz 2, so dass (£ , (& , E)) ein reflexi-
ver Banachraum ist. Die Aussage (ii) impliziert sowieso (iii), und (iii)
liefert (i), weil die getrennte Stetigkeit von hermiteschen (bzw. bilinearen)
Formen auf Fréchetraumen nach [7] die Stetigkeit nach sich zieht.

Einen anderen Beweis fiir »(i) = (ii)« findet man fir K = R in [5],
wo regulidre hermitesche Rédume, fiir welche eine (und damit jede) der
Bedingungen von Satz 6 erfiillt ist, pseudounitire Rdume heissen.

2. Differenzen von Hilbertriumen

In [9] wird auf einem hermiteschen Raum (£ , @) die (translations-
invariante) Nevanlinna-Topologie t5(®) durch Vorgabe der Nullumge-
bungen :

Uy :i={z€B| |O@, 1) <eVt€MU{a}}
betrachtet. Dabei durchlaufen ¢ die positiven reellen Zahlen und M die
endlichen Teilmengen von E . Die Skalarmultiplikation in E ist stetig
fiir diese Topologie, hingegen braucht die Addition nicht notwendig stetig
zu sein. Also ist 7y(®P) nicht immer eine Vektorraumtopologie. Sie ist
jedoch die grébste unter allen Topologien von K, fiir welche @ getrennt
stetig und die zugehorige quadratische Form stetig ist.

Satz 7. Die Nevanlinna-Topologie 7T5(D) des hermiteschen Rauwmes
(B, @) ist genaw dann separiert, wenn (E , @) reguldr ist.

Beweis. Wenn 7,(®) separiert ist, so ist

{0} =N Us,]VI = N(D),
&M
also @ nichtausgeartet. Ist umgekehrt (£, @) regular, so ist die sepa-
rierte Topologie o(E , F) die grobste Topologie von E, welche @ ge-
trennt stetig macht. Die Topologie 7y(®) ist feiner als o(E, E), also
separiert.

G. Wittstock beweist in [9], dass die Nevanlinna-Topologie 75(D)
von (E, ®) genau dann eine Vektorraumtopologie ist, wenn eine der bei-
den Formen -+@ quasipositiv ist. In diesem Fall ist 7,(®) sogar lokal-
konvex und wird nur von einer Seminorm erzeugt. Ausserdem ist @
stetig fiir 7,(®). Dabei heisst eine hermitesche Form @ auf einem
Vektorraum E quasipositiv, wenn sie sich darstellen ldsst als Differenz
®,— @, zweier positiver hermitescher Formen @;, @, auf E, wobei
der Nullraum N(®,) endliche Kodimension in £ hat. Man kann zeigen
(siehe [9], Beweis zu Satz 13), dass diese Aussage gleichwertig ist mit der
folgenden:
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Es gibt eine kanonische Zerlegung
B,9) = (E+,90) @ (B, —D)

von (E, @) in einen positiven hermiteschen Raum (E+, @+) und einen
positiv definiten hermiteschen Raum (E—, @) mit dim E- < oo . Die
Zerlegung ist orthogonal im iiblichen Sinn.

Damit ist (£~ , &) ein endlichdimensionaler Hilbertraum. Verlangen
wir von dem quasipositiven hermiteschen Raum (£, @) zusitzlich Regu-
laritdt, so wird auch @+ definit, (E+, @*) also ein Skalarproduktraum.
Ist dieser Skalarproduktraum sogar ein Hilbertraum, so ist (E , @) eine
Differenz von Hilbertriumen im Sinne von E. Scheibe [8]. Wir sagen,
eine Differenz von Hilbertriumen (E, ®) = (E+,9") @ (B—, —D)
habe eine endlichdimensionale Komponente, wenn einer der Riume E+
oder E- endlichdimensional ist. Aus dem oben zitierten Resultat und
Satz 7 erhalten wir zunéchst:

Satz 8. Fur einen hermiteschen Raum (K , @) sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) (£, P) oder (E,—®P) ist quasipositiv und regulir.

(it) Die Nevanlinna-Topologie (D) wvon (E, D) ist normierbar.

Hiervon beweisen wir folgende Verschirfung:

Satz 9. Fir einen hermiteschen Raum (E , @) sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) (E,P) st eine Differenz von Hilbertriumen mit einer endlich-
dimensionen Komponente.

(i) Die Nevanlinna-Topologie v (®) wvon (E, D) ist eine reflexive
Bamnachtopologie.

Beweis. Sei (E,®) = (E-,®)@® (E-, —®) eine kanonische
Zerlegung von (£, ®) in Hilbertrdume und o. B.d. A. dim E- < w.
Die sog. Zerlegungsmajorante ¥ : = &+ @ @ von @ (siehe [9]) macht
dann E zu einem Hilbertraum und definiert nach [9], Satz 7, auf E die-
selbe starke und schwache Topologie wie @ . Fiir die von der Norm

x> W(x,x) definierte Hilbertraumtopologie 5 von E gilt dann
n = ©(B,B) = pE,E). Aus der («(E.E)x «(E,E), 1) -Stetig-
keit von @ folgt 75(P) =< (K, E). Aus der (7, (QD) X (D), 1) -
Stetigkeit von @ folgt, dass (D) = 1(E, E) = BE, E) eine re-
flexive Banachtopologie sein muss, siehe Satz 6.

Ist umgekehrt 7,(®) eine reflexive Banachtopologie, so sind zunichst
® und —¢@ nichtausgeartet und o.B.d. A. @ quasipositiv. Es sei
(B,®) = (E+,D*) @ (B~, —D") eine kanonische Zerlegung von
(B, ®) in Skalarproduktriume (E*, ®*) mit dim B~ < . Aus [9]
verwenden wir jetzt die Korollare 1 und 2 zu Lemma 8 sowie Satz 14.
Aus Korollar 1 folgt 74(®) = B(E, E). Aus Korollar 2 und Satz 14
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folgt 14(®P) =1 . Also ist (£, ¥) ein Hilbertraum und damit (£, @)
eine Differenz von Hilbertrdumen mit einer endlichdimensionalen Kom-
ponente.

In diesem Fall ist 7,(@) sogar die einzige Fréchettopologie auf K .
welche @ stetig macht. Jede derartige Fréchettopologie miisste ndmlich
feiner sein als die Nevanlinna-Topologie 7,(®). dieser also gleich, weil
auf einem Vektorraum nach einem bekannten Satz niemals zwei verschie-
dene vergleichbare Fréchettopologien existieren kénnen. Vergleiche hierzu

[7] und [8].

Universitat Zirich
Schweiz
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