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0. Einleitung

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die n'rage nach der
Existenz yon Vektorraumtopolog'i,en ur,d Velctorraumli,mitierungen l2l aluf
einem (reellen oder komplexen) \rektorraum') E , die eine gegebene

nichtausgeartete hermitesche Form O aaf E stetig machen. Dass es

nicht, notwendig eine solche Vektorraumtopologie geben muss, ist bekannt.
Ein Gegenbeispiel findet man etwa in [5]. Aus den Resultaten von l9l
kann man jedoch leicht ein einfaches Kriterium fiir die Existenz von
Vektorraumtopologien der gesuchten Art ableiten. Man zeigt, dass zu
jeder derartigen Vektorraumtopologie sogar eine gröbere normierbare
existiert, welche dasselbe leistet. In jedem X'all ist es aber möglich,
Mar'inescu-L'i,m'itierungen [3] auf E anzugeben, fiir welche @ stetig ist. Aus-
serdem ist es mit Hilfe einer gewissen Ularinescu-Limitierung von .E mög-
lich zu sagen, wann die hermitesche Form @ fiir keine Vektorraumtopo-
logie von .E stetig sein kann. Die entsprechenden Aussagen finden sich
im ersten Abschnitt dieser Arbeit.

Im zweiten Abschnitt untersuchen wir unter Benutzung der Resultate
von G. Wittstock [9] die Neaa,nlinna-Topologi,e t*(@) von @ a'af E .

Die Forderung, da,ss @ nichtausgeartet sein soll, bringt eine entsprechende
Verschärfung der bekannten Aussagen. Insbesondere können wir eine
gewisse Klasse von Differenzen aon Hilbertraumen l8) durch Bigenschaften
der zugehörigen Nevanlinna-Topologien charakterisieren.

1. Hermitesche Formen unrl Limitierungen

Mit K bezeichnen wir immer einen der Körper n (reelle Zahlen)
oder C (komplexe Zahlen). Es sei z. die natiirliche Topologie von K.
Die durch c r--> ö definierte Abbildung von K in K bedeute im Falle
K : R die ldentität, im Falle K: C den Ubergang zum Konjugiert-
Komplexen. Fiir einen Vektorraum E iiber K (kurz K-Vektorraum
oder auch nur Vektorraum) erhält man den nt E konjugi,erten K-Vektor-
ra,urn E , in dem man auf der Menge E die Skalarmultiplikation des

') Wir verzichten häufig auf eino explizite Angabe des zugrundeliegenden Skalar-
körpers.
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Vektorraumes .U abändert in (c , r) r-> ö r :und die Addition unverändert
iibernimmt. Die Vektorräume .U und .E sind in natiirlicher Weise kon-

jugiert isomorph, und es ist E : E .

Eine herm'itesche ?orm auf einem Vektorrarrm E ist eine Abbildung

@: EXE-->K

mit folgenden Eigenschaften: @ ist linear im ersten Argument, und es

gilt (D(r,y) : @(Y ,x) fiir alle (r,y) e ExE. Durch Q@) : -
(D(r, x) fiir jedes r e E beshimmt @ eine quad,ratischeEorm Q : E -> K .

Es sind Q und @ verkniipft durch die Polarisat'ionsformeln (Y (r , y)
e ExE):

(D(* ,y) (Q@*y) Q@-y)) im Falle K - R ,

14
@(* ,y) - ZZrr" 8@ * i" U)

Eine hermitesche X'orm auf .E wird also durch ihre Werte auf der Diago-
nalen von ExE bereits festgelegt. Sie ist zudem genau dann stetig
fiir eine Vektorraumtopologie vor' E, 'tvenn die zugehörige quadratische
Form stetig ist fiir diese Topologie.

Eine hermitesche Form O auf E und ihre quadratische Form A
heissen n'ichtausgeartet, wenrr der l{ullraum,

X(@) :: {neEl @(r,U):0 YyeE}
der triviale Raum {0} ist. Sie heissen positi,a, wenn Q@) } 0 fiir jedes

r e E gilt, wd ltosi,ti,u d,efini,t, wenn sie positiv und nichtausgeartet, sind.
IIin ltermitescher Raum ist in dieser Arbeit immer ein Paar (E , @)

bestehend aus einem Vektorraum -E und einer hermiteschen Forrn @

a;crf E. Ein hermitescher Raum heisst regukir, wenn seine hermitesche
Form nichtausgeartet, ist.

Seien (E , @) ein hermitescher Raum und -E der zu E koniugierte
Yektorraum. Dann induziert O in natiirlicher \feise eine Bilinearform

ExE -- K

Diese ist dann und nur dann nichtausgeartet, s'enn (E , @) regulär ist.
In diesem Falle bilden ,E und -E ein duales Paar @ , E) von Yektor-
räumen iiber K; wie iiblich identifizieren rrir E mit, einem linearen

Teilraum des algebraischen Dualraum -Ex von .U und fassen @ auf als

Restriktion der kanonischen Bilinearform (»Skalarprodukt»)

I:
+

imFalle K -C

6,

(' ,'> i ExEs -->K
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auf E x E . Die genannten Identifikationen v'erden im folgenden Text
(bei festem O ) immer stillschweigend vorgenommen.

Ein regulär hermitescher Raum (E , @) liefert also Anlass zur Ein-
fiihrung lokalkonvexer separierter Topologien auf E bzw. dem zu E
konjugierten Vektorratm E, welche in natiirlicher Weise mit Hilfe des

dualen Paares @ , E) gewonnen werden können, siehe [7]. Wie iiblich
bezeichnen wir mit o(E , E) , r(E , E) , P(E , E) (bzw. olE , E1 ,

/E , E) , P@, ,E) ) die schwache, die Ma,ckeysche wd die starke Topologi,e

von E (bzw. von E) bezuglich der Dualftär (8, -E; . Es ist klar, dass

d.er konjugierfu fsomorphismus E <--+ E ein Homöomorphismus ist fiir
die respektiven schwachen, Mackeyschen und starken Topologien von E und
E . »ie schwache Topologie o(E , E) ist die gröbste unter allen Topolo-
gien von E , fidrr welche @ getrennt stetig ist. Insbesondere ist daher
jede (allfällig vorhandene) Vektorraumtopologie von .U, welche @ stetig
macht, feiner als o(E , E) und daher separiert. fm Folgenden nennen
wir @-Toytolog'i,e von E jede lokalkonvexe Topologie von E , welche
feiner ist als o(E , E) .

Nachfolgender Satz gibt ein erstes einfaches Kriterium fiir die Existenz
von Vektorraumtopologien auf einem hermiteschen Raum (E , @) , fidrr

welche @ stetig ist. In anderer Formulierung findet man diese Aussage

in [9, Satz l]:
Satz 1. Auf ei,nern, hermiteschen Raum (E , O) eri,st'iert genau dann e'ine

Vektorraumtogtolog'ie, welche @ stetig macht,'wenn es eine Senti,norm p auf
E gi,bt, so ilass far alle (* ,y) e ExE gil,t:

l@@,v)l < p(r)p(v).

Ist d,i,e Ungleichung far eine Semi,norm p aon E erfullt, so ist @ stetig

far die d,urch {p} erzeugte lokalkonaere Topologie uon E .

Wir können also die Suche nach Vektorraumtopologien auf einem
Vektorraum E , welche eine gegebene hermitesche Form aluf E stetig
machen, von vornherein auf diejenigen lokalkonvexen Topologien von
,E beschränken, welche von nur einer Seminorm von E eruetgt werden.

Korollar 1. Gibt es auf d,em regulciren hermi,teschen Raum (E , @) eine

Vektorraumtogtolog'i,e, welche @ steti'g macht, so besi,tzt E auch e'ine gröbere

normi erbar e T opologi,e mi,t d,er s el,b en E ig enschaft.

Korollar 2. Besi,tzt d,er regulcire hermitesche Rcr,um (E , @) eine Yelctor-

raumtopologi,e, welche @ stet'i,g macht, so ist diese fei,ner al,s die Maclcey-

Togtologi,e /E , E) .

Die in Satz I angegebene Bedingung ist nicht automatisch fiir jede

hermitesche X'orm auf einem Vektorraum erfiillt. Es gibt reguläre hermi-
tesche Räume, deren Form fiir keine Vektorraumtopologie auf dem zu-
grundeliegenden Vektorr&um stetig ist. Wir verweisen z. B. auf [5].



Ann. Acad. Sci. Fennicre A. I. 44r

Um diesem l{achteil zu entgehen, arbeiten wir statt in der Kategorie
der topologischen \rektorräume in der grösseren Kategorie der Limes-
aektorrtiume im Sinne von H. R. X'ischer l2]. Es geniigt sog&r, nur die Teil-
kategorie der Marinescu-Rciume [3) nt betrachten, sich a]so auf solche
Limesvektorräume zu beschränken, welche darstellbar sind als induktive
Limites lokalkonvexer Räume. Hier treten die erwähnten Schwierigkeiten
nicht, aut': Wir werden zeigen, dass jeder reguläre hermitesche Raum
Marinescu-Limitierungen definiert,, welche seine Form stetig rnachen.

X'iir Definition und Eigenschaften der Marinescu-Limitierungen ver-
weisen wir auf [3]. Es ist dabei ohne Belang, dass wir dort und auch in
[4] nur Marinescu-Räume iiber dem Körper R der reellen Zahlen unter-
sucht haben. Alle Aussagen iibertragen sich, wenn man R durch den
Körper C der konrplexen Za}r,len ersetzt.

Zum besseren Verständnis des X'olgenden geben wir kurz die Konstruk-
tion einer Marinescu-Limitierung l- auf dem topologischen Dualraum
E'- eines separierten lokalkonvexen Raumes (E , n) nach H. H. Keller
[6] wieder. Man vergleiche auch mit [a].

Sei P eine definierende und gerichtete Seminormenfamilie in (E , r)
mit Ordnungsrelation » («. Fiir eine Linearform u attf E gill ue E'-
genau dann, w'enn eir, p € P existiert, so dass

lulo:: sup{i(*,u)l lre E,p(r)<1}< cc.

n'iir jedes p€P ist

EP_ :: {ue E*l lrl, < * }

ein linearer Teilraum von E'-, dem wir durch ur->lulo eineNormtopo-
logie x! aufprägen. tr'iir p 

= 
S ist EI linearer Teilraum von E.r, ,

und die Inklusion ist (rr, , ,\) -stetig. Schliesslich iiberdecken die E!
den ganzen Raum E', , so dass auf E'- die Marinescu-Limitierung.

A-:: indxl
p€P

existiert. Sie ist nach [6] unabhängig .i,on der speziellen \Yahl der Semi-
normenfamilie P. 'Wirnennen (8,,A-)bztr. .7- dualza (E,t)bzw. n.

X'iir die folgende Aussage vergleiche man rnit [3]. [r]. [6]:
Lemma 1. Far jed,en separierten lokalkonaeren Rqum (E , r) mit

d,ual,em Marinesou-Raum (E:, A,) gi,lt:
(1) A- i,st il,ie gröbste unter allen Marinescu-Limitierungen X,' auf

E: , fur welche d,as BkalarTtrod,ukt (. , .) , E xE'- ---> K (:tx 7' , t*) -

stetig ist.
(2) n i,st die gröbste unter allen Mari,nescu-Limitierungen N, aqf E ,

fu, welche d,as Slcalarproilukt (.,.) , DxE---->K (y"xA-, ro)-steti,g
ist.
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(3) Xiir normierbares n ist A, d,i,e starke l{orrntogtologie B(8,, E) .

Ist xt n'icht normierbar, so ist An lrci,ne Topologie und, kisst auch lcei,ne

feinere Velctorraumtopologie auf E- zu.
Ist -E wieder der konjugierte Vektorraum eines regulären hermiteschen

Raumes (E , O), so gilt E c D, fiir jede @-Topologie n -vor. E . Marr
hat Gleichheit nur im Falle n < /E , E1 . Der zu (8, z) duale Marinescu-
Raum (E:, A*) induziert, vermöge der kanonischen Abbildwry E ---> D'-
alu:f E eine Marinescu-Limitierung, die wir wieder mit A- bezeichnen
wollen. \4/ir nennen sie d,ie zu n d,uale Mari,nescu-Limitierung uon E .

Analog haben wir auch eine zu z duale Marinescu-Limitierung von E ;

fiir diese }larinescu-Limitierungen wird der konjugierte Isomorphismus
E <-+ E abermals ein Homöomorphismus. Unter Anwendung der Resu}-
tate aus [3] und [4] erhalten wir aus Lemma I:

Satz 2. Sei, A, d,ie zu einer (D-?optologie n d,es regukiren herm'i,teschen
Raumes (E , @) d,uale Mar,inescu-Limitierung uon E . Dann gilt:

(l) Unter al,len Mari,nescu-Li,m,i,ti,erungen X, aon E , fiir d,ie @

(nXX , r*) -stetig ist (bzw. (X, x 4,, z*) -stetig ist), i,st A- (bzw. i,st

n im Falle n { t(E , E1 1 dte gröbste.

(2) A- ist eine normierbare Topolog,ie, wenn n norru,ierbari,st.
(3) Ist ilberd,ies n { t(E , E) und, n nicht normierbar, so ,i,st A-

Iceine Topologie und, kisst auch keine fei,nere Vektorraumtopologie auf E zu.
Aus [3] und [6] erhalten wir die folgenden beiden Aussagen:
Lemma 2. Es sei,n A- und, A. die d,ualen Marinescu-L'i,m,,itierungen

der @-Topologien n unil, a desregul,rirenherm,iteschenRaumes (E , @). Aus
n ! a folgt stets A", < A, .

Lemma 3. Es sei, A, d,ie d,uale Mari,nescu-Lim,i,tierung auf E zu
ei,ner @-To7tol,ogi,e lv d,es regukiren herm,iteschen Raumes (E , O) . Aus
n ! r(E , E1 Tolgt stets B(E , E) 

= 
t1., .

Insbesondere ist also

o(E,E) ! r(8,81 < §@,8) { .4,1e,Et I /"rl-.r,t,

wobei jetzt alle Marinescu-Limitierungen als solche auf E verstanden
werden. Aus P@ , E) { A,p,E1 folgt nach Satz 2 noeh r(E , E) {
AB@,h, was wir später verwenden wollen. Zunächst erhalten wir:

Satz 3. Iur jeden regulciren hermiteschen Raum (D , O) gi,lt: Die
herm,itesche Form @ i,st steti,g fur jede zu e,iner @-Topologi,e n { t(E , E)
iluale lVlari,nescu-Lim,iti,erung A- aon E .

Ausserdem bekommen wir ein rveiteres Kriterium fiir die »topologische
Stetigkeit« nichtausgearteter hermitescher Formen:

Satz 4. Sei (E , @) ei,n regulcirer herm,i,tescher Raum. D,i,e Form O
'ist genau dann steti,g fur ei,ne @-Topologi,e n aon E , wenn diese d,er Be-
d,i,ngung A- 1n geniigt.
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Jede solche Topologie geniigt ferner der Bedingung /E , E) { n .

Wir wollen versuchen, eine bessere Schranke zu finden.
Lemma 4. Jed,e norm'i,erbare @-Togtologi,e n auf e'i,nem reguld,ren hermi-

teschen Raum (E , @) i,st fei,ner als d,ie zur starken Topologi,e P@ , E)
iluale lVlari,nescu-Limi,tierung AB@,h aon E .

Beweis. Auf dem topologischen Dualraum E: von (t,n) ist die

duale Marinescu-Limitierung A- gerade die starke Topologie P(E: , E) .

Weil n eine @-Topologie ist, ist E ein Teilraum von Dn. Man zeigt,
dass die Inklusion E ---> E, stetig ist fiir die respektiven starken Topologien,
so dass man auf E die Beziehung A,= P(E , E1 hat. Nach Satz 2 folgt
App.Ey { n.

Korollar 1. Sei ili,e Torm @ d,es regukiren hermi,teschen Raumes (E , O)

steti,g far di,e Vektorraumtopol,og'i,e n aon E . Dann 'i,st n fei,ner als d,ie

zur starken Topologie P@ , E) d,uale l)[ari,nescu-Li,miti,erung App,r\
aon E.

Ist P eine gerichtete definierende Seminormenfamilie in (,8 , B(D , E)) ,

so schreiben wir mit § , : fr(E , E7 wie vorher

(*) (E;, AB) : __ 
lt* @F, , *1,)

fiir den dualen Marinescu-Raum. Fiir P wählen wir etwa die durch die

o(E , fr) -beschränkten Teilmengen M von t bestimmte Familie von
Seminormen

gm i n r-+ sup l@(r , M)l

alulf E, wobei wir

l(D(x, M)l : : { I @@,y)ll u e a }

setzen. Eine Teilmenge M von E ist genau dann o(-8, .E) -beschränkt',
'wenn l@(r , M)l fnr jedes r e E beschränkt ist.

Auf E erhalten wir aus (x) in natiirlicher Weise eine Marinescu-Struktur:

(E , t§) : 
:tg 

(EP , xo) .

Fiir p:p* e P, M eine o(E,E) -beschränkte Teilmenge von D,
ist -UP dabei der Raum aller r e E mit

sup{l@@,y)llAe-8, supl<D(y,M)l <l} < co,

lumd. xp ist die von xfr a:uf Ep indizierte Normtopologie. Nach [6] aber

lässt 21, genau dann keine feinere Vektorraumtopologie atfi E zu, wenn
E + Ep fiir jedes p e P gilt. Damit erhalten wir;

Korollar 2. Gi,bt es zu jed,er o(E , E) -beschrrinkten Teilmenge M d,es

regul,riren hermi,teschem Raumes (E , @) e'i,nen Yektor rxa € D , so d,uss
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{lth(r*,il|]] a €.8, sup @(y,M)l < 1}

unbeschrd,nkt 'i,st, so i,st @ fti;r kei,ne Vektomaumtopoktgie uon E steti,g.

Wir wissen allerdings nicht, ob @ immer stetig ist fiir die Marinescu-
Limitierung Ap@,q. Wenn dies aber der Fall ist und rrocln p(E , E1 <
ABru,h gilt, so ist jede allfällig vorhandene Vektorraumtopologie von
"E , welche @ stetig macht, sogar feiner als die starke Topologie P@ , E) .

Die gröbste unter allen Marinescu-Limitierungert vorr E , von denen
wir mit Sicherheit sagen können, dass sie @ stetig machen, ist die zur
Mackey-Topologie /E , E) duale Marinescu-Limitierung A,p,E1 von
E . Diese Limitierung ist noch in anderer Weise ausgezeichnet, was in
den nächsten beiden Aussagen deutlich werden soll.

Unter einer uni,td,ren Transformati,on des hermiteschen Raumes (E , @)

verstehen wir einen Automorphismus ,u, von E , welcher ftir jedes

@,y) e ExE der Bedingung

@(u(r),u(y)\ : @(r,y)
geniigt. Unter der Komposition von Abbildungen ist die Menge 'LI(E , @)

aller unitären Transformationen von (E , O) eine Gruppe und heisst die
un'itd,re Gruppe von (,E, @). Wir werden in einer späteren Arbeit ausfiihr-
licher darauf zuriickkommen. Hier beweisen wir nur:

Satz 5. Iu,r jed,en regul,ciren hermiteschen Raum (E , @) i,st d,ie un'i,td,re

Grrytpe 1l(E , O) Untergruppe iler Grupgte aller bi,steti,gen Automorgthisnten
d,es Mari,nescu-Raumes (E , A,p,E1) . Dubei i,st A,p,E1 d,,ie zur Mackey-
Togtologie z(E , E) iluale Mari,nescu-L,i,miti,erung aon E .

Bewe,is. Es geniigt zuzeigen: Jedes z e1l@, @) ist stetig fiir A,p,E1.
Tsb ue'LL(E,@), soistfiir jedesfeste n:u(z) €.8 und jedes ye E:

@, " u(y) : @(u(y), u(z)) : @,(y) .

Dabei bezeichnen wir mit @,,... die partielle Abbildung E -+K von
@ bei festerzweiterKomponente r , ... . Es folgt die (o@ , E) , o1E , E)1 -
Stetigkeit von u :und damit die Existenz und die (o(E , E1 , o1E ,811 -
Stetigkeit einer Transponierten 'u: E --.> E . Nach [7] ist ',u, auch

k(E , E) , r(E ,,O)) -stetig. I{ach t1l folgt d.araus durch nochmaliges
Transponieren die (A,p.El , A,p,Ey) -Stetigkeit .r,on u .

Die schwächste Topologie eines regulären hermiteschen Raumes
(D , @), fiir welche @ stetig sein kann, ist die }Iacke},-Tspologie /E , E) .

Wir zeigen:

Satz 6. lilr di,e Macltey-Topologi,e r(E , E1 des regulciren herm,i,teschen

Raumes (8, @) sind, folgend,e Aussagen riquiualent:
(i) @ i,st ft@ , E) x {E , E) , ,*) -stetig.
(ii) (E , r(E , 811 ist ei,n refleri,aer Bana,chraum.
(iii) (E , z(E , 811 ist ei,n refler,i,aer Frdchetraum.
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Bewe'is. Ist (i) erfiillt, so ist r(E , E) : P(E , E) : A4o,g.
Normierbarkeit haben wir wegen Salz 2, so dass (E ,t(E ,811 ein reflexi-
ver Banachraum ist. Die Aussage (ii) impliziert sowieso (iii), und (iii)
liefert, (i), weil die getrennte Stetigkeit von hermiteschen (bzw. bilinearen)
Formen auf X'rdcheträumen nach [7] die Stetigkeit nach sich zieht.

Einen and.eren Beweis fiir »(i) + (ii)« findet man fiir K: R in [5],
wo reguläre hermitesche Räume, fiir welche eine (und damit jede) der
Bedingungen von Satz 6 erfiillt isL, pseud,ounitcire Rciume heissen.

2. Differenzen von Hilberträumen

In [9] wird auf einem hermiteschen Raum (t , O) die (translations-
invariante) Neaanlinna-Topologie t*(@) durch Vorgabe der Nullumge-
bungen

u,yr i : {r€u'l I @@,t)l < u v t e M u{"}}
betrachtet,. Dabei durchlaufen e die positiven reellen Zahlen und ,M die

endlichen Teilmengen von E. Die Skalarmultiplikation in .O ist stetig
fiir diese Topologie, hingegen braucht die Addition nicht notwendig stetig
zu sein. Also ist z*(@) nicht immer eine Vektorraumtopologie. Sie ist
jedoch die gröbste unter allen Topologien vor. E, fiir welche @ getrennt
stetig und die zugehörige quadratische Form stetig ist.

Satz7. D'ie Neaanli,nna-Topologie t*(@) d,es hermi,teschen Raumes

(E , @) ist genau d,ann segtari,ert, wenn (E , @) regulcir ist.
Bewei,s. Wenn zr(@) separiert ist, so ist

{o} : 
"}r,",* 

: 'AI(@) ,

also @ nichtausgeartet. Ist umgekehrt, (E , @) regulär, so ist die sepa-

rierte Topologie o(E , E) die gröbste Topologie von E, 'vrelche @ g"-
trennt stetig macht. Die Topologie zr(@) ist feiner als o(E , E), also

separiert.
G. Wittstock beweist, in [9], dass die Nevanlinna-Topologie rN(@)

von (.8 , @) genau dann eine Vektorraumtopologie ist, rrenn eine der bei-
den X'ormen f @ quasipositiv ist. In diesem Fall ist z1(@) sogar lokal-
konvex und wird nur von einer Seminorm erzeugt. Åusserdem ist O

stetig fiir t*(@) . Dabei heisst eine hermitesche Form @ auf einem

Vektorraum E quasiltosi,ti,a, wenn sie sich darstellen Iässt als Differenz
@r.-@, zweier positiver hermitescher Formen @r, @, aluf E , wobei
der Nullraum ,0[(@r) end]iche Kodimension in E hat. Man kann zeigen
(siehe [9], Beweis zu Sahz l3), dass diese Aussage gleichwertig ist mit, der
folgenden:
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Es gibt, eine kanonische Zerlegung

(E , @) : (E+, @*) @ (E- , _@-)

von (.8 , @) in einen positiven hermiteschen Raum (E+ , O+) und einen
positiv definiten hermiteschen Raum (E- , @-) mit dim Z- < oo . Die
Zerlegung ist, orthogonal im tiblichen Sinn.

Damit ist (Z'-, @*) ein endlichdimensionaler Hilbertraum. Yerlangen
wir von dem quasipositiven hermiteschen Raum @ , A) zusätzlich Regu-
larität, so wird auch @- definit,, (E+ , @+) also ein Skalarproduktraum.
Ist dieser Skalarproduktraum sogar ein Hilbertraum, so ist (E , (D) eine
Differetzz uon Hilbertrciumen im Sinne von E. Scheibe [8]. Wir sagen,
eine Differenz rron Hilberträumen (E , @) : (E+, @*) @ (E- , -@-)
lrabe eine end,lichdimensi,onale Komytonente, lvenn einer der Räume E+
oder E- endlichdimensional ist. Aus dem oben zitierten Resultat und
Satz 7 erhalten wir zunächst:

Satz 8. Fiir e'inen, herm,iteschen Raum, (E , @) si,nd folgend,e Aussagen
ciqu'iaalent:

(i) (E , @) oiler (E , -@) ist quasi,Ttositiu unil regulcir.
(ii) Di,e l{euanl,im,a-Topologie z"(@) uoTL (E , @) ist norm,ierbar.
Hiervon beweisen wir folgende Verschärfung:
Satz 9. Iiir einen hermi,teschen Raum (E , @) si,nd, folgend,e Aussagen

ciquiualent:
(i) (E , @) ist eine Differenz aon Hi,lbertrciumen m,it einer encllich-

dimens'ionen Komltonente.
(ii) Die Neaanlinna-Topologi,e z"(@) non (E , O) ist ei,ne refleri,ue

Banachtopologi,e.
Beweis. Sei (E , @) : (E+, @-) @ (E- , -@-) eine kanonische

Zerlegung 'r,on (E , @) in Hilberträume und o. B. d. A. dim,E- ( oo .

Die sog. Zerlegungsmajorante V : : O+ @ O- von @ (siehe [9]) macht
dann -E zu einem Hilbertraum und defiuiert nach [9], Satz 7,a:uf Z die-
selbe starke und schwache Topologie rrie O . Fiir die von der Norm

r t--> \,/ V(r , r) definierte Hilbertraumtopologie Z von E gilt dann
T : dE,E) : p(E,E). Aus der (r@.8) x {E,E) , ,*) -sterig-
keit von @ folgt z*(@) < r@,8). Aus der (zr(@) X zr(@) , rx)-
Stetigkeit von O folgt, dass r*(@) : r(E , E) : P(E , E) eine re-
flexive Banachtopologie sein muss, siehe Satz 6.

Ist umgekehrt zr(@) eine reflexive Banachtopologie, so sind zunächst
O und -O nichtausgeartet und o. B. d. A. (D quasipositiv. Es sei
(E , @) : (E+, @+) O (E- , -@-) eine kanonische Zerlegung von
(E , @) in Skalarprodukträume (EL , @*) mit dim E- < q. Aus [9]
verwenden wfu jeLzt die Korollare I und 2 zt Lemma 8 sowie Satz 14.
Aus Korollar I folgt zr(@) : P@,8). Aus Korollar 2 und Sabz t4

tl
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folgt t,y(Q>) : t1 . AIso ist (E , Y) ein Hiibertraum und damit (E , @)

eine Differenz von Hilberträumen mit einer endlichdimeusionalen l{om-
ponente.

In diesem Fall ist r*(@) sogar die einzige Frdchettopologie auf .O ,

lelche @ stetig macht. Jede derartige Fr6chettopologie miisste nämlich
feiner sein als die Nevanlinna-Topologie zr(@) , dieser also gleich, v-eil
auf einem Vektorraum nach einem bekannten Satz niemals zu.ei verschie-
dene r.ergleichbare Frdchettopologien existieren können. Vergleiche hierzu

[7] und [8].

Universität Zlirich
Sch'vr,-eiz
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