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(1)

Zur Verallgemeinerung des poissonsehen Satzes

1. Eintiihrung. In der vorliegenden Arbeit, wird der poissonsche
Satz fiir den Fall der Differentialgleichung

(1 + azi)T'w,r+ t?t(n+1)u*::- 0: r-..r *l , n,€}tr,
behandeltl). Diese Differentialgleichung, die sich rrli| n bzw. e:0 auf
die Potentialgleichung fiir die Ebene reduziert, steht in enger Beziehung
zur wellen- bzu,. Potentialgleichung fiir drei Raumdimensionen (vgl. [z]-
[3]). Sie ist invariant gegeniiber Kugeldrehungen im Falle e: f 1 bzw.
Automorphismen des Einheitskreises im Falle e : - I , da mit

(1*e zzlz-A?-
0z 02

der beziiglich der betreffenden Gruppe von Isometrien invariante Beltrami-
operator vorliegt. rn [s] wurden die Lösungen der Differentialgleichung

(1 tuz7)zw,rl)"w:0
fiir den Fall e : - I (umgeschrieben auf die obere Halbebene) im Hinblick
auf Grenzkreisgruppen erster Art untersucht. rn f2l wurde unter anderem
eine Darstellung fiir die in einfach zusammenhängenden Gebieten der
Zahlenkugel ( e : -i-l ) bzw. des Einheitskreises (, : -1 ) definierten
komplexwertigen bzw. reellwertigen Lösungen von (r) ermittelt. Das ver-
halten der Lösungen rron (1) in der Nähe isolierter Singularitäten u,urd.e
in [4] untersucht, in [l] vrrrde eine der Differentialgleichung (l) zugeordnete
n'unktionentheorie entwickelt.

Wrihrend, d,as Di,richlet-Problem fiir den Krei,s z Z I jz im lall,e e : - Iei,nd,euti,g lösbat i,st, trffi di,es belcanntli,ch i,m lalle e: * I im al,lgemei,nen
n'i,cht zu. Es zeigt sich jedoch, dass sich auchf,ii;r e : *I genauere Ergeb-
n'i,sse gewinnen lassen. Es erscheint besonders bemerkenswert, dass unsere
Metlrode i,n beid,en ?cillen, also auch im X'alle e: *l , zu einer Verall-
gemeinerung der Poissonschen x'ormel und damit zur Lösung des Dirichlet-
Problems fiir den Kreis a 2, < Rz fiihrt, wobei im Falle e : * I gewisse

1) Mit N, R bzu" c lrird die Menge der natiiLrlichen, reelen bz.lr,.. komplexen
Za};.len bezeichnet.
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Kreisradien åusgenommen werden, deren Anzahl und Grösse vom Para-

meter rz abhängig ist 2). Hierbei ziehen wir einen allgemeinen Darstel-

lungssatz [2] fiir die komplexwertigen bzw. reellwertigen Lösungen von (1)

heran. Die Ausnahmeradien ergeben sich als Nullstellen gev'isser Polynome.

die explizit angegeben werden; ferner lassen sich in diesen Ausnahmefällen

d.ie möglichen Differenzfunktionen zweier Lösungen des Dirichlet-Problems
explizit angeben. Es wird sodann eine Singularitätenfunktion uncl eine

Grundlösung definiert und ein Verfahren zur Bestimmung d.er Greenschen

x,unktion angegeben. Liegt die singularität in | : 0 , so hat, die Greerrsche

Funktion eine besonders einfache Gestalt,; hier gilt (vgl. 5):

mit

f (z) - z" log 2", C €R

Im allgemeinen Fall ( 6 + 0 ) erhält man die Greensche Funl<tion unter

Yerwendung einer in lzl < R definierten Lösung einer inhomogellell

Eulerschen Differentialgleichung der Ordnung n . Es rl,'ird. sodirun ftir
beide \Verte von e . mit Ausnahme der oben genanrrten Radien im Falle

e : * I , eine verallgemeinerte Poissonsche Formel hergeleitet' und eiD

verallgerneinerter Poissonscher Sat'z ]rerviesen. Untel Verrvenduug eine-"

Satzes iiber d"ie komplexv-ertigen Lösungen von (1) mit gleichem Realteil
wird abschliessend die aus der kla,ssischen Funktionentheorie bekaunte

schwarzsche x'ormel fiir die Darstellung einer in :: < R holornorphen

Fulktion mit Hilfe der Randwerte des Realteils fiir eine entspreschende

Klasse von Lösungen d.er Differentialgleichung (1) verallgemeinert. Dabei

zeigt sich. dass eine solche x'unktion bei, Yorgabe des Imagi,'niirtei.l,s in.

2 n*L geei,gnet gewrik,lten Punkten ei,ntleuti,g bestimmt ist. r'ras fiir n : 0

genau dem klassischen n'a[ entspricht.

2. Grunillegenale Darstellungssätze. Im Hinblick aqf die folgenden

IJntersuchungen v'erd.en zunächst einige der in den Arbeiten [l] bis [a]
gewonnenen Ergebnisse zusa,mmengestellt. Dabei verwendeir lr.ir die

folgenden Differentialoperatore[

,) In [5] r.ir{ unter Verwendung von fntegraldarstellungen [9] tlas T)irichlet-

Problem fiir den Einheitskreis im Falle der Differentialgleichung (I) mit s == -i-1

behandelt. Das hier diskutierte Problem ( R : I ) stellt einen cler Fäl1o dar, in
denen das Randlgertproblem nicht eindeutig lösba;r ist.

Z

-l- cR'-
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{2)

A i ätil, - (1 + €nz,)z ir, t): "": (1 f e zz)'( f,t- ezE)z 
ae) =,

D')u .: Lo ,

-n-kT(3)

mit

(6)

z la:O

ak

a*

ry
e

al- 1{ezZ
uncl

i(s(*)) - (E s)(") , g(z) holomorph.

§atz I. a) Zu jed'er d,n einem einfach zusantmenltringend,em (end,li,chen)

Gebi,et G der R'iemannschen Zahlenltugel, ( e : ll) bzw. d,es Ei,nheitskre'i,ses

( u : -l) d,efi,nierten Lösung uon (1) gibt es dn G holomorphe ?unktionen
h(z) und, f(z) , so d,ass

(4) w : (E h)(z) * (W)@ .

b) Umgelcehrt stellt (1) fur jedes Paar aon i,n G holomorphen ?unkt'ionen
h(z) u,nd, f(z) ei,ne Lösung uon (1) i,n G d,ar. (Vgl. [2].)

§atz II. a) Zu jed,er'i,n einem ei,nfachzusarnmenhringend,en (end,lichen)

Gebi,et G der R'i,emannschen Zahlenkugel bzw. d'es Ei,nhei,tskrei,ses d,efini,erten

reellen Lösung uon (1) gibt es in G holomorphe Xunlcti,onen h(z) , so d,asss)

LU - (E h,)(z) + cj.

1r) []mgekehrt stellt (5) fur Sede i,n G holomorphe Xunkti,on h(z) ei,ne

reellwertige Lösung uon (1") d,ar. (Vgl. tzl.)
Satz III. a) Zwei in ei,nem eirfach zusamru,enhcingend,en (end,li,chen)

Gebi,et G d,er Ri,emannschen Zahlenkugel bzw. iles Einheitslcrei,ses d,efi,ni,erte

Lösungen

Loz :- @ 7r,r)(z)

uon (1) stim,men genau dann in i,hren Realtei,len iiberein, u,enn d,ie Erzeugend'en

hr(z) u,nd, hr(z) d,er Bed,ingung

lur(z)- ltr(z) + P(z)

s1 Dio hier verwondote Schreibweise besagt, dass der zum voraufgehenden kon-
jugiert komplexe Ausdruck addiert werden soll.

(5)
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genufie ti . )

1_-ei
P(=) + (-u)" 2'" P (=-l - 0

131

dx,r'. (\:gl. [1].)
t)) Zu jederi,ru G definderten Lösung

w -- (E hXz)

'ist di,e E'rzeu,gende dtcrch

(--e )"
/t(') = -r - 

'-. I)'i u:' (2 'n)l

(vgl. ttl.)
Satz V. a) Jed,e i,n z 2 { Rz dqfinierte uncl uuJ : : : R2 l:ott-

stante Lösung d,er Differenti'algleichung

(IlzZ)'w,rl n(n*l)zo : 0. l €N''

red,uziert si,ch auf ei,ne Tunltti,on

(8) p : (E h)(z) rui,t h(z) :'2'o,, 
"" 

.

l.:1

b) Falls

t, Au ftn r4-2k

(e) R,,(R) : 
Ä, u,_tl:lt a+ jz1; * : o

eindeuti,g besti,m,mt. (Vgl. tSl.)
SatzIV. a) Jed,e i,n z2{R2<L tlefi,nierte u,rtd «uf z2:-R2

Itonstttnte Lösung der Di,fferentialglei,chung

(l_ 2Z)'w,r-n,(n!1)tc: u, rz€lf ,

reiluziert .sich auf eine Funkti,on

w : (E h)(z) mit h(z) : a 7" .

b) Eine derart best'imntte Lösung i'st damit i,m, gesamten Einkei'tskreis

cle.finiert.
c) Fulls w:C eC auf z2:R2,sofolgt

C
(7) q - '; ,.. i. r

"iå. ( ''',:')(j.) (,1;,,'' '
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far ei,n festes pe{1,2,...,n}, so können d,ie Koffizi,enten a,, ,unil, a,ro_,,

b eli, ebi,g g ewrihlt werilen.
Pal,ls Ru(R) 4 0 fur p, e {1,2, ... , n-L} , so sinr}, d,i,e Koffizi,enten a,"

,u,rlil, arn_, gl,ei,ch Null, zu setzen.

Ealls R"(R) {0 und, w:C e C auf zå,:R2,sogi,lt

C
o^ : nt RÅR).

c) Im,tr'alle.B"(R): A i,stledi,gli,ch w:0 auf z|:Rz mögli,ch.
d) Im ?alle e,i,ner reellwertigen Lösung unterliegen di,e Koffizi,ereten

at,, p: l, ,., ,Zn-l , der zuscitzli,chen Bed'i,ngang

a,, : (-l)+u ar,-,,.
(Vgl. [t].)

Satz VI. Jede i,m Krei,sring

T:{zl 0(p, llz-zol(gz}
definierte uncl ei,ndeuti,ge reellwerti,ge Lösung der Differenti,alglei,chung (1)
lrisst sich i,n T gemass

(I0) w: (Eh)(z)tcj.

mi,t der Erzeugenden

(I1) h(z) : hr(") * §r(z)1og (z*zo)

clarstellen, wobei, hr(z) i,n T holomorph und ei,ndeut.ig ist, urihrend, Sr(z) ei,n
Polynont uom Grade 2 n i,n z bezei,chnet, uelch,es der Becl,i,ngung

(12) Br(z) : (-u) "'",Sr(;)
genii;gt. (Vgl. [+].)

3. Diskussion der eindeutigen Lösbarkeit des Dirichlet-Problems fiir
den Kreis. Wir diskutieren zunächst die lfrage, ob das Dirichlet-
Problem fiir den Kreis

K : {zl zZ <rBr}

im X'alle der Differentialgleichung (f) eincleutig lösbar ist. Liegen zwei
(reellrrertige) Lösungen eu, und w, fidrr d.ieses Problem vor, so stellt

W : Wz-Ut
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eine Lösung von (l) in 1{ dar, die auf dem Rande K verschwindet. Jede
derartige Lösung lässt sich jed.och im X'alle § : - I nach Satz IV durch

y; : (E h)(z) mit h(z) : a, p"

darstellen. Wegen wlK :0 folgt jedoch unter Verwendung von (7)

a: O und damit

w:O bzw. wt:wz.
Das heisst, d.as gestellte Dirichlet-Problem hat fiir e : - I höchstens
eine Lösung.

Im X'alle e: *l lässt sich u):'tDz - ro, nach Satz V gemäss (8)

darstellon. n'als fiir einen gegebenen Radius -B die Grösse R*(R) (vgl.
(9)) ftir ein fesbes p,e{L,2,... ,n) verschwindet, so kann der betreffende
Koeffizient c, beliebig gewählt werden, während

a2n-* : (_l)'"-'4

zu setzen ist; das heisst, es gibt unendlich viele Lösungen

'lD : 7t)z - 'lDt mit 4k : O ,

und das gestellte Dirichlet-Problem ist im X'alle e : + I generell nicht
eindeutig lösbar. Wählt man jedoch einen Kreis r(, so dass fiir den ver-
wendeten Radius .B alle

Ru(R) +o fiir l!p,{n,
so sind in (8) alle Koeffizienten a, gleich Null zu setzen. Damitgiltwiederum

w:0 bzw. 'tDr-'tuz.

Wir fassen die Ergebnisse im folgenden Satz zusammen.

Satz l. Es sei,

K : {zl z2<R,}
und, i,m ?al,le e: *1

4(A) +o fu, t{p{n.
Dann hat d,as Di,richlet-Problem fur di,e Di,fferentialglei,chung (1) und, d,en

Krei,s K höchstens ei,ne Lösung.

4. Singularitätenfunktion und Grunrllösung 4). Wir definieren nun
die ftir den vorliegenden X'all zu verwendende Singularitätenfunktion und
die Grundlösung. Dabei werden hier und im folgenden Formulierungen

4) Wir verwenden hier die bei Hellwig [6] iibliche Bezeichnungsweise.
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gewählt, die sich mit e : n :0 stets auf die klassischen Ergebnisse der
Potentialtheorie reduzieren.

Nach Satz VI lässt sich jede in einem Kreisring eindeutige reellwertige.
Lösung von (t) gemäss (10) darstellen, wobei die Erzeugende den Bedin-
gungen (f 1) und (I2) geniigt. Dariiber hinaus wurde in [a] gezeigt, dass,

sich jede in 0 l lz-zol < q definierte reellwertige Lösung von (l), die
ir z : ao eine isolierte Singularität mit logarithmischem Hauptglied der
asymptotischen Entwicklung besitzt, gemäss (10) mit

(13) h(z) : §r(z) log (z-zo)

und

: 
'fi,("r)G-,el'('-"ov**, 

c eR,

darstellen lässt. Mit Riicksicht auf dieses Ergebnis definieren wir die
Singularitätenfunktion wie folgt:

Definition 1. Di,e fur z + C d,efini,erte Lösung

.)
-o

I(!(14) §r(r) : C
) (1

+
2ozt

-
zo

t
zoe

n

)

(15)
1

s(f ,Z ;, , z) - - 1"{@ h)(r) + cj.}

mit

k-t\",11etz\"(16) h(r) : 6+;?A- log (z-i) : s(6 , C;z) log (z-6)

hei,sst Singulari,tatenfunktion zu ( L ).
Man erhält explizit:

(rz) §: - !*w»abgp-,cr+rr+n

mit

t :- . I //c\ Ah-*S (p-l)! (-r1"-t(r8) rt : - * Z,{ru"-* Z,\ p) ij_,
Dabei stellt (Z'B)(z) eine reellwertige X'unktion dar (vgl. [ ]); der Summand,
7, ist wegen (f 4) an der Stelle z: C differenzierbar.

Im X'alle e - n: 0 reduziert sich der Operator E angewand.t auf
h(z) auf die X'unktion h(z); damit gilt hier:
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(1e)

(20)

(21)

(22)

(fr h,)(z) =:= lt{z) --: log (z-,1') + cj.)
I

{
1n 1-

1
l.:

An
ae ,L

Iog :,2 - Cl,

Bezeiclrnet G ein Normalgebiet, so sind. aluf G bzw. G der Gausssche

Integralsatz und die Greenschen Forrneln an'wend.bar. Es sei ( € G und
@ : @(C , T ; z , ä) eine reeihvertige Funktion mit folgenden Eigenschaften:

l. @ e CL in G.

2. Q Q. Cz it G unrl

3. (1 *ezä)ztb"u-yen(ni-I) O:0 in G.

Definition 2. Di,e f*r z ..; i defitr'ierte Tunkti,on

i'G,e ;r,J) =::.s(;,e ;r,ri+@(e ,E;=,:)
hei,sst Gr'undlösung aon (1) beziigli,elr G .

Es sei u(z ,2) die äussere Normale 'l'on G; u,(z , 2) bezeichne clie

Richtungsableitung der reellt-ertigen trunktion u(z ,2) in Richtutg der
äusserenl(ormalen r,. Dannerhältrnanför Lr,u e Ct fu G uud z ,t e C2

in G uuter Yerr'r'endung der 2. Greenschen Formel

fnL
I

| {u, J't' a Jrr) rl-, :,: [[!/ -== \'
! ,;?1

å'

u ?t 1,.) clt; ,

I

I (it l:, . --
/ ' 'l

:,,
();

wobei ri die äussere Norrna,ie von # auf G; darstellt, r/:'; cliri ztr

gehörend.e Linienelement bezeiclrnet und jedes G; ein NormtrlgebiL't

IJnter \rerg,endung vorr (19) iiew«:isen l'ir nun den folgencleit

Satn 2, G bezeichn'e ci» §oirrnlgebi,et mit

GcÅu:{rizE<r}
fi)r e: -l . Yiir diereelltt'ert'ig1e Eunktion w(z, E) gelte:

l. zo€Cr in G,

2. zt, € C2 'i,tt G ,

3. w sei Lösung aon (1) in G,

4. ieG.
Dann gi,lt:

t
a) -= t

I
a/

ö

u)(€ , {y t», w y,,) ds
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Beweis. Mit 6 enthält G bei geeigneter Wahl von g auch den Kreis

R:: {zl l"-Ci <s}.
y wird fidrr z --+ ( singulär; wir schneiden deshalb l(- aus G aus und
wenden auf G-K. die X'ormel (2f) an. Dann gilt

f
I(23) | (ru Ay - y /w) dr dy

I
c_8.-

beriicksichtigor,

(24)

mit

und.

rf: I (yu,- uy,)ds - I (y,u, - wy,)ds.
.I J
Ö l,-il:c

Dabei bezeichnet y im letzten fntegral die äussere Normale von R,.
Da y und at Lösungen von (l) in G-ff: , gilt

wAy-yAw: O

und damit an Stelle von (23), rryenn wir noch

,,* "LQ/ -o t

r
I (y w, - ?n y,) ds ::- I, * I,
I

e

r
Iz -- I (s it',, - tLi s,) ds .

t''- 
=li: '!

{25) lim4-0.

fm Falle des fntegrals Iz gilt

l'7
I s zu,ds - q I §(f ,E ; C+Q y,f+ A y) w,(C+Q r, e+p u) dp

JJ
l"- jl :q o

und wegen (17)
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(26) lim fr*ds:0.
n'o 

F-y'|:n

n'iir die Richtungsableitung gilt,

,, : ,L 1@_'c) s, | (z-l) s,\
l'-'l

und damit unter Verwendung von (17)

z-tl r I (z§Xz) 
-l

"" 
: :-: l t, 

*((-e'§)(z)). 
tos w-q -;# * (r,*Tt),i + "i'

Setzt man in
n I Z \"-o _r. /r\ / eE \r (n*p)l

(z', §)(z) : 
l__o 

or\, ;;*),):,\;)(fr */ ff-r), (z- o"='r-n

z : C*Q tl , so verschwinden mit g -+ 0 alle Summanden mit Ausnahme

des fiir n*p-k:0 entstehenden Terms' Damit gilt

I

:T("a): - 2n'
und. es folgt

(27) Ii- {- [ * r,r, [ : wG ,E) .i*' \,-,"/:. )

Unter Verwendung von (25) bis (27) erhält man sodarur die Aussage des

Satzes 2.

5. Bestimmung iler Greenschen Funktion. Wir konstruieren nun dio

Greensche X'unktion g ftir den Kreis

R:{zlz2<R2}
und setzen

I
(2s) s(C,Eiz,2): - 4n{(Ef)(z) *"i.}
mit

R h-t\(2s) l@) : §(6 , f ; z) log {fr * E@\ .

Dabei ist die in -K holomorphe n'unktion g(z) so zu bestimmen, dass

glk : o.
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Die Greensche X'unktion fiir den Kreis K lautet also:

_1(45) s(C,Eiz,2): - 4n{(Ef)(") *ci.}

mit

_ R @_e\(16) f@ : §(f , f ;z)los-r" _ ** v@),

wobei

lo
q@\ : \ aiG ,E) zi' (1 *eeC)f,

die oben bestimmte und in lzl < R gleichmässig konvergente Lösung von
(41) d.arstellt. Dabei ist fiir den Radius -E des betrachteten Kreises K
im Falle e: *1

i / -l?2 \n-'lc I
(r7) 7, Art, I 

- 

' r; fiir i : l, ... ,nr"-:o v*Rzl (j-tt)l - '

vorauszusetzen.
Im X'alle 6 : 0 erhällt die Greensche Funktion eine besonders einfache

Gestalt. Die Erzeugende lautet hier:

z
f(") : z" log u * v@) .

Dann gilt

lzl

-4ng(o,0 ;2,2) : 2(Ez")(z)log; -l 2T++ t@ g)(z) * ci.)

mit

r n : nr f_,(' 
";r)(-::a\"--,å tF 

G: r)
Auf lzl : E gilt also

f4lK: C,: const.

Wir erhalten also, wenn wir

C"
g(z):Cz" mit C:-D^

und
2
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(48) Dn: ",2,('";r\G)G#)"-' * o

verwonden, die gesuchte Greensche Funktion in X'alle 6 : 0 .

6. Die Poissonsche Formel. Da es sich im vorliegenden Fail urn ein
selbstadjungiertes Randwertproblem handelt, ist die Greensche X'unktion
symmetrisch; es gilt also

gG,Z ;2, Z) : g(2, Z; C,t).
Wir setzen in (46)

f (") : f(C , ") und q(z) : E(C , z) ,

dann gilt

(49) -4ng: E(f(C,z))+ cj.: E(f(r,6)) *cj.

mit

(50)

und

(51)

Fiir d.ie Richtungsahleitung auf K gilt sodann

(52) g, : E{rg,+ 2g;} : - 4"R{E(zf,(2,4) + |fr(", i) , cj.i.

Unter Verwendung der gemäss (49) konstruierten Greenschen Funktion
und unter Beriicksichtigung von Satz 2 erhält man eine verallgeneinerte
Poissonsche X'ormel:

Satz 3. lii,r di,e reel,lwerti,ge ?unktion w(( ,l) gelte:

I. we CL in R,
2. we C2,i,n K,
3. w sed Lösurug aon (L) i,n K .

Der Rad,i,us R d,es Krei,ses K geniiige i,m Xalle e: *l iler Berlingung

i / l?z \n-e I
2A*(;]-l - +o la, j:1,...,n.

_:-:, 
_" \I+Arl (j_k)l
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Zunächst gilt

- 4ng : z(Es)(z) ^rf::h* rz*4+ tfnEXz) * cj.)

mit

mtz 
-

t, ou (*)"-r,ä,\rr)#( - I ),,-' (,u- I ) r {;* - #W}
X'iiralle ze K gilt

(Bo) ^rffi-o;
wir haben also g(z) so zu bestimmen, dass

{7,* (E d@)}.q:a : o.

Wir betrachten nun die in lzl < R definierte X'unktion

(3r) Te : Tr,r - Tr,,

mit

rz,, : i ar"ui (i)F'Y!;'\#,
Å:I tr:I \'| 5l

ra,z:inr_A,(i)\p_y!;yr#
und

/ R2 \"-LBx: Ar\1 arpr)
Wegen

oh-t's _ i- in\ / "7 \o h*p\!
aF=; 

: A\r/\, +, et) c;r;;^(z-r)i+e+,-k
folgt sod.ann

(s2) Tt,: : 
-a: 

il,t : 
11 a uffi ,An,@', €,e)z',
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und

';Z;z!,"'' \ c -

wobei die Koeffizientert p,, Polynome in e , t darstellen. Wir entu,ickeln
nan ![r,, in eine Potenzreihe an der Stelle z : 0 . Dann folgt unter Be-
riicksichtigung von

#*F: tr#]1å (i\,')(*)' riir l#1.,
nach geeigneter Umformulg und Zusammenfassung

I l3n-1 * /V\t-2" 
I(33) Ts.z : (t +;6 r:)" | ,23,,{a' 

, C ,E)/' +,4" (ä) ,,,""1

mit

(34) {t, : - :t,(*)' -' 
r, z,u^ E_,#;,;rff)(' ;'),lZf"'-"' i=l ,is1s*

( B b ) r, : - ä,(*)'" 
-' 

r . 
r:z--, 

u 
: 4_,#r ä1i) fi|;' ):0 ,e / h:l p:h

rrZL

Damit gilt

(37) lr,,l:O(rt"-') fiir T+@»
wenn ma,n in r, don X'aktor

/ n-t-l\
\'r-, / und t3P{n'

beriicksichtigt. 1\[an erhält sodann unter verwendung von (82) und (BB)
fiir 7, eine in lzl < RrllCl konvergente und ftir (:0 abbrechende
Reihe

(Bs) T^: 1- @

'u: {, lrrr*Äut't'
Hilfssatz 1. Es sei,

-L il I R2 \"-e(3e) d, : 
ÄB* G_N, Bn - An (dtr/ ,

hSn

mi,t
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(40) di * 0 fa, I <J < n und, e: l.
Dann gi,bt es ei,ne i,n lzl { R d,efi,nierte Lösung g(z) d,erinhornogetten Euler-
s ah en D i,ff er enti, al gl ei chun g

(4r) i ar 
"* ,rr")q{ * Tr(z) : s

&:0

mi,t

" * ik\ ak-ps / I r,, \
r,(z) : ,l.Bnzh ä [/(-r;,,-, (p-r)! ,F-(k_6] - 1;,_ nl,;),Å:f !t=

u : l::! !:l:!:L, t4 < a,(1 *e(C)"
und, es gi,tt mi,t (28) und, (29) glK : O .

Bewei,s. Wir setzen formal

(42) q(z) : +* , ,r, å,o,"t 
.

Darur folgt durch Koeffizientenvergleich, wie eine elementare Rechnung
zeigt

(48) o, : -u+.dj'

Da in (39) fiir g, : -I alle Summanden positiv sind, gilt in diesem X'alle
allgemein

dj + 0, j€l{.

fm Falle e: *1 ist dies fiir 7: L,...,tu durch (40) gesichert. Durch
diese Bedingung werden gena,u die in Satz I genannten Fälle ausgeschlossen,
in denen das Dirichlet-Problem ftir den Kreis nicht eindeutig lösbar ist.
Damit ist zugleich

d,1 *O fiir e:*I und n<j12n
gesichert, r,rie man durch Umformung nachweist oder unmittelbar aus Satz
V folgern kann. Im X'alle j 2 2 n betrachten wir die durch

h(z) :7i, i22n,
erzeugte Lösung

(44) w : (E h)(z) : ,i-^ i, !4L( " 
u 

\"-o
1":-o g-k)l \t a z zl
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Dam't,,gil,{:

(53) LoG,e) _- [ *p, å) 9,G,8 ;",2) d,s
J

l^t- r?l'i-,r

mit 9.. gemriss (A9) bi,s (52).

7. Der Poissonsche §atz. lvir haben bei satz B vorausgesetzt, d.ass
eine beka,nnte in K definierte reellwertige Lösung von (1) vorliegt, die
auf li noeh differenzierbar ist. Eine solche Funktion lässt sich sod.ann
gemriss (i3) vermöge ihrer Randx,'erte auf k d.arstelen. rvir gehen nun
umgekelrlt, davon aus, dass auf K eine stetige reellwertige Funktion
u{z , 2) gegeben ist, und zeigen, dass dazu eine tr'unktion ro existiert, die
in /i Lcisung rron (t) ist.

Satz 4. D,ie reellwerti,ge Funkt,i,on u(z , Z) sei steti,g auf lzl : R .

D«bei gtrtilge R i,m Ealle e: *t der Bed.ingz+ng

{- Å { _ 
R' 

-\rr-;; 
I

,,4, 
/7h 

\ r +r,rl (j_* rr):

&) llswit, stellt

ta
I

I u'(z
t

v:f{
t <- q\

1{\C I s )

few lfl <R
{54} r{'(;

fer,r If l -'= /l
ei,ne iti jl < n stetige Funktion clur, die fur i(l < R d.er Differentiatglei-
chu,nr.J (1) geniigt.

b) Die clurch, (54) gegeberue Funktiorz steilt die e,inzige ,in l| < R d,e-

fi,nierte Löu,ttg aon (1) dar, cli,e auf lCi: R die uorgegebetten Rand,werte
besilit.

c) l:(E' , =; stellt eine stetige 7'u,rilct,ioiz b) der l?ctnd.uerte d,ar.
Zum Be'iveis dieses verailgenreinerten Foissonsclien satzes zeigen wir

zunäcirst, dass die durch (54) gegebene Funl<tion eine Lösung von (1) in
lf i < ? ist. n'tu die Greensche Funlition gilt gemäss (49)

5) Bezcichnet man den Raum der auf izl : -I? stetigen reellwertigen Funktionen
u(z , E\ mit u, den Raum der in 161 4 -B definierten reellwertigen und in l6i s a
stetig ergänzbaren Lösungen w(e , i) .rror, (l) mit JZ und versieht rrran (J bzw.
TI" ruit den Metriken

d(ur,ur) : max lur-url ltzw. e(wr,wr) : rrlax lwr_wrl ,
so besagt die unter c) formulierte Aussage, dass mit (54) eine stetige Abbildung von
U in Il' gegeben ist.

fli, j-_1,...r%.

2) 9,,(i , i ; z , 2) cls
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(5e)

und

(60)

I)an

mit

rt : - [ @-uds,ar, rz : - [ @-uo1t,a,J.tri, k,

und es gilt

l,,l
l1,l < IZI*?" lu-uoD.

' 'z€Kt

Da a eine in l(l < A stetige X'unktion darstellt, gibt es eine Konstante
c) 0, so dass

(61) lrl < c fiir 16l < A.
Damit folgt

(62) llrl < [^u*(lu-uol)lul uer,

X'iir die Greensche Funktion gilt

-4ng: E$(e,z)) *cj.

n folgt mit (54) und %o : u(zo , 2r)

f

J
l,l:R

Mir

folgt sodann

R lz- tl
- 2 (E,S)(a) los E; _ m * T, * Tr+ { E(v(C, z)) + cj.} .

R ('- e)L: log"
;Z-R2

CE-R,
@-Ö (t, - Rz)

sowie

n/

rz- i^*(An-t'l å,(r)##: Ge -Rz)ru,
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wobei I-, eine in Pl A R, 16l 
= 

fi stetige X'unktion darstellt. Ent-
sprechend folgt fiir die in (31) definierte Grösse 7r :

Ts: (et - R)Tu

mit einer iu |zi{R, 16l <-B stetigen Funktion fu. Damit lässt sich
auch bei tler Lösung E@) von (4I) ein Faktor GE - -82) abspalten und.

es gilt
Rlz-tl

- I t g : 2(Es)(z) tos 
lE; _ it+ GE - R2) v(C,T ) z, 2),

wobei fl eine fiir alle 16l < A stetige und fiir 'tzl < R nach a und' 2

differenzierbare Funktion darstellt. Durch eine elementare Rechnung
folgt soclann {iir lzl : ft ;

s,tK : H i{+# * z Y. * Evul,.,:*

\Yir könnerl rlun ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass

Jcereits

lf-, I -- I
2'

dann giii:

P-ei > P-tol- lro-,' 2 P - * : t
Ausseltler* gitt fiir z e K,

_ (R - lrl)rR + lrl)'rl' < ' or'i'{- rtz:" 
1,(E §Xe) *','-eP@v,12v,)''

_2M,(A-l6l)
xr Qz

mit
n'r - max{l(,U B)(z) * lz-tlz (zY,r 2Vr1:,7.-rr, 

,:;ää

Setzt man ausserdem

Mz : max (lu(z , 2)t) ,
teA

so folgt

lu-uol < tul*luol ! 2M,



K. W. B.rr:un' Yerallgemeinerllng des Poissonschen Satzes 23

und tlamit,

8M,M,R.r' -/ -_:_(ä _ (r) .:'21 = Q,

Zusammen-fassend gilt also

;w - uoi 
= +mex ( lu-uol) * \L!nz! A - fl) .

r- j z€Kt

Wegen der Stetigkeit der n'unktion u können wir bei vorgegebenem

e* > 0 ein q derart wählen, dass

ce*
,i *uI (lu-ul') < 2 .
_ i z€tr(,

Unter \ierrvendung eines d.erart festgelegten Wertes fiir p können wir nun
ein ä(.*) > 0 angeben, so dass

SMtMzR a*
'rr- (A- lt). i fiir ll-zol ( ä(e*),

da

Ä- tr' : .zot- ,', < l-zo'

Damit folgt abschliessend.

lut-uoj < e* fiir li-zol ( d(e*) .

Die durch (54) d.efinierte Funktion ist also in I < l? stetig und nimmt
die Rand.r,i'erte u(2,2) a:uf l(l : A an.

Die Eindeutigkeit der Lösung folgt nun sofort mit, Satz I, da die im
n'alle e : + t geforderten Bed.ingungen fiir den Radius -E hier nach Vor-
aussetzung erfiillt sind.

Es seien nun zr1 bzw. w, Lösungen des vorliegenden Randwertproblems
mit den Randwerten ur(z ,2) bzu'. ur(z , 2) . Dann gilt unter Verwendung
r.on (54)

'rn.

lrl:R ,r,!r, ,

Beriicksichtigt man ausserdem (58) und (61), so folgt

c

lv I i.l:R

lromit auch die Aussage c) des Satzes 4 bewiesen ist.
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8. Die Schwarzsche Formel. fn der klassischen X'unktionentheorie
liefert die bekannte Schwarzsche X'ormel (vgl. etwa [7])

2n

Ifz|t(63) f(il: GJ"ro"'r)"1dv f io(o)

die Darstellung einer in f f f < A holomorphen X'unktion l(e) : w(t) +
i, aG) mit Hilfe der Rand.werte u(R ei't1 ihres Realteils, wenn der \Yelt
des Imaginärteils o an d.er Stelle ( : 0 vorgegeben wird.

Im X'alle der Lösungen der Differentialgleichung (t) lässt sich eine

ähnliche Aussage fiir die den holomorphen n'unktionen entsprechenden

Lösungen (vgl. [t])
p : (E h)(z)

gewinnen, d.a man den Realteil einer solchen n'unktion als Poisson-Integral
darstellen kann.

Wir nehmen zunächst an, es liege eine in einem einfach zusammenhän-

genden Gebiet G definierte Lösung

lD* : (E h*)(z)

von (1) vor. Jede and.ere in G definierte Lösung

(64) 111 : (E h)(z)

mit dem gleichen Realteil erhält man sodann nach Satz IIIa unter Yeru-etr-

dung der Erzeugenden

wobei P(") ein Polynom

(65) P(

darstellt. Setzt man
2n

P(r): Ztrz", c,,ec,
7t:0

so ist die Bedingung (65) gleichbed.eutend mit

cr+(-r)"'";;-0,
und man erhält

n-l

p-0

mit

lu(z) h*(z) * P(z) ,

vom Grade , "_:: mit

i -e\z) + (-u)" ?2" P\ , )- 0
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P:0, 1,"',IL

Eine bestimmte Lösung der durch (64) gegebenen Schar kann dadurch
{'estgelegt werden, dass man ihren Imaginärteil in gewissen in G liegenden
Punkten vorschreibt,. Setzt man nämlich

c,,: &,,+i§u, p:0, 1,...,fr-\ ,

c, : 'i fr, mit Nr, fir, B" € R

nnd schreibt den Imaginärteil yovtD in a: zL yor, so erhält man unter
\ierr,vendung von (6a) und (66) eine Bestimmungsgleichung (im Reellen)
ftir rlie 2 n{l Unbekannten

&g t .'. te,-t, §o t .,. , §,-t r 0n.

Drrmit wird die l-unktion eo eind"eutig f'estgelegt, wenn ma,n die Imaginär-
teile in 2n{L geeignet gewählten Pun"kten 21 ,... tz2ni.L vorschreibt.
Aufgrund von (66) erkennt, man sofort, d.ass die Grössen cp nicht eindeutig
lre-qtimnrt werden, \yenn man die fmaginärteile in 2 nlL Pun-kten vor-
sclrreibt, die sämtlich auf der reellen Achse liegen. In diesem X'all können
die Cirössen a,,, p:0,I,...,%-1, noch beliebig gewählt werden. Da
die Differentialgleichung invariant gegeniiber Kugeldrehungen (e : +f )
l-rzrr. Automorphismen des Einheitskreises ( e : -l ) ist, erhält man die
rrot'rvendige Bedingung, dass die Punkte 21 t... tz2nqt, in denen die Imagi-
nä,rteile vorgeschrieben werden, nicht sämtlich auf einem Grosskreis der
Riemannschen Zahlenkugel (e - f l ) oder einem Orthogonalkreis des
Einheitskreises (e - -l )liegen diirfen. Im Falle n: L ist diese Bedin-
gung (fiir e: -f I) auch hinreichend.

fm X'alle e : * I "lverden die Koeffizienten c,, auch dann nicht mehr
eindeutig bestimmt, 'wenn man die Punkte 21 t ... t z2n,1 &ttf einem Kreis
:,.\: r wählt, fiir den eine oder mehrere der Grössen B, verschwinden.
Wie man leicht nachrechnet, handelt es sich hier genau um die Kreise, fiir
die das oben behandelte Randrvertproblem irn X'alle e: *I nicht mehr
eindeutig lösbar ist. Damit gilt der folgende

Hilfssatz 2. a,) Ist ei,ne'im ei.nfach zusarnnxenhd,ngend,en Gebi,et G d,e-

fini,erte Lösung

t:?tx (1)
rtl,ri,ckem,

ItlI)
. it

ilf t"{

gegebe??,, so erhrilt man alle in G definierten, Lösunge'n die,ser Art rrlit
Realte,il ,qemciss

8,, :--: 
å, 

f-# ;';-!\i t (' "--r\ ,n,-T /

lt: - (E h)(z)
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h(z):h*(z)*P(z)
und,

(68) P(z) : fo,"o', cr*(-.)'*';r;:,:0.

b) Eine Lösung w d,er Bchar (67) wiril ei,nd,euti,g festgelegt, tcenn lnan

d,en Imaginartedl aon w i,n geeignet gewahlten Punlden 21 , ... t 22n.. t uor-

schrei,bt.

c) Dabei, gi,tt als notwend,ige Bed,i,ngung im Falle t - - L , cluss die

Punlcte 21 2 ... , zzolr ni,cht srimtlich auf einem Orthogonalkreis liege'n. Im
Ialle e: *1 d,arfen d,ie genannten Punkte wed,er auf einem Gros'skre'i's der

Rd,emannschen Zahlenkugel noch auf einem Krei,s izl : r mi,t

i lrz \"-h I
Z au l,, -eal tj-rrlt + o fii' i : r' "' 'n

liegen.
Sei nun u(z ,2) eine reellu'ertige und auf lzl : R stetige Funktion'

Dabei gelte im X'alle e : + 1

i /Rz \"-r I
Z,oo \r+a,l (-ot. + o fiir i:1' "''1t

Dann erhält man durch

rr
w*(e,4 :, 

n n J "O, 
2) E(zf,(2, C) + 2fr(2, l)) d,s

l,i:n
mit f(2, O gemäss (50) eine in lli ( -B definierte Lösung

w*(c,E): @h*)(c)

von (l) mit dem Realteil

tr
u(C ,E) : Re {**} : 

^;E J "O ,4 (E(zf,(z , C) + 2f,(" , ()) 1 cj') ds.

l,l :n

Nach Satz IIIa erhält man jede andere in I(l { A definierte Lösung dieser

Art mit gleichem Realteil durch

rr
w(C,E): ,*O.l "@,2)E(zf,(z,C)*Ef,(2, 

C))d§ + (E P)(q.
lzl:n

Beriicksichtigt man hier noch d.as im Hilfssatz 2 ger'r''onnene Ergebnis,

so erhält man den folgenden
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Satz 5. Sed u(z , 2) ei,ne a,uf izl : E .steti,ge reellwerti,ge ?unloti,on.
lm, ?q.lle s : {l gelte

i 1 ft2 \r-rc II 1n ti;,/ G-*t: + o lu' i: r"",n '

a) I)qnn lci,sst si,ch jed,e in lCi 1 R rlefini,erte Lösung

(6e) ta : (E h)(()

aon ( 1.). cleren R,ea,ltei,l auf ltl : R d,i,e Rand,werte u(( ,T) annimmt, i,n d,er
llort».

_rr
ro(.',=) : r;-E J u@, 2) E(zf"(2, q + äfr(",{))d,s * (E P)(C)

lrl:rl

rn'it P\i) gemriss (68) und, f(z , C) gemciss (50) d,arstelten.
b) Eine Lösung der norm (69) mi,t dieser Eigenschaft wi,rd, ei,nd,eutig

festgelegt. utenn mqn den rmagi,ncirteil in 2 n{l geei,gnet gewrihlten Punkten
uorschrei,bt.

'Iechnische Hochschule in Graz
Österreich
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