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Einleitung

l. In der vorliegenden Arbeit
Dirichletproblem ftir eine allgemeine
adjungierte oder elliptische) lineare

untersuchen wir das verallgemeinerte
(nicht notwendigerweise formal selbst-
partielle Differentialgleichung.

2. Rolf Nevanlinna hat in Vorträgen L952-1953 sowie in seinem
Artikel [23] auf den engen Zusammenhang zwischen dem verallgemeinerten
Dirichletproblem fiir eine (nichtelliptische) formal selbstadjungierte Diffe-
rentialgleichung und dem Problem der Konstruktion einer Projektion auf
einen Unterraum eines Hilbertraumes in bezug auf ein zweites »indefinites»
Hermitesches Skalarprodukt hingewiesen. Als erste Anwendung der von
I{evanlinna (122)-126)) entwickelten Theorie der indefiniten Skalarprodukte
hat I. S. Louhivaara ([1a] und [15]) Randwertprobleme fiir eine spezielle
gleichmässig elliptische formal selbstadjungierte Differentialgleichung
behandelt. Entsprechende Resultate fiir allgemeinere gleichmässig ellip-
tische formal selbstadjungierte Differentialgleichungen wurden später mit
ähnlichen Methoden von S. Hildebrandt [S] im Anschluss an gewisse
IJntersuchungen rron E. Hölder erhalten. Louhivaara gab in [17] eine
hinreichende Bedingung fiir die Bxistenz einer Lösung des verallgemeinerten
Dirichletproblems fiir nichtelliptische formal selbstadjungierte Gleichungen;
ein sowohl notwendiges als auch hinreichendes Kriterium fiir dasselbe
Problem leitete dann F. E. Browder [a] her.

Die erste Veröffentlichung iiber nicht formal selbstadjungierte (nicht-
elliptische) Differentialgleichungen unter Verwendung verwandter Methoden
stammt von W. Littman [13].

Diese Resultate bezogen sich alle auf Differentialgleichungen der Ord-
nung 2 oder 2 nt, , die eine (in einem geeigneten X'unktionenraum)
beschränkte »Dirichletsche» Bilinearform erzeugen. In einer weiteren
Arbeit [5] versuchte Browder, sich von diesen Einschränkungen zu befreien;
er betrachtete nicht formal selbstadjungierte Gleichungen beliebiger Ord-
nung r.

Ju. P. Ginzburg und f. S. Iohvidov leiteten in ihrem Ubersichtsartikel
[7] eine neue Bedingung fiir die Existenz einer Projektion in bezug auf



Ann. Acad. Sci. Fennicre A. r. 43+

ein indefinites, nicht notwendigerweise Hermitesches Skalarprodukt her.

Einer Idee von S. Hildebrandt und E. Wienholtz [9] folgend, kam S. Sten-

holm [28] zu ähnlichen Bedingungen.
Wegen einer Darstellung der Entwicklung der Nevanlinnaschen Theorie

der indefiniten Skalarprodukte sei auf [19] verwiesen.

3. In den Kapiteln t-3 dieser Arbeit wird das verallgemeinerte
Dirichletproblem fiir eine nicht notwendigerweise formal selbstadjungierte
Iineare partielle Differentialgleichung beliebiger Ordnung r mit Rand-

daten ebenfalls beliebiger Ordnung I behandelt. Das sehr allgemein
formulierte verallgemeinerte Dirichletproblem (Problem I) wird in eine

n'ragestellung (Problem III) in dem Hilbertraum der X'unktionen mit homo-
genen Randdaten umgeformt. Fiir die Existenz einer Lösung von Problem

III wird notwendig und hinreichend sein, dass ein gewisses Element in der

Wertemenge eines dicht definierten abgeschlossenen linearen Operators des

betreffenden Hilbertraumes enthalten ist. In Kapitel 2 wird deswegen die

Wertemenge eines linearen Operators charakterisiert; die dabei vorkom-
menden Resultate verfeinern Ergebnisse von Browder [4] und Stenholm

t281. In Kapitel 3 können wir dann ein notwendiges und hinreichendes

Kriterium fiir die Lösbarkeit des verallgemeinerten Dirichletproblems
angeben.

In Kapitel 4 werden die Resultate aus den friiheren Kapiteln auf (nicht
formal selbstadjungierte) gleichmässig stark elliptische Differentialgleichun-
gen angewandt, wobei auch Differentialausdriicke mit unheschränkten
Koeffizienten zugelassen werden. Wir beweisen den bekannten Existenz-
satz (den n'redholmschen Alternativsatz).

Die Frage, ob man mit dem allgemeinen Kriterium von Kapitel 3 noch

andere konkrete Klassen von Differentialgleichungen behandeln kann,
bleibt hier offen.

Die Anregung zv dieser Arbeit verdanke ich Herrn Professor Dr. I. S.

Louhivaara. Fiir sein wohhvollendes Interesse und seine freundliche Hilfe
bei der Abfassung des Manuskriptes sei ihm an dieser Stelle herzlichst
gedankt. Ich möchte auch den Herren Professoren Dr. A. Huber und Dr.
A. Pfluger fiir die wertvollen kritischen Bemerkrurgen beim Durchlesen der

Arbeit meinen verbindlichsten Dank aussprechen.



(1.1)

(1.2)

l. Problemstellung und Detinitionen

1.1. Sei I ein beliebiges (offenes) Gebiet in einem z-dimensiona-
len reellen euklidischen Raum R^ . Fiir Funktionen q , y e C'(Q)
( f : 0, l, . . . )1) definieren wir das Skalarprodukt

',P St

die entsprechende Norm ist

ilq,ll, : +{kp:,t»'
Dabei ist p:(pr,...,p,) ein Multiindex mit, nichtnegativen ga,nzen

Zalnlen pt,...,trt., lpl : gt* ... *p^, Do : Dl'... D*" ( Dt : 0l0x;) .

Es sei C'*(Q) die lineare Menge aller X'unktionen q aus C'(Q)

mit llqll, < oo . Durch Einfiihrung des Skalarproduktes (1.1) wird
C'*(Q) zu einem Skalarproduktraum, dessen Vervollständigung beziiglich
der Norm (1.2) mit H'(O) bezeichnet wird (der Raum H'(Q) ist also

ein Hilbertraum). Die Funktionen aus H'(9) besitzen definitionsgemäss
starke Z2 -Ableitungen bis und mit, Ordnung I (vgl. [2], S. 3-4).

Sei H'r@) die Abschliessung der Menge Ctr@) im Raume H'(0).
Es gilt Ho(Q) : H3@) : L2(g). Fiir , > 0 ist H'r@) im allge-
meinen ein echter lJnterraum von H'(0) (vgl. [12], S. 15, Satz 3.1).

Jede X'unktion aus C'(A) n H'r(O), zus&mmen mit allen ihren partiellen
Ableitungen bis und mit Ordnung ä-1, verschwindet im klassischen

Sinne am Rande von J2 , falls dieser geniigend regulär ist. Aus diesem

Grunde sagt man, dass die tr'unktionen aus H'r@) und alle ihre starken

-L2 -Ableitungen bis und mit Ordnung t-l im tr2 -Sinn homogene Rand-
werte annehmen.

1) C'(A) ist die Menge der f-mal stetig differenzierbaren komplexw'ertigen, auf
O definierten Funktionen und

c*@l: ä r'«ol .
,:0

Die Menge der Funktionen aus C*(A), die je einen kompakten Träger in O haben,
bezeichnen wir mit, q@).

J' 
n,o D'v d,r ;
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Wir betrachten einen linearen partiellen Differentialausdruck

(r.3) 7,: laoDPpl1,

der Ordnung r mit Koeffizienten ap e L?""(Q) 2) . Der zu I formal
adjungierte Ausdruck l' ist durch

(1.4) l'v : I t- t)'P DP(q,pv) - Z "i Dop
lp<, P=t

fiir alle q e Cf @) als ein Differentialoperator, dessen Koeffizienten
Distributionen sind, definiert. Fiir das X'olgende setzen wir a$ e t'r".1a1
voraus. Es gilt

(l E , ,ilu : (v ,l' ,l)o

fiir e,V e q@).
Sei f e L2@) gegeben. Eine Funktion u e L?""(Q) heisst, schwache

Lösung der Gleichung lu:.f , wenn die Beziehung

(l'9,u)o : @,f),
fiir alle E eCf @) erfiillt ist.

Wenn wir im folgenden das verallgemeinerte Dirichletproblem mit
Randdaten der Ordnung t_l betrachten, wird eine Funktion g e L'@)
zul,rissi,g genannt, falls das filr E eCf @) durch

(1.5) br(v): (l'v,g)o

definierte lineare Funktional bs beziiglich der Norm des Raumes H'r(Q)

beschränkt ist, d. h. falls l(l' p , g)oi fiir llpll, < t beschränkt ist.

1.2. Wir stellen d,as uerallgemeinerte Dirichletproblem fidtr die Gleichurrg
I u : f mit Randdaten der Ordnung t-I :

Problem I. Gegeben seien ei,ne ?unktion f e L'z(O) und, e'ine zulcissige

Iunktion geL'z(Q).
Gesucht ist eine nunktion u d,erart, d'ass

(1.6) (l'q,tr,)o : @,f)o

fur alle q e Cf @) gilt (d,.h. u eine schwache Lösung cler Glei,chu,ng

1,":f )und d,ass

(I.7) u:u-9eH'o@)
ist.

2) Eine Funktion u liegt definitionsgemäss in Li""(Q), falls zu jedem Punkt
n € Q eine (offene) Umgebung a mit ulu e Lz(U) existiert.

Ann. Acad. Sci. Ilennicir,,



P. Ifuss, Ltber das verallgemeinerte Dirichletproblem

Mit Tr bezeichnen wir die stetige
ten f'unktionals b, auf den Raum

Erweiterung des durch (1.5) definier-
H'r(Q) : Es gilt also

fiir e eCf @).

1.3. Problem f ist äquivalent dem folgenden
Problem II. Gegeben seien eine Funkti,on 7 e t'1O1 und, ei,ne zukissige

lunlction geL'@).
Gesucht ist eine solche Eunktion a e H'o@) , il,ass

(1.8) (l'E,a)o: @,f)o- (l'V,g)o

ftir alle q e Cf (g) silt.
Wegen der fiir g gemachten Voraussetzang ist das fiir X'unktionen

I e Cf (A) definierte lineare Funktional

a(v): @,f)o-(l'q,s),
beziiglich der Topologie von H'r@) beschränkt. Nach dem Darstellungs-
satz von M. Fr6chet und F. Riesz existiert ein durch f und g ein-
deutig bestimmtes Element w e H'o@) derart, dass fiir alle g e Cf @)

(1.e) u(v) : @,f)o- (l'E,Q)o : (v,w),

gilt.
Sei q eine feste n'unktion aus Ctr @) . X'iir alle u e H'o@) gilt

dann die Ungleichung

)(l' v,0)ol ( c(d )la))o < c(,illlu)],

mit einer positiven, von a unabhängigen Konstante c(q) . Also ist
das antilineare Funktional

d*(a) : (l'E,a)o

im Raum H'r@) beschränkt, und nach dem oben erwähnten Satz gibt
es ein solches Element z* e Hi(O), dass (l' g , a)o : (z* , a), fiir alle
a e H'o@) gilt. Durch ? q : z* definieren u'ir einen linearen Operator
f in H'r(O) mit Definitionsbereich Ctr @). Es gilt also

(1.10) (l'V,a)o - (f V,,^),

fiir alle u e Hi(O). Beriicksichtigen wir (1.9) und (LI0), so erhalten wir
eine den Problemen I und II gleichwertige Fragestellung:

Problem III. Sei, w d,as ilurch (1.9) festgelegte Element aus HL@),
und, sei T d,er d,urch (1.10) defi,niertel,ineare Operator d,es Raumes H'r@) .



Ann. Acad. Sci. Fennicre A. L 434

(1. I 1)

Gesucltt 'ist ei,ne ?unkti,on a e H'o(J2) d,erart, dass

(T v,a), : (g,ro),

far alle I e Cf @) gi,lt.

Durch die Beziehung (1.t0) haben wir dem Differentialausdruck I den

Operator 7 zugeordnet. Dadurch ist, unsere Fragestellung in den Raum
H'r(O) der X'unktionen mit »homogenen» Randdaten verlagert trorden.
Im folgend.en werden unsere Betrachtungen in diesem Hilbertraum durch-
gefiihrt.

Aus (r.rl) folgt
Satz 7.7. Problem III i,st hsbar d,ann und, nur dann, wenn d,'ie ?unktion'

w i,n der Wertemenge d,es im Hi,lbertraum H'r@) zu f ad,iungi,erten,

Operators T'( liegt.

2. Hilfssätze iiber ilie Wertemenge abgeschlossener Operatoren
eines Ililbertraumes

2.1. Es sei § ein (nicht notwendigerweise beschränkter) linearer
selbstadjungierter Operator des Hilbertr&umes S . Mit /((§) bezeich-

nen wir den Kern, mit ,(S) die Definitionsmenge und mit trI'(S) die

Wertemenge von §.
Der Operator S induziert bekanntlich die orthogonale Zerlegung

,b- So@S,
Yon $ , wobei

So - Jf("S) )

ist.
Mit Hilfe der Spektralzerlegung

dE^

definieren urir die lineare Menge

Die Menge ,lt ist in Sr enthalten.
Es gilt
Satz 2.1. Die Wertemenge I/(S) d,es selbstad,jungi,erten' Operators Lg

frill,t mi,t d,er linearen Menge St zusarnnlen.

S, : II''(",)

l"€b

+oo
n
I

IJ
-@



P. Irrss, Uber das verallgemeinerte Dirichletproblem

Dieser satz wurde fiir beschränkte selbstadjungierte operatoren von
F. E. Browder [a] bewiesen. X'iir unbeschränkte selbstadjungierte Opera-
toren § wird. die rnklusion lrr(§)c m wie im Falle eines beschränk-
ten operators gezeigt (vgl. auch [ls], s. 6-8). Der Beweis der Gleichheit
tr4/(§) : ,Jt lässt sich aber nicht direkt iibertragen; er sei hier deshall>
ausgefiihrt:

Sei R der durch

(2.2) 7-r dE 
^

auf der Menge D(R) : Ylt definierte Operator. Da der Raum S, von
jedem Projektor Ea in sich abgebildet wird, ist wegen D(R) : Dt c ö.
die Menge w(R) in 6t enthalben. Der Theorie der n'unktionen selbst-
adjungierter Operatoren (vgl. z.B. ll), S. 210-219) entnehmen rvir, dass
R ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum Sä, ist.

Mit & bezeichnen rvir die Einschränkung rron s auf 6r. Der
Operator S1 ist in S, selbstadjungiert, und die Zahl 0 ist nicht
Eigenv-ert von §1 . Es existiert also der selbstadjungierte operator
(§.)-t , der auf der linearen Menge If(&) definiert ist.

Es sei u bzw. a ein beliebiges Element aus yJt bzw. D(Sr) .
Nach Definition (2.2) ist

Da

und folglich

ist, ergibt sich

(R u,, §, u) d,"(8 ,. LL , u) -= (u , a)

fcor
J

t'-t
J

-t- co

I

I 
^-td(E).u,,su)J* :/)

-:- lO
f

I § d:(E:a ,8,,u,)
I

a/

- :/_

),

l'
I =. 

,/=. (E , ,tL . L.)
I

v

_1)
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fiir alle u, e {!t, o € D(§r) . Wir folgern hieraus, dass

-E: (§r)-r

ist. Da die Operatoren R und (S.)-' selbstadjungiert im Raume 6,
sind, folgt deren Identität und. daraus

uri : D(A) : D((S1)-1) : 7ll(§r) : Ir(B) ,

w. z. b. w.

2.2. Es sei A ein in dem Hilbertraum .b dicht definierter ab-

geschlossener linearer Operator. Dann ist der Operator A A* selbst-

adjungiert und positiv. Das folgende I"emma von J. von Neumann [20]
erlaubt uns die Beschreibung der Wertemenge von A mit Hilfe von
Satz 2.1.

Lemma 2.2. Es sei,en A und, B zwei, d,icht d'efinierte abgeschlossene

lineare Operatoren d,es Raum,es ,b il,erart, ilass

AA*: BB*

i,st. Dann eristiert ein auf .b clefinierter beschrtinlder linearer Operator

V mi,t

B:AV, A:BV*.
Aus diesem Lemma folgt unmittelbar
Korollar 2.3. Ealls d,i,e Operatoren A und, B die T/oraussetzungen

aon Lemma 2.2 erfallen, fal,len 'i,hre Wertemengen zusammen.

Es gilt (vgl. S. Stenholm [28])
Satz 2.4. Sei, A ein d,i,cht d,efi,ni'erter abgeschlossener linearer Operator

iles Raum,es .b . Ferner sei,

(2.3 )

(:2.4)

gi,lt.
Beweis. Nach Korollar 2.3 haben A und die positive selbstadjun-

gierte Quadratv'urzel B aus A A* ,

di,e Spektralzerlegung de

illernent LL e b 'in, der

und h'inrei,chend, dass

vAA*... lldUÅ.
-Ju

s selbstadjungi,erten Operators A A* . Da??L'it edn

Tl'ertem,enge Wr (A) uon A li,egt, 'ist notu:endig
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r1B - l^zdU),
J

--0

dieselbe Wertemenge. Gemäss Satz 2.1 liegt ein Element z genau d.ann
in W(B) , wenn die Bedingung (2.4) erfiillt ist.

Der folgende Satz verallgemeinert Resultate von R. I{evanlinna [25]
und I. S. Louhivaara [16]:

Satz 2.5. Es se'i A e'in d,icht d'efini,erter abgeschlossener linearer
Operator d,es Raumes 6 , uniL es bezeichne {E^} d'i,e d'urch d,en selbst-

ad,jungi,erten Operator A A* erzeugte Spektral,schar. Fli,r jed,e ni,cht-
negati,ae Zahl n sei d,er l,ineare Unterraum b' uon 6 il,urch

b" : E,$
definiert.

a) Notwend,i,g d,ffir, d,ass ei,n Element u e b in \V(A) li,egt, ist
d,i,e Beil,ingung

(, , u) - 0 fU, alle z e,b*o .(2.5)

b) Hinreichend, dafiir, dass ei,n Element u e b i,n W(Al li,egt, ist
d,i,e Eri,stenz ei,ner positiuen Zahl x ilerart, ilass

(2.6) (z,u):0 fii,ralle zeb"

gi,lt.

Beweis. a) Die Notwendigkeit von (2.5) folgt aus der orthogonalen
Zerlegung

b : K(A*) I ln-a )

von ,b unter Beriicksichtigung der Relation

K(A*) : K(A A*) : S'n .

b) Falls u orthogonalauf $' (x)0)ist,verschwindet (E,.u,u)
identisch im Intervall -0 < ), { x; es gilt deshalb

vr
JJ

und nach Satz 2.4 liegt u in der Menge T,V (A) .
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3. Kriterien tiir ilie Lösbarkeit von problem III

3.1. Es sei T der durch (f.f0) definierte lineare Operator des
Hilbertraumes E'r(O) .

Wir zeigen zuerst, dass der Operator T** definiert ist: Zu, jeder
X'unktion y e0f @) existiert eine Zahl C* ( > 0 ) derart, dass

l(T q,!,),1 : l(l' rp,?)ol : l(V,lrp)rl < r,r llfll, < c*llVll,

fiir alle yecf @) gilt; das durch

Tr,(v) : (T v,rl'),

fii-r alle EeCf @) erklärte Funktional ist also im Raum H'r(Q)
beschränkt. Folglich liegt V in D(f*), und T* ist dicht in H,r@)
definiert. Dadurch existiert der Operator T**, und dieser fällt mit der
Abschliessung von T zusammen.

3.2. Wendet man den Sat'z 2.4 auf den Operator A : T* an und
beräcksichtigt man den Satz l.l, so erhält man die folgende Verallgemeine-
rung eines Satzes von F. E. Browder [4]:

§atz 3.1. Es sei, T der d,urch (1.10) d,efini,erte Operator d,es Hi,lbert-
raurnes H'r(O) . Der selbstad,jung,ierte Operator T* T** besitze di,e Spek-
tralzedegung

(3. 1)

Problem, I I I
Funkt'ion w

(3.2)

dann

@
^I

I ), dE )..
J

-0

lösbar, u)ewt, di,e durch ( 1.9 ) erklcirte

geniigt.
Aus den Sätzen l.I und 2.5 ergibt sich als eine Erweiterung eines Krite-

riums von f. S. Louhivaara [17] folgender
Satz 3.2. Der Operator T sei, d,urch (1.10) d,efini,ert, und, T* T**

besi,tze d,ie Spektralzerlegung (3.1). Iiir jede Zahl , ( Z0 ) sei, d,er

Unterrau,m b' uon H'r@) d,urch

'i,st d,ann u"nd nlur
der Bedingung

.[ ^-'

erklirt.
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a) l{otwend,i,g fiir di,e Lösbarlcei,t rson Problem III i,st die Galti,glceit der

Beziehung

(3.3) (z,w), : (z,f)o-ir{") : o far alte , €,b+0.

b) Hinreichend, fur di,e Lösbarkei,t uon Probl,em III i,st d,i,e Eri,stenz ei,ner

positiuen Zahl x ilerart, dass

(z,w)t: @,fl.-Tr@) -- o furalle ze S)"

3.3. Wir wollen nun eine spezielle Klasse von Differentialausdriicken
betrachten, fiir die die Bedingungen a) und b) in Satz 3.2 zusammenfallen.

Satz 3.3. Es sei I ein i,m Gebiet Q ( c R ) defi,nierter l,'inearer

Di,fferenti,alausd,ruck iler Form (1.3). Wir setzen aoraus:
(*) Zu I eristiert ei,ne posi,tiue Zahl ö d,erart, dass ied,e lineare

Menge G c Cf @) , d,ie d,er Bed,i'ngung

iR" (v ,l dol < a llrill fu, alle v e G

(3.4)

gi,lt.

(3.5) "

(3.6)

geniigt, end,liche D'imension hat.

Dann ,ist d,i,e Gti;lti,gkei,t d,er Bez'iehung

(z , w), : (z ,l)o -4@) : o far alle z € $+o

notwend,'i,g und, h'inrei,chend, flir d,ie Lösbarlrei,t aon Problem III.
Bewe'is. Der Differentialausdruck I erfiille die Voraussetzung (*,).

Wir beweisen indirekt, dass im fntervall (-ö'14 , +ö'14) keine Punkte
des rvesentlichen Spektrums von T* T** liegen. Unter der Annahme,
dass es in diesem fntervall solche Punkte gibt, ist die Ungleichung

fiir eine von unendlichvielen paarweise orthogonalen Vektoren
u,e D(T*T**) (i:1,2,..., llu,ll,: f ; und allen endlichen Linear-
kombinationen dieser Vektoren gebildete lineare Menge M erfiillt ([21],
S. 309). Aus (3.6) ergibt sich

ig*f**u,u)t\
ä2

:1 li"il?

und folglich

(3.7 )
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ftir alle u e
eine Folge
in H'r@)
Element 9i

i

M . Z, jedem Basisvektoru,i von

{v!}rl' c Ctr @) derart, dass vi
Sei y- d/(2+2ö). Wirwählen

so, dass sowohl llVr-urll, ! yl2'

M (u; € Dg**)) existiert
+ ut und f V! ---> T** u,
aus jeder Folge {q,!} ein
als atrch llT V, - T** u;ll,

1, u;

ordnen wir den Vektor

zrt. Die Elemente q spa,nnen eine lineare Menge G (c Cfl(O)) auf.
Diese ist unendlichdimensional, da die Elemente gi eine nicht relativ
kompakte beschränkte Menge bilden. Bei dieser Zuordnung gelten die
Relationen:

k

i:I

le,

i:l

( 3.8)

(3.e)

L+y

Wir beweisen die Giiltigkeit von (3.8), analog kann (3.9) gezeigt lr-erden.
Auf Grund der Orthonormiertheit der Funktioneu lt; gilt die Besselsche
Gleichung

also ist

l1,l = llull,,

und es ergibt sich die Abschatzung (3.8):

Aus (3.8) folgt

y ilull,

å ltr,i' llull? ,

I

und damit unter Beriicksichtigung von (3.9) und (3.7) sou,'ie der \Yahl von y

(3.10)

la \ I

l,i,zt1:,
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es gilt somit

IR" (p ,l v)ol : lRe (T q , q)) 
= 

a llslii

fiir alle q e G . Entgegen der Voraussetzung haben wir die Existenz
einer unendlichdimensionalen linearen Menge GCCtr@) gezeigt, clie
(3.5) erfiillt. Also liegen keine Punkte des wesentlichen Spektrums vorl
T* T** im Intervall (-ö'14 , +ö'14) .

Da der Operator T* T** im betrachteten Intervall nur endlich viele
Eigenwerte (endlicher Vielfachheit) besitzt, gibt es eine positive Zahl i4

derart, dass b+o : ,b" ist, womit Satz 3.3 bewiesen ist.

3.4. AIs Vorbereitung zur Anwendung der Theorie auf elliptische
Differentialausdriicke geben wir eine leichter verifizierbare Bedingung alt,
die die Giiltigkeit der Voraussetzung (x) von Satz 3.3 garantiert.

Lemma 3.4. Sei, I ei,n in ei,nem beschrcinlcten Gebiet O (C -rB" )
erklcirter linearer Di,fferenti,alausd,ruck d,er Form (1.3), und, sei, , > 0.
Falls zwei, reel,le Konstanten co ) 0 und, ko derart exi,stieren, ilass

15

(3. I 1)

far alle 9 eOf (A) gilt, genilryt d,er Differenti,al,ausd,ruclc I d,er Voraus-
setzung (x) aon Satz 3.3 m,i,t ö : col2.

Beweis. Es sei G ( c Cf (O)) eine lineare Menge, die die Ungleichung
(3.5) mit ö : col2 erftillt. Dann gilt

(3.12)

fiir alle

(3. r 3)

ftir alle
gleichung

(3.14)

Re (g ,l V)o * krl'Vlå

V e G, und aus (3.11) ergibt sich

co

-2

Re (g ,l V)o * ko
co; ,?

- 2 ltV'i'
tt tt2
ilVlit

V e Cf (O) . Gemäss (3. 12) und (3. 13) gilt auf G die LTn-

Es sei G. die Menge der Funktionen E a,us G mit lgllo: 1 . Wegen
(3.1a) ist Gr die Einbettung einer im Raum HL@) beschränkten Menge
in d.en Raum L'(O) . Da diese Einbettungkompakt ist (vgl. [2], Satz 8.3),
ist die »Einheitssphäre» Gr in L'(O) relativ kompakt. Also muss G
endlichdimensional sein.
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4. Anwendung auf gleichmässig stark elliptische Ditferentialausdrticke

4.1. Fiir die Anwendungen in diesem Kapitel benötigen wir einige
Definitionen, die wir nun zus&mmenstellen werden.

Es sei I ein linearer Differentialausdruck der X'orm (1.3),

l: lanDP (apeL?""(A)),
lpl<'

und es bezeichne l' den zu I formal adjungierten Ausdruck.
Die d.urch die Ausdriicke I und l' auf der Menge Cf (A) definierten

Operatoren seien lo bzw. l'o . Da in L'@) die Beziehung 3)

(1.1) lo c (l;)+

gilt, ist der Operator lo abschliessbar.
Die durch l, erzeugten Operatoren L^io und L^n* des Raumes

L'(O) sind durch

(1.2\ L^ro : ld+ bzw. L^,* : (l;)+

definiert. Entsprechend sind die Operatoren L'^r. und L!^^* erklärt:

(1.3) Li^,^: (l;)**, Li^*:w.
Aus (4.r) folgt

L^ro c L^u*.

Der Operator L bzw. L' ist die Einschränkung von L^u* bzw.
L!^^* auf die Menge D(L^,*) n H'o@) bzw. D(L;"*) n H'o@). Gerade
mit dieseu ntletzt definierten Operatoren L und L' werden wir in
den nachst'ehend.en Abschnitten arbeiten.

4.2. Wir beweisen zuerst das folgende
Lemma 4.1. Es sei A ei,n d,icht d,efini,erter l'i,nearer Operator ei,nes

Hi,lbertraumes 6 . Der Operator A lasse d,i,e AbschliessrLng Ä zu,

und, auf W(A) eristi,ere d,as beschrrinltte Inuerse A-1 . Dann gilt
il'14*; - U.

Bewei,s, Die Wertemenge W6) ist unter den Yoraussetzungen ein
(abgeschlossener) Unterrarun von ö (vgl. [27], S. 475, Satz 2). Wir
zeigen, dass zu einem beliebigen Element ?r* € b ein Element o € 0
derart existiert, dass

3) Mit A+ wird im folgenden der zu A im Raume L'(A) adjungierte
Operator bezeichnet',
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(u,a*):1Äu,a)
fiiralle ueD(Ä) gilt. Mit z:Äu erhaltenwir

(u,u*) : (Ä-'z,ts*).

Da der Operator Ä-t auf W@) beschränkt ist, ist das durch

f,.("): (Ä-Lz,a*1

auf ll/6) erklärte lineare Funktional /,. beschränkt. Nach dem Dar-
stellnngssatz .vol M. Frdchet und X'. Riesz existiert ein Element a e W(Ä)
so, dass

f,,(z) : (z,a)

fiir alle z eW(Ä) gilt. Es ergibt sich also

(u,a*): f,.(z): (z,u): (Äu,u)

fiir alle u e D(Ä), w. z. b. w.

4.3. Bevor wir durch Spezialisienrng unserer allgemeinen Sätze aus
Kapitel 3 Lösbarkeitsbedingungen fiir gleichmässig stark elliptische Diffe-
rentialgleichungen herleiten, erwähnen wir ohne Beweis bekannte Resul-
tate a).

Ds sei

(4.4) t: Z (-t;,t DPao,Dq
p'i,)s s*

ein linearer partieller Differentialausdruck der Ordnung 2m, der den
folgenden Voraussetzungen geniigt 5):

l) Die komplexwertigen Koeffizienten apq sind beschränkt, und mess-
barin A.

2) Die Funktionen apc sincl fiir ',p', : lA't : m gleichmässig stetig
in 9.

3) Der Ausdruck I ist gleichmässig stark elliptisch in O, d. h. es

exist'iert, eine positive Zahl C derart, dass

P'e (-1)- U aor@) €P €c 2 C',€;2^
lp: q:^

fiirallereellenYektoren f :(6.,...,€^) undalle reQ gilt. Dabei
ist i§r': €i+... +€'" und EP:81,...tN", ?: (pr,...,p,).

4) 'Wegen der Beweise sei z. B. auf [2], [3], [6] verwiesen.
5) Die formale Selbstadjungiertheit des Differentialausdruckes 1 aoo : aqp )

witd nicht vorausgesetzt.

t7
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Auf Grund der Voraussetzung t) gibt es eine solche Konstante K ,

dass

| ,,,ä- 
(D' e ' on, D' 'il*\ < K llEll^ll',lll^

fiir alle I, V e CT@) ist; die fiir Funktionen I, V e CT@) definierte
Bilinearform

(4.b) B(q , rp) : I (D, I , oo, D, ,p)o
lp ' q)1^

ist also beschränkt im Raum H^(A). Mit Eg,a1 bezeichnen u'ir die
stetige Erweiterung dieser X'orm auf den Raum H^(Q); es gilt dann offen-
bar die Ungleichung

(4.6) lÅ@,a)l < Kllull^llall^

fiir alle u,u e H^(A). Die Form B (bzw. .ä; i.t eine d.er zum
Ausdruck 7 gehörenden Dirichletschen Bilinearformen.

Die Voraussetzungen 1)-3) implizieren die Giiltigkeit einer »Gårding-
schen Ungleichung»: Es gibt zwei reelle Konstanten co ) 0 und ko

so, dass

fiir alle V e Otr @) ist. Durch
ergibt sich

(1.7) Refr(u,u)

fiir alle xc e Hf (J2) .

Mit Hilfe des Darstellungssatzes von P. D. Lax und A. N. Milgram [r1]
sowie der Riesz-Schauderschen Theorie sind die folgenden Resultate tiber
die Lösbarkeit von Problem I mit t : rm hergeleitet worden 6):

Satz 4.2. Es sei, I ein Differentialausd,ruck der ?orm, (4.4). der die

Voraussetzungen 1)-3) erfultt. Esbeze'ichne E1u,u1 d,ie stetige Erzuei,te-

rung d,er f,ti;r Uunktione% q,us CT@) ilurch (4.5) definierten Bilinearform
B auf d,en Raum H*(Q) .

a) Falls Re )">-lq i,st (wobei ko d,ie in d,er Unglei,chung (4.7) uor-

Itommend,e Konstante bezeichnet), hat Problem I fur die Differentialgleichung

Q+Du:f
bei, beli,ebi,ger Wahl d,er ?unktionen f e L'@) und, g e H^$)) eitte u,nd,

nur ein,e Lösung.

stetige Erweiterung im Raume Htr((2)

= 
collulll - koll"lll

6) Das durch (1.5) ftir g_e C ff @) erklärte Funktional bg

wegen br@) : (t' g , g)o : E@ ,"g) bezi.iglich der Norm cles

beschränkt; d. h. jedes Element g e H^6)) ist zulässig.

ist ftir g<H"'(Q)
Ratrmes Htr@)
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b) Ist d,as Gebiet o beschrd,nlct, so oilt d,er xretl,holmsche Alternati,a-
satz: Die Gleichungen lu:0 unil l,'u:0 haben dieselbe end,ri,che
Anzahl h l,inear unabhringiger schwacher Lösungen mit »»homogenen Ranil-
d,aten,»

u!,...,uh eHT@) bzw. ,t)1,...tah e HT@).

Problem I fri,r ili,e Glei,chung I u: f hat eine (bi,s auf eine Linearkombina-
tion d,er ?unlctionen ,Lc1 

1 . . . ,1Lh eind,eutig bestimmte) schwache Lösung
dann und, nu,r d,ann, wenn

19

, h gilt.

4.4. Wir wollen nun, rron den fiir allgemeinere Differentialausdriicke
giiltigen Resultaten der Kapitel I und 3 ausgehend., eine Erweiterung von
Sat'z 4.2 beweisen: auf die Voraussetzung der Beschränktheit der Koeffizien-
ten wird im folgenden verzichtet.

§atz 4.3. Der Ausd,ruck

oo Do

erftllle d,ie fol,gend,en V oraussetzungen :
i) Die Koeffizienten a,p e L?""(O) sind, so regulcir, dass d,er formal,

ad,j ung i er t e Aus d,r uck

'o 12nt

m,it a; e L?""@) erist,iert.
ii) Eseristierenzlze,ireelleKon,stctnten c0

d'ie in 4.1 erklcirten Operatoren L und L' (

(4.8)

?,Lnd

(1.e) Re (o , L' a)o 
= 

crllrlil koiiulii

t- Y".L
lo {2m
)T:

t - m ) di,e Ungleichungen

koll"li,,

fu, ulle u e DQ) bzw. a e D@') erfi)llen
I)unn gelten di,e folgenden Aussagen:
a) Ialls Re )" 7 ko ,ist, h,at Problem I

,).

fu, die Di,fferentialgle,ich,ung

(l+ ).)u: f
far jedes 7 e f'611 und, jed,es zulcissi,ge g e Lr@) gena,u eine Lösung.

7) In dem hier betrachteten allgemeinen Fall folgen diese Ungleiehungen nicht,
ans der gleichmässig starken Elliptizität von L
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b) Ist d,as Gebi,et A beschrrinlct, so gi,l,t d,er Xred,holmsche Alternatiusatz:

Die Glei,chungen lu:o unil, l'a:0 haben d'ieselbe end,l,i,che Anzahl

l,i,near unabhtingiger schwacher Lösungen mit »»homogenen Ranililatent»

'tL1 ,...,'t11, eHT@) bzw. 't)1 ,...,uh eq@).
Problem I far di,e Glei,chung I u : I hat eine (bi,s auf ei,ne Li,nearkomb'ina-

tion d,er ?unktionen Lt1 , . . . ,'tth ei,nd,euti,g besti,mmte) schwuche Lösu,ng

d,ann und' nu,r d,ann, wenn

(ai,f)o-br@i): g

fiitr i:L,...,h gil,t.

4,5. Wir beweisen zunächst die Behauptung a) von Satz 4'3. Dem

Differentialausdruck I sei gemäss (1.I0) der Operator 7 des Hilbert-
raumes Htr@) zugeordnet. Auf Grund des Satzes von Fr6chet und

Riesz lässt sich das Skalarprodukt (u , a)o fiir Funktionen u , u e Htr@)
in der Form (S u , a)* darstellen, wobei S ein beschränkter selbst-

adjungierter Operator des Raumes H{(g) ist. Da

«t'+I)e,a)o: «r +7S) q,a)*
fiir alle EeCf @), ue Hi(g) gilt, entspricht, analog der Definition

(1.10) demAusdruck I { )" der Operator T + 1§ desRaumes Htr@).
Um fiir Re )" 2 lco die Existenz (mindestens) einer Lösung ztt zeigen,

geniigt es nach Satz 1.1, die Beziehung

(4.10) \r(r* +is) : HT@)

zu beweisen. Auf Grund der Ungleichung (4.9) ist

(4.11) Il(" + 1$ El* > co llpll-

fiir alle E e Cf @); d.er Operator f +15 geniigt also rr'egeu seiner

Abschliessbarkeit den Voraussetzungen von Lemma 4.L. Dieses Lemrna

ergibt uns die Relation (4.10).

Die Eindeutigkeit, der Lösung ist nach der Beziehung ( t. I 1 ) der Gleichung

(4.t2) K(T* +,1S) : {0}
äquivalent. Wir zeigen, dass (4.12)ftr Re',1 2 ko erfiillt ist: Sei z ein

beliebiges Element aus dem Kern von T* + 1S . Dann ist fiir alle

eecf@)
O : (q , (T* + )tS)z)^ : ((f + i,S) I , z)*
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es ergibt sich
(L+1)z:0,

woraus zus&mmen mit (a.8) die Behauptung z:0 folgt.

4.6. n'iir den Beweis von Satz 4.3.b) benötigen wir zwei Lemmata, die
wir in diesem Abschnitt beweisen. Beim Beweis von Lemma 4.4 beniitzen
wir die schon gezeigte Aussage a) von Satz 4.3.

Lemma 4.4. Der Differenti,alausd,ruclt I effille d,ie Voraussetzungetz
i,) und, i,i,). Ierner sei, T d,er durch (1.10) d,efinierte Operator d,es Hilbert-
raltmes H{(Q) , und, T* bezeichne ilen zu f im Raum,e HT@) ad,jun-
g'ierten Operator. Dann gi,lts)

g*10 : f* '

Bewei,s. Dem Differentialausdruck I i ko ist analog der Definition
(1.I0) der Operator T + koS des Raumes Hi@) zugeordnet,. Den
Resultaten aus 4.5 entnehmen wir

(4. t 3)

Entsprechend ist dem Ausdruck l' I ko der Operator (?*)o + ko §
zugeordnet, und man erhält die Beziehung

Aus der orthogonalen Zerlegung

HT@) rv(g\o + ko s)

des Raumes Htr@) folgt somit

fi/(g.)o * r, s) : Htr@) .

Wegen der sich aus (4.8) ergebenden Ungleichung

li(("*)o -F ko S) v',1^ > collq))^

fiir alle g elf @) ist die Wertemenge des Operators 1f*;o l foS
abgeschlossen in Htr@) (vgl. [27], Satz 2, S. a75); es gilt also

(4.14) w(g\, * ko §) : ru@) .

Auf Grund der Inklusion

(4.15)

ist folglich auch

Clr+to,§ c T* +ko§

8) Mit Ao bezeichnen
Menge Ctr @) Lrnd mit

wir die Einschränkung des Operators A auf die
Z die Abschliessung von A im Raume Htr(JJ) 

"
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(1. 16)

Die
(4. r 5)

tTr (T* +
Operatoren tf -» + fuo §

inrrertierbar. Da
nnd T* + ko § sind wegen (4.13) und

und

(g*)o * tuo §)-' c (r* + too s)*'

und da die Definitionsmengen der Operatoren (tff, + ko §)-'
(T* + fr, §)-t nach (4.L4) und (4.16) zusammenfallen, gilt

(("*)o + ft, s)-' : (T* * ko §)-' ,

und es folgt

1r*1u : r* '

Lemma 4.5. Der Differentialausd,ruck l, erfalle ilie Voraussetzungen

i) und, i,i). Ierner sei, S*o d,er in Satz 3.2 d,efinierte Unterraum aon

Htr@) . Ei,n El,ement u e H{@) 'ist d,unn unil nur d,ann i,n $+0 enthalten,

wenn (u ,l q)o : 0 far alle E e Cf @) gil,t.

Beweis. Da S+o: K(T* f**): K1fxx1, liegt wegen der ortho-
gonalen Zerlegung

Htr@): K(T**)AWyt.1

ein Element a e HT@) genau dann in S*o , ,'"t.,
(1.17) (, , T* z)^ : 0

fiir alle z e D(T*) gilt. Auf Grund des Lemmas 4.4 sowie der h*lusion

w(tr*) c w11r11

ist (a.17) äquivalent der Beziehung

(a , (T*)oq)^ : (a,lg)o: 0

fiir alle q e Cf (A) , rv. z. b. w.

4.7. Wir beweisen ietzt die Behauptung b) von Satz 4.3e).

Aus Satz 3.3 folgt unter Beriicksichtigung der Lemmat'a 3.4 und 4.5,

class Problem I ftir die Gleichung I u : f dann und nur dann lösbar ist,
lvenn

(u ,f)o -Tro) : o

fiir alle schwachen Lösungen a e H{@) der Gleichung l' u : 0 gilt.

s) Dieser Beweis unterscheidet sich vom bekannten Verfahren fiir den Beu'eis

von satz 4.2.b) (vgl. t2l, [3], [6]); dort wird nämlich an einigen stellen dio Beschränkt-
Ireit der Bilinearform B wesentlich verwendet.
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Es bleibt za zeigen, dass die Gleichungen I u : 0 und l' a : 0

dieselbe endliche Anzahl ä linear unabhängiger schwacher Lösungen

%r,.. . ,%n € q@) bzw. aL,...,uo e H((O) besitzen'

Nach Satz 4.3.a) existiert fiir eine beliebig gewählte Funktion I e L'z$))

genau eine Lösung u e Hi@) von Problem I fiir die Gleichung

k + to) u : f mit g : 0; es gibt als' eine und nur eine Funktion

u e H{(9), die der Gleichung

(4.18) ((f +ko)q,u)o: @,f)o

fiir alle E e cf @) geniigt. Nach Definition des operators L ist

(4.18) der Gleichung

äquivalent,.
Eine lrunktion

lu-f dannund

((t' * ko) cP , It)o : (E , kou * f)o

fiir alle E e C'f (O) erfiillt, d. h. wenn

u : (L * tor)-' (kou i f)

gilt. Wir fiilrren die Bezeichnungen

A: ko@*ko)-" f' : (L+ki-'f

ein. Der infolge (4.s) beschränkte Operator A bildet L'@) in

W@) ab; der Operator A ist folglich, als Abbildung von L'(O) in

sich betraehtet, komPakt.
Somit ist eine Funktion ,u e L'(Q) genau dann in Htr@) enthalten

und. schrvache Lösung der Gleichung lu:f , wenn

(1.19) u-Au:f'
gilt.

Nach den tr'redholmschen Sätzen iiber Gleichullgen mit kompakten

Operatorcn ist die Wertemenge lY(I - A) des Operators I - A in

f,;@) abgeschlossen, und die Dimensionen des Kerns K(I - A) und

des Orthogonalkomplementes L'@) e firQ - A) Yon W(I - A) sind

errdlich und gleich (vgl. z. B. 1277, S' 363-365).
Es bczeichne fr die maximale Anzahl linear unabhängiger schwacher

Löstr.ngen u e Hi@) der Gleichung I u : 0, und die maximale Anzahl

lineer unabhängiger schwacher Lösungen u e H{@) der Gleichung

l'u:0 sci h. AusdemebenErwähntenfolgt lc<q' Wirzeigen

u e Htr @) ist schr,vache Lösung der Gleichung

nur dann, wenn sie die Gleichung
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indirekt, dass h < k gilt. Unter der Annahme, dass h > ls ist, gibt
es k+L linear unabhängige schwache Lösungen ut , . . . , a*+t e Htr@\
der Gleichung l,' u : 0. Auf Grund des bereits bewiesenen Teils der
Aussage b) von Satz 4.3 ist Problem I mit g : 0 ftir die Gleichung
l,u:f fiirkeineFunktion f +O ausdervon 1)7,...,ah+r aufge.
spannten linearen Menge M lösbar. Deshalb ist auch das dazu äqui-
valente Problem

u-Au: f'
fiir keine n'unktion f' + 0 aus der von den Vektoren aj : 1t * ho)-'ai
aufgespannten linearen Menge M' lösbar. Weil die lineare Unabhängig-
keit bei der eineindeutigen Abbildung (L I ko)-' erhalten bleibt, ist
dilm M' : lc*l .

Der Raum L'(0) ist als direkte Summe

L2(Q):W(I-A)+M'+X
darstellbar, wobei X ein linearer Raum ist,. Das Orthogonalkomplement
L'@) e WQ - A) lron W(I - A) hat folglich die Dimension

dim(M' +x) : k+r f dimx > r+ r.
Es existieren somit (mindestens) k+I linear unabhängige Elemente
uieL2(A) (i: t,...,k+t) mit der Eigenschaft

ui- Aui : 0.
Es ist %i : A u, e H{(A). Die Gleichung l, u, : 0 besitzt also k+ I
linear unabhängige sch'vyache Lösungen u, e H[(Q), was im Widerspruch
zur Definition von ä steht. Wir haben die Beziehung h { k < q
bewiesen. Die symmetrische Betrachtung ergibt k < h .

4.8. Wir haben die X'ragen der Regularität der schwachen Lösungeu hier
nicht behandelt. X'iir elliptische Differentialgleichungen mit beschränkten
Koeffizienten sind diese Fragen ausfiihrlich studiert worden. Da es

sich bei der Untersuchung der inneren Regularität einer Lösungsfunktion
um lokale Eigenschaften handelt, können diese Resultate direkt in unsere
Theorie iibernommen werden. Schwieriger ist die Diskussion des Rand-
verhaltens einer Lösung; diese Frage ist fiir den Fall, dass sich die Koeffi-
zienten des Differentialausdruckes in der Umgebung des Randes des

Definitionsgebietes nicht, regulär verhalten, in der Literatur bisher kaum
systematisch betrachtet worden.

4.9. Das abschliessende Beispiel zeigt einen Differentialausdruck, der
den Voraussetzungen von Satz 4.3 geniigt, ohne die Bedingungen von Satz
4.2 ztt erfiillen.
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Beispiel 4.6. Der Ausilruclc

t:-/+q
effille d,i,e folgend,en Voraussetzungen :

l) Iar all,e r e Q gi,lt cl,i,e Ungleichung Re q(r) 2 k , und, d,i,e

nunktion Re q wcichst gegen d,en Rand, uon O d,erart an, ilass der ilurch
d,en Ausdtuck

/o" : - A {F"eq
auf der Menge Ctr@) erzeugteDi,fferentialoperator (l*.)o i,n ff(Q) wesent'

lich selbstad,jungiert dsf (vgl. [10]).
2) Di,e Xunlction Im q ist beschrrinkt in A .

Dann erfallt d,er Ausd,ruck I d,ie Voraussetzungen aon Satz 4.3.

Beweis. X'iir alle q e Cf @) gilt

(4.20) Re (e, t q)o : Re (q , l' E)o Z llqlli - (t - r)llqllå .

Da der Operator 11 : Im q beschränkt ist in L'(Q) , ergibt sich

L^io : L^^* : L bzw' Ll^r^ : L'^,* - L' ;

aus (4.20) folgen durch Abschliessung die Ungleichungen (a.8) bzw. (a.9).

Der Ausdruck I geniigt unter diesen Voraussetzungen nicht den
Bedingungen von Satz 4.2, denn die Funktion q ist nicht beschränkt
in O.

Zasatz bei der Korrektur
(November 1968)

Mit der in Kapitel 4 angewandten Methode lässt sich die nachstehende

Verschärfung von Satz 4.3 berveisen (vgl. Lemma 4.4):

Satz. Ds bezei,chne Q ein beschrcinktes Gebi,et i,n R , unil es seien

, : 
år^o, 

Oo ( ep e L?""(Q) ) ,

,' : 
,Ar^a§ 

On ( a; e L?""(O) )

zwe'i, zuei,nand,er a,iljungierte Di,fferenti,alausd,riicke d,er Ord,nung 2 m . Di,e

Gårili,ngsche U nglei,chung

(Z.r) R" (e, I v)o >: collqll?" - krll,plli ( co > 0 )

sei, ftir alle E e0f @) effillt. Es bezeichne T d,en gemriss (1.10) dem

Ausilruclc I zugeorilneten Operator iles Raumes Htr@) . Dann ist d,ie Galtig-
lcei,t iler Bezi,ehung
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(2.2) go)o : T*

notwend,ig und, hinre'i,chend, d,ajiir, d,ass far I iler ?red,holmsche Alternatiu-
satz g'i,lt, il,.h. d,ass il,ie folgend,en zwei Aussagen gelten,:

a) nalls Re ,1 ) lts, besi,tzt Problem I mit t : r.rl far die Gleichung
(t+X)u:f far jedes feL'z@) und,far jed,eszulcissige geL'@)
genau eine Lösung

b) DieGleichungen (l-l l)u:0 und, (l'+ ).)a:0 habend,ieselbe

end,l,iche Anzahl l'i,near unabhringi,ger schwacher Lösungen m'i,t »>homogenen

Randd,aten»> %1,...,%n € HT@) bzw. or,...,ao e Hi(Q). Problem I
fiir die Glei,chung (l + 1) u : f hat eine (bi,s auf eine Linearlcom,b'i,nation

d,er Xunktionen ltL, . . . , %h eind,eutig bestimmte) Lösung d,ann und' nur d,ann,

wenn

(u1 ,f)o -Tr<rtl - i @i, 9)o : o

Iti, j: r,...,h gilt.
Man bemerke, dass die Giiltigkeit, der Voraussetzungen rron Satz 4.2

die Beschränktheit des Operators ? impliziert und dass (2.2) dann trivia-
lerweise erfiillt ist. Bin weiteres Beispiel einer hinreichenden Bedingung
fiir die Richtigkeit von (2.2) stellt das Bestehen der Ungleichungen (4.8)

und (4.9) dar.

Eidgenössische Technische Hochschule
Zirich, Schweiz
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