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Einleitung

Es sei x ein linearer normierter Raum. Man nimmt, d.ann im ailge-
meinen fiir die in x definierte r{orm an, dass sie die Dreiecksungleichung

llr,* rrll < ll"rll * Ilrrll

fiir alle Elementenpaare xr, r, e x erfiillt. Es gibt jedoch zahlreiche
Beispiele von linearen Räumen, bei denen analoge vergleiche mit ge-
r,vissen anderen linearen Räurnen eine besondere Definition der Norm
voraussetzen. Dies ist aber nicht möglich, da die so gewonnenen Ausdriicke,
die man sonst als Norm des in Frage stehenden Elements beibehalten kann,
nieht der Dreiecksungleichung geniigen.

Dementsprechend bezu,eckt die r.,orliegende Arbeit eirre rJntersuchung
solcher Räume, bei denen jedem ihrer Elemente ein Ausdruck zugeord"net
rverden kann, der neben der l)reiecksungleichung alle diejenigen iibrigen
Bedingungen erfiillt, die man an den Ausdruck der Norm stellt. wir nennen
einen solchen Ausdruck einfach die Norm; die auf diese \Veise definierten
Normen unterteilen wir in § I in Normen von drei verschiedenen Arten.
LTnter einer Norrn erster Art, verstehen wir die ger,vöhnliche Norm, r.velche
die Dreiecksungleichung erfiillt, während diese von den Normen zlr,eiter oder
rlritter Art bei Giiltigkeit gewisser Bedingungen nicht erfilllt wird. AIs
u'esentlicher Unterschied zwischen den Normen zweiter oder dritter Art,
ist zu erlr'ähnen, dass die r{orm der Projektion eines Brements r des Rau-
mes x mit einer Norm zweiter Art auf einen in besonderer weise gewähl-
ten l]rrterraum von x kleiner als die l{orm des Elements r selbst ist,
während im x'alle eines Raums x mit einer Norm dritter Art die Norm
der entsprechenden Projektion grösser als die Norm des Elements selbst, ist,

Die Norm zr,r'eiter bzlr'. dritter Art wird an Hand einer in besonderer
Weise erfolgendein Klassifikation der Elernente von -f, in B-Klassen de-
finiert. r)iese Klassifikation wird im ersten Paragraphen näher betrachtet,
in welchem wir ferner untersuchen, unter rvelchen Bedingungen die l{orm
zweiter bzw. dritter Art hinsichtlich der Addition gleichmässig stetig ist,
sowie weiterhin, wo dieser so normierte Raum separabel und wo er voll-
ständig ist. rn § 2 betrachten wir den konjugierten (fastkonjugierten)
Raum X' des Raums X mit einer Norm zweitet bzw, dritter Art. Be-
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sonders zeigen wir im zweiten Paragraphen, dass die I{orm des konjugierten
(fastkonjugierten) Raums X' dritter bzw. zweiter Art ist, je nachdem die

Norm des Raums X selbst zweiter bzw. dritter Art ist. In § 3 untersuchen
wir den zweiten konjugierten (fastkonjugierten) Raum X" von X, de-

finieren die kanonische Transformation von X z\ X" und zeigen, dass

diese Transformation isometrisch ist.
Als Beispiel betrachten wir die ganze Zeit hindurch den Raum lP,

wobei - oo{p(l und pf| ist. Die Norm des Elements n-
(€r,€r,...): (4,) von Ip definieren wir dann durch den Ausdruck

l|z|l :(Z'l€So1''o, -co(P{r, P+o'
Besonders sei bemerkt, dass - wenn nicht anders erwähnt' - unter

der Bezeichnung X die Summierung von I bis oo zu verstehen ist. Die
Bezeichnung Z'l€rlp bedeutet, dass nur iiber diejenigen Indizes i : L,2, ' . .

summiert werden darf, bei denen tt * 0 ist. Entsprechend bedeutet z.B.
der Ausdruck inf'lå;i die grösste untere Grenze der von Null verschied-

enen Glieder in der Reihe (16rl, lfrl, . . .).

§ | Die Norm erster, zweiter bzw. dritter Art

I.1. t'i,nte'ilung d,er frlem,ente cles Raum,s X i,n B-Klctssen

Definition 1.7-A. Es sei, X ein linearer Raum. Wir sagen, d,ass X
d,i,e Eigenschaft A hat, wenn man d,ie Elem,ente aon X folgend,ermassen'in
Klassen e'i,nte'i,len kann, d,ie ui,r B-Kl,assen nennen:

1". Jed,es Element uon X gehört zu genau einer B-Klasse.
2". Wenn ilie Elemente a,,b aon X zu ein und, d,erselben B-Klasse gehören,

so gehören zu clieser uuch d,ie Elemente a + b unil att,, wobei oc eine

beliebige positi,ue Zuhl, bed,eutet.

3". Wenn a, +O ein Element aon X 'i,st, so können d,ie Eleruente a unil,

@a ni,cht zu, ei,n und, derselben B-Klasse gehören. O bed,eutet hi,er eine

komplere Zahl, mit d,er Eigenschaft l0l : L, O + l.
4" - Das Nullelement gehört fur sich zu ei,ner ei,genen B-I(le,sse.
5". Die )Vlenge {B) d,er B-Kl,assen kann man halbgeortlnet beltommen, wenn

m,an, d,i,e folgende Orclnungsrelati,on einfahrt. lla.n, sagt, die Klasse

-B1 € {.B] sei, kleiner als rli,e Kl,asse B, e {B} und bezei,ch,net dies

d,urch 81 3Bz, wenn Bz: Bt* Bz gilt, cl.h. wenn d,i,e Mengen

{ar} und, {or' + ar'\ iiberei,nst'i,mmen, wobe'i a2, ar' ccnabhcingi,g uonei-

naniler alle frlem,ente uon Bz unrl, er' alle Elem,e.n,te aon, B, durch-

laufen.
Dde Summ,e Bt * Bz nertnt 'nan d,ie d'i,rekte Su'mrrue aon B, und' Br.
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- Diejenige B-Kl,asse, d,,i,e nur das Element Null enthrilt,,i,st also kleiner
als jed,e d,er Klassen aon {B), unil, wenn Bo eine solche B-Klasse ist,
d,ass kei,ne anilere B-Klasse grösser als d,iese ,i,st, nennt rnan sie marimal,
Jed,er Klasse B d,er Menge {B} entsgtri,cht wenigstens eine ma*i,male
Klasse der JVIenge {B), d,ie grösser als B ist.
Es se,i roe X gegeben,unil, es se,i r e,in beli,ebi,ges Element ei,nerbeli,e-
bigen mar,i,malen B-Kl,asse B(r). Dann lsann man il,as El,ement no
i,m Sinne d,er nachstehend,en Defi,ni,tion 1.1-C i,n, d,er Form e,i,ner Linear-
kombi,nati,on il,er Projelctionen d,es Elements r auf solchen B-Klassen
ilarstellen, d,ie lcleiner als B(r) sinil,.
Jed,er Unterr&un'?,, il,er uon d,en El,ementen e,i,ner betiebi,gen Klasse d,er
Menge {B} aufgespannt w,ird,, hat d,ie Ei,genschaften t"-7".
Es sei B, ei,ne beli,ebi,ge Klasse aon {B) unil r, e'in tlement aon B,
sousie Bt ei,ne B-Klasse, d,ie kl,einer al,s B, ,i,st. Dann gi,bt es e,in solches
Element fr6 uon 86, mi,t d,em fro - frb zu einer Klasse B" gehört,
d,i,e klei,ner q,ls B" i,st, so d,ass B,: Bt * 8". Die Klassen B" und,
86 haben we,iterh,in d,i,e besond,ere Eigenschaft, d,ass si,e hei,ne gemei,nsd,nxen
Elemente bes,i,tzen,und, zwar so, d,ass d,ie li,nearen Manni,gfalti,gkei,ten, d,ie
uon ilen Elementen aon B6 od,er uon B" aufgesgtannt werd,en, au,sser
deru, Nullelem,ent ke,i,ne gemeinsanten Ellemente haben. Di,e Elemente
rb, fr@ - rb nennt m,ctn d,ann entsprechend, d,ie Projelctionen uon
rd 'i,n d,en Klassen 86 und, 8", unil d,ie Klassen Bt und, B" nennt
mctn d,,ie Komplementklassen d,er Klassen B" und, 86 i,m Verhril,tni,s
zur Klasse B,; d,i,ese Komptlementltlassen werilen entsprechend, mi,t
86: fio - fi," und, B": B, - f)6 bezei,chnet. - Irwbesond,ere aer-
schwind,et ;jed,e Projehtion ei,nes solchen Elements r e. X, d,essen B-
Klasse B(r) sei,, auf e,i,ner solchen Komplementklasse d,er Klasse B(r)
i,m Verhriltnis zu jed,er B-Klasse, d,i,e grösser als B(r) ist. Weiterhin
lcann, wenn ro d,ie Projektion uo,n *a in d,er Klasse 86 bed,eutet, d,as
Element @x6, wobei lol : l, @ + l, ni,cht zu einer solchen B-Klasse
gehören, d,ie klei,ner als B, i,st.

l0o. .Es habe B" d,i,e glei,che Bedeutung wi,e in g", und, es sei,en n11 *2 zwa,i,

beliebi,ge Elemente uon 8". Dann lcann man i,mmer d,i,e Differenz d,er
Elemente r, unil r, ,i,n d,er Eorm

frr - frz: r- * {f+

d,arstel,len, wobe,i, r- und, x1 d,ie Eigenschaft haben, d,ass d,ie Elemente

-r- und, n-1 z% zwe,i, solchen B-Klassen gehören, d,ie keine gemeinsamen
Elemente enthalten unil, d,ie beide klei,ner als B, si,nd, od,er aon il,enen
höchstens d,ie ei,ne gleich gross wi,e B, sein kann. In d,iesem Xalle ent-
hcil,t d,i,e zweite Klasse nur il,as Nullelement. Ebenso i,st d,i,e d,i,rekte Summe
B- + Ba klei,ner als B, od,er höchstens glei,ch gross wie 8,.
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Detinition l.l-8. Es se'i {BLlLe A}, wobei' A e'i'ne Ind'ermenge be-

ileutet, ei,ne Menge aon B-Klassen, unil, zu)ar 8o, d,ass ke'i,ne uon d,i,esen ilas

Nullelement enthtilt. Man sagt, d,ass il,i,e Menge {B^} d,i'e Ei'genschaft C i'm
verhrittnis zur Klasse B(r) hat, falls ili,e d,i,rekte sum,me d,er Gli,ed,er aon

{Br} glei,ch B(x) i,st unit fatls B, ! B(r) bei, ieilem 
^e 

A sowie falls
jed,"u B^u.e A) d,i,e Komptlementmenge d,er d,irekten summe aller and,eren

Gti,eiter d,er Menge {8,.) i,m Verhaltni,s zur Klasse B(r) i'st'

Definition 1.1-c. Es se,i r ein beliebi,ges Element ei,ner beli'ebi,gen

mar,i,malen B-Klasse B(r) unil es sei {8,) ei,ne )wenge aon B-Klassen, ilie

d,ie Ei,genschaft C iru, Yerhd,ltn'i,s zur Klasse B(r) hat. Es sei' wei'terhi'n nL

iti,e Projekti,o'tl uon r auf d,er Klasse Bt ()"e A). Wi'r bezei'chnen mi't X,'

il,,i,e aon d,en Elementen {x,"; x e A) aufgesltaronte l'i,neare Manni,gfalti,gkeit.

Es sei nun {8,-* i F e M t, 1 e A}, wobei, M, ei,ne Ind,ermenge bed,eutet, eine

solche Menge aon B-Klassen, 'i,n der ied'e Teilmenge {Bt* ) F e M 
^} 

bei' ied'em'

).e A d,ie Ei,genschaft C i,m Yerhtiltnis zur Klasse 8,. lr'at'

Wir bezei,chnen mit r,.* ili,e Projektion uon fr,. au! d'er Klasse Ba, ynd
mit X^,, d,'i,e aon d,en Elementen {r,r} aufgesgtannte li,neare Manni'gfaltigkei't,

wobei, i bzw. p entsytrechend,ili,elnitered,erMenge A bzw. M,. d,urcltlaufen.

Offenbar gil,t Xts Xtu bei, iedem 1e A undbei,Xed,em Fe M,.' TVennman

si fortsetzt, erhd,lt man ei,ne Rei,he aon l,'i,nearen Rciumen X,.c X,.rc X,.ru

c ...
natls d,ie klei,nste obere Grenze iler so erhaltenen aollstrind,i,g geordneten

Menge aon linectren Rciumen rni,t X iibere'i,nstimmt, sagt man, ilass d,ie Pro-

jekti,onen aon n auf solchen B-Klassen, d,i,e klei,ner als B(r) s'ind', d'en ganze?L

Raum x aufspannen. Analogerue,i,se sagt man d,ann auch, d,ass ied,es Element

roe X 'i,n der nornr, einer L'i,nearkombi,nati,on der Proiektionen aon r auf

,il"hm B-Klassen darstellbar i,st, d,i,e gteich d,er Klasse B(r) oder kleiner als

d,i,ese si,nd,.

wir betrachten nun eine beliebige B-KIasse Bo des Raums x. Falls

Bo nicht die kleinste B-Klasse ist und also nicht nur das Nullelement'

enthält, kann man die B-Iilassen, die kleiner als Bo sind, folgendermassen

konstruieren. Es sei {Br} eine Menge von solchen B-Klassen, die kleiner

als Bo sind, und sie habe im verhältnis zu Bo die Eigenschaft c. wir
bezeicirnen mit A die von den Indexen {r,} gebildete }Ienge und rvählen

aus jeder Klasse B) U. e A) en Element a,.. Die llenge der Elemente von

der X'orm

(1.1.- I ) Zo^a),,
)t

wobei 1 alle Indexe der Menge A
der Klasse B , und alle Elemente

durchläuft, enthält dann alle Elemente
jeder B-Klasse, die kleiner als Bo ist-
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X'alls a, > 0 bei jedem )"e A gilt, gehören die Elemente dern'orm(l.I-l)
zur Klasse Bo. Wenn &i.:0 bei jedem j'e A, stellt (l.l-l) nur das
Nullelement, also die kleinste B-KIasse dar. Wenn wir die Mengen {Br}
auf alle möglichen Weisen wählen, erhalten wir schliesslich alle die möglichen
B-Klassen, die kleiner als Bo sind.

1.2. Di,e Norm. Wir fiihren jetzt folgende Definitionen ein:

Definition 7.2-A. Einen linearen Raum X, ,i,n d,em d,ie Norm d,efi,ni,ert
'i,st, nennt man ei,nen normierten l,i,nearen Raum erster Art, wenn d,ie i,n X
d,efinierte Norm folgend,e Ei,genschaften hat:

(a) llr, * rrll < IlrJl * llrrll bei jed,em Paar q, x, aon X ,

(b) llarll: l"l ll"ll , wobe,i, a einen beliebi,gen Skalar bedeutet,

(c) ll"ll > 0,
(d) ll"ll+o, falls n+0,
wobe,i, r ei,n beliebi,ges Element uon X bed,eutet.

Definition 1.2-8. tinen li,nearen Raum X, d,er d,i,e in d,er Defi,ni,ti,on
l.l-A erwrihnte Eigenschaft A hat, nennt man einen li,nearen norm,i,erten
Raum zwei,ter Art, wenn far jedes Element r e X e,ine reellwertige nicht-
negatiae ?unktion llrll bestim,mt werd,en kann, d,,i,e folgend,e Ei,genschaften hat:

(a) Es gibt eine solche Klassenei,nte,i,lung {B} d,er Elemente d,es Raums X,
d,ie d,ie Bed,i,ngungen der Defi,rui,tion l.l-A erfallt, unil zwar so, ilass d,ie
Unglei,chung

llr, * rrll > IlrJl * llr,ll

gi,lt, wobei, r, unil, r, beli,ebige Elemente aon X bedeuten, d,ie zu e,in
und, derselben B-Klasse d,er Xlenge {B) gehören.

ll""ll: l"lll"ll , wobei & ein beli,ebi,ger Skalar und, n ein beliebiges
Element aon X bedeutet.

lllrll > o.

ll"ll + O dann und, nur dann, utenn r * 0 .

Es sei r e X beli,ebig, u,nd, es sei B(r) die d,as Element r enthaltend,e
B-Klasse, d,i,e zu d,er ,i,n (a) erwtihnten Menge {B} gehört. Es sei wei-
terhin B, e,i,ne B-Klasse, d,,ie klei,ner als B(r) ist. Wenn hi,erbei r,
d,ie Projekti,on uon r auf d,er Klasse B, ,i,st, so gilt

li"ll ä Ilz,ll .

Es sei u;e,iterhin r-, d,,ie Projekti,on aon n auf d,er Komplementlclasse
B(r) - B, uon B, im Verhriltnis zu B(r). Wenn wir nun in d,em

(b)

(.)

(d2)
("2)
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Ausdruck h * @fr -, den posit'iar»ertigeru Faktor @ ao% 1 gegen co

bzu). ao'n, I gegen 0 streben lassen, 8o gi,lt

llr, * @n -rll* cc bzu). iir,* On-,ll *ll"rli

Definition 1.2-C. Ei,nen l'i,neuren Raum X, der d,i,e [n d,er Defi'ni'tion

I.L-A erwd,hnte tigenschaft A hat, nennt man einen linearen normierten

Raum dri,tter Art, wenn man fi)r jed,es Element r aon X ei,ne reellwerti,ge

nichtnegatiae ?unktion ll4l bestimmen kann, d,ie folgend,e Ei,genschaften

besitzt:
Di,e Bed,i,ngungen (a), (b) und, (c) d,er Defi,niti,on 1.2-B si,nd' gillti,g. Ausser-

d,em s'i,nil, folgend,e Bed,i,ngungen erfullt :

(d3) Die Norm d,es Nullelements aerschwi,nd,et. Es se'i,nun r e X ei,n Element,

il,essen Norm Derschw'i,nd,et. Ei,n solches Element u 'ist genau ilann aon

Null aerschi,eilen, wenn es weni,gstens e'ine solche B-Klasse B, gi'bt, d'ie

lcleiner als d,i,e uon f i,st, und, ?'tLCLr so, d,ass d,i,e Norm d,er Projekti'on

't)on n auf B, aon Nul'l aerschieil,en'i,st.

(eB) ,E's sei, re X beti,ebig, und, es sei B(") d;ie B-Klasse uon r' Wenn

r * 0, so sei, dann B, e'i,ne B-Klasse, d,i,e kleiner als B(r) i,st, Xedoch

so, d,ass Br ni,cht rn'i,t iler kle'insten, nlhr d,as l{ullelement ent-

haltend,en B-Klasse tiberei,nsti,mmt. Xalls ilann r, d,i,e Projektion Don

r auf il,er Klasse B, bed'eutet, so gi,lt

Es sei, weiterhi,n r-, d,ie Proiekti,on uo'tl c) auf der Koruplementklasse

B(r) - B, aon B, i,m Verhtiltni,s zu' B(r). lYenn 'n^'i'r nun in dem

Ausd,ruck rr{@r-, d,en positi,uwertigen Taktor O ton I gegen a
bzw. aon t gegen 0 streben lassert, so gilt

llr, { @r-rll * Il"rll bzw. l1r, { Or-r',1, -> 0 .

Xalls d,as Glei,chhei,tszei'chen i,n d,er obigen Ungleichung nur dann g'ilt,

wenn d,ie Klassen B, unil, B(r) iiberei'nstimmen, sagt man, d,ass d'ie

Norm llrll d,ie sytezi,elle Beili,ngung (e}a) erfullt.

Die x'unktion llull in den beiden Definitionen 1.2-B und 1.2-c nennen

wir die Norm des Elements r im Raum X.
Falls die Norm des linearen Raums x die Bedingung einer der Defi-

nitionen 1.2-A, 1.2-B oder 1.2-c erfiillt, so nennen wir sie entsprechend

ei,ne Norm erster, zuei,ter bzw. d,ritter Art.

L.3. Steti,gkei,t d,er Addi,ti,on 'i,m linearen Raum m'i,t ei,ner Norm zweiter

oiler d,ritter Art.

ilrrii
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Definition 1.3-A. Man sagt, tlass d,i,e l{orm llrll d,es Elements r d,es

linearen norm'i,erten Raums X nach d,er Add,i,ti,on steti,g 'ist, wenn far jede

Zahl e > 0 solche pos'itiuen Zahlen ö, und, ö, eristieren, d,ass llrtlrzll S e ,
wenn llrrll S ä, und, llrrll < ör;rr,m, bed,euten hi,er i,m iibr'igen beliebi,ge

Elemente aon X. Ial,l,s d,ie Zahlen ör, ö, nur 1)on e, n'icht aber aon ilen
El,ementen rr,r, selbst abhcingen, sagen w'ir, dass d,ie Norm d,es Raums X
nach d,er Add,i,tion glei,chmrissig stetig 'ist.

Falls die Norm des Raums X erster Art ist, ist sie, wie bekannt, nach
der Addition gleichmässig stetig. Wir beweisen jetzt den folgenden

Satz 1.3-A. Es sei, X ein linearer Raum mi't ei,ner Norm zwe'i,ter Art.
Die Norm i,n X ,i,st dann unil, nur d,ann nach d,er Add,i,ti,on glei,chmrissi,g

steti,g, wenn eine solche positi,ue Zahl, k existi,ert, d,ass

(1.3- 1)

(1.3-2)

Beweis. tr'alls das eine der Elemente rr, r, rirrib dem Nullelement iiber-
einstimmt, ist die Behauptung selbstverständlich. Nehmen wir daher an,
dass gleichzeitig r, * 0 und r, * 0. Wir betrachten zuerst den Fall,
dass die l{orm in X nach der Addition gleichmässig stetig ist. Es sei
e > 0 gegeben. Dann existieren solche nur von e abhängigen Konstan-
ten dl, ä2 > 0, dass llr, + r2ll 

= 
e, falls die Bedingungen

ll*, * rr;i < k [ilrrll + llrrli ]

gleichzeitig erfiillt sind.
Falls die Elemente q, n2 urspliinglich nicht die Eigenschaften (I.3-2)

haben, kann man sie der Normbedingung (b) gemäss i.mmer mit einer
Konstanten r t 0 multiplizieren, so dass die beiden Bedingungen (f .3-2)
gleichzeitig gelten. Wir wählen die Zalil r besonders so, dass wenigstens
in einer der Bedingungen (1.3-2) das Gleichheitszeichen gilt, d.h. wir
wählen r : min (är/ll"Jl, örlll"rii). Die so erhaltenen Elemente rul, rnz
bezeichnen wir mit r, Ttzw. zr. Wir haben dann

llr. * rrll < e 
-< 

Ä'l lrr'l f llrrlll ,

wenn wir k : max(elör, elör) wählen.
Nehmen wir nun umgekehrt an, dass es eine derartige Zahl lc > 0

gibt, mit der die Bedingung (1.3-l) erfiillt ist. Es sei e > 0 gegeben. Wir
multiplizieren die Elemente rr, r, rmit, einer solchen Zahl r, dass gleich-
zeilig llrurll { el2k und llrzrll { el2k. Wir setzen $ : el2k und bezeichnen
die Elemente rr, und ru, mit r, bzw. rr. Wir erhalten dann

ll*, * *rll 
= 

k[ilrrll + llrrll] ( u,
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wenn llrrll < ö : el2k tr.d. ll"rll < ö : el2lt, woraus gleichmässige Stetig-
keit der Norm llrll folgt. Ilnser Satz ist damit bewiesen.

L.4. Der Abstand, zw'i,schen e'i,nem einzelnen Element und, d,er l[enge.
Wir definieren ietzt:

Definition 1.4-A. Ds sei, X ei,n linearer Raum rnit e'i,ner Norm zwe'iter

od,er d,ritter Art, unil, es se'i S eine Menge der Elemente aon X. Unter d,er

Entfernung d,(ro, S) des Elements ro € X, xo$ S aon der Menge B oersteht

mq,n dann den Ausdruck

(1.4-1) d(ro, S) - inf ll*, - *ll oder d(ro, §) - sup ll*o - *il

je nachdem ob d,'i,e l{orm im Raum, X zu)ei,ter oder dri,tter Art i,st.

1.5. Separab,ilit(it.

Definition 1.5-A. Es sei, X ei,n linearer Raum mit e'iner Norm zwe'iter

Art. Man beze'i,chnet d,,ie Menge I d,er Elernente aon X als tiberall d,i,cht in
X, wenn es Jur jeiles Element n aon X i,mmer ein solches Element rL uon
X gi,bt, d,ass, wenn e 2 0 gegeben,i,st,

llrr-ril<e.
Definition 1.5-B. Es sei' X ein linearer Raum mit ei,ner l{orm, d,ri,tter

Art. Die frIenge I iler Dlemente aon X bezeichnet man als tiberall d,icht i,n
X, wenn es fli,r jedes Element r aon X immer e,i,n solches Element nL aon
I gdbt, d,ass, wenn e S 0 gegeben ,i,st,

sup ll(r - rr) (.B")ll < e
BoSB(x - x')

gi,lt, wobei, Bo alle d,i,ejeni,gen B-Klassen d,urchkiuft, d,i,e klei,ner als d,i,e d,as

Element n - *r enthaltend,e Klasse B(* - rr) si,nd,; (r - rr) (B*) bed,eutet

hi,er d,i,e Projekti,on d,es Elements n - r, auf d,er Klasse 8,.
Falls die Norm des linearen Raums X erster oder zrreiter Art, ist, de-

finieren wir die Cauchysche Reihe wie iiblich z.B. wie im Banachschen
Raum. Wenn dagegen X ein linearer Raum mit einer Norm dlitter Art
ist, stellen wir die folgende Definition auf:

Definition 1.5-C. Es sei X ein li,nearer norm,i,erter Raum m,it ei,ner
Norm d,ri,tter Art. Wi,r sagen, d,ass d,i,e zu ein und, d,erselben B-Klasse Bo
gehörend,en Elemente fi11 fi2t . . . aon X im Sinne uon Cauchy lconuergieren,
wenn es far jed,es e ) 0 eine solche Zahl N 2 0 gibt, d,ass
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sup llz,(B*) - x*(B*)ll < e, u)enn m,n S N,
BdSBo

wobe'i, Bo alle d,iejeni,gen B'Klassen d,urchkiuft, il,ie kle'iner als Bo si,nd,, und'

wobei, r,(Bo) und, r^(Bo) d,i,e Projekti'onen iler Elemente ro bzw' r* auf
d,er Klasse Bo bed,euten.

1.6. Der Raum lP. Di,e ril;ckkiufi,ge Höld,ersche [Ingleichung' Es sei p
eine beliebige .rron l{ull verschiedene Zahl.Betrachten wir z.B. den Raum

lP, der von denjenigen Elementen x : (€r, €r, . . .): (4") gebildet wird,

fiirwelche ZIE^lc(oo, falls 0<p (o;wenn p(0 ist,stellenwir
keine Konvergenzeinschränkungen auf, doch nehmen wir an, dass es bei
jedem Element, n: (€r, €r,...) € lp eine derartige endliche Zahl M : M(r)
mit der Eigenschaft sup ll6rl < M(*) gibt. Die Bezeichnung »'l|"l besagt

hier wie auch in d.er gesamten nachfolgenden Darstellung, wie schon in
der Einleitung erwähnt wurde, dass von I bis oo nur iiber diejenigen

Indexe ?b - L, 2, . .

llrll des Elements n

(1.6- 1)

Wenn p >: I ist, stellt (1.6-l), wie bekannt, eine Norm erster Art dar,

und der Raum lp selbst ist ein Banach-Raum' Wir werden jetzt zeigen,

d.ass im X'alle 0 <p 
= 

I (1.6-l) eine Norm zweiter Art und bei p < 0

eine Norm dritter Art darstellt,. Zu diesem Zweckzeigen wir die GAltigkeit
einer Ungleichung, die wir die rllcltliiufige Höld,ersche Unglei,chung (vgl.
z.B. BncrnNBACrr pl) nennen wollen und die die Form

,å, 
@,b,t = 

( Z' lo,1r)1/r ( I' lb,lo')'ro'

hat, wobei p <L,p +O und p' :plp-L ist und ferner h :ur,d bi

bei gleichem i gleichzeitig verschwinden oder von Null verschied.en sind.

Es seien jetzt, a,B > 0 und entweder )" 10 oder ]t> l. Wir wollen
jetzt die X'unktion

o(t):r-)"+ji-*
betrachten, wobei f reell und nichtnegativ ist. Dann gilt

@'(t): i(l - *-') .

Wenn ).<O oder 1>l ist, so gilt O'(t)> 0 im Falle t<L und

Q'(t) < 0 im X'alle t> I; @(1):0. Wir haben also O(t) < @(I) : g

bei jedem positiven Wert von f. In die so erhaltene Ungleichung L - 1 +
+ ).t < tt setzen wir jetzt t : al§ ein. Falls P > 0, erhalten wir dann

I

^i

(1.6-2)

. zlJ summieren ist, fiir welche €, + 0 ist. Die Norm
in ln definieren wir dann durch die Gleichung

lirll - ( I'l€,r)t/r

I'\-
22( 1.6-3) ot' pt-t" 

= 
),a + (1 ).)p, wenn

11
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wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn o: § ist, rvas besagt,
dass f : I ist. Falls p : 0 ist, ist die obige ungleichung offensichtlich.

Es seien (ar) und (b,) zwei derartige Reihen von nichtnegativen
Zahlen, dass bei gleichem Wert, des Indexes i, die Zdhlerr ai, b; gleich-
zeitig verschwinden oder von Null verschieden sind und dass wenigstens
bei einem Wert von i die Ungleichung arbi ) 0 gilt. Wir bezeichnen

nn

A*: Z'o; und B,: Z'b;. Dann gibt es eine solche positive Zdhl ns,

b"i derl'*"rn yrrr n>'io' wan"r, A.> o und B"; 0 gilt. Gemäss
(1.6-3) haben wir dann

I)urch Multiplikation der beiden Seiten mit
erhalten .wir

)b:- > AIB:-^

Wenn wir jeLzt die Zdnlen a: und bL - L mit
L lp - )' sowie L lp' _- t )" setzen, erhält
Form

),-
I>,

dem Ausdruck A: B:-'

ct r bzw. bi bezeich.nen Lrnd

die obige Ilngleichung die

ib,lo')t tP' .

i,u,
i:1

=- (»: o,)'( ä bt)t-;Z,O,
f :1

i:I i:l

n

§rL
i:1

1i
-l,i

la,b,l

Da die obige Ungleichung bei jedem n ) no gilt, haben wir an der Grenze

Z'la,b,l lby')ttr'

Die zulet'zt' erhaltene ungleichung ist offenbar auch dann giiltig, wenn d.ie
Zahlen a; und å; komplexe \Yerte erreichen können, solange aus la; ö;l : 0
die Bedingung ai : br : 0 (i : I, 2. . . .) folgt. Die riickläufige Höldersche
Ungleichung ist damit ber,r,iesen.

Da das Gleichheitszeichen in (1.6-3) nur dann gilt, rvenn n : fr ist,
ist das Gleichheitszeichen in (1.6-a) und daher auch in (t.G-2) nur dann
giiltig, wenn das Verhältnis a;lbi beijedem solchen \Yert r-on i konstant,
bleibt, fiir den a;br .* 0 ist,.

1.7. Di,e riinklaufige Minlcowski,sche Ungleichung. \!ir teilen jetzt die
Elemente von lp folgendermassen in B-Klassen ein. Die Elemente a : (ai)
und ö : (ö;) gehören zu ein und derselben B-Klasse genau dann, wenn
bei jedem Wert von ,i, : 1,2, . . . die Bedingung aiLi Z 0 gilt und wenn



Yn.rö Krl,rt, IIber lineare Räume mit der Norm 13

ausserdem aus der Bedingung d;bi :0 die Gleichung a; : [; :0 folgt.
Man sagt, dass das Element (ar) zu einer kleineren B-Klasse als (br)
gehört, wenn aus aib;:0 die Gleichung a; : 0 folgt.

Eine solche Klassifikation der Elemente von lp hab offenbar die in
der Definition 1.1-A erwähnte Eigenschaft A, wenn man unter der Pro-
jektion des Elements a: (ai) auf einer B-Klasse .B., die kleiner als die
das Blement o enthaltende B-Klasse ist, dasjenige Element versteht,
welches aus dem Element a hervorgeht, wenn man in a alle diejenigen
von Null verschiedenen Komponenten gleich Null setzt, die in den Ele-
menten der Klasse B, verschwinden. Wir werden jetzb zeigen, dass, wenn

- oo < p 
= 

l, p + 0 ist, und dass, wenn fr12 n2 zu ein und derselben
B-Klasse gehören, sie die in den Definitionen 1.2-B und 1.2-C erwähnte
Bedingung

(") llrr* *rll Z llrJl + ll*rll
erfiillen, wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn *r, r, urrter-
einander linear abhängig sind oder wenn ? : I ist.

Nehmen wir zuerst, an, dass - oo { p<L, p * 0 ist, und es seien
rr: (a;) und rr: (b;) zwei at ein und derselben B-Klasse gehörende
Elemente yon lP. Wir haben also

. I'latlo < co und Z' lltlr{ co, falls 0 <p < l.
Da r, und r, zu ein und derselben B-Klasse gehören, können wir setzen

lat * b;l tat * b,lo -t ,

TL

!r/-
i

n

!,/-)
1

la, * bilr

wobei 'n eine endliche Zahl bedeuhet,. Hieraus und
Hölderschen Ungleichung (1.6-2) erhalten wir d.ann

j'i ai * btl lat * b,1n- - 2'lo,l la, * b,l,-
11

+f,
I

(T,
I

fL

!rL
I

lbitnf rr

aus der riickläufigen

la, * brl@ - 1)q)'t' 
,

wobei llp + llq: I ist. Wie am Schluss von 1.6 gesagt worden ist, gilt
das Gleichheitszeichen nur dann, wenn die n-dimensionalen Vektoren
(a1, a2,...,a,) und (ör, b2,.. .,b") linearabhängigsind. Da q(p-t) : p ist,

erhalten wir weiterhin durch Dividieren mit dem Ausdruck (f'r,r* a,1r;'i,

nm.'

(Z' lo, * b,1n)'to > ( I' la,1n1'r, + ( :' lb,ln)ttn ., .T ' "T
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Dies gilt bei jedem gauzer, positiven z, woraus folgt

(1.2-r) (Z'1",*b,p1ru > (I'la;lo1tn + (I'(b,lo)'to,

wobei das Gleichheitszeichen auf Grund des Vorhergesagten nur dann gilt,
wenn die Elemente o: (a) und ä : (å,) linear abhängig sind.

X'alls p : I ist, und falls o: (a;) und b : (Ör) zu ein und derselben

B-Klasse gehören, gilt bei jedem Wert von i, : 1,2, . . . die Gleichung

lat*b;l: la,l * 1Ö;1. Die Ungleichung (1.7-t) und damit auch die

Bedingung (a) ist im tr'alle p : I offenbar, und in diesem Falle ist nur das

Gleichheitszeichen giiltig. Falls p -- -- oo, definieren wir die Norm des

Elements a: (at) im Raum l-* durch den Ausdruck

llall : inf'la;l ,

wobei inf.'lail, wie schon in der Einleitung erwähnt wurde, die grösst'e

untere Grenze derjenigen Zahlen la;l bedeutet, die von Null verschieden

sind. Daraus folgt

lla*bll :inf'la;fÖ,1 >inf'la;l finf'lÖ;l :llall *llÖll

und die Bedingung (a) ist also dann giiltig, wenn - oo ( p 
= 

l, p + 0

ist. Die Ungleichung (t.7-t) nennen wir im folgenden d'i,e rii,clckiufige Min-
kowski,sche Unglei,chung (vgl. z.B. BncxnNeecr [1]).

1.8. Bteti,gloeit d,er Add,iti,on in lp. Wir haben zuYor gezeigt, dass im Falle

? 1L, p + o der Raum lp die Normbedingung (a) der Definition 1.2-B

erfiillt. Die Normbedingungen (b)und (c) der Definition 1.2-B sind trivialer-
weise erfflllt; ebenso gelten die Normbedingungen (d2) und (e2) oder (d3)

und (e3) der Definitionen 1.2-B oder 1.2-C, je nachdem ob 0 < p ! |
oder p < 0 ztttuiffl. Da also die Bedingungen der Definitionen 1.2-B

oder 1.2-C erfiillt sind, ist die Norm des Raums /p zg'eiter oder dritter Art,
jenachdemob 0<p{l oder p(0 gilt.

Wir zeigen nun, dass, wenn 0 < p < I ist. die Norm in /p nach der

Addition stetig und sogar gleichmässig stetig ist. Es sei also e > 0 gegeben,

und es seien u, : (ai) und r, : (b) zu'ei beliebige Elemente von lP.

Wir haben dann

Gemäss dem Satze 1.3-A ist daher die Addition in Zp gleichmässig stetig,
w'enn 0<?(I ist, w.z.b.w.
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Aus der obigen Ungleichung kann man ohne Schwierigkeiten schliessen,
dass der Raum lp linear ist, wenn 0 4p < 1 ist. X'alls p < 0 ist, folgt
die Linearität von lp unmittelbar aus dem zu Beginn von Nr. 1.6 Gesagten.

1.9. Separabi,litdt d,es Raumes lp. [rir stellen uns jetzt die Aufgabe, die
Separabilität von l,p zu'aniersuchen, und beweisen demgemäss folgenden

Satz 1.9-A. Der Raum lp ist separabel, wenn 0 < p { I 'i,st, und, ni,cht-

separabel, wenn p 10 ist.
Beweis. Es sei zuerst 0 <p < I. Die Menge der endlichen rationalen

Za}.len ist offenbar abzählbar. Sie ist auch iiberall dicht in lp. Es sei

nämlich e > 0 und r: (E)e lP gegeben. Wir wählen die Zahl Är > 0
*eP

so, dass Zr ,l6"lP 
< 2 silt. Danach wählen wir den Punkt g: (t1)e lp

n: If+ I
so, dass die Za}.len rl" (n : 1,2, . ..) rational sind, und zwar derart, dass

71.:0 ist,wenn n> N und lfr - rl*l 1(2N1-rttr, mib k:!,2,...,N,
gleichzeitig gelten. Dann ist

15

ll" - vllo

tr
§ tt
/' len

n:1

oo 6P gP

- ttn,,P tz lf"i, < 
^, 2I{ + 2 - tP t

wor&us llr - yll ( e folgt. Der Raum lp ist daher separabel, wenn 0 <
p{1 ist.

Nehmen wir jetzt an, dass gt < 0 ist. Wir werden zeigen, dass in diesem

X'alI lp nicht separabel ist. Hierzu betrachten wir eine beliebige Element-
reihe {2,} in lP, wobei s:^: (€r(")) ist. Es sei r: (E) e le dasjenige
Element, dessen Komponenten durch die Gleichungen

t E(/') rett sk r @r,, falls l§f) i < 1 und €r"- 0, falls l§r)l > I ,

mit k : 1,2, . . . , definiert sind. Hierbei bedeutet @* eine komplexe
Zahl vom absoluten Betrag I so, dass Ao*)> 0 gilt. Dann stimmt die
k:le Komponente von lL - tr mit €, - €f) iiberein. Daraus folgt'

16, - 6f)l > l. Es sei B(r - ra) diejenige B-Klasse, die das Element
n-frh enthält. Das Element rot":(0,0 ...,0,€r"- ff),0,...), wobei
also €u - Eyl die einzige von Null verschiedene Komponente von nok

ist, gehört dann also zt einer B-Klasse, die kleiner als B(r - 16) ist. Es
sei Bor die das Element ror" enthalt'ende B-Klasse. Die Norm l€h - €Pl
der Projektion r.p des Elements n - fr* auf der Klasse B"e ist dann
grösser als I bei jedem Wert von lc : 1,2, . . . Die Menge {r"} kann
daher nach der Definition 1.5-C nicht iiberall dicht in lp sein. Der Raum
l,P ist folglich nicht separabel, wenn - oo { p < 0 ist. Unser Satz ist
damit bewiesen.
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1.10. Vol,lstrind,i,gkei,t des Raums ,P. Wir definieren:

Definition 1.10-A. Es sei, X ei,n li,nearer Raum m'i,t e'iner Norm zwe'i,ter

od,er d,ritter Art. Maru sagt, il,ass er aollstrind,ig i,st, wenn il,as Greruzel,ement

jed,er Rei,he solcher Elemente aon X, d,i,e im Sinne uon Cauchy (vgl. Nr. f .5)

lconaergieren, auch zu X gehört.

Satz 1.10-A. Im naile -oo { p <L,p +0 i'st il,er Raum lP aoll-
strind,i,g.

Bewe'i,s. Wenn 0 < p ( I ist, beweist, man die Vollständigkeit des

Raums ,P gena,u wie im X'alle des Banachschen Raums p 2l (vgl. hierzu
z.B. Tavr,on [f], S. I00-101). Wir tiberlassen daher diesen Teil des Be-
weises dem Leser. Nehmen wfu jetzt an, dass yt < 0 ist. Es sei ir,) eine
Reihe von Cauchy 1r, p, wobei no: (fi")) ist. Dann ist nach der Defini-
tion 1.5-C bei jedem festen ft die Reihe €t),tL'',,...,tf),... eine
Cauchysche Reihe. Es sei 6r : lim 4f;).

Nach dem in 1.6 Gesagten g"*?t das Element, r: (4r) ohne Konver-
genzeinschränkung nt lp. Es sei jetzt' B(r) die B-Klasse der Elemente
von /P, welche die Elemente der Cauchyschen Reihe {r"} enthält. Es ist
noch zu zeigen, dass die Norm des Elements xo - r und die Norm seiner
Projektion auf jeder B-Klasse, die kleiner als die B-Klasse vott ntu - r ist,
gegen Null strebt, wenn n-> @. Dies folgt unmittelbar aus der Norm-
bedingung (e3) der Definition I.2-C und aus der gleichzeitigen Bedingung

6r: lim §f;) U"i jedem Wert von k: L,2, ... . Unser Satz ist damit

b"*i".*å.

§ 2 Der konjugierte (fastkoniugierte) Raum

2.1. Der Raum Xf und, seine Bf-Klassen. Hs sei X ein linearer Raum
mit der Eigenschaft ,4. (vgl. Definition l.f-A). Es sei c ein beliebiges
Element von X und B(r) seine B-Klasse. Aus den Bedingungen 7o und
8" der Definition l.l-A folgt dann, dass die Projektionen vorl r aluf solchen
B-Klassen, die kleiner als B(r) sind, den gleichen Raum aufspannen, wie
die Elemente der Klasse B(z) selbst (vgl. Definition 1.1-C).

Wir nehmen forthin an, dass X ein linearer Raum und .U das skaläre
X'eld von X sei. Wir bezeichnen mit X/ die Menge aller linearen X'unkt'io-
nale von X nt E. Um zu definieren, untet welchen Bedingungen ein
solches X'unktional stetig ist und welches seine Norrn ist', unterteilen
wir zuerst die Elemente von Xf in B/-Klassen.

Es sei rf e Xf gegeben. Wir wählen das Elemenb r e X folgender-
massen. Das Element a kann ein beliebiges Element mit folgenden Eigen-
schaften sein: Es soll zu einer solchen B-Klasse gehören, dass, wenn B,
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eine beliebige B-Klasse ist,, die kleiner als B(r) ist, und wenn frjL die
Projektion von ,D auf der Klasse .B,. bedeutet, immer rf (r^) ) 0 gilt
und dass, wenn weiterhin ro € X ein zu einer solchen B-Klasse gehörendes
Element bedeutet, die grösser als B(r) ist, und wenn # die Projektion
von r0 auf die Klasse B(r) ist, folgend.e Gleichung gelten muss:

rcI (n; - rf (r)

L7

(2. 1- 1)

Alle diejenigen Elemente von X/, die beim Element r die gleichen
Bedingungen wie das obige rf erfiillen, werden in ein und dieselbe B/-Klasse
der Elemente von X/ eingefiigt, und wir sagen, dass diese B/-Klasse
derjenigen B-Klasse B(r) im Raum X entspricht, die das Element r
enthält. Es ist ersichtlich, dass jedes Element dieser B/-Klasse bei allen
Elementen der Klasse B(") die gleichen obengenannten Bedingungen
erftillt wie beim Element r selbst und bei den Projektionen von r auf
jeder B-Klasse, die kleiner als B(") ist. Die Klassenmengen {B} und
{B{ entsprechen also einander eineindeutig.

Wir beweisen jetzt, den folgenden

Satz 2.1-A. Es sei X ein linearer Raum mit d,eri,n d,er Defi,nition
l.l-4, erwahnten E,i,genschaft A. Dann ,i,st d,ie Einteilung d,er Elemente d,es

Raumes Xf i,n d,i,e Bf-Klassen uöll,ig analog mi,t d,er Ei,ntei,l,ung d,er El,emente
aon X in B-Klassen und, erf,iillt d,ie gleichen Bed,i,ngungen wi,e d,iese.

Beue,is. Da xf € X/ beliebig gewählt worden ist, gehört jedes Element
von X/ zu einer B/-Klasse. Die Bedingung 1o der Definition f.f-A ist
also erfilllt. Wenn wir unter dem Nullelement 0' des Raums X/ das-
jenige Funktional verstehen, das bei jedem Element von X verschwindet,
gehört ein solches Element offenbar einsam zu einer eigenen l?/-Klasse.
Falls rveiterhin af und ä/ zu derselben B/-Klasse gehören, so gehören
dazu offenbar die Elemente qf I bf wd aaf, wobei a eine beliebige
positive Konstante bedeutet. Ebenso ist, falls af * 0' ein Element von
X/ ist, leicht festzustellen, dass die Elemente a,f und @af nicht za
ein und derselben B/-Klasse gehören können. @ bedeutet hier eine kom-
plexe Zahl mit der Bigenschaft l@l: l,@ + l. Die Bedingungen 2"-4o
der Definition Ll-A sind damit erftillt.

Es seien jetzt al und ö/ zwei Elemente von X/. Wir sagen, dass a/
zu einer grösseren B/-Klasse als gf gehört, falls die dem Element a,!
entsprechende B-Klasse in X grösser ist als die dem Element, bf ent-
sprechende B-Klasse. Wenn wir solche B/-Klassen maxi,mal, nennen,
denen maximale B-Klassen in X entsprechen, so ist es offenbar, dass es

in X/ keine B/-Klasse gibt, die grösser als eine der eben definierten
maximalen B/-Klassen ist. Die Giiltigkeit der Bedingung 5o ist damit
bewiesen, und die Giiltigkeit der Bedingung 6o ist ersichtlich.

2
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Es sei nun Bf(xf) die B/-Klasse des Elements rf. Unher sein Pro-
jektion ys auf der B/-Klasse Bl(rt), die kleiner als Bf(nf) ist, ver-
steht man das Element, das mit s,f in der B-Klasse iibereinstimmt,
die der B-Klasse Bf(ns) entspricht, das aber in der Komplementklasse
dieser letztbestimmten B-Klasse im Verhältnis zu derjenigen B-Klasse
verschwindet, die dem Element rf im Raume X entspricht. Die so de-

finierte Projektion rc vorr sf gen1digL den Bedingungen des Postulats 9o

in der Definition 1.I-4.
IJm zu beweisen, dass die Einteilung der Elemente von Xl h Bf-

Klassen auch die Bedingung l0' der Definition l.I-A erfiillt, betrachten
wir die Elemente "{ - rf, und rr, - *{. wobei *f, und a{ zwei be-
liebige Elemente ein und derselben B/-KIasse B{ bedeuten. Es sei B,
die der Klasse B{ in X entsprechende B-Klasse. Es seien weiterhin
B{-, und Bf-, diejenigen B/-Klassen, zu denen die Elemente x{ - rf,
bzw. r{ - r{ gehören, und es seien Br-, und Br-, die diesen B/-Klassen
entsprechenden B-Klassen im Raum X.

Wir bezeichnen jetzt mit B* bzw. B=r, die grösste B-Klasse, die
kleiner als B, und Br-, bzw. B, und Br-, ist. Die Klassen B, und
B-, haben die Eigenschaft, dass in ihnen und in jeder B-Klasse, die kleiner
als B* und B-r, ist, sowohl das Element r{ als auch entsprechend die
Elemente r{ - "f, :und r{ - rf positive Werte erhalten.

Es sei jetzt -B-* diejenige B-Klasse, die aus Elementen von B-r,
durch Multiplikation mit dem tr'aktor - 1 erhalten wurde. Die Klasse
Bn bzw. -B-, ist kleiner als Br-, und sie ist weiterhin kleiner als die
Komplementklasse von -B-, ltzw. B* im Verhältnis zur Klasse -Br-r.
Ebenso ist die Klasse B' bzw. B-, kleiner als die Klasse B, und ist wei-
terhin kleiner als die Komplementklasse von B-r, bzw. B' im Verhältnis
zur Klasse Br. Es sei nun Bo die Komplementklasse der direkten Summe
von B* und B-r, im \rerhältnis zur Klasse Br. Wir zeigen, dass r{ - r{
in B, verschwindet. Da Bo zttr Komplementklasse sou'ohl von B* als

von B-, im Verhältnis zu Br gehört, kann r{ - e,{ in Bo rreder
positive noch negative \\ierte annehmen, lroraus folgt, dass es in Bo

verschwinden muss. Das Funktional rf - r{ erhält also positive \Yerte
nur in der B-Klasse, die mit der direkten Summe von B* und -B-r,
iibereinstimmt, sowie in allen denjenigen B-Klassen, die kleiner als die
direkte Summe Bn*(-B_.rr) sind. Das Funktional r{-r{ lrer-
schwindet weiterhin in der Komplementmenge der Klasse B* I (-B-rt)
im Verhältnis zur Klasse Br. Dies aber bedeutet, dass die Klasse Br-
die direkte Summe der Klassen B, und -B-r, ist und dass man damit
jedes Element von Br-, in der X'orm r+ * r- darstellen kann, wobei
tL1 e Bp und r- e -B-rr..

Es seien jetzt B{r, -Bf-r, und Bl, die den Klassen Brr, -B-,
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und -B-r, entsprechenden B/-Klassen im Raum X/. Die so erhaltene
B/-Klasse B{, bzw. -Bf-r, ist offenbar die Komplementklasse von

-Bl-r, bzw. B{, im Verhälbnis zur Klasse B{-r, und die Klasse B{,
bzw. Bf-r, gehört zu der Komplementklasse von Bf ,, bzw. B{, im
Verhältnis zur Klasse B{. Jedes Element von Bfr-, kann man also als

Sumne von zwei Elementen ausdriicken, von denen das eine in die Klasse

Bf, und das andere in die Klasse -Bf ,, gehört. Dies aber bedeutet, dass

die Einteilung der Elemente des Raums X/ in B/-Klassen auch dem

Postulat, I0o der Definition 1.1-A geniigt.
Wir werden jelzt, zeigen, dass die B/-Klassen auch der Bedingung 7o

der Definition I.1-A geniigen. Bs sei also r{ € X/ beliebig, und es sei a/
ein beliebiges Element einer beliebigen maximalen B/-Klasse Bf@\.
Wir bezeichnen mit r ein beliebiges Element derjenigen B-Klasse B(r)
in X, die der Klasse Br@l) entspricht.

Es sei weiterhin {B^(*),le l\, wobei A eirre Indexmenge bedeutet,
eine Menge von B-Klassen, die im Verhältnis zur Klasse B(r) die Eigen-
schaft C der Definition l.l-B hat. Wenn r^ die Projektion von r auf
der Klasse B, bedeutet, so wählen wir bei jedem Wert ,2r e A den Skalar
a, so, dass

r{(rr1 : r{(a^rr)

gilt; hierbei bedeutet r{ die Projektion von rf auf derjenigen B/-Klasse
Bt(nI) in Xf, die der Klasse B(x^) in X entspricht.

Dann gilt "t: Za^r{ in dem von den Elementen {r^} aufgespann-

ten linearen Raum X,. Es mögenweiterhin B^, wd r^* beiiedem le A
und bei jedem fie Mi die gleiche Bedeutung wie inderDefinition 1.1-C

haben, und es sei Bf,, die der Klasse 8,.,, ir X entsprechende B/-Klasse
im Raum X/ sowie r{,, die Projektion von r{ auf der Klasse Bl^, bei
jedem )" e A tnd. bei jedem p e l[ r. Dann gibt es bei jedem Wert' )" e. A,
peMt einen solchen Skalar, dass

rd@r,,) : n{,,(ap14)

gilt. Dann haben wir "{: 4oru*{, 
in der von den Elementen {*^r}

aufgespannten linearen Mannigfaltigkeit X^,..
Wenn wir so fortsetzen, erhalten wir eine Reihe von Projektionsmengen

{"{}, {*{*), {*{.*,), . . . . Wir bezeichnen 
_ 
mit Xl b1w. X{r, Xr^,,,, . . .

den von den Elementen der Menge {*{} hzw. {*{.,1, {*{r,},... auf-
gespannten linearen Raum in Xf. Es gilt offenbar X{c X{,,q Xf^*,. . . .

Wir werden jetzt zeigen, dass die kleinste obere Grenze dieser total ge-

ordneten Menge von linearen Räumen mit X/ iibereinstimmt. Es sei also

xf die kleinste obere Grenze der Reihe X{,X{r,X{.r,,... Aus dem

19
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Obengesagten folgt, dass rf in Form einer Linearkombination der Ele-
mente von X{, Xf.*, X{,,,, . . . in den entsprechenden linearen Mannig-
faltigkeiten Xi, X7*, X).p,, . . . darstellbar ist.

An der Grenze finden wir dann, dass rf, im Raum X mit einer Linear-
kombination der Elemente von X/. iibereinstimmt. Da 

"{ 
e Xr beliebig

gewählt worden ist, bedeutet dies aber, dass der Raum Xl* mit Xr
iibereinstimmt. Die B/-Klassen erfiillen also die Bedingung 7o der De-
finition t.I-4.

Nach diesen Vorbetrachtungen können wir weiterhin schliessen, dass
die B/-Klassen auch die Bedingung 8o der Definition 1.1-A erfiillen, und
unser Satz ist damit vollständig bewiesen.

2.2. Steti,ge ?unkti,onale ,i,n Xl unil, iler lrcn;jugi,erte (fastkonjugierte)
Raum, X' aon X. Wir definieren jetzt:

Definition 2.2-A. Es sei, r' e Xf ei,n im Raum X il,efi,ni,ertes lineures
Xunlcti,onal, und, es sei, wei,terhi,n r ein beli,ebi,ges Element i,n X und, B(r)
sei,ne B-Klasse. Es sei, e > 0 gegeben.

Nehmen wi,r nun an, es gebe ,i,mmer eine solche Zahl ö: ö(e) ) 0 ,

d,ass lr'(r)l < e, lDenn il'i,e Nornz aon r und, d,ie Nornr jed,er Projektion uon,

r auf e'iner kle'ineren B-Klasse als B(r) kleiner als ö si,nd,. Dann sagen wir,
d,ass d,as Tunktional r' e Xf steti,g i,st.

Es sei nun {Br; X:0, I, 2,...,rb < a} ei,ne beliebi,ge Menge uon
enil,liclt aielen B-Kl,a,ssen, d,i,e i,m Verhriltni,s zur Klasse B(r) d,i,e Edgenschaft
C d,er Defi,niti,on l.l-B haben. Ial,ls d,as Element n' e Xf i,n d,em obigen Si,nne

nicht steti,g ist, d,abei, aber far jedes r e B@) und, fil;r jed,e oben d,efi,ni,erte

end,liche Menge {8,} der B-Klassen sol,che positi,aen Zahlen k und, d -
d(e, {Br}) > 0 aorhand,en s,inil, d,ass lr'(kr)l < e, wenn d,i,e Norm uon kr
und, d,ie Norm d,er Projeldion aon kr auf ei,ner beli,ebi,gen B-Klasse B^e
{8" 1:0, 1,2,...,n} lclei,ner als ö sind,, d,ann sogen w,i,r, ilass il,as

Iunltti,onal, r' e Xf faststeti,g i,st.
Es ist leicht zu zeigen, dass die in X definierte l\fenge von stetigen

(faststetigen) Funktionalen des Raumes X/ linear ist. Wir stellen daher
die folgende Definition auf.

Definition 2.2-8. Den l'i,nearen Raum, der uon den in X definierten
l'i,nearen steti,gen (faststetigen) Funktionalen gebi,ldet wiril,, nennt m.an ilen
lconjugi,erten (fastkonXugierten) Raum aon X, unil, manbezei,chnet ihn mit X'.

2.3. Die Norm i,m konjugi,erten (fastlconjugi,erten) Raum X'. lYir de-
finieren:

Definition 2.3-A. Es sei X ei,n linearer Raum m,i,t einer Norm zwei,ter



Yn.rö l(tlrl, Ilber lineare Räurne mit der Nornr

oder dri,tter Art. Unter der Norm d,es Ele'ments x' iru konjugierten Raum
X' aon X aersteht mun il,en Ausd,ruclc

(2.3- 1)
liri ii ä I

2L

wobei r^ € X alle Elemente ilerjenigen B-Klasse 8,. d,urchkirffi, d,ie d,er d,as

illement r' enthaltend,en B'-Klasse,i,m, Raum X' entspri,cht.
Wir beweisen jetzt den

§atz 2.3-A. Es sei, r^e.X gegeben, und, es sei, B^ seine B-Klasse(d,.h.
d,i,e B-Kl,asse, zw iler *^ gehört). Es sei, wei,terhi,n, {r,} d,i,e Menge aller d,er'-

jeni,gen Elemente aon X, d,i,e zu solchen B-Klassen gehören, d,ie grösser als
B, sinil,, und, d,eren Projelctionen auf B, mi,t r^ ii,,bereinsti,mmen. Es sei nun
r' e,in solches Element uon X', d,essen B'-Klasse d,er Kl,asse B, ,in X ent-
spri,cht. Der Ausd,ruch (2.3-l) d,er Norm far das Element r' e X' ist d,ann

dil,enti,sch mi,t d,em, Ausdruclc

{2.3-2)

oder mit

(2.3-3)

"e {").} xoe B@\-B),

dem Ausdruck

Xe nachd,em ob di,e i,n X d,efi,ni,erte Nornt, zweiter od,er d,'ri,tter Art i,st. B(r) - 8,.

bed,eutet hier d,i,e Komplementmenge d,er Klasse Br i,m Verhriltnis zu d,er

d,as Element re {r^) enthaltenilen B-Klasse B(*).
Bewei,s. Aus der Bestimmungsweise der Klasse B, folgt, dass r' in

der Klasse B(r) - B, verschwindet, woraus man weiterhin w'(r - fro):
: r'(r) erhält, wenn iro e B@) n Bi. Die Menge {* - *o} , wobei man
r e {r^} festhält und wobei ro alle Elemente von B(z) - B, durchläuft,
enthält gemäss der Bedingung 9o der Definition I.l-A genau ein Element
der Klasse J31, wogegen alle anderen Elemente dieser Menge zu solchen
B-Klassen gehören, die grösser als B, sind. Nach den Definitionen 1.2-B
und 1.2-C sind die Normen der Projektionen des Elements tr - *o auf der
Klasse B, dann kleiner oder grösser als die Norm des Elements r - ro
selbst, je nachdem ob die Norm in X zweiler oder dritter Art ist. Daraus
folgt, dass dasjenige Element no der Klasse B(r) - B^, bei dern sich

inf llr - roll oder sup llz - zJl ergibt, der Bedingung r - xoe B,
ro€B(r) -Bl ro€B(r) -Bi

geniigt. Dies aber bedeutet, dass die Ausdriicke (2.3-2) und (2.3-3) mit
dem Ausdruck (2.3-f), der die Norm .vorr n' definiert, iibereinstimmen.
Ifnser Satz ist bewiesen.
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Satz 2.3-B. Es sei, X ein linearer Raum mit e'i,ner l{orrn zwe'iter oder

d,ri,tter Art. Dann i,st d,i,e Norm seines lconjugi,erten (fastkonXugi'erten) Raums
X' entsprechend, d,ri,tter od,er zweiter Art.

Beweis. Bs sei die l{orm in X entweder zweiter oder dritter Art. Aus
(2.3-1) folgt dann unmittelbar, dass die Norm llu'll den Bedingungen (a),

(b) und (c) in der Definition 1.2-B geniigt. Es sei B'(r') die B'-Klasse des

Elements x'e X', und es sei Bi eine beliebige B'-Klasse, die kleiner als

B'(n') ist; ferner seien B(z) bzw. B, die den Klassen B'(r') ltzw. B',
entsprechenden B-Klassen in X. Die Norm der Projektion des Elements
m' a;rrf der Klasse Bi erhält man dann, werln rL in der Gleichung (2.3-I)
alle Elemente der Klasse .8, anstatt derjenigen der Klasse B, durchläuft
oder wenn in (2.3-2) oder in (2.3-3) ro alle Elemente der Komplement-
klas:e B(r) - B, und r alle Elemente der Menge {ar} durchläuft. n'ails
die Norm in X zweiter oder dritter Art ist, definieren die Ausdriicke

inf llz - roll und inf llz - roll
xoeB@')-B). xo€B(x\-B'

bzw.
sup ll,x - roll und sup llr - zoll

*oeB@l-BA x€B(x)-81

entsprechend die Normen der Projektion vort n auf den Klassen 8,. und
Br. Da B, { 8,., gilt

inf ll* - *o1l 2 inf li, - *nll
xoeB(")-Bl xoeB(")-.B,

oder sup llr - roll { sup ll* - roli
xoeB(")-Bl xoeB(")-.B,

je nachdem ob die l{orm in X zweiber oder dritter Art ist.
Wir schreiben nun das Elernent r in der Form

(2.3-1) n - h * @*-, ,

(2.3-5)

wobei u, bzw. @*-, die Projektion von r arf der Klasse B, bzw.
B(r) - B, bedeutet und O positiv sowie tr-r durch die Bedingung

ll"-rll : I normiert ist. Wenn die in X definierte Norm dritter Art ist,
so folgt aus (2.3-3), dass die Norm der Projektion des ntr B'-KTasse B'(r')
gehörigen Elements r' anf der Klasse B', kleiner ist als die l{orm des

Elements fr' selbst.
Falls die Norm in X zweiter Art ist, schreiben wir r' analogerrveise

gemäss (2.3-4) in der Form

fr': frL'+@'fr'-r,

wobei r', bzw. @'r'-, die Projektion vorr *' anf Br'bzu.. auf B'(r')-B',
bedeutet und wobei @' positiv sowie r'-, durch die Gleichung llr'-rll : I
normiert ist.

Da die l{orm in X z'weiter Art ist, so gilt offenbar
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li_nr [inf{(zl * O'n'-r) (r, { Or-r)lll", * @r-tll\]: inf {r!@r)/ll"rll} ,

wobei r, bzw. r-, alle Elemente der Klasse B, bzw. B(x) - B, urrd
mit der Norm I durchläuft. Da weiterhin die Menge {rrf@ru-r), bei der
@ beliebige positive Werte erhalten kann, mehr Elemente enthält als die
Menge {r, { @r-r| bei der @ nun nur kleine positive Werte, z.B. kleinere
Werte als die Zahl Llllr-rll, erhält, so haben wir dann unter Beriicksichtigung
der Gleichung (2.3-t)

(2.s-6) Ilr'll : inf ((ri -l @'r-r) (r, ! @x-r)lll", * @n-rll) <
{ inf ri@r)/ll"Jl : llrill .

Falls also die Norm in X zweiter Art ist, bedeutet die obige Unglei-
chung, dass die l{orm der Projektion von x' anf einer solchen B'-Klasse,
die kleiner als die .vorr n' ist, grösser ist als die l{orm des Elements a'
selbst.

Wir nehmen rveiterhin an, dass die Norm in X zweiter Art ist, und
lassen in (2.3-5) @' gegen oo streben. Damit auf der linken Seite der
Ungleichung (2.3-6) das Infinum erhalten bleibt, kann @ bei grossen @'

nur sehr kleine positive Werte erhalten. Es sei e ) 0 gegeben. Aus (2.3-6)
erhalten wir dann

rt@t) Ilrrll

ilrtil llxrag 't

wenn wir @ klein genug wählen, Da e > 0 beliebig gewählt worden ist,
folgt aus der obigen Ungleichung aber unmittelbar

Iim llei * @'r'-rll: Ilrill .
6'+o

Wenn nun @'--+ 0, so sehen wir unmittelbar aus (2.3-6), wenn wir
nun @ geniigend grosse Werte annehmen lassen, dass

lim llri I O'r'-r11: g .

o'+@

Es sei nun die Norrn in X von dritter Art. Wir lassen in (2.3-5) @' ---> 0

gehen. Es sei e > 0 gegeben. Da dann nach der Bedingung (e3) der De-
finition (1.2-C) limllr, *@x-rll: llrrll ist, haben wir nach dem Oben-
gesagten o+@

.: inf l= (1 u) ll,rill ,
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li*'rl[ <

r- inf | *i@,)L-
inf l@, + @'n-t)

+ @'@n'-r(* -r) ll",ll I

llr'll

wenn wir zuerst, @ gross genug und damit O' klein genug wählen. Als
unmittelbare n'oQe der obigen Ungleichung haben wir dann

lim llri + @'r'-rll: lltr;ll.

Aus

llr'll : llri .a @'r'-rll : inf [(ri * @'r'-'.) (r, { @r-r)lll", * @n-rll]

folgt weiterhin unmittelbar, wenn wt @'-> co streben lassen, dass

f.r* II"i + @'n'-,,',1: q) .

Die Norm llr'll des Elements r' e X' erfiillt also die Bedingung (e3)
oder (e2) der Definition 1.2-C oder I.2-B, je nachdem ob die l{orrrl in X
zweiter oder dritter Art ist. - Ilnser Satz ist bewiesen.

2.4. Der konjugi,erte Ra,um aon l,p (p { l, p * 0). Wir betrachten jeLzt
den Raunr X:1,p, wobei -co -( p Sl,p +0. Es sei r' : (b,) ein
Ele.ment des Raums X' : U, wobei llp * Llq: l. Um die Norm des
Elements *' e X' zu bestimmen, betrachten wir nun ein solches im iibrigen
beliebiges Element r : (ar) von X, das jedoch die Bedingungen o, b, ) 0
mit jedem Wert des fndexes i : 1,2, . . . etfillt, und zwar so, dass das
Gleichheitszeichen nur dann giiltig ist, wenn bei dem gleichen Wert von ,i

die Bedingung d,i : bt: 0 gilt. Es sei bemerkt, dass die Komponenten
-r,ott n und r' die zu Beginn von Nr. 1.6 erwähnten Bedingungen erfiillen
miissen.

Wir sagen, dass die auf obige Weise definierte Menge der Elemente
{r} die B-Klasse in X bestimmt, die dem Element u' e X' : lc ent-
spricht. Wir definieren jetzt das Funktional u' folgendermassen:

r'(r) : Z'b,o,.
Nach der Gleichung (2.3-1) haben wir dann llu'll : inflr'(r,)j, rrobei

'.xi. Zl
r^ alle Elemente derjenigen B-Klasse B(r) durchläuft, die dem Element
s)' entsprechen. X'alls p < 0 ist, normieren wir das Element * : (a;)
der Klasse B(r) so, dass (J'laf l)'/r: l. Wir haben dann

tir'il - inf l;;r a;t ,
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wobei r: (ai) alle die Normbedingung llrll : I erfiillend.en Elemente
der Klasse B(r) durchläuft.

I{ach der riickläufigen Hölderschen Ungleichung haben wir anderer-
seits

lha;: .I'brar2 (2'lu,1r'1',r' (Z'la,lr1,r, : (1,1b,1r'1rro' .

Da r e B@) und llrll : l, während n im iibrigen beliebig gewählt
worden ist, erhalten wir dann nach der Gleichung (2.3-l)

llr'll > (Z'lu,lo'1''o' .

In dieser letzten Ungleichung kann man das 2 - Zeichen durch ein
Gleichheitszeichen ersetzen. Diese Tatsache beweisen wir erst später in
Nr. 2.6.

IJm zu beweisen, dass das n'unktional r' im Sinne der Definition 2.2-A
stetig ist, betrachten wir zuerst den Fall, in dem L 2 q > 0 und damit,
p 10 gilt. Es sei M : sup la;l und -l[ : sup lö;1. Aus dem zu Beginn
vonNr. l.6.Gesagtenfolgt,dass 0<M< oo und 0<-lf (co gelten.
Wir haben dann

la, I lb,lq
l*'@)l: II'biail! Mz'lbtl: MNZ,l"l= MNZ,lrl 

= 
14yr t,;gi:t.

Es sei e > 0 gegeben. Wir multiplizieren nun u mit derZahl ölXI :
: e|MNL-sllöllq una bezeichmen mit r das so erhaltene Element. Dann
ist die Norm der Projektion von r auf jeder B-Klasse, die kleiner als die-
jenige von o selbst ist, kleiner als ö. Weiterhin gilt bei einem solchen
n, dass r'(r) <e. X'alls I 2 q > 0, p z-0, ist die Stetigkeit von n'
damit bewiesen. Im n'ale q 10, 0 <p < I ist der Beweis völlig analog,
und wir iiberlassen daher den Beweis dieser Tatsache dem Leser.

2.5. Einige Eigenschaften il,es konjugi,erten (fastkonjugi,erten) Rauru,s X'.
Wir werden jetzt einige Sätze beweisen, die im konjugierten (fastkonju-
gierten) Raum X', dessen Norm zweiter oder dritter Art ist, giiltig sind
und die wir später brauchen werden. Die analogerr Sätze fiir den Raum
mit einer Norm erster Art sind allgemein bekannt (vgl. z.B. Tevr,on [4],
s. 185-r88).

Satz 2.5-A. Es sei, M ein wesentlicher Unteryaum d,es linearen Raums
zweiter od,er d,r,i,tter Art, und, zlfrar so, il,ass es eine solche B-Klasse B(m) d,er

Elemente uon X gibt,d,ass d,ie Elemente B(nt) d,ie Manni,gfalti,gheit M auf-
sponnen. Es sei, B'(*') d,i,e d,er Klasse B(m) entsprechend,e B'-Klasse ,i,m

Raum X'. Wir bezei,chnen m,i,t M' d,en l,,i,neuren Raum, iler aon d,en i,n M
d,efini,erten steti,gen ?unld,i,onalen gebi,ld,et wi,rd,.
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Ialls m' e M', so gi,bt es e'i,n im ganze% X defi,niertes ?unktional r' e X'
so,d,ass ll"'ll :llm'll und, *'(r):m'(r), wenn xe M.

Beweis. Es sei m' e M' gegeben, und es sei C'(m') diejenige B'-Klasse
der Elemente von M', die das Element m' enthdlt. Es sei weiterhin C(r,2.)

die B-Klasse in M und also auch in X, die der B'-Klasse C'(rn') in X'
entspricht, und es sei m ein beliebiges Element von C(m). Wir haben
dann

llm'll: inflm'(m)l ,

v-obei m alle die Eler,ente der Klasse C(m,) ilrchläuft, die der Bedingung

llmll > I geniigen. Es sei rtlur, r ein solches beliebiges Element von X,
das zu einer solchen B-Klasse in X gehört, die grösser als C(m) ist, und
zwar so, dass die Projektion -vofl n auf der Klasse C(ru) mit na iiber-
einstimmt. Es sei jetzt x' das Element von X', das durch die folgenden
Bedingungen definiert wird: es ist, im garrzer- X definiert und stimmt in
M wd also auch in der von den Elementen von C(m) aufgespannt'en
linearen Mannigfaltigkeit mit rn' iberein Weiterhin nehmen wir an, dass
r' die Bedingung

r'(r): *'17n1

erfiillt. Die B-Klasse in X, die dem Element r' entspricht, stimmt dann
nach Nr. 2.1 mit C(m) iiberein. I{ach der Definition der Norm in X'
haben wir dann

ll"'ll : inf r'(*) : inf m'(m) : inf m'(m) : lm'll ,

wobei r alle die Elemente durchläuft, die zu grösseren B-Klassen als C(m)
gehören, und zwar so, dass, wenn wir rrrit m die Projektion des Elernent's
r a;lf der Klasse C(m) bezeichnen, immer lrrull > I gilt; zrz durchläuft
hier also alle der Bedingung llmll> I geniigenden Elemente von C(*).
I]nser Satz ist damit bewiesen.

Bevor wir weitergehen, schränken wir die Menge der linearen Räume:
mit einer Norm zweiter oder dritter Art ein, die wir im folgenden unter-
suchen wollen. Hierzu geben wir die folgende

Definition 2.5-A. Es se'i X ei,n linearer Raum m,it ei,ner lt'orm zweiter
Art od,er d,r,itter Art mi,t d,er spez,iellen Normbed,ingung (e3a),und, es se,i X' sein
lconjugierter (fastkonjugi.erter) Raum. lYi,r sa,gen, d,ass der Raum X die
Eigenschaft E hat, falls folgend,es gilt:

Fur jedes Element uon u' e X', ilessen Norm aon Null aerschi,ed,en ,ist,

gi,bt es wen'i,gstens e'i,n Dlement r e X m,i,t llrll I 0, unil zuar so, dass die
B-Klasse B(r) aon r d,er B'-Klasse aon *' entspricht und, d,ass
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r'(r) : llr'll llrll

silt.
Beze'ichnen wir we'i,terhin mit {Bt ; I : 0, :t1, +2, . . .} ei,ne beliebige

Menge d,er B-Kl,assen, il,'ie alle kleiner als B(r) si,nd, und, d,i,e i,m Verhril,tni,s

zu B(r) d,i,e Eigenschaft C d,er Definiti,on l.l-B haben. Es se'i, r^ d,ie Pro-
jekti,on aon n auf d,er Klasse B, und, r, d,ie Projekti,on t)on n' auf d,er-

Senigen B'-Klasse, d,ie il,er Klasse Bie{Br; ).:0, +I, +2, . . .} in X
entspr,i,cht, unil, es sei r-^ bzw. r'-^ d,i,e Projekti,on aoTL r bzw. r' auf d,er

Komplementltlasse aon B^ ban. Bi im Verhriltnis zur Klasse B(r) bzw.

B'(*'). Dann gi,bt es bei, jed,em Paar aon pos'iti,aen Zahlen ot, p solche pos'itiaen

Zahl,en ko, kp, d,ass

@*i + pr'-^) (lc,r^ * kpn-,.) : ll""i * §r'-illllk**,. * ke*-Å1.

Wir betrachten als Beispiel den Raum l,P, wobei - oo ( p <L,
p +0. Es sei o' : (o|,al,...) ein beliebiges Element des Raums lr,
wobei tlq * tlp: l, und zwar so, dass lla'll : I (wir werden in Nr. 2.6

zeigen, dass lc mit dem konjugierten Raum von /p kongruent ist). Es sei

B'(a') die B'-Klasse in la, zu der a' gehört. Wir haben also .X' la',lt : 1.

Wir betrachten jelzl das Element b: (br,br,...) : (Ora'r't',@rol't',...),
wobeiman alqlp - 0 setzt,falls a::0(d:1,2,3,...), undwobeidie
komplexen Zahlen @1, @2, . . . so gewählt, worden sind, dass sie alle den
absoluten Betrag I haben und dass weiterhin @,a! ajttr > O bei jedem
Wert von 'i,:1,2,3,... gilt. Das Element b gehört za lP genau dann,
wenn unter den Komponenten vort e,' : (ar, a;, . . .) nur endlich viele von
Null verschieden sind. Dies beruht auf folgendem: Falls - oo ( q <-0,
gibt es eine solche endliche Zahl M, dass stry lail: M. Da qlp <0
gilt, ist inf lä;l : inf l@;q'ttn1: Ilqte. Die Bedingung Zlbllo 16 gilt,
und das Element ö gehört zu lP somit nur dann, wenn von den Kompo-
nenten b1, b2, .. . und also von den Komponenten ai, a'r, .. . nur endlich
viele von l{ull verschieden sind. Dass dies auch im Falle 0 < q < I gilt,
beweist man in analoger Weise.

Falls also b e lp , gehört es dann nach Nr. 2.1 zu
in lp, die der B'-Klasse B'(o' ) entspricht. OfTenbar

Wenn wir jetzt das f'unktional a,' _: (a'r, ar,. . .) e l'
finieren, so haben wir

derjenigen B-Klasse
gilt

u,ie in Nr. 2.4 de-

a'(b) : Z'olbr: Z'@ra!aittt : Z' la,l't : t : lla'll llåll .

Der Raum lp hat alsoimX'alle -@<p<l,p *0 dieEigenschaft
E, aber nur dann. wenn lp endlichdimensional ist. Demgegeniiber hat der
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Raum 7,o, den wir später in Nr. 3.2 definieren werden, im Falle p <-1,
p + O ohne Einschränkung die Eigenschaft E.

Wir beweisen nun folgende Hilfssätze:

Ililfssatz 2.5-B. Es se'i X ei,n l'inearer Raum m'i,t ei,ner Norm zweiter
Art od,er d,ritter Art mi,t d,er Normbed,ingung (elor) il,er Defini,ti,on 1.2-C. Es
habe X wedterhi,n d,i,e Eigenschaft fr, unil, es sei, x' ei,n beli,ebi,ges Element
d,es lconjugierten (fastkonjugi,erten) Raurrus X' uon X. Es sei wei,terhi,n r
e'i,tt, solches Element uon X, fi;tr welches

r'(r) : ll"'ll llrll

gilt, und, zlDar so, d,ass d,'i,e B-Klasse B(r) uon r glei,ch od,er kleiner i,st als
d,i,e B-Klasse, d,ie d,er Klasse B'(r') aon X' 'in X entspri,cht.

Bezeichnen wi,r mit {Bt; X:0, *1, +2,...} eine beli,ebige Menge
d,er B-Klassen, d,'ie alle kleiner als B(r) sind, und, d,ie i,m Verhriltnis zu B(ru)

d,i,e Ei,genschaft C d,er Defi,ni,tion I.I-B haben. Es sei, weiterhi,n r,. il,ie Pro-
jekti,on Don n auf d,er Klasse B^ unil, r, ilie Projekti,on non n' auf der-
jeni,gen B'-Klasse B;., d,ie d,er Klasse B^ e {B^, ). : 0, +L, +2, . . .) in
X entspri,cht, und, es sei, r-^ bzw. r'-^ d,i,e Projektion Don r bzw. r' auf
d,er Kompl,ernentlclasse aon BL bzw. B; i,m Verhd,l,tn'is zur Klasse B(r)
bzw. B'(r'). Dann haben wir

(2.5-3)

und

(2.5-4)

r'(r) - n;.(r^) + n'*,.(r-,.)

Beweis. Die Giiltigkeit der Gleichung (2.5-3) folgt unmittelbar aus
der Definition der B'-Klassen. Um (2.5-a) zu beweisen, betrachten wir
nun das Element rlnreX', das durch die Gleichung

(2.5-5\ rlz: k'r).4i'*',-^

definiert ist, wobei k' und i' positive Zaihlen bedeuten. Im Falle k':
fi' : I stimmt rj, mit r' iiberein. Das Element r.* der Klasse B(r),
bei welchen

rlr@r): llrirll llr,",ll ,

hat, dann nach der Definition 2.5-A die Form

(2.5-6)

u,obei it und k

abhängen. Wenn

frkz : k*,. + fr*-r,

positive Zahlen bedeuten, die offenbar von lc'

z.B. k' -*k': l, ist na,ch dem Obigen k -lt

und t'
:1.
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Nehmen wir zuerst an, dass die l{orrn im Raum X' dritLer Art und die
I{orm in X damit zweiter Art sei. Wir geben jetzt den beiden Zahlen lc'

und i{ den Anfangswert 1, halten danach i' zaerst fest und lassen fu'

gegen co streben. Wir untersuchen, wie sich die Zab.Jlen k', t' und
damit auch die Zahlen i, L änd"rn, wenn wir sie in diesem Zusammen-
hang noch so ändern, dass die Bedingungen

(2.5-7) l, ii#o-..ii - I

0 gehen, da sonst auf derrechtengiittig werden. Wenn k' -> @, muss k -->
Seite der IJngleichung

(2.5-8)

k'kr',.(rr)>k'hllr;lll@ll---> @ muss, was der obigen Ungleichung wider-
spricht. Wenn also /c -> 0, dann folgt somit aus der Normbedingung (e3)

der Definition 1.2-B lli"-rll* ]lrr-r.ll : 1. Aus (2.5-S) folgt dann weiterhin,
d.ass auch illlr'-rl1---t. Dies beruht darauf, dass die l{orm k'llrill der
Projektion von r'0, auf einer solchen B'-Klasse, die kleiner als diejenige
vor ri, ist,, grösser ist als die l{orm des Elements rL: selbst. Aus
(2.5-S) folgt dann unmittelbar r'-/r-r) : llr'-llli*-ll.

Wir geben jetzt, wie oben, den beiden Zahlen fr' und fu' den An-
fangsr",,ert I und halten danach t' zuerst fest, lassen nun al,.er k' gegen

0 streben. Wir betraehten, wie sich die Zahlen k' ,i' und damit auch

die Zahlen k ,i ändern, wenn wir sie in die:em Zusammenhang noch so
ändern, dass die Bedingungen (2.5-7) giiltig werden. fn diesem Prozess

*ou, f' schliesslich gegen co streben. Dies beruht darauf, dass nach
Einsetzen der Bedingung (2.5-7) irnmer k' > llllzjll gilt. Nach dem Oben-
gesagten kann man dann schliessen, dass am Ende des obigen Prozesses

i -- O und damit kllr)l --> I. Aus (2.5-S) erhalten wir dann aber r',,(r,) :
ilri)lllrll

Nehmen wir nun zweitens an, dass die Norm in X dritter Art ist und die

Normbedingung (e3a) der Definition 1.2-C hat. Wir halten 7' zuerst fest
und lassen lc' gegen Null streben. Nach Einsetzen der Bedingung (2.b-7)
gilt dann t'11*'-r,l-+ I und t'll*'-^ll < I . Wir v,erd.en jetzt zeigen, dass

am Schluss dieses Prozesses k gegen oo und ill*-)l gegen t strebt.
Da die Norm in X dritter Art mit der l{ormbedingung (e3a) ist und

also -ttll*-^ll ) llrorll : I gilt, muss, da_t'llr'-^ll-->t, auch tllr-rll->t
gelten. Dies aber bedeutet, dass die Zahl k stets grössere'Werte als l/llc_rll
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erhält und zuletzt an der Grenze diesen Wert, erreicht. Wenn aber die Zahl

i i" (2.5-s) abnimmt, muss fu dann wachsen, damit die Bedingung

llrorll : I ihre Giiltigkeit behält. X'alls nämlich ft in diesem Zusammen-

hang nicht wachsen wiirde. so wiirde man nach (2.5-S), (2.5-7) und (2'3-l)

t 7 x'*r(rur) > ll"irll ll"rrll : Il".rll

haben, wenn wir:_ r'r, mit der Normbedingung llrirll : I fest halten'

Wenn also fr g"gen tlll"-Ål abnimmt, wächst gleichfalls k, und es

hat daher eine kleinste obere Grenze. Falls diese Grenze von fr nicht mit
oo iibereinstimmt,, haben wir an der Grenze ein Element'

nn» : kr^ * tr-t ,

das bei endlichem /c die Bedingung (2.5-7) erfiillt, unabhängig davon,

ob h, bei diesem wert den wert 0 erreicht. Da nach der Normbedingung

(e3a) der Definition 1.2-C immer

llr*r.ll < tll*-;t

gilt und da f)lr_^l:, an der Grenze den Wert I erreicht, ist dies unter der

Bedingung llr*ril : 1 nicht möglich. wenn also lc'*_0, dann strebt

k gegen @, woraus folgt, dass in diesen Prozessen lcllr-^ll--->L geht'

Aus (2.5-8) erhalten wir aber dann r'^(r^) : llrillllrrll. Indem man nun in

(2.5-b) i; gg"n Null und damit a,ch lc'llr'^ll gegen I streben lässt, beweist

man analogerweise, dass d.ann i, -- * und frllrrll-+ r. Die Giiltigkeit
der Bedingtng r'-^(r-^) : llr'-Ålllr-rll folgt dann unmittelbar aus (2'5-8)'

wir haben damit die Giiltigkeit, der beiden Gleichungen (2.5-4) gezeigt,,

und unser Hilfssatz ist damit bewiesen.

Hiltssatz 2.5'C. Es mögen X, n, n^(1 : O, +1, +2, . ' ') il'i'e glei'chen

Bed,eutungen und, d,i,e glei,chen Eigenschaften wie i,m Hi,lfssatz 2'5-B haben'

Wi,r betrachten we'i,terhin d'as Element

(2.5-9) N

}{.. \- -
wobei, tr jed,e ganze Zahl d,urchlciuft unil, wobei, d,ie lci. beliebi'ge posi'ti'oe

Zq,hlen sei,n können. Dann gi,bt es i,n d,er B'-Klasse t)on X', clie d'er Klasse

B(r) i,n X entspricht, ein solches Element n'2, dclss

r'z(r»): ll*lll ll"ril .

Bewe,i,s. Nehmen wir jetzt an, dass die Norm in x zweiter oder drit-
ter Art ist und dass sie in diesem lelzten x'all die Normbedingung (e3a)

hat. x'otglich ist die Norm in x' entsprechend dritter oder zweiter Art.

Zk^n^,i
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Aus dem Beweis des vorigen Hilfssatzes folgt dann, dass, wenn v-ir das

Verhältnis lc'li' von 0 gegen co strebenlassen, während (2.5-7) dieganze

Zeit hind.urch giiltig ist, das Verhältnis kli sich gleichfalls von oo bis

0 ändert un6 diese -zind.erung stetig ist. Wir können also klt so wählen,

dass das Yerhältnis der Koeffizienten der Elemente ro und r, in den

Ansd.riicken der Projektionen des Elements xn, a:ulf den Klassen Bo und

h G{Bt; ).:0, +1, +2, . . .}) dem Verhältnis der Koeffizienten der

gleichen Elemente ro und r, in dem in (2.5-9) gegebenen Ausdmck
des Elements r, gleich ist.

wenn wir so fortsetzen, finden wir durch vollständige Induktion, dass

es ein solches Element r', in der B'-Klasse B'(r') gibt, dass dasjenige

Element r,, in der B-Klasse B(r) in X, das die Eigenschaft

x'»(r z) - ll*'rli li".il

besitzt, die Form

k," fri

hat,, wobei die Koeffizienten der Elemente 11, 1:0, +1, +.2,... mit
den Koeffizienten des in (2.5-S) definierten Elements bis auf einen multi-
plikativen konstanten Faktor iibereinstimmen. IJnser Hilfssatz ist damit

bewiesen.

Satz 2.5-D. Es sei, X ei,n l',nearer Raum m'it einer l{orm d,ri'tter Art
mi,t d,er Norm'bed,i,ngung (e}a) d,er Defi,ni,tion T.2-C od,er mit ei,ner l{orm
zweiter Art. Ds habe X weiterhi,n d,ie Ei,genschaft E der Defini,ti,on 2.5-1I,

und, es se,i ro ei,n Element aon X, so ilass ll"oll + 0, unil, es sei B(ro) ilessen

B-Klasse. Es sei, e2 0 gegeben. Dann gehört zu iler Klasse B'(*o'), d,ie iler

Klasse B(ro) entspri,cht, ein solches Element r', d,ass ll"'ll : L und,

(1 f e)iiroll 2 r'(r) > llroll .

Bewei,s. Es sei xoe X mit der Eigenschaft llrrll * 0 gegeben, und es

sei r' ein beliebiges Element der Klasse B'(ro') in X'. Offenbar können

wir ohne Einschränkung d.er Behauptung das Element zo so normieren,

dass llzoll : I ist. Es sei weiterhin u € X dasjenige Element der Klasse

B(ro), bei dem

(2.5-10) r'(r) : II"'ll llrll .

Das Element r existiert, da X die Eigenschaft E hat.
Es sei nun ö eine beliebigezahl im Intervall 1> Ö > 0, fiir die wir

später noch eine spezielle Binschränkung festlegen werden. Wir bezeichnen

mit {Bt"; t':0, *1, +2,...\ die Menge solcher B-Klassen, die die

31
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Eigenschaft c der Definition 1.1-B im verhältnis zur Klasse B(ro) haben.

Beziiglich der Menge {Br} nehmen wir noch an, dass, wenn r,. ur,d ro,.

die Projektionen von x bzw. ro auf der Klasse B^(l:0, *1, !2,. -.)
sind, die Bedingungen

(1 - ö)'n)"- not €.B, und not - (l - d1;'+ L:v,.e Bi"

gelten. Dies ist nach Bedingung 10o der Definition l.I-a immer möglich.

Wir bezeichnen mit, ro eil solches Element der Klasse B(ro), dessen

Projektion auf der Klasse BtQ.:0, tl, *2,...) gleich (1 - ö)ir^
ist. Dann gilt offenbar

no - no€ B(r) und ro - (L - d)a; e B@o) .

weiterhin gilt nach der Bedingung (a) in den Definitionen 1.2-B und
1.2-C der Normen zweiter und dritter Art

1 : llzoll ) llr, - (1 - d)r.ll + (I - ö) Ilr,il,

'fforaus unmittelbar folgt

Weiterhin haben wir nach der

iir,il = i'i*" - roll + Ilroll - ll*" - *oll +
oben erwähnten Nornrbedingung (u)

I , $romit nach (2.5- I I )

(2.5- 1 1)

t2.5-12)

1

ll*Ål <t_ö

I
=1 ö

I
ll*" - *rll s=1 ö

1: 1ö

gelten.
Nach dem Hilfssatz 2.5-C können wir nun ein solches Element r| dat

Klasse B'(*'o) bestimmen, dass

llrlll :r und t<r!"@"):llrjlllir.ll <1:

Wir haben dann

oder
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x,(ro)

Andererseits haben wir, da frd

und B-Klassen gehören,

r"(xo)

Als Ergebnis erhalten wir also

I

und ra ztJ einander entsprechenden B'-.

li"'"illl*oli - I

I
r:ll*:"llll*oll S *'"@o) < r _ ö < t + u: (l f e)llrllllroil,

wenn wir die Zahl ä so wählen, dass auch ä a, * ,: 
gilt. Unser Satz ist

damit bewiesen.

Sata 2.5-8. Es sei r ein Element d,es linearen Raums X mit e'iner

Norm zwe'iter oder dritter Art und, zlua,r so, d,ass *'(*) :0 bei, jed,em fr' e X'
gi,lt. Dann haben wir r : 0.

Bewe'is. Bezeichnen wir mit B(r) die das Element n enthaltende
B-Klasse und mit B'(r') die der l(lasse B(r) in X' entsprechende B'-
Klasse. Es sei r' e X' ein beliebiges Element der Klasse B'(r'). Aus der
Annahme folgt r'(x): 0. Nach der Definition der Einteilung der Elemente
rron X' in B'-Klassen ist, dies aber nur möglich, wenn sowohl a' : S

als r : 0 ist. Unser Satz ist damit bewiesen.
2.6. Iunkti,onale i,m lconjugi,erten Raum aon lo (p S l, p * 0). Den

Raum lp haben wir schon oft in § I und 2 betrachtet. Wir assoziieren
jetzt mit jeder Zahl p 

= 
l, p + 0 eir'e Zahl p', so dass

p,:plp - I, wenn _ oo ( 7t <-1,
P':-q 'wenn9:l'
P':l ,wennP:-q.

Besonders sei bemerkt, dass aus der Bedingung 0 < p < l oder

-oo ( p <0 die IJngleichung -oo ( p'<0 Ttzw. 0 <p' < I folgt.
Wir definieren rlun

[0, wennc:0,sglrc: {
lcllcl, wennct'0,

wobei c eine beliebige komplexe Zahl bedeutet.
X'alls v:([")elP, bezeichnen wir mit up,k:1,2,... dasjenige

r, bei dem tr:1 und 6n:0 ist,wenn n*lc. Wenn p<l,p+0
ist, erhält man dann nach der Definition der Norm zweiter oder dritter Art

llr - l'€*un11-- o
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Aus der Definition der Norm zweiter Art folgt, dann unmittelbar

fr -- Z' €t, u,tr: Z €r un

n'ails p ( 0 und also eine Norm dritter Art in Frage steht, können
wir schliessen, dass jedes Element u..6, k : I,2,3, . . . zrr einer solchen
B-KIasse Br von trr gehört, deren Elemente die eindimensionale lineare
Mannigfaltigkeit aufspannen. Die Projektion .vorr n - Z' €*zr verschrvindet
auf jeder der oben erwähnten B-Klassen Bu lt : l, 2, . . . , und damit also
auf jeder B-Klasse, die kleiner als die z enthaltende B-Klasse B(r) ist.
Daraus aber folgt dann nach der Definition der Norm dritter Art, dass
(2.6-I) auch im Falle p ( 0 gilt. Aus (2.6-1) folgt dann

(2.6-2) r'(r) - I 6o n'(uk) ,

wobei x' e X' .

Das Problem, das Element
Problem iiber, die Werte fiir die

r'(u*),lt,:1,2,...
zu bestimmen und anschliessend mit Hilfe dieser Werte der Norm llr'll
einen Ausdruck zu geben. Zu diesem Ztveck beweisen wir den folgenden

Satz 2.6-4. Es se'i, 0 < 7t <- l. Jed,es in lp d,efi,ni,erte stetige lunktional
lcann man ilann auf eine und, nur eine Weise ,i,n d,er Form,

(2.6-3) r'(r) : lax €n

clar.stellen, wobe,i, q : (ou o"2, . . .) : (ar) e,in Element uon lP' bedeutet.

Man kann dann jed,es Element uon lp' anwenden um ei,n Element uon (l,e)'

zu d,efini,eren, unil, d,er Zusamm,enhang z,wi,schen, den Elementen r' e Qr1' und
a e l,p' ,i,st e,ine Kongruenz zwischen d,en Rr)umen (lr)' unil lp,. Besonilers

si,tt

(2.6- r )

(2.6-1) ll*'ll
[ ( I' lory')rtn' ,--- 

i inf ' lo*l ,

fr' e X' darzustellen, geht damit in das
Ausdriicke

Bewe,is. Es sei n' e (l,P)' gegeben. Wir definieren ap: r'(ur") Dann
bestir:men die Gleichungen (2.6-2) und (2.6-3) den Ausdruck r'(r). Neh.-
menu'irzuerst, 0 <p q I an. DenX'all p: L werdenwirspäterbetrach-
ten. Wenn n eirle beliebige positive Zahl bedeutet, wählen wir das
Eleurent u € lP so, dass

urld x**0,{ l"rlq'-t.gn dr", wenn I <k{n
-ttr. Iglt )

[0, wenn k>n
(2.6-5)



woraus folgt

Hieraus folgt weiterhin

(2.6-6)
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Dann gilt, wenn L4k4n und wenn ar,*A, a*€r:lu*!p:l€xlP
sowie damit

ll"ll : ( Z'l*u1o'1''o und r'(r) -- \'lu"iP' '

Wenn das Element r : (€) in (2.6-3) so gewählt worden ist, dass die
ihm entsprechende B'-Klasse in (ln1' mit derjenigen von ,u' iibereinstimmt,
haben wir nach der die Norm definierenden Gleichung (2.3-1)

x'(r) . llr'llilrll ,

Z'lo*lo' 2 llx'll ( I'lonP')t/r .

ll"ll - ( I' l**lo')'ro' = ll*'ll 
.

Da die Komponenten der Elemente a : (ai) Q lp' und r : (€) e lt
solchen Bedingungen geniigen, die man an die Koeffizienten der riick-
läufigen Hölderschen Ungleichung (1.6-2) stellt, erhält, man aus dieser
Ungleichung

r'(r) : la*€x ä ( l'1"*l''1tn' (f'tin1r)t/r : llall llrll .

Da man weiterhin r beliebig aus derjenigen B-Klasse von lr, die dem
Element o entspricht, wählen kann, erhält man

(2.6-7) llr'll > llall .

Aus den Gleichungen (2.6-6) und (2.6-7) folgt dann ll"'ll : iloll.
Es sei andererseits das Element a: (a,)etre' gegeben. Nach (2.6-3)

kann man dann das Element r' e 1lt7' definieren. Zwischen den Element'en
von lP' und (P)' besteht also isometrische Isomorphie, d.h. Kongruenz,
wenn 0<p<l ist.

Wenn p:l ist, wählen wirdasElement n:r,n: (6*) l0 sc, dass

Isgna'r, wenn k:n,
€r:1

[0, tttnnkln.
Dann folgt aus (2.6-3), dass r'(r) : Io,l ist. Es sei nun {, die Projektion
:rorr n' auf derjenigen B'-Klasse B'(r^) von (re)', diederjenigenB-Klasse
B(r") entspricht, die das Element r, enthält. Wir haben dann lu*l :
: n'(*) : u!^@,): ll"jll llu"ll ä ll"jll, da nach der Definition von ntu rlie
Bedingung llr"ll > I gilt und da weiterhin die Elemente der Klassen
B(r") und B'(r*\ beide eindimensionale lineare Mannigfaltigkeiten auf-
spannen und folglich r'^(**1 : llr,,jll llrr"ll gilt. Da die Norm rron (lP)' dritter
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Art ist, haben wir weiterhin lln:ll>lln'll, und da la"llllx^ll, gilt also

l""l ä ll"'ll bei jedem Wert von n:1,2,3,... . Dies aber bedeutet,
dass die l{orm des Elements a: (a) e l,-* der Bedingung

lloll : inf'la"l 2llr'll

geniigt, wobei inf'la"j das Infinum der von Null verschiedenen Zahlen
der Menge {1""1 ;n:1,2,...) bedeutet. Da a:(a*) und s:(€u)
zu den einander entsprechenden -B'- und B-Klassen in den Räumen 7--
und 11 gehören, haben wir andererseits

Da u beliebig aus seiner B-Klasse gewählt werden kann, erhält, man aus

der letzten Ungleichung llr'll > llall. Aus den beiden obigen Ungleichungen
folgt dann, dass zwischen den Elementen der Räume (lr)' und lP' aruch

im X'alle p: I Kongruenz besteht, w.z.b.w.

§ 3 Der zweite konjugierte Raum

3.L. Di,e kanoni,sche Transformati,on d,es Raums X. Es sei X ein li-
nearer Raum mit einer Norm zweitet oder dritter Art, und es sei X' sein

konjugierter (fastkonjugierter) Raum. Wir bezeichnen mit, X" den kon-
jugierten (fastkonjugierten) Raum von X'. X" wird aach d,er zwei,te kon-
jugi,erte (fastkonjugi,erte) Raum von X genannt. Es sei n" eirL beliebiges
Element von X". Wir schreiben im folgenden oft (r',*") sLatt r"(r').

Es bedeute nun X/ wie in Nr. 2.1 die Menge aller linearen Funktionale
vom Raum X at seinem assoziierten skalären n'eld .1. Wir bezeichnen
entsprechencl mit Xff oder rnit (X')/ die Menge aller Iinearen Funktionale
von X/ oder von X' za ihren assoziierten skalären Feldern Aff odet
(A')f . Obgleich X' ein I]nterraum von X/ ist, ist X" im allgemeinen

nicht ein lJnterraum von X//. Dagegen ist X" immer eiu Unterraum von
(X')f . Jedoch gibt es die kanonische Transformation von X z1) X",
die der kanonischen Transformation von X zu X// ähnlich ist. Wir
bezeichnen mit J diese kanonische Transformation von X nt X". Die
Transformation J wird durch die Gleichung

(3. 1- 1) (x', J*)- (x, r')) fr € X, fr' e X'

definiert, wcbei r"(*'): rc'(r) und damit also Jr: u" gilt. Wir haben

offenbar n" e (X')f .

Ebenso wie in 2.1 die Elemente von X' in B'-Klassen eingeteilt
wurden, kann man die Elemente von X" entsprechend in Klassen einteilen,

Ann. Acad. Sci. tr'ennicre
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die wir B"-Klassen nennen wollen und die die gleichen Bedingungen wie
die in X definierten B-Klassen in der Definition 1.I-A erftillen. Gleichfalls
können wir zeigen, dass die B-, B'- und B"-Klassen der Elemente der
Räume X, X', X" eindeutig einander entsprechen. Besonders sei in diesem
Zusammenhang bemerkt', dass sich jn der Transformation r" : Jr die
Elemente ein und derselben B-Klasse in X zu den Elementen der ent-
sprechend"en B"-Klasse in X" transformieren.

Es seien nun das Elem.ent r e B@) und die kanonische Transformation
n" : Jn gegeben. Es sei weiterhin *' e X' ein beliebiges Element der-
jenigen B'-Klasse B'(*') von X', die der Klasse B(r) entspricht. Da
die Normen in X, X' und X" nach dem Satz 2.3-B entweder zweiter
oder dritter Art sind, erhalten wir nach der Definition 2.3-A

fl !-t
öl

(3.1-2)

(3.1-3)

(3. 1-5)

n" (n' ) - x'(x) . ilr'ii il*ll ,

wobei fr" : Jfr bei jedem r' e B'(r') ist.
Nehmen wir nun &n, dass der Raum die Eigenschafb E hat und, falls

die Norm in X dritter Art ist, diese Norm der Bedingung (e3a) der Definition
1.2-C geniigt. Es mögen weiterhin n, r' ttrrd rc" die gleichen Bedeutungen
wie oben haben. Nach dem Satz 2.5-D können wir dann die positive Zahl
e > 0 beliebig und das E]ement, r' aus der Klasse B'(r') so wählen, dass

(1 + e) llr'ii iiril = 
x'(x) 

= llr'li l1i;ii

Da r"(*') : r'(r), ll'enn r" : Jfr ist, und da andererseits ll*"ll :
: inf n"(r'), rryobei n' alle der Bedingung li"'ll : I geniigenden EIe-

11"' :1
mente der Klasse B'(*') durchläuft, folgt aus den Bedingungen (3.1-2)

und (3.1-3)

(3.1-4) (1 t e)ilzli Z;n!:1""(r') : lla"il : IlJzil > llrll .

Da e ) 0 beliebig gewählt u,orden ist, erhalten wir schliesslich

iiJ "li 
__ iiril

Hieraus folgt nun unmittelbar, dass, wenn X ein linearer Raum mit
einer Norm zweiter oder dritter Art mit der Eigenschaft (e3a) und mit
der Eigenschaft E ist, zwischen dem in X" liegenden Wertevorrat der
kanonischen Transformation J und dem Raum X isometrische fsomor-
phie, also Kongruenz besteht.

Wir stellen nun die folgende Definition auf:

Definition 3.1-A. Es sei X ei,tt linearer Raum mit einer l{orm zweiter
oder dritter Art rnit der Berlingung (e}x) und, mit der Ei,genschaft X). Ialls
dann der Werteaorrat aon J ilen ganzen Raum, X" enthrilt, sagt man, d,ass
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X normrefleria (normfastrefleruio) od,er,kii,rzer gesagt,refler'i,u (fastrefleria) ist.
Wir beweisen den

Satz 3.1-A. Ialls X refleriu (fastrefleria) 'ist, so i,st der Raum X'
f a str ef I eri, a (r efl er i u) .

Beweis. Es seien "Io und "f, die kanonischen Transformationen von X
ztt X" bzw. von X' zu X"'. Wir werden zeigen, dass aus derBedingung
R(Ji: X" dieGleichung R(Jt): X"' folgt. .E("Io) und -E(d) bedeuten
hier die Wertevorrätevon Jo bzw. "/r, und X"' bedeutet den konjugierten
(fastkonjugierten) Raum von X".

Es sei rrur. n"' e X"' beliebig. Wir definieren das Funktional fr' e Xl
d"urch die Gleichung

(3. 1-6) (*, *') ---: {Jox, *"'') ,

wobei z sämtliche Elemente von X durchläuft. Wir bezeichnen n" : Jon,

womit wir die Gleichung (3.1-6) auch in der Form

.t:'(;r:) =-= .li' ' ' \r' ')(3. 1-7)

schreitren können. Das Element r"' ist, eine im Sinne der Definit,ion 2.2-A
stetige (faststetige) Funktion vott n", sowie ff" gleichfalls von n' fast-
stetig (stetig) abhängt. Aus (3.1-2), (3.1-7) und (3.I-5) fnlgt dsnu, dass

anch r' von ,, stetig (faststetig) abhängtunddaher r'e X'. Aus (3.I-6)
erhalten wir weiterhin

(x, r') : (n', Jor) : (Jor, x"') ,

wor&us unmittelbar J1r' - r"' folgL.IJnser Satz ist damit bewiesen.
Weiterhin ist leicht ztt zeigen, dass jeder endliehdimensionale Raum

mit' einer Norm zlveiter oder dritter Art reflexiv ist. Wir iiberlassen jedoch
den Beweis dem Leser.

3.2. Der Raum, Lp. Wir haben in dieser Arbeit nur den li,aurn lp als

Beispiel betrachtet. Die entsprechenden Ergebnisse kann man auch fiir
den Raum -tp beweisen, d.h. fiir die Menge, deren Blemente mit solchen
X'unktionen iibereinstimmen, die im Intervall (a,b; -q 1a. ö <*)
definier"b sind und fiir die das Lebesgue-fntegral

t,
I lfio dx

!
definiert ist. Die Bezeichung ,[' bedeutet, lrier, dass nur iiber diejenigen
Punkte im fntervall (a,b) integriert rvird, in denen f =*tl ist. Die Notm
des Elements /€ trP wird dann durch die Gleichung
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(3.2- 1)

definiert.
Die Einteilung der Blemente des Raumes trp in B-Klassen erforgt dadurch,

dass man die Elemente f , g € Ln als zu ein und «lerselben B-KIasse von
-I,o gehörig bezeichnet, falls /g ä 0 im ganzen fnturvall (a, b) gilt, und falls
das Gleichheitszeichen nur in denjenigen Punkten des rntervalls (a, b)
giiltig ist, in denen / und g gleichzeitig verschwinden.

Es gehöre das Element f e Lp zu einer kleineren B-KIasse in -tp als
das Element, ge Lp, falls /g ä 0 im ganzen fnhrvall (a,b) islundfalls
aus der Bedingung lg : O folgt, dass ./ i1 diesel Punkten des fntervalls
(a,b) verschwindet,. llan kan, weiterhi, zeigen, dass die Norrn (8.2-1)
erster, zweiter oder dritter Art ist, je naclrdem ob I < p { q,0 <p ( I
oder -coSp<0 gilt.

\Yeiterhin kann man zeigen, dass die riickläufige Höldersche unglei-
chung (1.6-2) nun die Form

(3.2-2) if g:d*

b

! = J if:'o*)"
U' ''u!"''tx:)'i''

annimmt, wobei p<l,p +0 and p':plp-l ist und /,g jeweils
in den gleichen Punkten verschwinden oder von r{ull verschied.en sind.

Die riickläufige Minkorrskische ungleiehung (t.7-I) erhä.lt analoger-
weise die Form

,:,
(8.2-B) (.1 

' 
l/ + sy)Lb

Q,

rvobei p < l, p + 0 ist und f, g zrt ein und derselben B-Klasse von Lp
gehören.

Bs sei nun /' ein beliebiges Element yon Lo, r,obei e10, uncl
B'(f ') sei seine B-Klasse in Lc. Es sei weiterhin Bl, B;,. eirre Reihe
vonB-Klassenin .Lr, undz\\rarso,dass .ts'(/,) > Bl> B;> ...> B:..
und dass das Lebesgue-Mass derjenigen Punkte im Intervall (u,b), in
welchendieProjektion /j von f' atfderKlasse Bj vonNullverschieden
ist, gegen l{ull strebt Dann gilt il/;ll-r co, v'enrl n --> @. Daraus folgt,
dass es in Lc keine in LP (p : qlq--t) definierten stetigen Funktionale
gibt (vgl. hierzu Dav [2], vgl. auch Körno l3l, S.t6f-162). Dagegen
gibt es dort im sinne der Definition 2.2-A faststetige Funktionare in Lq,
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die in ZP definiert sind. Daher karur man in Lq den fastkonjugierten
Raum von LP (q < 0, p : qlq_l) definieren. Dieser so definierte Raum

hat, weiterhin die Eigenschaft E der Definition 2.5-A. Wir iiberlasser,

jedoch die Einzelheiten der Beweise fiir die in dieser Nummer erv'ähnten

Tatsachen dem Leser.

Universität Oulu
Oulu, Finnland
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