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Einleitung

Es sei X ein linearer normierter Raum. Man nimmt dann im allge-
meinen fiir die in X definierte Norm an, dass sie die Dreiecksungleichung

ey + @l = [yl A+ [l

fir alle Elementenpaare w;, x, € X erfiillt. Es gibt jedoch zahlreiche
Beispiele von linearen Rédumen, Lei denen analoge Vergleiche mit ge-
wissen anderen linearen Réumen eine besondere Definition der Norm
voraussetzen. Dies ist aber nicht méglich, da die so gewonnenen Ausdriicke,
die man sonst als Norm des in Frage stehenden Elements beibehalten kann,
nicht der Dreiecksungleichung geniigen.

Dementsprechend bezweckt die vorliegende Arbeit eine Untersuchung
solcher Réume, bei denen jedem ihver Elemente ein Ausdruck zugeordnet
werden kann, der neben der Dreiecksungleichung alle diejenigen iibrigen
Bedingungen erfiillt, die man an den Ausdruck der Norm stellt. Wir nennen
einen solchen Ausdruck einfach die Norm; die auf diese Weise definierten
Normen unterteilen wir in § 1 in Normen von drei verschiedenen Arten.
Unter einer Norm erster Art verstehen wir die gewohnliche Norm, welche
die Dreiecksungleichung erfiillt, wihrend diese von den Normen zweiter oder
dritter Art bei Giiltigkeit gewisser Bedingungen nicht erfiillt wird. Als
wesentlicher Unterschied zwischen den Normen zweiter oder dritter Art
ist zu erwihnen, dass die Norm der Projektion eines Elements » des Rau-
mes X mit einer Norm zweiter Art auf einen in besonderer Weise gewéhl-
ten Unterraum von X kleiner als die Norm des Elements 2 selbst ist,
wihrend im Falle eines Raums X mit einer Norm dritter Art die Norm
der entsprechenden Projektion grésser als die Norm des Elements selbst ist.

Die Norm zweiter bzw. dritter Art wird an Hand einer in besonderer
Weise erfolgenden Klassifikation der Elemente von X in B-Klassen de-
finiert. Diese Klassifikation wird im ersten Paragraphen néiher betrachtet,
in welchem wir ferner untersuchen, unter welchen Bedingungen die Norm
zweiter bzw. dritter Art hinsichtlich der Addition gleichmissig stetig ist,
sowie weiterhin, wo dieser so normierte Raum separabel und wo er voll-
standig ist. In §2 betrachten wir den konjugierten (fastkonjugierten)
Raum X’ des Raums X mit einer Norm zweiter bzw. dritter Art. Be-
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sonders zeigen wir im zweiten Paragraphen, dass die Norm des konjugierten
(fastkonjugierten) Raums X' dritter bzw. zweiter Art ist, je nachdem die
Norm des Raums X selbst zweiter bzw. dritter Art ist. In § 3 untersuchen
wir den zweiten konjugierten (fastkonjugierten) Raum X" von X, de-
finieren die kanonische Transformation von X zu X" und zeigen, dass
diese Transformation isometrisch ist.

Als Beispiel betrachten wir die ganze Zeit hindurch den Raum /7,

wobei — 0o =p =1 und p #£0 ist. Die Norm des Elements x =
(&, &, .. .) = (&) von [P definieren wir dann durch den Ausdruck
o = (2 1&P)?, —o=p=1 p#0.
Besonders sei bemerkt, dass — wenn nicht anders erwdhnt — unter

der Bezeichnung X die Summierung von 1 bis oo zu verstehen ist. Die
Bezeichnung 2'|&;|P bedeutet, dass nur iiber diejenigen Indizes: = 1, 2, . ..
summiert werden darf, bei denen & + 0 ist. Entsprechend bedeutet z.B.
der Ausdruck inf’|&;| die grosste untere Grenze der von Null verschied-
enen Glieder in der Reihe (|&], |&],...).

§ 1 Die Norm erster, zweiter bzw. dritter Art
1.1. Einteilung der Elemente des Raums X in B-Klassen

Definition 1.1-A. Es see X ein linearer Raum. Wir sagen, dass X
die Eigenschaft A hat, wenn man die Elemente von X folgendermassen in
Klassen eintetlen kann, die wir B-Klassen nennen:

1°. Jedes Element von X gehirt zu genau einer B-Klasse.

2°. Wenn die Elemente a,b von X zu ein und derselben B-Klasse gehoren,
so gehiren zu dieser auch die Elemente a -+ b und xa, wober x eine
beliebige positive Zahl bedeutet.

3°. Wenn a == 0 ein Element von X ist, so kinnen die Elemente a und
Oa nicht zu ein und derselben B-Klasse gehiren. O bedeutet hier eine
komplexe Zahl mit der Eigenschaft O =1, O + 1.

4°. Das Nullelement gehirt fir sich zu einer eigenen B-Klasse.

5°. Die Menge {B} der B-Klassen kann man halbgeordnet Lekommen, wenn
man die folgende Ordnungsrelation einfuhrt. Man sagt, die Klasse
B, €{B} sei kleiner als die Klasse B, €{B} und bezeichnet dies
durch B; < B,, wenn B, = B, + B, gilt, d.h. wenn die Mengen
{a,} und {ay -+ a,'} ibereinstimmen, wobei a,.a, unabhingig vonei-
nander alle Elemente von B, und a,' alle Elemente von B, durch-
laufen.
Die Summe B, + By, nennt man die direkte Summe von By und B,
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6°.

7°.

8°.

9°.

10°.

— Drejenige B-Klasse, die nur das Element Null enthdlt, ist also kleiner
als jede der Klassen von {B}, und wenn B, eine solche B-Klasse ist,
dass keine andere B-Klasse grosser als diese ist, nennt man sie maximal.
Jeder Klasse B der Menge {B} entspricht wenigstens eine maximale
Klasse der Menge {B}, die grisser als B ist.

Es sei x,€ X gegeben, und es sei x ein beliebiges Element einer belie-
bigen maximalen B-Klasse B(x). Dann kann man das Element Z,
im Sinne der nachstehenden Definition 1.1-C in der Form einer Linear-
kombination der Projektionen des Elements x auf solchen B-Klassen
darstellen, die kleiner als B(x) sind.

Jeder Unterrauwm, der von den Elementen einer beliebigen Klasse der
Menge {B} aufgespannt wird, hat die Eigenschaften 1°—7°.

Es sei B, eine beliebige Klasse von {B} und x, ein Element von B,
sowie By eine B-Klasse, die kleiner als B, ist. Dann gibt es ein solches
Element x, von By, mit dem wx,— x, zu einer Klasse B, gehort,
die kleiner als B, ist, so dass B, = B, + B.. Die Klassen B, und
B, haben weiterhin die besondere Eigenschaft, dass sie keine gemeinsamen
Elemente besitzen, und zwar so, dass die linearen M, annigfaltigkeiten, die
von den Elementen von By, oder von B. aufgespannt werden, ausser
dem Nullelement keine gemeinsamen Elemente haben. Die Elemente
Ty, Xa — X mennt man dann entsprechend die Projektionen wvon
2, in den Klassen B, und B., und die Klassen B, und B, mennt
man die Komplementklassen der Klassen B. und B, im Verhdltnis
zur Klasse B.; diese Komplementklassen werden entsprechend mit
By =B, ~B. und B.= B, ~B, bezeichnet. — Insbesondere ver-
schwindet jede Projektion eines solchen Elements x € X, dessen B-
Klasse B(x) sei, auf einer solchen Komplementklasse der Klasse B(x)
vm Verhdltnis zu jeder B-Klasse, die grisser als B(x) ist. Weiterhin
kann, wenn a, die Projektion von xz, in der Klasse B, bedeutet, das
Element Oxy, wober 0| =1, O £ 1, nicht zu einer solchen B-Klasse
gehiren, die kleiner als B, ist.

Es habe B. die gleiche Bedeutung wie in 9°, und es seien x,x, zwes
beliebige Elemente von B.. Dann kann man immer die Differenz der
EBlemente x; und x, in der Form

Xy — Xy = X + T4

darstellen, wobei x— und w4 die Eigenschaft haben, dass die Elemente
—x— und x4 zu zwei solchen B-Klassen gehiren, die keine gemeinsamen
Elemente enthalten und die beide kleiner als B, sind oder von denen
hichstens die eine gleich gross wie B, sein kann. In diesem Falle ent-
hilt die zweite Klasse nur das Nullelement. Ebenso ist die direkte Summe
B_ + By kleiner als B. oder hichstens gleich gross wie B..
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Definition 1.1-B. Hs sei {B, | A€ A}, wobei A eine Indexmenge be-
deutet, eine Menge von B-Klassen, und zwar so, dass keine von diesen das
Nullelement enthdlt. Man sagt, dass die Menge {B,;} die Eigenschaft C im
Verhdltnis zur Klasse B(x) hat, falls die direkte Summe der Glieder von
{B,} gleich B(x) ist und falls B, = B(x) bei jedem L€ A sowie falls
jedes B, (A€ A) die Komplementmenge der direkten Summe aller anderen
Glieder der Menge {B,} im Verhdilinis zur Klasse B(x) ust.

Definition 1.1-C. Es sei « ein beliebiges Element einer beliebigen
mazimalen B-Klasse B(z) und es sei {B,} eine Menge von B-Klassen, die
die Bigenschaft C im Verhilinis zur Klasse B(x) hat. Es sei weiterhin  ;
die Projektion von x auf der Klasse B, (A€ A). Wir bezeichnen mit X,
die von den Elementen {x,; )€ A} aufgespannte lineare Mannigfaltigkeit.
Es sei nun {B,,;u€ M, 2 € A}, wobei M, eine Indexmenge bedeutet, eine
solche Menge von B-Klassen, in der jede Teilmenge {B,, ; u € M} bei jedem
L€ A die Eigenschaft C im Verhdilinis zur Klasse B, hat.

Wir bezeichnen mit x,, die Projektion von w;, auf der Klasse B;, und

mit X, dievon den Elementen {x, .} aufgespannte lineare M annigfaltighkeit,
wobei A bzw. u entsprechend die Indexe der Menge A bzw. M, durchlaufen.
Offenbar gilt X, c X,, bei jedem 1€ A und bei jedem € M,. Wenn man
so fortsetzt, erhdlt mam eine Reihe von linearen Rdumen X,cX,cX,,
c....
Falls die kleinste obere Grenze der so erhaltenen vollstindig geordneten
Menge von linearen Riumen mit X dbereinstimmt, sagt man, dass die Pro-
jektionen von x auf solchen B-Klassen, die kleiner als B(x) sind, den ganzen
Raum X aufspannen. Analogerweise sagt man dann auch, dass jedes Element
2y € X in der Form einer Linearkombination der Projektionen von x auf
solchen B-Klassen darstellbar ist, die gleich der Klasse B(x) oder kleiner als
diese sind.

Wir betrachten nun eine beliebige B-Klasse B, des Raums X. Falls
B, nicht die kleinste B-Klasse ist und also nicht nur das Nullelement
enthilt, kann man die B-Klassen, die kleiner als B, sind, folgendermassen
konstruieren. Es sei {B,} eine Menge von solchen B-Klassen, die kleiner
als B, sind, und sie habe im Verhiltnis zu B, die Eigenschaft C. Wir
bezeichnen mit A die von den Indexen {2} gebildete Menge und wéhlen
aus jeder Klasse B, (1€ A) ein Element ;. Die Menge der Elemente von
der Form

(1.1.-1) Z xa, o=0,

wobei A alle Indexe der Menge A durchlduft, enthilt dann alle Elemente
der Klasse B, und alle Elemente jeder B-Klasse, die kleiner als B, ist.
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Falls «; > 0 bei jedem A€ A gilt, gehéren die Elemente der Form (1.1-1)
zur Klasse B;,. Wenn «, =0 bei jedem 1€ A4, stellt (1.1-1) nur das
Nullelement, also die kleinste B-Klasse dar. Wenn wir die Mengen {B,}
auf alle moglichen Weisen wihlen, erhalten wir schliesslich alle die méglichen
B-Klassen, die kleiner als B, sind.

1.2. Die Norm. Wir fithren jetzt folgende Definitionen ein:

Definition 1.2-A. EKinen linearen Raum X, in dem die Norm definiert
ist, nennt man einen normierten linearen Raum erster Art, wenn die in X
definierte Norm folgende Eigenschaften hat:

a) o + @l = [l + llagll bed jedem Paar x;, 2, von X,
b) x| = |x| |z, wobei « einen beliebigen Skalar bedeutet,
¢) lxl=0,

d) |l #£0, falls x #0,

wober x ein beliebiges Element von X bedeutet.

Definition 1.2-B. Einen linearen Rawm X, der die in der Definition
1.1-A erwdhnte Eigenschaft A hat, nennt man einen linearen normierten
Raum zweiter Art, wenn fir jedes Element x € X eine reellwertige nichi-
negative Funktion ||| bestimmt werden kann, die folgende Eigenschaften hat:

(a) Es gibt eine solche Klasseneinteilung {B} der Elemente des Raums X,
die die Bedingungen der Definition 1.1-A erfullt, und zwar so, dass die
Ungleichung

2y + @l = [yl + [l

gilt, wobei x; und w, beliebige Elemente von X bedeuten, die zu ein
und derselben B-Klasse der Menge {B} gehiren.

(b) llva|| = |x| |l]| , wobei « ein beliebiger Skalar und =z ein beliebiges
Element von X bedeutet.
(c) lleff = 0.

(d2) x|l # 0 dann und nur dann, wenn z # 0.

(e2) EHs sei x € X beliebig, und es sei B(x) die das Element x enthaltende
B-Klasse, die zu der in (a) erwdhnten Menge {B} gehirt. Es sei wei-
terhin B, eine B-Klasse, die kleiner als B(x) ist. Wenn hierbei x,
die Projektion von x auf der Klasse B, ist, so gilt

lll = [l -

Es sei weiterhin x_, die Projektion von x auf der Komplementklasse
B(x) ~ B, wvon By im Verhilinis zu B(x). Wenn wir nun in dem
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Ausdruck x, + Ox_, den positivwertigen Faktor O wvon 1 gegen oo
bzw. von 1 gegen O streben lassen, so gilt

@y 4 O | o0 bzw.  la; + Ox_|| = [z, -

Definition 1.2-C. Einen linearen Raum X, der die in der Definition
1.1-A erwihnte Eigenschaft A hat, nennt man einen linearen mormierten
Raum dritter Art, wenn man fir jedes Element x von X eine reellwertige
nichtnegative Funktion |z bestimmen kann, die folgende Eigenschaften
besitzt:

Die Bedingungen (a), (b) und (c) der Definition 1.2-B sind giltig. Ausser-
dem sind folgende Bedingungen erfillt:

(d3) Die Norm des Nullelements verschwindet. Es seinun x € X ein Element,
dessen Norm verschwindet. Ein solches Element x ist genaw dann von
Null verschieden, wenn es wenigstens eine solche B-Klasse By gibt, die
Eleiner als die von z ist, und zwar so, dass die Norm der Projektion
von x auf B; von Null verschieden ist.

(e3) Es sei x € X beliebig, und es sei B(x) die B-Klasse von . Wenn
x # 0, soseidann B, eine B-Klasse, die kleiner als B(x) ist, jedoch
so, dass By, micht mit der kleinsten, nur das Nullelement ent-
haltenden B-Klasse iibereinstimmt. Falls dann wx; die Projektion von
x auf der Klasse B, bedeutet, so gilt

ol = g, -

Es sei weiterhin x_, die Projektion von x auf der Komplementklasse
B(x) ~ B, von B, im Verhilinis zu B(x). Wenn wir nun in dem
Ausdruck x; + Ox_, den positivwertigen Faktor © wvon 1 gegen oo
bzw. von 1 gegen 0 streben lassen, so gilt

ey + O _q|| = |ley|  bzw. oy + Ox_, —0.

Falls das Gleichheitszeichen in der obigen Ungleichung nur dann gilt,
wenn die Klassen B, und B(x) ubereinstimmen, sagt man, dass die
Norm ||| die spezielle Bedingung (e3x) erfallt.
Die Funktion || in den beiden Definitionen 1.2-B und 1.2-C nennen
wir die Norm des Elements « im Raum X.
Talls die Norm des linearen Raums X die Bedingung einer der Defi-
nitionen 1.2-A, 1.2-B oder 1.2-C erfiillt, so nennen wir sie entsprechend
eine Norm erster, zweiter bzw. dritter Art.

1.3. Stetigkeit der Addition im linearen Rawm mit einer Norm zweiter
oder dritter Art.
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Definition 1.3-A. Man sagt, dass die Norm |ja| des Elements x des
linearen mormierten Raums X nach der Addition stetig ist, wenn fir jede
Zahl & > 0 solche positiven Zahlen 6; und 0, existieren, dass |jx;+x,|| = ¢,
wenn |5 = 6, und x| = 0, ; @y, ¥y bedeuten hier im ibrigen beliebige
Elemente von X. Falls die Zahlen 0,, 6y mur von &, micht aber von den
Elementen xy, x, selbst abhdingen, sagen wir, dass die Norm des Rawms X
nach der Addition gleichmdssig stetig ist.

Falls die Norm des Raums X erster Art ist, ist sie, wie bekannt, nach
der Addition gleichmaéssig stetig. Wir beweisen jetzt den folgenden

Satz 1.3-A. EHs sei X ein linearer Raum mit einer Norm zweiter Art.
Die Norm in X ist dann und nur dann nach der Addition gleichmdssig
stetig, wenn eine solche positive Zahl k existiert, dass

(1.3-1) ey 4 @y = E[iley] + el T

Beweis. Falls das eine der Elemente a, x, mit dem Nullelement iiber-
einstimmt, ist die Behauptung selbstverstdndlich. Nehmen wir daher an,
dass gleichzeitig x; <0 und a, % 0. Wir betrachten zuerst den Fall,
dass die Norm in X mnach der Addition gleichmaéssig stetig ist. Es sei
¢ > 0 gegeben. Dann existieren solche nur von & abhéingigen Konstan-
ten 9, d, > 0, dass |j; + ayl| = ¢, falls die Bedingungen

(1.3-2) e < 8y und [l = 0,

gleichzeitig erfiillt sind.

Falls die Elemente ay, 2, urspriinglich nicht die Eigenschaften (1.3-2)
haben, kann man sie der Normbedingung (b) geméss immer mit einer
Konstanten » == 0 multiplizieren, so dass die beiden Bedingungen (1.3-2)
gleichzeitig gelten. Wir wéahlen die Zahl » besonders so, dass wenigstens
in einer der Bedingungen (1.3-2) das Gleichheitszeichen gilt, d.h. wir
wihlen = min (6,/|[xy]l, d/||25i). Die so erhaltenen Elemente rx;, ra,
bezeichnen wir mit @; bzw. a,. Wir haben dann

21 + @l = & = k[l + [l

wenn wir k = max(e/d;, ¢/d,) wihlen.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass es eine derartige Zahl £ > 0
gibt, mit der die Bedingung (1.3-1) erfiillt ist. Es sei ¢ > 0 gegeben. Wir
multiplizieren die Elemente z;, ¥, mit einer solchen Zahl r, dass gleich-
zeitig |jrzy]| < ¢/2k und |rz,|| =< ¢/2k. Wir setzen 6 = ¢/2k und bezeichnen
die Elemente rr; und rx, mit a; bzw. x,. Wir erhalten dann

oy 4 @l = klllw]l + llel] = &,
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wenn |ja]] < 6 = ¢/2k und ||| << 6 = ¢/2k, woraus gleichméssige Stetig-
keit der Norm |ja] folgt. Unser Satz ist damit bewiesen.

1.4. Der Abstand zwischen einem einzelnen Element und der Menge.
Wir definieren jetzt:

Definition 1.4-A. Es set X ein linearer Raum mit einer Norm zweiter
oder dritter Art, und es set S eine Menge der Elemente von X. Unier der
Entfernung d(x,, S) des Elements xzy€ X, xy € S von der Menge S wversteht
man dann den Ausdruck
(1.4-1) d(xy, S) = infl|jxg — 2| oder d(xy, S) = sup |lx, — ||

x€S x€ES

je nachdem ob die Norm im Raum X zweiter oder dritter Art ist.
1.5. Separabilitdt.

Definition 1.5-A. Es sei X ein linearer Raum mit einer Norm zweiter
Art. Man bezeichnet die Menge F der Elemente von X als idiberall dicht in
X, wenn es fur jedes Element x von X immer ein solches Element x; von
X gibt, dass, wenn & > 0 gegeben ist,

oy — 2} <e.

Definition 1.5-B. Es sei X ein linearer Raum mit einer Norm dritter
Art. Die Menge F der Elemente von X bezeichnet man als diberall dicht in
X, wenn es fur jedes Element x von X immer ein solches Element x; von
F gibt, dass, wenn ¢ > 0 gegeben ist,

sup [|(x — @) (B,)] < e
By < B(x —=,)
gilt, wobet B, alle diejenigen B-Klassen durchliuft, die kleiner als die das
Element x — x, enthaltende Klasse B(x — x;) sind; (v — 2;) (B,) bedeutet
hier die Projektion des Elements « — x; auf der Klasse B,.

Falls die Norm des linearen Raums X erster oder zweiter Art ist, de-
finieren wir die Cauchysche Reihe wie iiblich z.B. wie im Banachschen
Raum. Wenn dagegen X ein linearer Raum mit einer Norm dritter Art
ist, stellen wir die folgende Definition auf:

Definiticn 1.5-C. Es sei X ein linearer mormierter Rawm mit einer
Norm dritter Art. Wir sagen, dass die zu ein und derselben B-Klasse B,
gehdrenden Elemente xy, %y, ... von X im Sinne von Cauchy konvergieren,
wenn es fir jedes ¢ > 0 eine solche Zahl N > 0 gibt, dass
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sup |Jva(By) — @m(By)| < &, wenn m,n > N,

B, <B,
wobei B, alle diejenigen B-Klassen durchliuft, die kleiner als B, sind, und
wobei xn(B,) und xa(B,) die Projektionen der Elemente x, bzw. m auf
der Klasse B, bedeuten.

1.6. Der Raum IP. Die rickliufige Héldersche Ungleichung. Es sei p
eine beliebige von Null verschiedene Zahl. Betrachten wir z.B. den Raum
17, der von denjenigen Elementen x = (&, &, ...) = (&) gebildet wird,
fiir welche X|&,[P < oo, falls 0 <p =< co; wenn p < 0 ist, stellen wir
keine Konvergenzeinschrinkungen auf, doch nehmen wir an, dass es bei
jedem Element = (&, &....) €17 eine derartige endliche Zahl M = M (x)
mit der Eigenschaft sup ||&| < M(x) gibt. Die Bezeichnung 2"|&:| besagt
hier wie auch in der gesamten nachfolgenden Darstellung, wie schon in
der Einleitung erwihnt wurde, dass von 1 bis oo nur iiber diejenigen

Indexe n — 1,2,... zu summieren ist, fiir welche &, # 0 ist. Die Norm
||| des Elements z in I definieren wir dann durch die Gleichung
(1.6-1) all = ( 2I&IP) P

Wenn p =1 ist, stellt (1.6-1), wie bekannt, eine Norm erster Art dar,
und der Raum 1P selbst ist ein Banach-Raum. Wir werden jetzt zeigen,
dass im Falle 0 <p =<1 (1.6-1) eine Norm zweiter Art und bei p <0
eine Norm dritter Art darstellt. Zu diesem Zweck zeigen wir die Giiltigkeit
einer Ungleichung, die wir die rackliufige Héldersche Ungleichung (vgl.
z.B. BECKENBACH [1]) nennen wollen und die die Form

(1.6-2) gl la; b = ( Zf [a,-{p)up (Z' Ibi]P')l/p,

hat, wobei p <1,p # 0 und p’ = p/p—1 ist und ferner a; und b
bei gleichem 4 gleichzeitig verschwinden oder von Null verschieden sind.

Es seien jetzt «, f = 0 und entweder 4 <0 oder A > 1. Wir wollen
jetzt die Funktion

D) =1— A+ u— ¢
betrachten, wobei ¢ reell und nichtnegativ ist. Dann gilt
D) = M1 — 7).

Wenn 1< 0 oder A>1 ist, so gilt @'(f) >0 im Falle t <1 und
@'(1) < 0 im Falle t> 1; P(1) = 0. Wir haben also () = @(1) =0
bei jedem positiven Wert von ¢. In die so erhaltene Ungleichung 1 — 4 +
4 At <t setzen wir jetzt ¢t = «/f ein. Falls > 0, erhalten wir dann
1 1

(1.6-3) & p* = Ao+ (1 — A)B, wenn
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wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn « = p ist, was besagt,
dass ¢t =1 ist. Falls # = 0 ist, ist die obige Ungleichung offensichtlich.
Es seien (a;) und (b;) zwei derartige Reihen von nichtnegativen
Zahlen, dass bei gleichem Wert des Indexes ¢ die Zahlen a;, b; gleich-
zeitig verschwinden oder von Null verschieden sind und dass wenigstens
bei einem Wert von ¢ die Ungleichung a;b; > 0 gilt. Wir bezeichnen
= >'a; und B, = Z b;. Dann gibt es eine solche positive Zahl n,,
i=1

i=1
bei der, wenn wir n > n, wihlen, 4,>0 und B,> 0 gilt. Gemiss
(1.6-3) haben wir dann

(1.6-4)

n A on 1—2 ’ 11 1
N/ X i . 11— > R 1y, X g — __ -
iz;l(a,/An) (bi/B.)y ~* = a, 2 a; - B 2'1 b; = 1, wobei {) 5 >3

Durch Multiplikation der beiden Seiten mit dem Ausdruck A7 B:~!
erhalten wir

an a; lb}—). > AT};BII'L—/ — (ilai)/'.( i/ bi>1_;_ .
i=1 ] A

Wenn wir jetzt die Zahlen & und b'~* mit a; bzw. b; bezeichnen und
l/p =2 sowie 1/p’=1— 2 setzen, erhilt die obige Ungleichung die
Form

igll !ai btl z (i:i;, ;aiip)l/P<i§1, EbiIP,)UP’ .

Da die obige Ungleichung bei jedem n > n, gilt, haben wir an der Grenze

Z' la; b;] = (Z’ [aiIP)l/P ( Z' lblP')l/P' )

Die zuletzt erhaltene Ungleichung ist offenbar auch dann giiltig, wenn die
Zahlen a; und b; komplexe Werte e1reichen kénnen, solange aus |a; b;| = 0
die Bedingung a; =b; =0 (1 =1,2, ... ) folgt. Die riicklaufige Holdersche
Ungleichung ist damit bewiesen.

Da das Gleichheitszeichen in (1.6-3) nur dann gilt, wenn « = § ist,
ist das Gleichheitszeichen in (1.6-4) und daher auch in (1.6-2) nur dann
giiltig, wenn das Verhéltnis a;/b; bei jedem solchen Wert von ¢ konstant
bleibt, fiir den a;b; % 0 ist.

L.7. Die rickliufige Minkowskische Ungleichung. Wir teilen jetzt die
Elemente von /7 folgendermassen in B-Klassen ein. Die Elemente o = («;)
und b = (b;) gehoren zu ein und derselben B-Klasse genau dann, wenn
bei jedem Wert von ¢ =1,2,... die Bedingung a;b; = 0 gilt und wenn
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ausserdem aus der Bedingung a;b; = 0 die Gleichung a; = b; = 0 folgt.
Man sagt, dass das Element (@;) zu einer kleineren B-Klasse als (b;)
gehort, wenn aus a;b; = 0 die Gleichung a; = 0 folgt.

Eine solche Klassifikation der Elemente von [P hat offenbar die in
der Definition 1.1-A erwdhnte Eigenschaft A, wenn man unter der Pro-
jektion des Elements a = (a;) auf einer B-Klasse B;, die kleiner als die
das Element @ enthaltende B-Klasse ist, dasjenige Element versteht,
welches aus dem Element a hervorgeht, wenn man in @ alle diejenigen
von Null verschiedenen Komponenten gleich Null setzt, die in den Ele-
menten der Klasse B, verschwinden. Wir werden jetzt zeigen, dass, wenn
— o <p=1, p#0 ist, und dass, wenn =z, 2, zu ein und derselben
B-Klasse gehoren, sie die in den Definitionen 1.2-B und 1.2-C erwihnte
Bedingung
(a) lley 4 @l = lleall + [l
erfiillen, wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn x;, x, unter-
einander linear abhéngig sind oder wenn p = 1 ist.

Nehmen wir zuerst an, dass — oo <p <1, p # 0 ist, und es seien

x; = (;) und 2, = (b)) zwei zu ein und derselben B-Klasse gehorende
Elemente von IP. Wir haben also

MailP < oo und D [bifP < oo, falls 0 <p <1.
Da a; und z, zu ein und derselben B-Klasse gehoren, konnen wir setzen
D+ b = YV a4 bl i + bilP T,
1 i

wobei 7 eine endliche Zahl bedeutet. Hieraus und aus der riickldufigen
Holderschen Ungleichung (1.6-2) erhalten wir dann

S

2' la; + bil las + bilP 7 = ;' lai| Jai + baifP = + };'lbil e L=
= (2 Jaal) (X las - Bt YI (S ) (3 s Py
1 1 1 1
wobei 1/p 4+ 1/¢ = 1 ist. Wie am Schluss von 1.6 gesagt worden ist, gilt

das Gleichheitszeichen nur dann, wenn die n-dimensionalen Vektoren
(aq, @9, . .., an) und (by, by, ..., b,) linear abhéngig sind. Da ¢(p—1) = p ist,

erhalten wir weiterhin durch Dividieren mit dem Ausdruck ( DV e + b,-]P)”q
1

(il la: + bilp)l“,” = (Zj:' Iailp)w] + (Zj, Ib":P)I/P .



14 Ann. Acad. Sci. Fennicae A. 1. 431

Dies gilt bei jedem ganzen positiven =, woraus folgt

(1.7-1) (D la + bifp)' P = (X |aal?)' P 4 (X @aln)'

wobei das Gleichheitszeichen auf Grund des Vorhergesagten nur dann gilt,
wenn die Elemente ¢ = (a;) und b = (b;) linear abhéngig sind.

Falls p = 1 ist und falls ¢ = (@) und b = (b;) zu ein und derselben
B-Klasse gehoren, gilt bei jedem Wert von ¢ =1,2,... die Gleichung
la; + bi| = |a;| + |b;|. Die Ungleichung (1.7-1) und damit auch die
Bedingung («) ist im Falle p = 1 offenbar, und in diesem Falle ist nur das
Gleichheitszeichen giiltig. Falls p = — oo, definieren wir die Norm des
Elements o = (@;) im Raum !=* durch den Ausdruck

lal] = inf’las] ,

wobei inf’|a;|, wie schon in der Einleitung erwihnt wurde, die grosste
untere Grenze derjenigen Zahlen |a;| bedeutet, die von Null verschieden
sind. Daraus folgt

la 4 bl = inf'|a; + b;| = inf’|a;| + inf’|b:] = [la] + [0]

und die Bedingung (a) ist also dann giiltig, wenn —oo =p =1, p 0
ist. Die Ungleichung (1.7-1) nennen wir im folgenden die rickliufige Min-
kowskische Ungleichung (vgl. z.B. BECKENBACH [1]).

1.8. Stetigkeit der Addition in [P. Wir haben zuvor gezeigt, dass im Falle
p=1,p #0 der Raum [» die Normbedingung (a) der Definition 1.2-B
erfiillt. Die Normbedingungen (b) und (c¢) der Definition 1.2-B sind trivialer-
weise erfiillt; ebenso gelten die Normbedingungen (d2) und (e2) oder (d3)
und (e3) der Definitionen 1.2-B oder 1.2-C, je nachdem ob 0 <p =1
oder p < 0 zutrifft. Da also die Bedingungen der Definitionen 1.2-B
oder 1.2-C erfiillt sind, ist die Norm des Raums /7 zweiter oder dritter Art,
je nachdem ob 0 <p =1 oder p <0 gilt.

Wir zeigen nun, dass, wenn 0 < p = 1 ist, die Norm in [P nach der
Addition stetig und sogar gleichmiissig stetig ist. Es sei also ¢ > 0 gegeben,
und es seien a; = (@) und =z, = (b;) zwei beliebige Elemente von [P

Wir haben dann
(1.8-1) g + @yl = (X Jaw + bif?)"? = (27 3" max(a:”, b)) =
< 2 ( Z max([ai[P, {bilp)llp é ol+1/p (( Z zaiip)lp + (Z\bllp)lp) —

= 21T (|| + [f)) -

Gemiss dem Satze 1.3-A ist daher die Addition in [P gleichmaissig stetig,
wenn 0 <p =1 ist, wz.b.w.
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Aus der obigen Ungleichung kann man ohne Schwierigkeiten schliessen,
dass der Raum [P linear ist, wenn 0 < p =1 ist. Falls p < 0 ist, folgt
die Linearitét von [P unmittelbar aus dem zu Beginn von Nr. 1.6 Gesagten.

1.9. Separabilitit des Rawmes Ir. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die
Separabilitdt von [P zu untersuchen, und beweisen demgemass folgenden

Satz 1.9-A. Der Rawm P ist separabel, wenn 0 < p <1 1ust, und nichi-
separabel, wenn p < 0 ist.

Beweis. Es sei zuerst 0 << p =< 1. Die Menge der endlichen rationalen
Zahlen ist offenbar abzéhlbar. Sie ist auch iiberall dicht in [r. Es sei
nidmlich ¢ >0 und « = (&) €17 gegeben. Wir wihlen die Zahl N > 0

) P

€

so, dass > [&|F < 5 gilt. Danach wiahlen wir den Punkt y = (.) €1IP
n=N+1

so, dass die Zahlen 7, (n = 1,2,...) rational sind, und zwar derart, dass

7 = 0 ist, wenn n > N und |& — | < (2N) 'Pe, mit k= 1,2,...,N,

gleichzeitig gelten. Dann ist

N © &P &P
e — yp = ¥ &, — 0,12 & 1P o —— L P
woraus |z — y|| < ¢ folgt. Der Raum [? ist daher separabel, wenn 0 <
p =1 ist.

Nehmen wir jetzt an, dass p < 0 ist. Wir werden zeigen, dass in diesem
Fall 1P nicht separabel ist. Hierzu betrachten wir eine beliebige Element-
reihe {z,} in 7, wobei a, = (&™) ist. Es sei x = (&) €I? dasjenige
Element, dessen Komponenten durch die Gleichungen

=P L0, falls & <1 wnd & =0, falls || >1,

mit k=1,2,..., definiert sind. Hierbei bedeutet @, eine komplexe
Zahl vom absoluten Betrag 1 so, dass @, & = 0 gilt. Dann stimmt die
k:te Komponente von x — a, mit & — &Y iiberein. Daraus folgt
& — &P = 1. Bs sei B(x — ) diejenige B-Klasse, die das Element
x — a, enthélt. Das Element z, = (0,0 ...,0,& — &Y. 0,...), wobei
also & — &F die einzige von Null verschiedene Komponente von
ist, gehort dann also zu einer B-Klasse, die kleiner als B(x — ;) ist. Es
sei B, die das Element a, enthaltende B-Klasse. Die Norm |£, — &P|
der Projektion w, des Elements z — x, auf der Klasse B, ist dann
grosser als 1 bei jedem Wert von k= 1,2,... . Die Menge {z,} kann
daher nach der Definition 1.5-C nicht iiberall dicht in [P sein. Der Raum
Ir ist folglich nicht separabel, wenn — o0 = p << 0 ist. Unser Satz ist
damit bewiesen.
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1.10. Vollstindigkeit des Raums [P. Wir definieren:

Definition 1.10-A. Es sei X ein linearer Raum mit einer Norm zweiter
oder dritter Art. Man sagt, dass er vollstindig ist, wenn das Grenzelement
jeder Reihe solcher Elemente von X, die im Sinne von Cauchy (vgl. Nr. 1.5)
konvergieren, auch zu X gehort.

Satz 1.10-A. Im Falle —oo <p =< 1,p 0 1ist der Raum [P voll-
stindig.

Beweis. Wenn 0 < p =1 ist, beweist man die Vollstdndigkeit des
Raums [P genau wie im Falle des Banachschen Raums p =1 (vgl. hierzu
z.B. Tayror [1], S. 100—101). Wir iiberlassen daher diesen Teil des Be-
weises dem Leser. Nehmen wir jetzt an, dass p < 0 ist. Es sei {x,} eine
Reihe von Cauchy in P, wobei w, = (&) ist. Dann ist nach der Defini-
tion 1.5-C bei jedem festen %k die Reihe &V, &P ..., &M, ... eine
Cauchysche Reihe. Es sei &, = lim &P,

n—>o0

Nach dem in 1.6 Gesagten gehort das Element a = (§,) ohne Konver-
genzeinschrinkung zu [P. Es sei jetzt B(x) die B-Klasse der Elemente
von [P, welche die Elemente der Cauchyschen Reihe {x,} enthalt. Es ist
noch zu zeigen, dass die Norm des Elements z, — 2 und die Norm seiner
Projektion auf jeder B-Klasse, die kleiner als die B-Klasse von x, — 2 ist,
gegen Null strebt, wenn 7 — co. Dies folgt unmittelbar aus der Norm-
bedingung (e3) der Definition 1.2-C und aus der gleichzeitigen Bedingung

& = lim &Y bei jedem Wert von k=1,2,.... Unser Satz ist damit
n—w
bewiesen.

§ 2 Der konjugierte (fastkonjugierte) Raum

2.1. Der Raum XI und seine Bf-Klassen. Es sei X ein linearer Raum
mit der Eigenschaft A (vgl. Definition 1.1-A). Es sei « ein beliebiges
Element von X und B(z) seine B-Klasse. Aus den Bedingungen 7° und
8° der Definition 1.1-A folgt dann, dass die Projektionen von z auf solchen
B-Klassen, die kleiner als B(z) sind, den gleichen Raum aufspannen, wie
die Elemente der Klasse B(z) selbst (vgl. Definition 1.1-C).

Wir nehmen forthin an, dass X ein linearer Raum und E das skaldre
Feld von X sei. Wir bezeichnen mit X/ die Menge aller linearen Funktio-
nale von X zu E. Um zu definieren, unter welchen Bedingungen ein
solches Funktional stetig ist und welches seine Norm ist, unterteilen
wir zuerst die Elemente von X/ in B/-Klassen.

Es sei af € X/ gegeben. Wir wihlen das Element € X folgender-
massen. Das Element z kann ein beliebiges Element mit folgenden Eigen-
schaften sein: Es soll zu einer solchen B-Klasse gehoren, dass, wenn B,
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eine beliebige B-Klasse ist, die kleiner als B(x) ist, und wenn «; die
Projektion von x auf der Klasse B, bedeutet, immer zf(x;,)> 0 gilt
und dass, wenn weiterhin x, € X ein zu einer solchen B-Klasse gehorendes
Element bedeutet, die grosser als B(x) ist, und wenn 2 die Projektion
von z, auf die Klasse B(x) ist, folgende Gleichung gelten muss:

(2.1-1) af(xy) = af(x) .

Alle diejenigen Elemente von X/, die beim Element « die gleichen
Bedingungen wie das obige a/ erfiillen, werden in ein und dieselbe Bf-Klasse
der Elemente von X/ eingefiigt, und wir sagen, dass diese B/-Klasse
derjenigen B-Klasse B(x) im Raum X entspricht, die das Element =
enthilt. Es ist ersichtlich, dass jedes Element dieser Bf-Klasse bei allen
Elementen der Klasse B(x) die gleichen obengenannten Bedingungen
erfiillt wie beim Element x selbst und bei den Projektionen von x auf
jeder B-Klasse, die kleiner als B(x) ist. Die Klassenmengen {B} wund
{B/} entsprechen also einander eineindeutig.

Wir beweisen jetzt den folgenden

Satz 2.1-A. Es set X ein linearer Rawm mit der in der Definition
1.1-A erwdhnten Higenschaft A. Dann ist die Einteilung der Elemente des
Raumes X/ in die BTf-Klassen villig analog mit der Einteilung der Elemente
von X in B-Klassen und erfillt die gleichen Bedingungen wie diese.

Beweis. Da, af € X/ beliebig gewéhlt worden ist, gehort jedes Element
von X/ zu einer Bf-Klasse. Die Bedingung 1° der Definition 1.1-A ist
also erfiillt. Wenn wir unter dem Nullelement 0’ des Raums X/ das-
jenige Funktional verstehen, das bei jedem Element von X verschwindet,
gehort ein solches Element offenbar einsam zu einer eigenen Bf-Klasse.
Falls weiterhin af und b/ zu derselben Bf-Klasse gehoren, so gehoren
dazu offenbar die Elemente «f 4 b/ und «af, wobei « eine beliebige
positive Konstante bedeutet. Ebenso ist, falls af £ 0’ ein Element von
X/ ist, leicht festzustellen, dass die Elemente af und ©af nicht zu
ein und derselben Bf-Klasse gehoren kénnen. @ bedeutet hier eine kom-
plexe Zahl mit der Eigenschaft |@| = 1,0 s 1. Die Bedingungen 2°—4°
der Definition 1.1-A sind damit erfiillt.

Es seien jetzt of und b/ zwei Elemente von X/. Wir sagen, dass af
zu einer grosseren Bf-Klasse als b/ gehort, falls die dem Element aof
entsprechende B-Klasse in X grosser ist als die dem Element b/ ent-
sprechende B-Klasse. Wenn wir solche Bf-Klassen maximal nennen,
denen maximale B-Klassen in X entsprechen, so ist es offenbar, dass es
in X/ keine Bf-Klasse gibt, die grésser als eine der eben definierten
maximalen Bf/-Klassen ist. Die Giiltigkeit der Bedingung 5° ist damit
bewiesen, und die Giiltigkeit der Bedingung 6° ist ersichtlich.

2
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Es sei nun Bf(xf) die Bf-Klasse des Elements z/. Unter sein Pro-
jektion z¢ auf der Bf-Klasse Bf(a%), die kleiner als Bf(af) ist, ver-
steht man das Elémenty, das mit «f in der B-Klasse iibereinstimmt,
die der B-Klasse Bf(x?) entspricht, das aber in der Komplementklasse
dieser letztbestimmten B-Klasse im Verhédltnis zu derjenigen B-Klasse
verschwindet, die dem Element 2f im Raume X entspricht. Die so de-
finierte Projektion 2¢ von af geniigt den Bedingungen des Postulats 9°
in der Definition 1.1-A.

Um zu beweisen, dass die Einteilung der Elemente von X/ in B/-
Klassen auch die Bedingung 10° der Definition 1.1-A erfiillt, betrachten
wir die Elemente af —af und af — xf, wobei 2/ und 2zf zwei be-
liebige Elemente ein und derselben B/-Klasse B{ bedeuten. Es sei B
die der Klasse B/ in X entsprechende B-Klasse. Es seien weiterhin
B{_, und B{_, diejenigen B/-Klassen, zu denen die Elemente z{ — zJ
bzw. xf — x{ gehoren, und es seien B;—, und B,—, die diesen B/-Klassen
entsprechenden B-Klassen im Raum X.

Wir bezeichnen jetzt mit B;, bzw. B_, die grosste B-Klasse, die
kleiner als B; und B,—, bzw. B; und B, ist. Die Klassen B, und
B_,, haben die Eigenschaft, dass in ihnen und in jeder B-Klasse, die kleiner
als By, und B, ist, sowohl das Element zf als auch entsprechend die
Elemente 2 — 2 und af — «{ positive Werte erhalten.

Es sei jetzt —B_,; diejenige B-Klasse, die aus Elementen von B_
durch Multiplikation mit dem Faktor — 1 erhalten wurde. Die Klasse
By, bzw. —B_, ist kleiner als B;_, und sie ist weiterhin kleiner als die
Komplementklasse von —B_,; bzw. By, im Verhéltnis zur Klasse B, _,.
Ebenso ist die Klasse B, bzw. B_, kleiner als die Klasse B; und ist wei-
terhin kleiner als die Komplementklasse von B_,, bzw. B, im Verhéltnis
zur Klasse B;. Esseinun B, die Komplementklasse der direkten Summe
von B, und B, im Verhiltnis zur Klasse B;. Wir zeigen, dass « — 2
in B, verschwindet. Da B, zur Komplementklasse sowohl von B, als
von B_, im Verhiltnis zu B; gehoért, kann af —2f in B, weder
positive noch negative Werte annehmen, woraus folgt, dass es in B,
verschwinden muss. Das Funktional a{ — x erhilt also positive Werte
nur in der B-Klasse, die mit der direkten Summe von B, und —B_,
iibereinstimmt, sowie in allen denjenigen B-Klassen, die kleiner als die
direkte Summe B, 4+ (—B_,) sind. Das Funktional «f —af ver-
schwindet weiterhin in der Komplementmenge der Klasse B, + (—B—y)
im Verhiltnis zur Klasse B,;. Dies aber bedeutet, dass die Klasse B;,
die direkte Summe der Klassen B;, und —B_,; ist und dass man damit
jedes Element von B,_, in der Form a; -+ a_ darstellen kann, wobei
xy € B, und 2_ € —B_,,.

Es seien jetzt Bf,, —B’, und B’, die den Klassen B, —B_,
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und B_, entsprechenden B/-Klassen im Raum X/. Die so erhaltene
Bf-Klasse Bf, bzw. —B’, ist offenbar die Komplementklasse von
B, bzw. Bf, im Verhiltnis zur Klasse B{ ,, und die Klasse B,
bzw. Bf, gehort zu der Komplementklasse von B/, bzw. Bf, im
Verhiltnis zur Klasse BJ. Jedes Element von B] , kann man also als
Summe von zwei Elementen ausdriicken, von denen das eine in die Klasse
Bf, und das andere in die Klasse —B”, gehort. Dies aber bedeutet, dass
die Einteilung der Elemente des Raums X/ in B/-Klassen auch dem
Postulat 10° der Definition 1.1-A geniigt.

Wir werden jetzt zeigen, dass die B/- Klassen auch der Bedingung 7°
der Definition 1.1-A geniigen. Es sei also z} € X/ beliebig, und es sei f
ein beliebiges Element einer beliebigen maximalen B/-Klasse B/(f).
Wir bezeichnen mit « ein beliebiges Element derjenigen B-Klasse B(x)
in X, die der Klasse B/(2f) entspricht.

Es sei weiterhin {B,(z), A € A}, wobei /A eine Indexmenge bedeutet,
eine Menge von B-Klassen, die im Verhéltnis zur Klasse B(x) die Eigen-
schaft C der Definition 1.1-B hat. Wenn x, die Projektion von z auf
der Klasse B, bedeutet, so wihlen wir bei jedem Wert A€ A den Skalar

@, so, dass

xi{(xi) = x{(al ;)

gilt; hierbei bedeutet x/ die Projektion von af auf derjenigen B/-Klasse
Bf(zf)y in XY, die der Klasse B(z,) in X entspricht.
Dann gilt af = Z a,z/ in dem von den Elementen {z,} aufgespann-

A

ten linearen Raum X,. Es mdgen weiterhin B, und x;, beijedem 1€ A

und bei jedem u € Jlf die gleiche Bedeutung wie in der Definition 1.1-C
haben, und es sei B, die der Klasse B;, in X entsprechende B/-Klasse

im Raum X/ sowie z, die Projektion von x auf der Klasse B/, bei

jedem 1€ A und beijedem u € M,. Dann gibt es bei jedem Wert 1€ 4,
u€ M, einen solchen Skalar, dass

Wf .
Ly (xi,u) = a’/'..fu (aht x}.y)

gilt. Dann haben wir af = Za

lu

in der von den Elementen {z,,}

/u” /u

aufgespannten linearen Mannigfaltigkeit X, .
Wenn wir so fortsetzen, erhalten wir eine Reihe von Projektionsmengen
(]}, {”c b {xl,}, ... . Wir bezeichnen mit X! bzw. X!, X]

den von den Elementen der Menge {x!} bzw. {z[}, {x“w} . auf-
gespannten linearen Raum in X/. Es gilt offenbar X/ c X/, c Xfm ..

Wir werden jetzt zeigen, dass die kleinste obere Grenze dieser total ge-
ordneten Menge von linearen Ridumen mit X/ iibereinstimmt. Es sei also

X/ die kleinste obere Grenze der Reihe X{, X/ , X/ . Aus dem

Aw? Auvd t ot

Auv 2ttt
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Obengesagten folgt, dass z] in Form einer Linearkombination der Ele-
mente von X/, X/ , X/, ... in den entsprechenden linearen Mannig-
faltigkeiten X;, X, , X, ,, ... darstellbar ist.

An der Grenze finden wir dann, dass 2f im Raum X mit einer Linear-
kombination der Elemente von X7 iibereinstimmt. Da af € X/ beliebig
gewdhlt worden ist, bedeutet dies aber, dass der Raum X’/ mit X/
itbereinstimmt. Die Bf-Klassen erfiillen also die Bedingung 7° der De-
finition 1.1-A.

Nach diesen Vorbetrachtungen koénnen wir weiterhin schliessen, dass
die B/-Klassen auch die Bedingung 8° der Definition 1.1-A erfiillen, und
unser Satz ist damit vollsténdig bewiesen.

2.2. Stetige Funktionale in X/ wund der konjugierte (fastkonjugierte)
Raoum X' wvon X. Wir definieren jetzt:

Definition 2.2-A. Es sei 2’ € X/ ein im Raum X definiertes lineares
Funktional und es sei weiterhin x ein beliebiges Element in X wund B(x)
seine B-Klasse. Es sei ¢ > 0 gegeben.

Nehmen wir nun an, es gebe immer eine solche Zahl 6 = 6(e) > 0,
dass |a'(x)| < e, wenn die Norm von x wund die Norm jeder Projektion von
x auf einer kleineren B-Klasse als B(z) kleiner als 6 sind. Dann sagen wir,
dass das Funktional z' € X/ stetig ist.

Es sev mun {B,;2=0,1,2,...,n << o} eine beliebige Menge von
endlich vielen B-Klassen, die tm Verhdlinis zur Klasse B(x) die Eigenschaft
C der Definition 1.1-B haben. Falls das Element x' € Xf in dem obigen Sinne
nicht stetig ist, dabei aber fir jedes x € B(x) und fir jede oben definierte
endliche Menge {B,} der B-Klassen solche positiven Zahlen k und 6 =
O(e, {B;}) > 0 wvorhanden sind dass |x'(kz)| << e, wenn die Norm von kx
und die Norm der Projektion von kx auf einer beliebigen B-Klasse B, €
{B,,A=0,1,2,...,n} kleiner als 6 sind, dann sagen wir, dass das
Funktional x' € X/ faststetig ist.

Es ist leicht zu zeigen, dass die in X definierte Menge von stetigen
(faststetigen) Funktionalen des Raumes X/ linear ist. Wir stellen daher
die folgende Definition auf.

Definition 2.2-B. Den linearen Raum, der von den in X definierten
linearen stetigen (faststetigen) Funktionalen gebildet wird, nennt man den
konjugierten (fastkonjugierten) Raum von X, und man bezeichnet ihn mit X'.

2.3. Die Norm im konjugierten (fastkonjugierten) Raum X’. Wir de-
finieren:

Definition 2.3-A. Es setr X ein linearer Raum mit einer Norm zweiter



Yrs6 Kirpr, Uber lineare Ridume mit der Norm 21

oder dritter Art. Unter der Norm des Elements x' im konjugierten Raum
X' von X wversteht man den Ausdruck

(2.3-1) @l = inf |2'(x;))[, [0 =0,

llxi=1

wobet x; € X alle Elemente derjenigen B-Klasse B, durchliuft, die der das
Element x' enthaltenden B’-Klasse im Raum X' entspricht.
Wir beweisen jetzt den

Satz 2.3-A. Es sei x, € X gegeben, und es sei B, seine B-Klasse (d.h.
die B-Klasse, zu der x, gehért). Hs sei weiterhin {x,} die Menge aller der-
jenigen Elemente von X, die zu solchen B-Klassen gehoren, die grisser als
B, sind, und deren Projektionen auf B, mit x, ibereinstimmen. Es sei nun
x' ein solches Element von X', dessen B’-Klasse der Klasse B, in X ent-
spricht. Der Ausdruck (2.3-1) der Norm fiir das Element x' € X' ist dann
identisch mit dem Awusdruck

(23-2) il = inf (jo’(x — )|/ inf |z — )
s () S

oder mat dem Awsdruck

(2.3-3) ) = inf (ja(x — 25)|/ sup [z — )

xe{xi} x,€B(x)~B;

je nachdem ob die in X definierte Norm zweiter oder dritter Art ist. B(x) ~ B,
bedeutet hier die Komplementmenge der Klasse B, im Verhdlinis zu der
das Element x € {x,} enthaltenden B-Klasse B(x).

Beweis. Aus der Bestimmungsweise der Klasse B; folgt, dass 2’ in
der Klasse B(z) ~ B, verschwindet, woraus man weiterhin 2'(x — ) =
= z'(x) erhdlt, wenn x,€ B(z) ~ B;,. Die Menge {x — a,} , wobei man
x € {x,} festhilt und wobei x, alle Elemente von B(x) ~ B, durchliuft,
enthélt geméss der Bedingung 9° der Definition 1.1-A genau ein Element
der Klasse B,, wogegen alle anderen Elemente dieser Menge zu solchen
B-Klassen gehoren, die grosser als B; sind. Nach den Definitionen 1.2-B
und 1.2-C sind die Normen der Projektionen des Elements a — z, auf der
Klasse B, dann kleiner oder grosser als die Norm des Elements x — x,
selbst, je nachdem ob die Norm in X zweiter oder dritter Art ist. Daraus
folgt, dass dasjenige Element x, der Klasse B(x) ~ B,, bei dem sich

inf |lx — 2| oder sup |x — x| ergibt, der Bedingung «x — x,€ B,
%,€ B(x)~ B )€ B(x)~B;

geniigt. Dies aber bedeutet, dass die Ausdriicke (2.3-2) und (2.3-3) mit
dem Ausdruck (2.3-1), der die Norm von «’ definiert, iibereinstimmen.
Unser Satz ist bewiesen.
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Satz 2.3-B. Es sei X ein linearer Rawm mait einer Norm zweiter oder
dritter Art. Dann ist die Norm seines konjugierten (fastkonjugierten) Rawms
X' enisprechend dritter oder zweiter Art.

Beweis. Es sei die Norm in X entweder zweiter oder dritter Art. Aus
(2.3-1) folgt dann unmittelbar, dass die Norm [lz|| den Bedingungen (a),
(b) und (¢) in der Definition 1.2-B geniigt. Es sei B’(z") die B’-Klasse des
Elements 2’ € X', und es sei B eine beliebige B’-Klasse, die kleiner als
B'(z') ist; ferner seien B(x) bzw. B, die den Klassen B’(z') bzw. B
entsprechenden B-Klassen in X. Die Norm der Projektion des Elements
a auf der Klasse B; erhiilt man dann, wenn z; in der Gleichung (2.3-1)
alle Elemente der Klasse B; anstatt derjenigen der Klasse B, durchlduft
oder wenn in (2.3-2) oder in (2.3-3) z, alle Elemente der Komplement-
klasse B(x) ~ B; und z alle Elemente der Menge {x,} durchliuft. Falls
die Norm in X zweiter oder dritter Art ist, definieren die Ausdriicke

inf |lz — ] und inf o — x|
x€B(x)~B; % €B(%)~B,
bzw.
sup o —afl  und  sup [ — a
x,,EB(x)~B/~_ x€ B(x)~B;

entsprechend die Normen der Projektion von « auf den Klassen B, und
B,. Da B, = B,, gilt

inf |lx — x| = inf o — 2] oder sup |@ — x) = sup @ — x|
% €B(x)~B; x,€ B(x)~ B, 2% EB(x)~B; x%,€B(x)~ B,

je nachdem ob die Norm in X zweiter oder dritter Art ist.
Wir schreiben nun das Element x in der Form

(2.3-4) v =+ Ox_,

wobei x; bzw. Ox_, die Projektion von z auf der Klasse B, bzw.
B(x) ~ B; bedeutet und © positiv sowie x_; durch die Bedingung
llz_4l = 1 normiert ist. Wenn die in X definierte Norm dritter Art ist,
so folgt aus (2.3-3), dass die Norm der Projektion des zur B’-Klasse B’(x')
gehorigen Elements 2’ auf der Klasse B, kleiner ist als die Norm des
Elements 2’ selbst.

Falls die Norm in X zweiter Art ist, schreiben wir 2’ analogerweise
gemadss (2.3-4) in der Form

(2.3-5) o= 0O,

wobei 2’; bzw. @'z, die Projektion von 2’ auf B,’ bzw. auf B'(x')~ B;
bedeutet und wobei @' positiv sowie 2, durch die Gleichung [z’ = 1
normiert ist.

Da die Norm in X zweiter Art ist, so gilt offenbar
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lint [inf{(x; + O'z’,) (v, 4 Ox_y)/ley + O _[[}] = inf {a; () /|, ]I} ,
wobei x; bzw. x_; alle Elemente der Klasse B; bzw. B(x) ~ B; und
mit der Norm 1 durchlduft. Da weiterhin die Menge {x; + Ox_,}, bei der
O beliebige positive Werte erhalten kann, mehr Elemente enthélt als die
Menge {2, + Ox_,}, bei der @ nun nur kleine positive Werte, z.B. kleinere
Werte als die Zahl 1/|jx_,||, erhilt, so haben wir dann unter Beriicksichtigung
der Gleichung (2.3-1)

(2.3-6) (] = inf (] + O'2_y) (&, + Ox_y)/|, + Ou_]) =

= inf @)/ = [l -

Falls also die Norm in X zweiter Art ist, bedeutet die obige Unglei-
chung, dass die Norm der Projektion von 2’ auf einer solchen B’-Klasse,
die kleiner als die von ' ist, grosser ist als die Norm des Elements 2
selbst.

Wir nehmen weiterhin an, dass die Norm in X zweiter Art ist, und
lassen in (2.3-5) O’ gegen oo streben. Damit auf der linken Seite der
Ungleichung (2.3-6) das Infinum erhalten bleibt, kann ©@ bei grossen 6’
nur sehr kleine positive Werte erhalten. Es sei ¢ > 0 gegeben. Aus (2.3-6)
erhalten wir dann

|zl = inf (2, + O'2_,) (¥, + Ox_))/|lx; + Ox_,]] >
> inf (31(%)/11351 + Ox ) =

y(xy) llll

el ey + Oy

— in = (1 — ) ],
wenn wir @ klein genug wéhlen. Da ¢ > 0 beliebig gewdhlt worden ist,
folgt aus der obigen Ungleichung aber unmittelbar

lim [ley 4 02| = |l -

6'—> w0
Wenn nun 6O’ — 0, so sehen wir unmittelbar aus (2.3-6), wenn wir
nun O geniigend grosse Werte annehmen lassen, dass

lim |jz; + @'z, = 0.

Es sei nun die Norm in X von dritter Art. Wir lassen in (2.3-5) @' — 0
gehen. Es sei ¢ > 0 gegeben. Da dann nach der Bedingung (e3) der De-
finition (1.2-C) lim |j; + Ox_\|| = |lz,]] ist, haben wir nach dem Oben-
gesagten e
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v

| = [l2|| = inf [(x; + O'x_y) (2 + Ox_)[|lx, + Ox_,||] =
x;(xl) + Olgxll(x~l) . [loey|
[l | lley 4 Oz _,||

< (L + &) [l

wenn wir zuerst @ gross genug und damit @’ klein genug wihlen. Als
unmittelbare Folge der obigen Ungleichung haben wir dann

lim |jr; + @'z, = [lai]] .
o’ =0

Aus
@l =l + 02| = inf [(2 + O'2Ly) (2, + Ox_,) ey + Ox_[]]
folgt weiterhin unmittelbar, wenn wir @' — oo streben lassen, dass

lim |jz; 4 O'2_,|| = oo .
Die Norm |[jz'|| des Elements z' € X’ erfiillt also die Bedingung (e3)
oder (e2) der Definition 1.2-C oder 1.2-B, je nachdem ob die Norm in X
zweiter oder dritter Art ist. — Unser Satz ist bewiesen.

2.4. Der konjugierte Raum von IP (p =< 1, p # 0). Wir betrachten jetzt
den Raum X =1/°, wobei —oo <p <1,p #0. Es sei 2’ = (b) ein
Element des Raums X' =19, wobei 1/p + 1/g = 1. Um die Norm des
Elements 2’ € X’ zu bestimmen, betrachten wir nun ein solches im iibrigen
beliebiges Element z = (a;) von X, das jedoch die Bedingungen a;b; = 0
mit jedem Wert des Indexes ¢ = 1,2, ... erfiillt, und zwar so, dass das
Gleichheitszeichen nur dann giiltig ist, wenn bei dem gleichen Wert von 4
die Bedingung a; == b; = 0 gilt. Es sei bemerkt, dass die Komponenten
von z und 2’ die zu Beginn von Nr. 1.6 erwihnten Bedingungen erfiillen
miissen.

Wir sagen, dass die auf obige Weise definierte Menge der Elemente
{r} die B-Klasse in X bestimmt, die dem Element 2’ € X' ==1¢ ent-
spricht. Wir definieren jetzt das Funktional 2’ folgendermassen:

a'(@) = D" bia;.

Nach der Gleichung (2.3-1) haben wir dann ||| = infla’(x,)!, wobei
x; >1

x, alle Elemente derjenigen B-Klasse B(zx) durchlduft, die dem Element
a2’ entsprechen. Falls p < 0 ist, normieren wir das Element x = (@)
der Klasse B(z) so, dass (X’|a?|)'? = 1. Wir haben dann

2] = inf | X b a]
xebB'(x)
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wobei x = (a;) alle die Normbedingung |jz|| = 1 erfiillenden Elemente
der Klasse B(x) durchlduft.

Nach der riicklaufigen Hoélderschen Ungleichung haben wir anderer-
seits

Sbias= Y b = (SB)E (X lailr) e = (Xl )

Da x€B(r) und |jaf| =1, wihrend x im iibrigen beliebig gewiihlt
worden ist, erhalten wir dann nach der Gleichung (2.3-1)

I = (X 1bal7)

In dieser letzten Ungleichung kann man das = - Zeichen durch ein
Gleichheitszeichen ersetzen. Diese Tatsache beweisen wir erst spiter in
Nr. 2.6.

Um zu beweisen, dass das Funktional 2z’ im Sinne der Definition 2.2-A
stetig ist, betrachten wir zuerst den Fall, in dem 1 =¢ > 0 und damit
P <0 git. Es sei M = sup |a;| und N = sup |b;|. Aus dem zu Beginn
von Nr. 1.6. Gesagten folgt, dass 0 < M < oo und 0 < N < oo gelten.
Wir haben dann

[p; la
[2'(@)] = | > biai| = ﬂ[Z'ibi[ = JWNZ’ = MNZ’ N; =< MN'" 9,

b:
N

Es sei ¢ > 0 gegeben. Wir multiplizieren nun & mit der Zahl 6/ M =
= ¢/MN'"9p|? und bezeichmen mit 2 das so erhaltene Element. Dann
ist die Norm der Projektion von z auf jeder B-Klasse, die kleiner als die-
jenige von a selbst ist, kleiner als 6. Weiterhin gilt bei einem solchen
x, dass a'(x) <e Falls 1=¢g>0, p <0, ist die Stetigkeit von a’
damit bewiesen. Im Falle ¢ < 0, 0 < p =1 ist der Beweis véllig analog,
und wir iiberlassen daher den Beweis dieser Tatsache dem Leser.

2.5. Hinige Eigenschaften des konjugierten (fastkonjugierten) Raums X'.
Wir werden jetzt einige Sitze beweisen, die im konjugierten (fastkonju-
gierten) Raum X', dessen Norm zweiter oder dritter Art ist, giiltig sind
und die wir spéter brauchen werden. Die analogen Sitze fir den Raum
mit einer Norm erster Art sind allgemein bekannt (vgl. z.B. TavLor [4],
S. 185—188).

Satz 2.5-A. Es sei M ein wesentlicher Unterraum des linearen Raums
zweiter oder dritter Art, und zwar so, dass es eine solche B-Klasse B(m) der
Elemente von X gibt,dass die Elemente B(m) die Mannigfaltigkeit M auf-
spannen. Es sei B'(m') die der Klasse B(m) entsprechende B’-Klasse im
Raum X'. Wir bezeichnen mit M’ den linearen Rawm, der von den in M
definierten stetigen Funktionalen gebildet wird.
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Falls m'" € M’', so gibt es ein vm ganzen X definiertes Funktional x' € X’
s0, dass |[2|| = |m/|| und 2'(x) = m'(x), wenn x € M.

Beweis. Essei m’ € M’ gegeben, und es sei C'(m’) diejenige B’-Klasse
der Elemente von M’, die das Element m’ enthilt. Es sei weiterhin C(m)
die B-Klasse in M wund also auch in X, die der B’-Klasse C’(m’) in X’
entspricht, und es sei m ein beliebiges Element von C(m). Wir haben
dann

[[m/|| = inflm’(m)] ,

wobei m alle die Elemente der Klasse C(m) durchlduft, die der Bedingung
Ilm|| =1 geniigen. Es sei nun « ein solches beliebiges Element von X,
das zu einer solchen B-Klasse in X gehort, die grosser als C(m) ist, und
zwar so, dass die Projektion von z auf der Klasse C(m) mit m iiber-
einstimmt. Es sei jetzt 2’ das Element von X', das durch die folgenden
Bedingungen definiert wird: es ist im ganzen X definiert und stimmt in
M wund also auch in der von den Elementen von C(m) aufgespannten
linearen Mannigfaltigkeit mit m’ {iiberein. Weiterhin nehmen wir an, dass
2’ die Bedingung

erfiillt. Die B-Klasse in X, die dem Element «’ entspricht, stimmt dann
nach Nr. 2.1 mit C(m) iiberein. Nach der Definition der Norm in X’
haben wir dann

|lz'|| = inf 2'(x) = inf 2'(m) = inf m’(m) = |m/|| ,

wobei 2 alle die Elemente durchlauft, die zu grosseren B-Klassen als C(m)
gehoren, und zwar so, dass, wenn wir mit m die Projektion des Elements
x auf der Klasse C(m) bezeichnen, immer |m|| =1 gilt; m durchlauft
hier also alle der Bedingung |m|| = 1 geniigenden Elemente von C(m).
Unser Satz ist damit bewiesen.

Bevor wir weitergehen, schrinken wir die Menge der linearen Réume
mit einer Norm zweiter oder dritter Art ein, die wir im folgenden unter-
suchen wollen. Hierzu geben wir die folgende

Definition 2.5-A. FEs set X ein linearer Raum mit einer Norm zweiter
Art oder dritter Art mit der speziellen Normbedingung (e3x), und es sei X' sein
konjugierter (fastkonjugierter) Raum. Wir sagen, dass der Raum X die
Eigenschaft E hat, falls folgendes gilt:

Fiir jedes Element von x' € X', dessen Norm von Null verschieden ist,
gibt es wenigstens ein Element x € X mit |z % 0, wund zwar so, dass die
B-Klasse B(x) von x der B’-Klasse von «' entspricht und dass
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() = ||| |2
gilt.

Bezeichnen wir weiterhin mit {B,; A =0, +1, +2,...} eine beliebige
Menge der B-Klassen, die alle kleiner als B(x) sind und die tm Verhdltnis
zu B(x) die Eigenschaft C der Definition 1.1-B haben. Es sei x, die Pro-
jektion von x auf der Klasse B, und z; die Projektion von x' auf der-
jenigen B’'-Klasse, die der Klasse B, €{B,;1=0,+1,+2,...} in X
entspricht, und es sei x_;, bzw. x_, die Projektion von x bzw. z' auf der
Komplementklasse von B, bzw. B; im Verhilinis zur Klasse B(x) bzw.

B'(x'). Dann gibt es bei jedem Paar von positiven Zahlen «, i solche positiven
Zahlen  k,, kg, dass

(ocxi + ﬁx:/) (kyz; + kﬂ x.;) = llovae;, + ﬁll/[] k@, + kﬂx~/‘.” .

Wir betrachten als Beispiel den Raum [P, wobei —oo <p <1,
p #0. Es sei a = (a;,ay,...) ein beliebiges Element des Raums U,
wobei 1/q + 1/p = 1, und zwar so, dass |ja/|| = 1 (wir werden in Nr. 2.6
zeigen, dass [ mit dem konjugierten Raum von [P kongruent ist). Es sei
B'(«') die B’-Klasse in 9, zu der a’ gehort. Wir haben also 2'|a;|? = 1.
Wir betrachten jetzt das Element b = (by, by, . . .) = (0, a7, O, a?, . . ),
wobei man @97 = 0 setzt, falls a, =0 (i =1,2,3,...), und wobei die
komplexen Zahlen 6, 0,, ... so gewdhlt worden sind, dass sie alle den
absoluten Betrag 1 haben und dass weiterhin ©,a; ¢;?? = 0 bei jedem
Wert von 7 =1,2,3,... gilt. Das Element b gehort zu [P genau dann,
wenn unter den Komponenten von a’ = (a;, s, . . .) nur endlich viele von
Null verschieden sind. Dies beruht auf folgendem: Falls — oo << ¢ < 0,
gibt es eine solche endliche Zahl M, dass sup |a/| = M. Da g¢/p <0
gilt, ist inf|b;| = inf |©,a'"?| = M77. Die Bedingung X|b;|» <oo gilt,
und das Element b gehort zu [P somit nur dann, wenn von den Kompo-
nenten by, by, ... und also von den Komponenten aj, a,, ... nur endlich
viele von Null verschieden sind. Dass dies auch im Falle 0 < ¢ <1 gilt,
beweist man in analoger Weise.

Falls also b €[, gehort es dann nach Nr. 2.4 zu derjenigen B-Klasse
in [P, die der B’-Klasse B’(a’) entspricht. Offenbar gilt

B = (lails + Jatle .. ) = 1.

Wenn wir jetzt das Funktional o' = (a;,a,,...) €17 wie in Nr. 2.4 de-
finieren, so haben wir

a) =" alb; =" 0ua] atr = 3" i)t = 1 = o] 1] .

Der Raum (P hat also im Falle — oo <p <1, p # 0 die Eigenschaft
E, aber nur dann, wenn [P endlichdimensional ist. Demgegeniiber hat der
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Raum LP, den wir spiter in Nr. 3.2 definieren werden, im Falle p < 1,
p # 0 ohne Einschrinkung die Eigenschaft Z.
Wir beweisen nun folgende Hilfssétze:

Hilfssatz 2.5-B. Es sei X ein linearer Raum mit einer Norm zweiter
Art oder dritter Art mit der Normbedingung (e3«) der Definition 1.2-C. Es
habe X weiterhin die Eigenschaft E, und es sei z' ein beliebiges Element
des konjugierten (fastkonjugierten) Raums X' wvon X. Es sei weiterhin
ein solches Element von X, fiir welches

'(x) = [l'|] |l

gilt, und zwar so, dass die B-Klasse B(x) von x gleich oder kleiner ist als
die B-Klasse, die der Klasse B'(x') von X' in X entsprichi.

Bezeichnen wir mit {B,; A=0, 41, 4+2,...} eine beliebige Menge
der B-Klassen, die alle kleiner als B(x) sind und die ym Verhdltnis zu B(z)
die Eigenschaft C der Definition 1.1-B haben. Es set weiterhin x, die Pro-
jektion von x auf der Klasse B, und x, die Projektion von x' auf der-
jenigen B’-Klasse B;, die der Klasse B, €{B,, =0, +1, 42, ...} in
X entspricht, und es sev x_, bzw. xz_, die Projektion von z bzw. x' auf
der Komplementklasse von B, bzw. B, im Verhdltnis zur Klasse B(x)
bzw. B'(x'). Dann haben wir

(2.5-3) @' (@) = @, (%) + 2., (x_,)
und
(2.5-4) ;(x;) = ||| )] und 2, (2x.;) = |le_ ]l e -

Beweis. Die Giiltigkeit der Gleichung (2.5-3) folgt unmittelbar aus
der Definition der B’-Klassen. Um (2.5-4) zu beweisen, betrachten wir
nun das Element x,.€ X’, das durch die Gleichung

(2.5-5) ahe = k2, + Ko,

definiert ist, wobei £’ und i positive Zahlen bedeuten. Im Falle k' =

i’ = 1 stimmt ;. mit 2’ {iberein. Das Element ;. der Klasse B(z),
bei welchen

x;c: () = ”MLH el -
hat dann nach der Definition 2.5-A die Form
(2.5-6) Xy = kx, 4+ ]hc’xw.' ,

wobei k& und k positive Zahlen bedeuten, die offenbar von £’ und ¥
abhdngen. Wenn z.B. £’ =k =1, ist nach dem Obigen k = k=1
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Nehmen wir zuerst an, dass die Norm im Raum X’ dritter Art und die
Norm in X damit zweiter Art sei. Wir geben jetzt den beiden Zahlen &’

und % den Anfangswert 1, halten danach k' zuerst fest und lassen &’
gegen oo streben. Wir untersuchen, wie sich die Zahlen %’,% und

damit auch die Zahlen k, k dndern, wenn wir sie in diesem Zusammen-
hang noch so éndern, dass die Bedingungen

(2.5-7) s (Vx) = sl losll = 1, eyl =

giiltig werden. Wenn k' — oo, muss k— 0 gehen, da sonst auf der rechten
Seite der Ungleichung

(2.5-8) 1 = av(vs) = K k) (x,) + ¥ k. sxel) =
= Bkl o)+ kB kol e

k' kaj(x;) = k' k||| |}z, = oo muss, was der obigen Ungleichung wider-
spricht. Wenn also k& — 0, dann folgt somit aus der Normbedingung (e3)
der Definition 1.2-B |[kx_,|| — |,s] = 1. Aus (2.5-8) folgt dann weiterhin,
dass auch 7| |x~,,1—>1 Dies beruht darauf, dass die Norm £z, der
Projektion von ;. auf einer solchen B’-Klasse, die kleiner als diejenige
von ay, ist, grosser ist als die Norm des Elements z,. selbst. Aus
(2.5-8) folgt dann unmittelbar a_;(x_;) = [lv_| x|l . _

Wir geben jetzt, wie oben, den beiden Zahlen %k’ und k' den An-
fangswert 1 und halten danach k' zuerst fest, lassen nun akter k' gegen
0 streben. Wir betrachten, wie sich die Zahlen %', %' und damit auch
die Zahlen £, k dndern, wenn wir sie in diesem Zusammenhang noch so
dndern, dass die Bedingungen (2.5-7) giiltig werden. In diesem Prozess
muss %' schliesslich gegen oo streben. Dies beruht darauf, dass nach
Einsetzen der Bedingung (2.5-7) immer k' = 1/ [z, gilt. Nach dem Oben-
gesagten kann man dann schliessen, dass am Ende des obigen Prozesses
k—0 und damit kllz;|] — 1. Aus (2.5-8) erhalten wir dann aber «;(x,) =
ool Nl -

Nehmen wir nun zweitens an, dass die Normin X dritter Artist und die
Normbedingung (e3x) der Definition 1.2-C hat. Wir halten %’ zuerst fest
und lassen k' gegen Null streben. Nach Einsetzen der Bedingung (2.5-7)
gilt dann % "] =1 und k’] Jd=1. Wir werden jetzt zeigen, dass
am Schluss dieses Prozesses k& gegen oo und Tl sl gegen 1 strebt.

Da die Norm in X dritter Art mit der Normbedingung (e3x) ist und
also ke, > o] =1 gilt, muss, da #o. | 1, auch Kja_|—1
gelten. Dies aber bedeutet, dass die Zahl k stets grossere Werte als 1/|lz_,]|
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erhilt und zuletzt an der Grenze diesen Wert erreicht. Wenn aber die Zahl

k in (2.5-8) abnimmt, muss k dann wachsen, damit die Bedingung
|yl = 1 ihre Giiltigkeit behélt. Falls ndmlich % in diesem Zusammen-
hang nicht wachsen wiirde, so wiirde man nach (2.5-8), (2.5-7) und (2.3-1)

1> a3 (0) = sl N1l = [lwsll

haben, wenn wir ;. mit der Normbedingung |, .| = 1 fest halten.

Wenn also & gegen 1/[x_;| abnimmt, wichst gleichfalls k, und es
hat daher eine kleinste obere Grenze. Falls diese Grenze von k nicht mit
oo iibereinstimmt, haben wir an der Grenze ein Element

Xy = kx, + I;xwl ,

das bei endlichem % die Bedingung (2.5-7) erfiillt, unabhéingig davon,
ob &' bei diesem Wert den Wert 0 erreicht. Da nach der Normbedingung
(e3x) der Definition 1.2-C immer

]| < Kl

gilt und da k~!{x~ | an der Grenze den Wert 1 erreicht, ist dies unter der
Bedingung |5/l = 1 nicht méglich. Wenn also £’ — 0, dann strebt
k gegen oo, woraus folgt, dass in diesen Prozessen kllx_;[|—1 geht.
Aus (2.5-8) erhalten wir aber dann z,(x;) = |lz;|| |lz;]. Indem man nun in
(2.5-5) K gegen Null und damit auch &[] gegen 1 streben ldsst, beweist
man analogerweise, dass dann % — oo und klz,]| - 1. Die Giiltigkeit
der Bedingung «_,(x_;) = |jz_;| |x.,]| folgt dann unmittelbar aus (2.5-8).
Wir haben damit die Giiltigkeit der beiden Gleichungen (2.5-4) gezeigt,
und unser Hilfssatz ist damit bewiesen.

Hilfssatz 2.5-C. Es migen X,x,x, (A =0, 41, £2,...) die gleichen
Bedeutungen und die gleichen Eigenschaften wie im Hilfssatz 2.5-B haben.
Wir betrachten weiterhin das Element

(2.5-9) ey =Yk,

wobei 1 jede ganze Zahl durchliuft und wobei die k; beliebige positive
Zahlen sein kinnen. Dann gitt es in der B'-Klasse von X', die der Klasse
B(x) in X entspricht, ein solches Element x, dass

wy(2y) = [l ks -

Beweis. Nehmen wir jetzt an, dass die Norm in X zweiter oder drit-
ter Art ist und dass sie in diesem letzten Fall die Normbedingung (e3x)
hat. Folglich ist die Norm in X’ entsprechend dritter oder zweiter Art.
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Aus dem Beweis des vorigen Hilfssatzes folgt dann, dass, wenn wir das
Verhiltnis k'/ic’ von 0 gegen o streben lassen, wihrend (2.5-7) die ganze
Zeit hindurch giiltig ist, das Verhéltnis k/l; sich gleichfalls von oo bis
0 édndert und diese Anderung stetig ist. Wir konnen also k/l; so wihlen,
dass das Verhiltnis der Koeffizienten der Elemente x, und 2, in den
Ansdriicken der Projektionen des Elements a,, aufden Klassen B, und
B, (€{B,; =0, 1, 42,...}) dem Verhiltnis der Koeffizienten der
gleichen Elemente 2, und ; in dem in (2.5-9) gegebenen Ausdruck
des Elements xy gleich ist.

Wenn wir so fortsetzen, finden wir durch vollstindige Induktion, dass
es ein solches Element xy in der B’-Klasse B’(x’) gibt, dass dasjenige
Element x. in der B-Klasse B(x) in X, das die Eigenschaft

’

wy(wy) = i o]
besitzt, die Form
T, = Z k; x;
hat, wobei die Koeffizienten der Elemente a;,, A =0, 41, +2,... mit
den Koeffizienten des in (2.5-9) definierten Elements bis auf einen multi-

plikativen konstanten Faktor iibereinstimmen. Unser Hilfssatz ist damit
bewiesen.

Satz 2.5-D. Es sei X ein linearer Raum mit einer Norm dritter Art
mit der Normbedingung (e3x) der Definition 1.2-C oder mit einer Norm
zweiter Art. Es habe X weiterhin die Eigenschaft E der Definition 2.5-A,
und es sei x, ein Element von X, so dass |y # 0, und es sei B(x,) dessen
B-Klasse. Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann gehirt zu der Klasse B'(xy'), die der
Klasse B(x,) entspricht, ein solches Element o', dass |2/ =1 und

(1 + &)l = #'(2) = Il -

Beweis. Es sei a,€ X mit der Eigenschaft [jzy| # 0 gegeben, und es
sei a’ ein beliebiges Element der Klasse B'(x,) in X'. Offenbar konnen
wir ohne Einschrinkung der Behauptung das Element z, so normieren,

dass |y = 1 ist. Es sei weiterhin z € X dasjenige Element der Klasse
B(mo)a bei dem
(2.5-10) @' (x) = [ll] ll]| -

Das Element « existiert, da X die Eigenschaft E hat.

Ts sei nun & eine beliebige Zahl im Intervall 1> 6 > 0, fiir die wir
spéter noch eine spezielle Einschrinkung festlegen werden. Wir bezeichnen
mit {B,;A=0,+1,42,...} die Menge solcher B-Klassen, die die
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Eigenschaft C der Definition 1.1-B im Verhiltnis zur Klasse B(x,) haben.
Beziiglich der Menge {B;} nehmen wir noch an, dass, wenn «; und
die Projektionen von a« bzw. x, auf der Klasse B; (A =0,+1, £2,...)
sind, die Bedingungen
(1 — 6y, —ay, €B, und 2, — (1 —06)" ' 2, €B,

gelten. Dies ist nach Bedingung 10° der Definition 1.1-A immer mdglich.

Wir bezeichnen mit x, ein solches Element der Klasse B(w,), dessen
Projektion auf der Klasse B, (A=0,+1,+2,...) gleich (1 — 0)-x,
ist. Dann gilt offenbar

2o — 2, € B(x,) und a5 — (1 — 0)xa € B(x,) .

Weiterhin gilt nach der Bedingung (a) in den Definjtionen 1.2-B und
1.2-C der Normen zweiter und dritter Art

1 = [lzgl] = llwg — (1 — 0)| + (1 — 0) [,

woraus unmittelbar folgt

1
2. ~1]. | 3 S .
(@5-11) ol = T
Weiterhin haben wir nach der oben erwihnten Normbedingung (a)
ixul! .Z “xu —_— xoll + “.’X,'OH = “.’Cu — :L’OH + 1, \‘romit na(’h (25_11)
1 , , 5
1< ] £ 75 oder 0 <[uf—lnl =775

(2.5-12) ) )

< ]

l”xa W=, T T

gelten.
Nach dem Hilfssatz 2.5-C kénnen wir nun ein solches Element a, der
Klasse B'(z,) bestimmen, dass

ol =1 und 1 <a(e,) = el o] <75 -

Wir haben dann
0< x;(“a — ) < 9«;(% — @) + x;(xo — (1 —d)z,) =

0

= 0 () < 75

oder
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1

o) < @w(r) <1 5-

Andererseits haben wir, da 2, und =z, zu einander entsprechenden B’-
und B-Klassen gehéren,

(o) = [l gl = 1.
Als Ergebnis erhalten wir also

1
1= [l ] = walwg) < 77— <1+e=(1+ )] o]

€

1+e¢

wenn wir die Zahl 6 so wéhlen, dass auch § < gilt. Unser Satz ist

damit bewiesen.

Satz 2.6-E. Es set = ein Element des linearen Raums X mit einer
Norm zweiter oder dritter Art und zwar so, dass «'(x) = 0 bei jedem 2" € X'
gilt. Dann haben wir x = 0.

Beweis. Bezeichnen wir mit B(z) die das Element « enthaltende
B-Klasse und mit B’(z') die der Klasse B(x) in X' entsprechende B’-
Klasse. Es sel 2’ € X’ ein beliebiges Element der Klasse B’(z'). Aus der
Annahme folgt 2'(x) = 0. Nach der Definition der Einteilung der Elemente
von X' in B’-Klassen ist dies aber nur moglich, wenn sowohl ' = 0
als & = 0 ist. Unser Satz ist damit bewiesen.

2.6. Funktionale vm konjugierten Raum wvon I[P (p <1,p £ 0). Den
Raum [» haben wir schon oft in § 1 und 2 betrachtet. Wir assoziieren
jetzt mit jeder Zahl p =< 1, p # 0 eine Zahl p’, so dass

p'=plp—1, wenn — o0 <p<l,

p'=—c0 , wenn p=1,

p =1 , wenn p = — oo,

Besonders sei bemerkt, dass aus der Bedingung 0 <<p <<1 oder
—o < p <0 die Ungleichung —oo <p' <0 bzw. 0 <p’ <1 folgt.
Wir definieren nun

:‘ 0, wenn ¢ = 0,

sgn ¢ =

Lc/le], wenn ¢ #0,

wobei ¢ eine beliebige komplexe Zahl bedeutet.
Falls 2z = (&) €/P, bezeichnen wir mit w, k= 1,2,... dasjenige

x, bei dem & =1 und &, =0 ist, wenn n £ k. Wenn p <1,p £ 0
ist, erhdlt man dann nach der Definition der Norm zweiter oder dritter Art

e — X &l = 0.
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Aus der Definition der Norm zweiter Art folgt dann unmittelbar

(2.6-1) =& = &u.
Falls p < 0 und also eine Norm dritter Art in Frage steht, kénnen
wir schliessen, dass jedes Element w., k= 1,2,3,... zu einer solchen

B-Klasse Bx von [P gehort, deren Elemente die eindimensionale lineare
Mannigfaltigkeit aufspannen. Die Projektion von & — X’ &, w, verschwindet
auf jeder der oben erwéhnten B-Klassen B, k= 1,2, ..., und damit also
auf jeder B-Klasse, die kleiner als die x enthaltende B-Klasse B(x) ist.
Daraus aber folgt dann nach der Definition der Norm dritter Art, dass
(2.6-1) auch im Falle p << 0 gilt. Aus (2.6-1) folgt dann

(2.6-2) a'(x) = D &a'lwm),
wobei 2’ € X'

Das Problem, das Element 2’ € X’ darzustellen, geht damit in das
Problem iiber, die Werte fiir die Ausdriicke

(), k=1,2,...

zu bestimmen und anschliessend mit Hilfe dieser Werte der Norm |2
einen Ausdruck zu geben. Zu diesem Zweck beweisen wir den folgenden

Satz 2.6-A. Esset 0 <p = 1. Jedes in P definierte stetige Funktional
kann man dann auf eine und nur eine Weise in der Form

(2.6-3) @) = Y

darstellen, wobet @ = (xq, &g, . . .) = (1) ein Element von [P bedeutet.
Man kann dann jedes Element von [P anwenden um ein Element von (IP)
zu definieren, und der Zusammenhang zwischen den Elementen 2’ € (IP)' und
a €1F' ist eine Kongruenz zwischen den Rdumen (IP)" wund [P'. Besonders
gilt

f [PV wenn 0 < 1,
(2.6-4 ey = | (200 r=

L inf” x wenn p = 1.

Beweis. Es sei 2’ € (I?)’ gegeben. Wir definieren oy = a’(w;) Dann
bestimmen die Gleichungen (2.6-2) und (2.6-3) den Ausdruck z'(z). Neh-
men wir zuerst 0 << p <1 an. Den Fall p = 1 werden wir spiter betrach-
ten. Wenn = eine beliebige positive Zahl bedeutet, wihlen wir das
Element « €17 so, dass

(2.6-5) g =

( P "'sgng, wenn 1 <k <% und x; #0,
{O, wenn k> n oder o =20,
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Dann gilt, wenn 1 =%k =n und wenn o« #0, oré = P = &P
sowie damit

el = (3 lalr)P und a'(2) = Y

Wenn das Element x = (&) in (2.6-3) so gewdhlt worden ist, dass die
ihm entsprechende B’-Klasse in (I7)" mit derjenigen von 2’ iibereinstimmt,
haben wir nach der die Norm definierenden Gleichung (2.3-1)

' (x) = |l'l] ]

woraus folgt

D el = el (X e )P

Hieraus folgt weiterhin
(2.6-6) lall = ( X' )" = |l -

Da die Komponenten der Elemente a = (a;) €I und =z = (&) €1P
solchen Bedingungen geniigen, die man an die Koeffizienten der riick-
ldufigen Holderschen Ungleichung (1.6-2) stellt, erhidlt man aus dieser
Ungleichung

(@) = S = (X onl?) W (X 1al) = Ja ] -

Da man weiterhin x beliebig aus derjenigen B-Klasse von [P, die dem
Element @ entspricht, wihlen kann, erhélt man

(2.6-7) ']l = llalt .

Aus den Gleichungen (2.6-6) und (2.6-7) folgt dann |2 = |l

Es sei andererseits das Element « = (x,) €”" gegeben. Nach (2.6-3)
kann man dann das Element «’ € (I?)’ definieren. Zwischen den Elementen
von I[P und (I7)’ besteht also isometrische Isomorphie, d.h. Kongruenz,
wenn 0 <<p <1 ist.

Wenn p =1 ist, wihlen wir das Element o = 2., = (&) £ 0 s0, dass

sgn &, wenn k =n,
& =
0, wenn k # n .
Dann folgt aus (2.6-3), dass 2’(z) = |x,| ist. Es sei nun z, die Projektion

von 2’ auf derjenigen B’-Klasse B’(z,) von (I*)’, die derjenigen B-Klasse
B(x,) entspricht, die das Element «, enthidlt. Wir haben dann |x,| =
= 2/(x) = x,(x,) = ||z} |@a| = |lz.], da nach der Definition von z, die
Bedingung |jz.]] =1 gilt und da weiterhin die Elemente der Klassen
B(x,) und B’(z,) beide eindimensionale lineare Mannigfaltigkeiten auf-
spannen und folglich z,(x,) = |jx.|| ||z.|| gilt. Da die Norm von (I?)" dritter
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Art ist, haben wir weiterhin |z = ||, und da [x.| = |jz,|, gilt also
x| = |lz'l] bei jedem Wert von n =1,2,3,... . Dies aber bedeutet,
dass die Norm des Elements a = (x,) € I”* der Bedingung

lla]| = inf’|x,.| = |j2||

geniigt, wobei inf’|x,| das Infinum der von Null verschiedenen Zahlen
der Menge {|x.|;n =1,2,...} bedeutet. Da a = (x) und 2z = (&)
zu den einander entsprechenden B’- und B-Klassen in den Rdumen [~%
und ' gehoren, haben wir andererseits

(@) = X o & = (inf o)) D7 1&] = llal] [l2]] -

Da x beliebig aus seiner B-Klasse gewdhlt werden kann, erhédlt man aus
der letzten Ungleichung |jz|| = |la|l. Aus den beiden obigen Ungleichungen
folgt dann, dass zwischen den Elementen der Rdume (I7)’ und (7" auch
im Falle p = 1 Kongruenz besteht, w.z.b.w.

§ 3 Der zweite konjugierte Raum

3.1. Die kanonische Transformation des Raums X. Es sei X ein li-
nearer Raum mit einer Norm zweiter oder dritter Art, und es sei X' sein
konjugierter (fastkonjugierter) Raum. Wir bezeichnen mit X"’ den kon-
jugierten (fastkonjugierten) Raum von X'. X" wird auch der zweite kon-
jugierte (fastkonjugierte) Raum von X genannt. Es sei 2’ ein beliebiges
Element von X’. Wir schreiben im folgenden oft (z', z'") statt a’'(x').

Es bedeute nun X/ wie in Nr. 2.1 die Menge aller linearen Funktionale
vom Raum X zu seinem assoziierten skaldren Feld A. Wir bezeichnen
entsprechend mit X/ oder mit (X’)/ die Menge aller linearen Funktionale
von X/oder von X’ zu ihren assoziierten skaldren Feldern A/f oder
(4")f. Obgleich X’ ein Unterraum von X/ ist, ist X" im allgemeinen
nicht ein Unterraum von X//. Dagegen ist X’ immer ein Unterraum von
(X")f. Jedoch gibt es die kanonische Transformation von X zu X",
die der kanonischen Transformation von X zu X/ &hnlich ist. Wir
bezeichnen mit J diese kanonische Transformation von X zu X”. Die
Transformation J wird durch die Gleichung

(3.1-1) f, Jxy =z, 2"y, v€ X, 2" € X'

definiert, wcbei z'’(2') = z'(x) und damit also Jx = 2’" gilt. Wir haben
offenbar 2’ € (X')f.

Ebenso wie in 2.1 die Elemente von X’ in B’-Klassen eingeteilt
wurden, kann man die Elemente von X’* entsprechend in Klassen einteilen,
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die wir B’’-Klassen nennen wollen und die die gleichen Bedingungen wie
die in X definierten B-Klassen in der Definition 1.1-A erfiillen. Gleichfalls
konnen wir zeigen, dass die B-, B’- und B’-Klassen der Elemente der
Riume X, X', X" eindeutig einander entsprechen. Besonders sei in diesem
Zusammenhang bemerkt, dass sich in der Transformation z" = Jx die
Elemente ein und derselben B-Klasse in X zu den Elementen der ent-
sprechenden B’’-Klasse in X" transformieren.

Es seien nun das Element x € B(x) und die kanonische Transformation
a2 = Jx gegeben. Es sei weiterhin 2’ € X’ ein beliebiges Element der-
jenigen B’-Klasse B’(x') von X', die der Klasse B(x) entspricht. Da
die Normen in X, X’ und X’ nach dem Satz 2.3-B entweder zweiter
oder dritter Art sind, erhalten wir nach der Definition 2.3-A

(3.1-2) a (@) = a'(v) =[] llal]

wobel 2’ = Jx bei jedem 2’ € B'(x") ist.

Nehmen wir nun an, dass der Raum die Eigenschatt £ hat und, falls
die Norm in X dritter Artist, diese Norm der Bedingung (e3«) der Definition
1.2-C geniigt. Es mogen weiterhin @, 2" und 2" die gleichen Bedeutungen
wie oben haben. Nach dem Satz 2.5-D kénnen wir dann die positive Zahl
e > 0 beliebig und das Element 2’ aus der Klasse B’(2’) so wihlen, dass

(3.1-3) (1 + &) '] ] = @'(@) = '] ] -

4

Da a”'(x') = 2'(x), wenn &' = Ja ist, und da andererseits ||| =
= inf x"'(z’), wobei ' alle der Bedingung |2/l = 1 geniigenden Ele-

=1
mente der Klasse B'(x’) durchlduft, folgt aus den Bedingungen (3.1-2)
und (3.1-3)

(3.1-4) - (L + o)l = inf a”(2)) = 2| = [Jal = || .
x" =1

Da e > 0 beliebig gewihlt worden ist, erhalten wir schliesslich
(3.1-5) Tall =[] -

Hieraus folgt nun unmittelbar, dass, wenn X ein linearer Raum mit
einer Norm zweiter oder dritter Art mit der Eigenschaft (e3x) und mit
der Eigenschaft £ ist, zwischen dem in X'' liegenden Wertevorrat der
kanonischen Transformation J und dem Raum X isometrische Isomor-
phie, also Kongruenz besteht.

Wir stellen nun die folgende Definition auf:

Definition 3.1-A. Es sei X ein linearer Rawm mit einer Norm zweiter
oder dritter Art mit der Bedingung (e3x) und mit der Eigenschaft E. Falls
dann der Wertevorrat von J den ganzen Raum X' enthdlt, sagt man, dass
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X normreflexiv (normfastreflexiv) oder, kiirzer gesagt, reflexiv (fastreflexiv) ist.
Wir beweisen den

Satz 8.1-A. Falls X reflexiv (fastreflexiv) ist, so ist der Raum X'
fastreflexiv (reflexiv).

Beweis. Es seien J, und J; die kanonischen Transformationen von X
zu X" bzw.von X' zu X'’. Wir werden zeigen, dass aus der Bedingung
R(J,) = X" die Gleichung R(J;) = X'"" folgt. R(J,) und RE(J;) bedeuten
hier die Wertevorrdte von J, bzw. J;, und X'’ bedeutet den konjugierten
(fastkonjugierten) Raum von X"'.

Es sei nun 2'"” € X" beliebig. Wir definieren das Funktional 2’ € X/
durch die Gleichung

(3.1-6) ey "y = {Jgx, """y,

wobei @« sdmtliche Elemente von X durchlduft. Wir bezeichnen 2" = Jy,
womit wir die Gleichung (3.1-6) auch in der FForm

(3.1-7) 2 () = 2@

’

schreiben konnen. Das Element a’”” ist eine im Sinne der Definition 2.2-A
stetige (faststetige) Funktion von ", sowie a’’ gleichfalls von a’ fast-
stetig (stetig) abhingt. Aus (3.1-2), (3.1-7) und (3.1-5) folgt dsnn, dass
auch a’ von a stetig (faststetig) abhingt und daher 2’ € X'. Aus (3.1-6)

erhalten wir weiterhin

laya'y = ', Jgxy = {Jgx, 7"

V)

woraus unmittelbar Ja' = 2’"" folgt. Unser Satz ist damit bewiesen.

Weiterhin ist leicht zu zeigen, dass jeder endlichdimensionale Raum
mit einer Norm zweiter oder dritter Art reflexiv ist. Wir tiberlassen jedoch
den Beweis dem Leser.

3.2. Der Raum LP. Wir haben in dieser Arbeit nur den Raum [? als
Beispiel betrachtet. Die entsprechenden Ergebnisse kann man auch fiir
den Raum LP beweisen, d.h. fiir die Menge, deren Elemente mit solchen
Funktionen iibereinstimmen, die im Intervall (a,b; —oc = a,b =< o0)
definjert sind und fiir die das Lebesgue-Integral

b

[ irras

a

definiert ist. Die Bezeichung /' bedeutet hier, dass nur iiber diejenigen
Punkte im Intervall (a, b) integriert wird, in denen f == 0 ist. Die Norm
des Elements f€ LP wird dann durch die Gleichung



Yrs6 Kirer, Uber lineare Réume mit der Norm 39

b

(3.2-1) 171 = / e dx)

a

definiert.

Die Einteilung der Elemente des Raumes L? in B-Klassen erfolgt dadurch,
dass man die Elemente f, g€ L? als zu ein und derselben B-Klasse von
LP gehorig bezeichnet, falls f§ = 0 im ganzen Intervall (a, b) gilt und falls
das Gleichheitszeichen nur in denjenigen Punkten des Intervalls (a, b)
giiltig ist, in denen f und g gleichzeitig verschwinden.

Es gehore das Element f€ LP zu einer kleineren B-Klasse in LP als
das Element g € L, falls f§ = 0 im ganzen Intervall (a, b) ist und falls
aus der Bedingung fg = 0 folgt, dass f in diesen Punkten des Intervalls
(,b) verschwindet. Man kann weiterhin zeigen, dass die Norm (3.2-1)
erster, zweiter oder dritter Art ist, je nachdem ob 1 < p=o0,0<p=1
oder —oo = p < 0 gilt.

Weiterhin kann man zeigen, dass die riickliufige Holdersche Unglei-
chung (1.6-2) nun die Form

b

b b
(3.2:2) [ e = | / :f‘ﬂdx)‘f’( / gl de ]

a

annimmt, wobei p =1,p 40 und p' =p/p—1 ist und f, g jeweils
in den gleichen Punkten verschwinden oder von Null verschieden sind.

Die riickliufige Minkowskische Ungleichung (1.7-1) erhilt analoger-
weise die Form

b b

2 ([T =([yeae o [Cgrae,

a a

wobel p = 1,p # 0 ist und f,g zu ein und derselben B-Klasse von LP
gehoren.

Es sel nun f* ein beliebiges Element von Lf, wobei ¢ << 0, und
B'(f') sei seine B-Klasse in L7. Es sei weiterhin B], B}, . . eine Reihe
von B-Klassen in L7, und zwar so,dass B'(f') > B, > B, > ...> B. ..
und dass das Lebesgue-Mass derjenigen Punkte im Intervall (a,b), in
welchen die Projektion f, von f’ auf der Klasse B, von Null verschieden
ist, gegen Null strebt Dann gilt i|f|—> oo, wenn # —> oo. Daraus folgt,
dass es in L? keine in LP (p = g/g—1) definjerten stetigen Funktionale
gibt (vgl. hierzu Day [2], vgl. auch Korue [3], S. 161—162). Dagegen
gibt es dort im Sinne der Definition 2.2-A faststetige Funktionale in L7,
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die in L? definiert sind. Daher kann man in L? den fastkonjugierten
Raum von LP (¢ < 0,p = q/g—1) definieren. Dieser so definierte Raum
hat weiterhin die Eigenschaft E der Definition 2.5-A. Wir iiberlassen
jedoch die Einzelheiten der Beweise fiir die in dieser Nummer erwédhnten
Tatsachen dem Leser.
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