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Einleitung

Die X'rage nach d.er Charakterisierung einer quasilonformen Abbildung
mit Hilfe der Winkelyerzerrung ist friiher im zweidimensionalen Fall von
Aceno-GnHRTNG [2] und vom Verfasser [8] untersucht worden. In der
vorliegend.en Arbeit stellen wir uns die Aufgabe, eine ähnliche Definition
im n -dimensionalen Raum arzugeben. Wie in dem Falle n : 2, ist es auch
hier das erste Problem, einen geeigneten Winkelbegriff einzufiihren. Za
diesem Zweck wird das Yerhalten eines z-Kegels bei einem Homöomorphis-
mus untersucht und ein verallgemeinerter Raumwinkel definiert mit Hilfe
gewisser Kugeln, die im Innern der Bildfläche liegen.

Geeignete Beschränkungen dieser Bilclwinkel garantieren die Quasi-
konformität des betreffenden Homöomorphismus, wie in § 3 bewiesen wird.
Fiir die absolute Stetigkeit auf Geraden und die fast iiberall bestehende
Differenzierbarkeit ist es hierbei gentigend, nur einander ähnliche Kegel zu
betrachten, deren Achsen parallel zu den Koordinatenachsen liegen. Umge-
kehrt wird in § 4 die !tr'inkelverzerrung bei einer quasikonformen Abbildung
untersucht.

Bei der Auserbeitung dieser Abhandlung habe ich eiu 1\'Ianuskript von
Agard lll eingesehen, in dem die Quasikonformität mit Hilfe des Winkel-
begriffes von Agard.-Gehring (vgl. [z]) charakterisiert wird. Wir werden
in § 5 den Zusammenhang dieses \Yinkelbegriffes mit unserem näher unter-
suchen. Ferner hat Caraman [3] mitgeteilt, dass er und Corduneanu [4]
dasselbe Problem gelöst haberr.

§ t. Quasikonformität in dem Raume R"

Es sei (e' , . .. , e") eine fixierte Basis von -8". Jeder Punkt r e R"
hat dann die eideutige Koordinatendarstellung

und der Winkel (r , y) zwischen zwei von Null verschiedenen Vektoren
r und y lässt sich aus der Formel

i *,,, ,
i:1
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cos(r, al:YP, os (r,a)an,
w)gt

berechnen, v'orin (rlil das Skalarprodukt f, *, O, ,*r.

Die Definition der Quasikonformität i, n': *i.a gewöhnlich mit Hilfe
des Moduls einer Bogenfamilie gegeben. Zu diesem Zweck betrachte man
eine Familie -/' der Jordanbogen. Wir bezeichnen mit .F'(J-) eine Menge
der X'unktionen g mit den Eigenschaften:

lo. e@) > 0 fiir jedes a € .8" ,

2". p ist Borel-messbar ,

f

3o. lqd,s>t fiirjedes yef.J-
Man setzt

Die Zahl IWV) heisst
u,ird l1ltn auf folgende

^n()

Eine quasikonforme Abbildung

Definition. Ei,n Homöamorph,ismus f l)o?'t G c R" 'ist l{-quas,ikonforffi,

I
K 

ylg) 
= 

fut(f(r)) < ri MV)

fu, jede Bogenfamilie f ,iru G gilt.

Eine mit dem Obigen äquivalente Charakterisierung d.er Quasikonformi-
tät ist die sogenannte analytische Defi,ni,ti,on, die auf dem Begriff der »abso-
Iuten Stetigkeit auf Geraden» beruht. Eine stetige Abbild.ung f : G -+ G'
ist absolut stetig auf Geraden oder .4BG in G, wenn sie fiir jedes Intervall
I: {re R" lq lnilb;, i: L,2,...,n}, I cG, absolutstetigauf
fast allen achsenparallelen Strecken ist, die in I liegen. Dies bedeutet,
dass diejenige Teilmenge E vorr I;: {r e I I r; : a;}, fiir die / nicht
absolut stetig auf der Strecke {y*te'lyeE, 0<t{b;-a;) ist,
eine Nullmenge in bezug auf das (za - l)-dimensionale Lebesguesche Mass
ist. Eine in G ASG-X'unktion .f besitzt endliche partielle Ableitungen fiir
fast alle r e G. Sind die partiellen Ableitungen von / dazu lokal Ln-
integrierbar, so sa,gen wir, dass / eine .4§G,-Funktion ist. Hieraus folgt,

l'
MQ) - inf I

,,e FeLl

cler 1[ odul volr. f .

\Veise erklärt.
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dass f fiir fast alle
und wir bezeichnen

(1.1) L(*,f)

r e G differenzierbar ist ("g1. Yäisälä [10], Lemma 3),

hierbei

lDf(r)hl ,

wo Df(r) die Ableitung lron / im Punkte r ist. Ferner sei J(r,/) die
Jacobische Funktionald,eterminante von /.

Die analytische Definition der Quasikonformität lautet (vgl. Väisälä

[10], Theorem 2): E'i,n Homöomorphi,smus f : G ---> G' i,st K-quasi,konform
genau il,ann, wenn er ASG" in G i,st und, fur fast jed,es r e G d,ie Doppelun-
glei,chung

(1.2)

bef riedr,gt.

(L(*,f))"lli 
= 

t1,I{;v ,f}i < K(l(*,f))"

In den nachstehenden Betrachtungen rvird das lfausd.orffsche lineare
Mass angewandt,, das fiir die Lengen von .8" auf folgende Weise erklärt
wird.: Es sei .E eine Menge in 4". Zu jedem ö > 0 betrachte man alle
abzählbaren Uberdeckungen E von E rnit den Punktmengen B, von
denen jede einen Durchmesser d'(B) < d besitzt,. Man setze

A(E , ö): inf » d(B)

und definiere das riussere li,nea're Mass vott E als den Grenzwert

.4r(E): ]g ,t(E , ö) .

Auf einer Geraden stimmt ,l*(E) mit dern Lebesgueschen äusseren Längen-
mass iiberein. Ist -E ,4*-messbar, so bezeichnet, man Ax(E) mit A(E).
Ferner ist A* ein reguläres Carath6odorl,'-Mass, wonach alle Borelschen
Mengen,4*-messbar sind.

§ 2. Definition eines Raumwinkels

Es sei f : G --> G! ein Homöomorphismus zwischen den Gebieten G

und G' in .8" und a ein fester Winkel, 0 < ,n 1n12. Die Menge aller
Punkte r e G der Doppelkegelfläche icos (;u - no , rl)l : cosa, wo no

ein Punkt von G und a ,l,ul : l, ein fester Yektor ist, bezeichnen wir
mit W(no, a, *). Mit Hilfe der Bildmenge TY'(xo, Is, a") : f('[V(xo, a, d))
wollen wir das /-Bild des Kegel'rvinkels * auf geeignete Weise definieren'
Zu diesem Zweck betrachten wir fiir ein reelles t + 0 die Kugel K"(t)
mit dem }littelpunkt in f (ro f fa) und mit dem Radius r : r(r0 , xo { to),

wo r(ro , no * tu) die Bntfernung des Punktes f(ro f fo) von der Menge

W'(xo ,u ,a) ist.

mtn
iäl:1
ii

- max
lhl :r
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Man setze ftir m- 1,2,

**{*o,u,e)-inf
r(ro,fro*ta)

, lf (*o + ta) - f(ro) Io<l,l<- -'

Dann ist (ar-) eine nicht abnehmende Folge, und wir definieren den Bild-
winkel des orzeugend.en Winkels von W(ro,u,a) durch den Ausdruck

in dern

arc sin at(ro , a , e) ,

ist,, 0 { ot(ro , a , a) I l. Bei der Definition dieses Winkels geniigt es

natiirlich, sich auf eine beliebige Umgebung von r0 zu beschränken. X'erner
sieht man unmittelbar, dass arc sin ar(ro , D , N) dieselbe Bedeutung wie a
hat, falls W'(*o ,a ,x) eirre gev'öhnliche Kegelfläche ist,, deren erzeugender
\4rinkel kleiner als z/2 ist.

§ 3. Definition iler Quasikonformität mit l{ilfe rler Raumwinkel

Wir berveisen folgend.esil:

§atz 1. Es sed f :G-->G' e'in Homöomorphi,smus zwi,schen d,en Gebi,eten

G und, G' in R*. Gelten d,i,e Bedingu,ngen

lo. arcsin at(r,ei ,e)) 0, ,i,:1,2,.. -,n., fii,r jedes x e G,

2". arc sin a(r,u ,o) )-alK fnr jedes o , lul,: l, unf f1r fast alle
reG,

wobei, K 2l eine endli,che Konstante i,st, fiitr jed,es N , 0 ( e 1n12, ro
i,st f K"-r-quasikonform. Di,e Zahl K-r ist hi,erbei di,e bestmögli,che.

Der Beweis dieses Satzes wird in den folgenden drei Hilfssätzen auf
Grund der analy'tischen Definition gefiihrt. In Lemma I und Lemma 2

wird die .4§G"-Eigenschaft von / bewiesen, und hierfiir braucht man nur
eine Klasse von einander ähnlichen Kegeln zu betrachten, deren Achsen
parallel zu den Koordinatenachsen liegen. Der Kiirze halber v'erden die
Bedingungen 1o und 2o in Lemma I und 2 fiir t» formuliert, was natiirlich
keine Beschränkung bedeutet.

11 \Ärie aus dem Bern'eis leicht
arc sin a; in den Bedinglrngen

herr.orgeht, gilt Satz I auch dann, \4ren11 der Ausdrr-rek
1o und. 2" durch tD erset,zt, wird.
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Lemma 1. Gdlt fiir einen festen Wi'nkel, x , 0 < a 1nf2,

Lo. a(r,ai,e)>0 fil;r jed'es reG,
2o. a(r,ei,o()>alK fti'r fast alle re G,

i:1,2,...,h, soi,st f ASG in G.

Bewei,s. Wir wählenein zr-Intervall I:{re R" lar<rrabi), I cG,
und bezeichnen seine Projektion auf der Ebene rt: o mit -Io. Fiir jede

Borelsche Menge EcIo sei Qu:{r*te\l*e E, arlt <Ör}. Das

Lebesguesche Volumenmass -F'(.8) : m(f(QrD ist eine nichtnegative addi-
tive Mengenfunktion und besitzt daher eine endliche Ableitung fiir fast alle
ze Io. WegenderStetigkeitvon f isi a4,, m:1,2,..., undalsoauch
«r messbar in G, und nach dem Satz von Fubini gilt d.aher die Abschätzung

(3.1) a(r , aL , e) Z "lK

A*-(E' f\ H'n) < ,: (A(il))"-'

n/-

I 
z tan"-'* Qn-j Q* istl).

(3.2)

fiir jedes s>0 beu'eisor,
Nach der Gleichung

fast iiberall auf der Strecke Q, fidrr fast jedes z e Io. Wir wählen einen
solchen Punkt z € Is, fiir den diese zwei Bedingungen erfiillt sind, und
bezeichnen die entsprechende Strecke Q, mit "I. Wegen der Symmetrie
wird d.ie -4§G-Eigenschaft von / bewiesen, wenn wir zeigen, dass / absolut
stetig auf "/ ist; der Einfachheit halber nehmen wir an, d'ass ..I die Strecke

{r e R" | 0 < a;, < t, nz: ... : nn: 0} ist. Ferner bezeichne man mit
o(0) den Grenzwert linom,(Z'(g1)lm(Z(d), rvobei Z(d der Zylinder

{reR" l0<r,<1, ri+...1*'"<S') ist. In den nachstehenden

Betrachtungen 'vvird d.as/-Bild einer NIenge -4 allgemein rnit A' bezeichnet.

Es sei E c J eine beliebige in bezug auf das lineare Mass messbare

Menge. X'iir jedes s > 0 bezeichnen wir mit ä-* die Menge derjenigen
Punkte ir von J, fiir die a^(r , ar , d) 2 a/s ist. Wegen der Stetigheit von

/ sind H*" lurnd äi" abgeschlossen. Die Borelsche }Ienge H": UrHou:

lilm H*" enthält alle Punkte von ,f, fiir die a(r , el , r) ) .r1s ist,.

"*hi" wollen zunächst die Giiltigkeit d.er Abschätzung

r o'(0)

wo % die Konstante

A@:) -jg A(H*,)

1) Wie gevr'öhnlich, bezeichnet .(.); das Mass des Einheitskugels lri ( I in Ri.
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geniigt es hierfiir, die Beziehung

(3.3)

(3.4)

fiir jedes ganzzahlige rn zv begriinden.
Zu diesem Zweck tiberdecke man fiir festes az die Menge E n H*"

mit offenen punktfremden fntervallen OrCJ, i:L,2,.... Die

Vereinigungsmenge O: ö Or befriedigt dann die Beziehung
i:1

EnH*, cOnH^"cO.
Zahl lt > 0 und schätzen die SummeWirwählen eine beliebige garuze

M

Zn to: n H:") nach oben ab.

I![an zerlege das fntervatt J in p , p Z m, gleichgrosse abgeschlossene
Teilintervalle und rvähle unter diesen diejenigen, die gemeinsame Punkte

M
mit 

9_rO, 
besitzen. Bezeichnet man diese Intervalle mit Jr,, k :

I,2,...,ff, so gilt l)OrCUJn. Da die GesamtlängederjenigenTeil-
.iYll2

intervalle von U J,,, dle O; iiberdeckt, kleiner als 1I(O) + - ist, gilt

die IJngleichor,.g' 
P

|ryM2(3.5) nrl .-: »A]nalA@)+M.-..p lilrr i=i p

Um die gewiinschte Abschätzung zu gewinnen, schätzen rvir zunächst
den Durchmesser dr von J;n H^, nach oben ab. Sind n, und b zv,ei
Punkte von Ju(1 H^,, ial { ibj, so bezeichnen u.ir mit l:(a,b) die
Menge

{r e R" I cos (r - a, et) } cos a} fi {r €.8" I cos (r - b, el) < - cos :r} .

Im folgendenwird V(a,b) dasvonderStrecke {re J lioi < irl < rb}
bestimmte Kegelelement genannt. Sei p so gross, dass die abgeschlossene

tl \
Hiille des Zylinders , \A tan a )in G liegt. n'iir das Yolumenmass von Z

gilt
1

ouo n-l '

, b) eine Kugel K,(y),

(3.6) m,

Nach der Definition von H^, enthält, V'(o
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deren Mittelpunkt y auf J'* dera*,liegt, dass ly - l@)l: ly -/(b)l ist,
und deren Radius r die Beziehung

. " lf@)-f(b)lr=; 
2

erfiillt. Daher gilt

la \oa"\; lf@ - f(u)l) { !)nr" { m(v'(a, ö)) < m0/;) ,

worin 7* das von der Strecke Jr bestimmte Kegelelement ist,. Fiir den
Durchmesser d, von J'on H;" erhält man hieraus die Abschätzung

(3.7) dfl : sup lf@ - f@f < ff AUf *Vb .

iv

Wir lassen nun p gegen unendlich streben. Wegen der Stetigkeit von / ist
lim d(p) : 0, und durch eine einfache Betrachtung ergibt sich
p+@

A.« ö o',1 n n'^"1 =, 
! il rrrr^rn'r&l

Dies gilt fiir jedes M > 0, woraus nach (3.4) folgt

A*(E' n H:") 
= 

- : f ao11n1oy*,

,Y ,;l n H;" eine Ilberdeckung

5), (3.6), (3.7) und aus der Hölder-

I/

I dr)"
>-4 .r,

1

'å mv;)

I rw zII \'-I
.pn-' [>-'A(O,) + _ )\? pt

,'\\:*tan-)) i 2fr\,-1
il \'t(o) -r ^),l;tanx)) \ P/

Da

s (3.

-\In-

"))

,"(

,4

Es sei ö(p) - max (dr,. . . , dr).
M

von (U OJ n H;, ist, erhält man au

schen brgt*ichung

Å ( ( t*t o') n H;,. örr))"
\TY '/ 'IIJ' 

,

If c)n
(^Y"-1 Ya[< ^ (,-*,irr)"

T !),,

2" i 11

2"
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Da O eine beliebige offene Uberdeckung von E (1 H^r ist, schliesst man
hieraus die Giiltigkeit von (3.3).

Aus der Abschälzung (3.2) und der Bedingung 1o folgt nun, dass

f : J -> J' nullmengentreu ist. Ist nämlich A(E) : 0, so gitt
A*(D' n H:) :0 fiir jecles s > 0 und daher t*(E'):,lg A*(E'n ä:) : 0.

X'iir jede messbare Menge E c J ist E' also messbar, und der Bedingung
(3.1) gemäss gilt fiir jedes s > K

A(W',) - A(E',nH',)!x (tl(E))"-'

Daher ist

; l,wt

A(U',) { n

woraus die absolute Stetigkeit
Zweitens beweisi man die

Ableitungen von f.

folgt.
L"-Tntegrierbarheit, der partiellen

:y
\ron f
lokale

CI'(0) (A(E))"-' ,

Lemma 2. Unter d,en Voraussetzungen uon Lemmu 1 i,st f ASG" i,n G.

Bewei,s. Wegen der Symmetrie rvird die Behauptung bewiesen, wenn
wir zeigen, dass die Ableitung är/ lokal l"-integrierbar ist. Manbezeichne
:lr.lit K*" die Menge allerPunkt,e rce G, fiir die on(r,a7,e) )a/s ist.
X'erner sei .D die Menge derjenigen Punkte von G, wo die endliche Ab-
leitung ?r/ existiert; nach der ,4BG-Eigenschaft von ./ und gemäss dem

Satz von Fubini ist m(G - E) :0.
Es sei ro € E fl K*, ein rr-Dichtepunkt von E n K*, (r-gl. z.B.

Lehto-Virtanen [6], S. f 20). Wir können dann eine Folge f, t2, . .. vol]
verschied.enen reellen Zahlenmit den Eigenschaften 0 < t,, I lf nt, lim l, :
0, derart wählen, dass die Punkte nt' : lv;o i t,er in .I(-" liegeu. X'iir genii-
gend grosse Werte von r enthält D das Kegelelement Y(ro , r"'). fn
V'(*' , r') können wir wied.er eine Kugel konstruieren, deren Radius r(ro , ro)

& 2tt-t n
> * lf("') - f("o)l ist, vgl' S' 8. Da lr' - t:01 : a*tLartlm(V(ruo,x')
ist, erhält man hieraus die Abschåtntng

(3.8)
o fq_ry!D2n 

@i - rit"t

_.,2Q*-, tan"-L d;
-\:%
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Setzt man r(A) : m(f(A)) fiir jede Borelsche Menge A c G, so

existiert die endliche Ableitung r'(r) fidrr fast alle r e G. Wir nehmen an,

dass d.er obige Punkt r0 auch diese Bedingung erfiillt. Da 7rf (ro) existiert,
folgt aus (3.8)

(3.e) ll,f(*o)f =; @la)^ r'(xo),

wo x die Konstante in (3.2) ist.
Fast alle Punkte von E n K^" sind arr-Dichtepunkte, und daher

ergibt sich durch Integration

fxnfzro

J lo,fl" <| {'ld" J ,' = ; {.'1")" m(c'),
cn Ktus cll Kms

'wo C eine beliebige kompakte Teilmenge von G ist. Bezeichnet man mit

I{" die Vereinigungsmenge i1 I{^", so gilt ferner

r 
^:' 

xn

.l Q,,f '* 
< - (s/r)' ru(c') .

cn I<,

Da K" alle Punkte a; € G enthält, fiir d.ie o.l(r , €1 , e) ) */s ist, gilt die
Gleichlreit m(C fi K") : m(C) fiir jedes s > ff. Hieraus ergibt sich

l' z"

.l PJ: 1- (sl)^ tn(c') -

c

und damit ist Lemma 2 bewiesen.
Als Abschluss des Beweises von Satz I ist noch ztr zeigert, dass / die

Doppelungleichung

(3.10) L(r,f)"lK-l < 1J1,r' ,f)1 < K"-rl(x ,f)
fast, iiberall in G befriedigt. Als Vorbereitung betrachten wir die Ver-
änderung eines gewöhnlichen ltrrinkels bei einer linearen Abbild"ung.

Lemma 3. Essei A,A(r): i).,*,"', irZ...> 1") o, ei,neli,neare

Abbild,ung aon Rn und, o < [2 ,12. Itir jed,en Wi,nttel, (x , A) : n
gi,lt il,ann

r )," o\(3.rI) P > 2 arc tan \, ,ar, -, ,

wo P der Bild,winkel aoru (x , y) i,st. Die Bchranke i,st di,e bestmögli,che.

11
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Bewei,s. Betrachtet man die Einschränkung von A auf die ry-Ebene,
so sieht man durch elementare Betrachtungen, dass § am kleinsten ist,
wenn tr :and y in der rrr,-Eberre in bezug auf die zr-Achse symmetrisch
liegen. fn diesem Fall gilt auch die Gleichheit in (3.I1).

Du f nach Lemma 2 fast iiberall in G differenzierbar ist (vgl. z.B.
YäisäIä [10], Lemma 3), folgt die Behauptung von Satz 1 schliesslich aus
dem folgenden Hilfssatz.

Lemma 4. Es sei, u ei,n Ptmkt aon G, in dem, f di,fferenzierbar ,ist. Ist

(3.I2) arc sin ot(r . o , *) 2 xlK

fur jed,es a und far alle Vrinkel 0 I a I nf 2, so gilt (3.10), wo d,ie Schranke
K-r d,i,e bestmögli,che i,st.

Bewei,s. fst L(r ,f) : g, so gilt (3.10) trivialerweise. Andernfalls
erreicht man durch geeignete Ähnlichkeitstransformationen, d.ass r : 0
und die Koordinatenfunktionen gi von g : Df(O) die einfache Form

Bildellipsoide von lrl : I sind. Es ist leicht ersichtlich, dass ,1, > 0 ist
und dass die Bedingung (3.12) auch fiir die Abbildung g gilt.

Nach Lemma 3 und d.er Bedingung (3.I2) ist minarcsinot(O,u,a):
ll." o\ D

2arctan 
\7- 

tan i) >"lX fiir jedes 0.--u <trl2. Durch den Grenz-

iibergang a--->0 erhält man hieraus die genaueAbschätzung ).rl),"5 K.
Die Doppelgleichung (3.10) ist dann giiltig, und durch die spezielle Wahl
1r: ...: An_r- I(, ),,: I oder 1r: K, 1z: )*.: L sieht
man, dass die Konstante K-r die kleinstmögliche ist.

§ 4. Verzerrung eines Raumwinkels bei der Quasikonformität

Bei einer ff-quasikonformen Abbildung ebener Gebiete kann die
genaue Schranke ftir die \Vinkelverzerrung nach unten in allen Punkten
hergeleitet rverden, vgl. [2] und [8]. Im X'alle n 2 3 ist die Situation in
allen regulären Punkten gleich; wegen des speziellen Charakters der räum-
Iichen Dilatation ist das Resultat hierbei jedoch nicht den Formeln (3.10)
und (3.12) ähnlich. fn einem nicht-regulären Punkt der Abbildung scheint
die Bestimmung der genauen Schranke dagegen sehr schwierig zu sein,
und wir begniigen uns damit, nur eine positive von K und a abhängige
Schranke zu ermitteln (Satz 3).
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Satz 2. Es sei f : G --> G' e'ine K-quasi,konforme Abbilil,ung 'in Rn

Iii,r fast alle Punkte r e G gi,lt d,ann

(4.1) arc sin a(u , a , e) > 2 arc tan (K-zt" hn (al?)) ,

wo 0 <a 1 nlz i,st. Die Bchranke i,st d,i,e bestmögl,iche.

Bewe'i,s. Nach Väisälä [9], Theorem 6.10 und 6.13, ist / differenzierbar
und J(r,f) + O fiir fast jedes z € G. Wirkönnen annehmen, d.ass r : 0

ein solcher Punkt ist und dass die Ableitung S : DIP) durch

gegeben ist. Die tr'ormel (a.f) folgt nun fast unmittelbar aus (3.I1) wegen
der Ungleichung ),*l\2 K-'t", vgl. (1.2).

Ferner ist die Genauigkeit von (4.1) zu begriinden. Da (3.11) scharf ist,

geniigt es hierfiir, eine solche .Il-quasikonformeAbbild.ung g(*) : .l )",r,e'

zu konstruieren, fiir die ),rf )"^: gzl" ist. Zu diesem Zweck setze man

2- 2' 
-a '--za

)1 :l{^, 1z:K" , )*:K" ,...,),n:l
mit d,:2fn(n - 1). Da die Summe der Exponenten gleich eins ist, gilt
die Doppelgleichung

1

K ),\ : ir. . . i,^: K).: ,

und g hat, also die gewiinscht'en Bigenschaften.

Wir gehen jetzt zu dem allgemeinen X'all iiber und benutzen hierfiir das

folgende Resultat von Gehring (vgl. [5], Theorem 11): Ist /:D-->D',
AD + A, 0D' ;a b, eine -I{-quasikonforme Abbildung, so gilt

lf@ - f(v)l l'" - al\
p(fl{ , ao') = rrr \n1* , z4 /

ftiralle n,UeD mit lr-Allp(r,0D), wo q(r,0D) und p(f(r),0D')
die Entfernungen der Punkte r bzw. f(m) vom Rande 0D bzw. AD'

sind. Hier ist @r. eine bestimmte, auf dem fntervall (0, l) definierte, echt
zunehmende und stetige reellv-ertige Funktion, die in den Endpunkten von
(0, f) die Grenzwerte lilrr.@o(t):0, lim @u(t): co besitzt.l)

t ) Dieses Resultat
meinert worclen.

t*+0 t->0

ist von Caraman t3] auf den rz-dimensionalen Fall verallge-

13
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Mit Hilfe dieser Formel beweisen wir den folgenden Satz, wobei die
entsprechende Verzerrungsfunktion im X'alle der z-dimensionalen Abbil-
dungen mit' @p bezeichnet wird.

§atz 3. Es sei f , G -+ G' e'ine

In allen Pwnkten gi,lt dann fu, jedes

schcitzung

K-quasi,konfore Abbildung in Rn.

0 1 a a nl2 'und lul: I die Ab-

(4.2)

wo (@ir\-r d,ie [Jmlceluung aon Ofu ist.

Bewei,s. Man nehme " 
: f(*): 0 an. Es geniigt offenbar, den Kegel

W+(o,eL,a): W(0,eL,a)fi{re R" lrr> 0} zl betrachten. Wirwählen
einen Punkt r der positiven rr-Achse derart, dass fie Kugel K :
{ze R"llr-f(")l < l/(r)l} in G' liegt. Fiirbeliebiges g€W+(0,ar,e)
schätzen wir das Verhältnis lf@) - f@)lllf@)l nach unten ab. Liegt f(y)
in K, so liefert der obige Yerzerrungssatz von Gehring, auf die Abbildung

f-'lK angewandt,

sin* ( lr - Yl asklf@) . f(ill\ 
.ttt \ l/(")l l'

Da andernfalls l/(r) - f@lllf@) ) I ist, schliesst man hieraus die Giiltig-
keit der Formel (4.2).

Aus den obigen Resultaten erhält man unmittelbar die folgenden not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen ftir die Quasikonformität.

Satz 4. Ei,n Homöomorphi,smus f ;G->G' zw'ischen d,en Gebi,eten G

und, G' aon R" i,st guasikonfornx genau d,ann, wenn

Io. a(r,a,o(')> 0 fiir jed,es r€G, lol : I, 0 ( a 1nf2,
I a(r.a.a\\

2". essinf I inf l>0.
xeG \o < o< r72 oc I

l,l:r

§ 5. Winkelbegrift von Agard-Gehring

In seiner Arbeit [I] hat Agard. einen topologischen Winkel d.efiniert, der

in engem Zusammenhang mit unserem steht. Der Bildwinkel des erzeugen-

d.en Winkels von W+(*,a,a): W(x,a,a)fi{y e R" l@ - n,1)) <nlz}
bei einem llomöomorphismus / wird. von Agard durch den Ausdruck
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lf(v) - f@l
lf(v)-f(*)l +lf@) - f@)l)

definiert, in dem y auf der Kegelfläche W+(r , a , d) und z auf d"er Achse
L+(r ,a ,a) von W+(r ,a ,u) liegen.

Man setze nun

A(r,a, e) :Mh (A'(r,u, d), A(*, - a,d)) .

Obgleich die Winkel A(r , u , a) und arc sin a(r , u , a) im allgemeinen
nicht gleich gross sind, ist ihr Verhältnis doch beschränkt, wie wir im
X'olgenden zeigen werd.en. Da A(r , a , d) dazu in allen regulären Punkten
von / mit arc sin a(r , a , a) iibereinstimmt, sind Satz 4 und das ent-
sprechende Resultat von Agard unmittelbare gegenseitige X'olgerungen.

Satz 5. Es sei f : G -- G' ein Homöomorphismus zw'ischen d,en Gebieten

G c R" und, G' c R" sowi,e 0 ( a 1nl2 ei,n fester Winkel. Xar jedes u

gi,lt d,ann d,ie Doppelungleichung

t railr-a.a\ I\\
(5.2\ 2 arcsin(*i"(-j--, r)) I A(*,u,d) { 2 arcsin«-,(z,a,d).

Bewei,s. WirbetrachtendiePunkte y e W+@,a,e) und z eL+@,o ,d).
Die rechte Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus der Abschätztng

lf (v) - f(r)l
lf@ -f(v)l + if@ -f(z)i

Zur Begriindung der linken lJngleichung (5.2) bemerken wir zuerst,
dass

lf(v) - f(r)l lf(v) - f(")l

I

Itim inf
\' Y rz--> x

(5.3) lf(y)-f(*)l +lf@-f@l 4tf@ -f@t
fiir jedes y mit lf(y) - f(r)l < 3 l/(r) - f@l gilt. Andernfalls erhält man
durch eine einfache elementargeometrische Betrachtung die Ungleichung

tf@) - f@t
(5.4)

Die

lf(v) - f(*)l + lf@ -f(*)l
linke Ilngleichung (5.2) folgt fast, unmittelbar aus (5.3) und (5.4).

Aus dem folgenden Beispiel geht schliesslich hervor, dass arc sin
a(r,a,o) * A(u,u,or) schon im X'alle n:2 sein kann.

Man betrachte fiir ein festes a, ) 0 in der komplexen Ebene die Bogen

1

:2
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