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Einleitung

l. Es sei k@ der Körper, kt;rz der m-te Kreiskörper genannt, der

durch Adjungieren einer primitiven m-ten Einheitswurzel I zätm Körper

der rationalen Zahlen entsteht. Wir nehmen an, dass ru(>l) entweder

ungerade oder durch 4 teilbar ist,; bekarurtlich bedeutet dies keine Be-

schränkung beim Betrachten aller Kreiskörper.
Die Klassenzahl H(m) von k(() gestattet die Zerlegung

H(m): Hr(m)Hr(m) ,

.w,obei die X'aktoren der erste bzw. zweite X'aktor der Klassenzahl genannt

sjnd. In der vorliegenden Arbeit betrachten wir den ersten Faktor Hr(*),
und zwar seine verschiedene Darstellungen sowie einige seiner Teilbarkeits-

eigenschaften.

2. Bekanntlich ist 2Hr(m) eine ganzrationale Zahl, und wenn rn eine

Primzahlpotenz ph ist, so gilt dasselbe sogar fnt Hr(pth) (s' [13])' Der

explizite Ausdruck von Hr(m), der schon von Kuuunn hergeleitet wurde

([1a], [16]; s. die Formel (r.2) unten), stellt aber diese Eigenschaft nicht
direkt heraus, und es ist erst Hassrc [6] gelungen, im allgemeinen Fall die

Ganzzahligkeit von 2Hr(m) von diesem Ausdruck ausgehend rrachz]tr-

weisen (vgl. auch [16]). wir werden im ersten Kapitel dieser Arbeit den

betreffenden Ausdruck derart umfolmen, dass sich eine solche Produkt-

darstellung fnr 2Hr(m) ergibt, deren sämtliche Faktoren Determinanten

rrrit ganzrationalen Elementen sind. l{ebenbei erhalten rvir fi.ir Hr(*)
eine Darstellung, die sich als besonders geeignet fiir Teilbarkeitsbetrach-

tungen erweist. - Es sei eru,ähnt,, dass friiher »garfrzer» Determinanten-

darstellungen fiir Hr(*) in d.en Spezialfällen m : p(>2) arrd m: Ph

(p >:2) hergeleitet worden sind ([I], llIl, [17], 118l).
lVir behandeln auch kurz die Darstellung von Hr(ph'na) mittels Hr(po-'*),

'wobei p eine nicht in rn enthaltene Primzahl bedeutet. Aus unseren

Ergebnissen geht u.a. die bekannte Tatsache ([6], satz 41) hervor, dass

unter der Arurahme ?nlmz der QuotieuL Hr(rnr)lHr(mr) ganz ist, mög-

licherrveise mit Ausnahme der x'ä11e, u,o m, eirre Primzahlpotenz urnd m,

eine zusammengesetzte Zahl ist. (Doch setzen v-ir hier die von Wnnnn [23]
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und Wnsrr,uxo [24] bewiesene Ganzzahligkeit von Hr(p\lHr(p^-r) als
bekannt voraus.)

3. Im zweiten Kapitel betrachten wir die Teilbarkeit von Hr(m) na-
mentlich durch die Primteiler vor. m. Von den bekannten Ergebnissen
dieser Art sei vor allem das Kuuunnsche Kriterium fiir die Teilbarkeit
von Hr(p) durch p genannt,. Ausserdem haben u.a. VaNorvnn [22]
(s. auch [7]), FunrwÄNcLER, [3], Por,r,.tcznx lllf und Momsrrrma ll9l, [20]
die Teilbarkeit von Hr(p) oder allgemeiner Hr(p^) durch p behandelt.

Durch Verallgemeinerung einer Methode von [21] können wir zuerst
ein allgemeines Ergebnis (Satz 6) iiber die Teilbarkeit von Hr(pom) durch
p herleiten. Dann beschränken wir uns auf den X'all, wo m die Primteiler
.p und q mit ll : L (modp) enthält, und beweisen weitere Teilbarkeits-
sätze, die hauptsächlich auf einige Teilbarkeitseigenschaften gev-isser ratio-
naler Summen (s. § l0) begriindet sind.

IJnsere Ergebnisse gestatten es, nx aufverschiedene Weise so zu x-ählen.
dass 11(zi.r) durch eine beliebig gegebene ganze Zahl z teilbar v,ird. Hin-
sichtlich ungerader n hat Fnösrrcn [2] diese x'rage ganz anders behandelt;
im Anschluss daran hat er gezeigt, dass unter den Voraussetzungen p ) 2,
g : t (mod p2) die Klassenzahl des pq-ten Kreiskörpers durch p teilbar
ist (vgl. unsere Sätze 8 und 9).

fn diesem Zusammenhang seien noch die lJntersuchungen r-orl C+t'r [5]
und Krnsoru [2] angefiihrt. Nach Gur ist Hr$il @ eine ungerade
Primzahl) dann und nur dann durch q teilbar, wenn gewisse Bedingungen,
die Bernoullische und Eulersche Zahlen betreffen, erfiillt sind. Aus den
Betrachtungen Kr,nnorrs folgt ein ähnliches Kriterium fiir die Teilbarkeit
von är(3q) (in [2] allerdings Hr$q)) durch q. Unser Satz 10 zeigt, dass
sich hierbei die Situation völlig ändert, wenn q durch qk mit, k > |
ersetzt wird: eine hinreichende Bedingung dafiir, dass är(4qb) bzrr. Hr(Jqo)
durch g teilbar ist, lautet einfach q: | (mod a) bzw. (mod 3).



ERSTE§ KAPITEL. VERSCHIEDENE DARSTELLUNGEN DES ERSTEN
FAKTORS DER KLASSENZAHL

§ 1. Die Ausgangsformel

4. Wir betrachten ungerade Charaktere mit dem Erklärungsmodti m
(fiir Charaktere s. z.B. [8], § 13). X'Ar jeden Teiler /c von m sei Pr die
Menge aller ungeraden Charaktere Xt die primitiv (mod. k) sind, und sei
ferner

p:Upn.
lrl^

tr'asst man hier alle solche Werte von k zusammen, die genau dieselben
verschiedenen Primteiler enthalten, so ergibt sich

(1.r) P:UQ"
ol^

mit

Q": l) Pa,
hl"

wobei a und lc alle Teiler yon rtl bzw. a durchlaufen, die die Bedin-
gungen 

(a, ntf a) : I bz*'. a\k) : 0)1,1

erfiillen. (Wie iiblich bedeutet c,r(z) die Anzahl der verschiedenen Prim-
teiler von za.)

Die durch (1.1) aufgestellbe Dekomposition der Charaktere y e P in
Abteilungen Q" hat, folgende Eigenschaft, die später fiir uns wichtig ist:
Zwei Charaktera y, und 72 aus P gehören zu derselben Abteilung @"

dann und nur dann, wenn 7r(l) und 7r(l) genau fiir dieselben Argument-
werte I verschwinden.

5. Der erste X'aktor der Klassenzahl des zz-ten Kreiskörpers lässt sich
in der Form

(r.2) Hr(*) : (Zm)t-v(^)t2 e(m) I' å F x@l)
XeP l:l
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(r.3)

darstellen, rvobei E(m) die Eulersche Funktion bedeutet und, e(m) gleich
I fiir ungerades m, und $ fiir gerades m isl ([16], [9], [a]). Eine zweite,
seltener angewandte X'orm dieses Ausdrucks lautet

Hr(m): 2me(*) n IT efi-t 2(- x,(t)t)
kl* Xe Pn I:1

(vgl. [6], S. lt). Um die Ubereinstimmung dieser beiden Ausdriicke ein-
zusehen, muss man den folgenden leicht beweisbaren Hilfssatz benutzen
und iiberdies bemerken, dass die Anzahl der Charakterc y von P gleich
$E(m) ist.

Hilfssatz 1. Ist y ein aon d,em Hauptcharakter uerschied,ener Charakter
(modftr) und, gi,lt krlkr, so ist

h2 kl

kr,l y(l)l : kr,l_ry(l)l .

Ftir die folgenden Betrachtungen stellen wi Hr(m) in einer neuen Ge-
stalt dar, und zwar beweisen wir den

E s gilt

Hr(*): 2r-o';(m)fr Hr@o) Tl' T@)
ph',Jn a

r(a) - TJ eil-'å (- r.ryt) ,

XeQo l-1

wobei p eine Pr,i,mzahl bed,eutet und, das mit einem Btrich bezeichttete Pro-
duh aber alle ?eiler a, 1)on nI, z,u, erstrecken i,st, d,ie d,en Bedi,ng1.Ll1,gen

(a,mla) : L unil c,t(a) 2 I gen'ilgen. (Die Bezeichnang phllm bedeutet, dass
m dr;r.ch ph, aber nicht durch ph+r teilbar ist.)

Beweis. Beachtet man, dass alle y e Q, Charaktere (mod a) sind, so
kann man offenbar Hr(m) parallel zu (1.3) in der Form

Hr(*) : 2me(m) Qayr * (- x,(t)t)
I:1

schreiben, wobei sich das äussere Produkt iiber alle Teiler a yort m, mit
der Eigenschaft (a, mla) : 1 erstreckt. Wenn man die Bezeichnungen
von Satz 1 einfiihrt, erhält man also

Satz t.
(1.4)

m,it

(1.5)

T]T]
a XeQa

TT
a

'T(n)
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Speziell gilt
Hr(p^) : 27the(gth)T(gth) ,

und aus beiden letztgenannten X'ormeln folgt wirklich die behauptete
Beziehung (1.4).

§ 2. Umformung tles Ausdrucks von T(a)

6. Die in (l.a) auftretenden Faktoren 7(o) sollenimfolgenden wieder-
um in X'aktoren zerlegt werden. Zterct, werden wir aber die Ausdriicke
dieser T(a) in einer neuen Gestalt schreiben.

Wir nehmen an, dass der Wert .voyr d, h ?(a) gleich

a: 2h plr. . .ei"

ist, wobei pt, . . ., p, verschiedene ungerade Primteiler -r,or. nL sind und
ferner, wie aus der Bedingung (a, mla) : t hervorgeht, 2'llm und
ehj\lnl (i: L,...,c) gilt. Um den allgemeinsten X'all zu behandeln,
miissen wir hier a als gerade und somit h > 2 annehmen; wegen
a(a) > I muss dann auch c 2 I vorausgesetzt werden. - Es ist jedoch
zu bemerken, dass die folgenden Ausfiihrungen mit leicht ersichtlichen
Veränderungen auch fiir das ungerade a: plr...e!" (mitc 2 2) gelten,
sodass keine besondere Behandlung in diesem X'all nötig ist.

Zur Abkiirntrrg bezeichnen v'ir in diesem Kapitel allgemein mit xr
die Zahlenfolge fr12 fr2t . . . , frt. \\rir setzen u.eiter

s - 2o-' , Z - exp (2ni ls) ,

qi: E@!i), sj : Lcpj, Zi : exp(2il|V) (j : r,...,c)
und bezeichnen mit ry eine primitive Wurzel (mod pr&; (j : L, . . . , c)-
Es sei noch R"(fr,, n, n,) die eindeutige natiirliche Zahl 1a., die den Kon-
gruenzen

(2.t) a o(fr,, n,
,h\'lt

(j:1,...,c)
geniigt. fst kein Missverständnis möglich, rrerden wir oft R(fr,,tt, n") statt,
R,(fr, n, n,) schreiben.

Aus der Definition von R(fi,, z, n") folgt leicht der folgende Hilfssatz,
der später häufig angewandt wird.

n,) : {;'ä".fi;'

Hilfssatz 2. Ist fr - rb' ;--: * I
§o gilt die Bezieltung
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7. Die Charaktermenge Q" besteht aus allen ungeraden Charakteren
(mod a), deren X'threr genau die Primteiler 2, p1 , . . . , p" enthalten.
X'iir jedes U aus Q" gilt mithin

Io ru" il.a\-> r.(2.2) x(l):' " ''
t (-r)i; zk" zf,"r. . .zf"\ fiir (1, a): L ,

wobei fi,, n, tr" durch die Kongrue\zerr

I: 1-t;;5"(mod2h), I :rii(modpj;; U : r,...,c)
bestimmt sind und fu,lc,k" die Bedingungen

Io<k<t, o<k<s-l; t<fu+k;l-(2.3) 1l=kisEi-L (.i:t,...,c)i
lklh+...f/r"ungerade

erfiillen. Man erhält genau alle 2tr von Qo, indem man ic, ft, k" alle Werte
unter den Bedingungen (2.3) durchlaufen lässt.

Wir setzen nun identisch

1 s- I 9r- I E"-l
(2.4) I(fr,r,x") : : I : I R,(fi.,n,n")ftn r" r\t. . . xi" .

t:0 n:0 n1:0 oc:o

Angenommen, dass y zu Q" gehört, besteht dann die Beziehung

do

2 x(t)l: I Z(-tltcn 2hn Zltor. . . 2k"""

(2.5) 
tr:l 

«,,',:*,

: 7((-1)k, zk, zlr,. .., z:") .

Daher gilt nach (1.5)

j- Za)-L f ((-1)i , Z* , Z!, , .. . , Z!,) ,

alle Werte von i{, k, k, unter den Bedingullgen

T(o): Tl
E,lt, k

(2.6)

wobei das Produkt iiber
(2.3) ,n erstrecken ist.

8. Essei I" dieMenge allerZahlenfolgen w:(d,d.), 'r'obei dieZah-
leln d,,dt,...,i1" gleich 0 oder t sindund ausserdem d-rLi...+d"
ungerade ist. Dann gilt der folgende

Satz 2. Die in Satz 1. genannten ?aktoren T(a) ao?L Hr(m) besitzen

(i,m ?all eines gerailen a, : 2^p!, . . . p!"1 ate Zerlegu,ng

{,2.7) T(a) :fr r*@)
*Eyc
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nx'it

(2.8)

u;obei

durch

(2.9)

F durch (2.4) defi,niert ist und das Produkt n* sich uber folgend,e,
r.t) - (d,, d,) bestimmte W erte aon i{, k, k" erstreclct :

it- 1 undk:0, 1r...,s 1)'wen,bd- 1,

it -0 unil k - L,2,. . ., s 1, u)e?Ln d- 0 ;

kj : 1, 3, . ., Vi - 1, wenn dj : 1 (j - 1, . . ., c),

Bewei,s. Wir vergleichen die in (2.6) und (2.8) auftretenden Faktoren
fl' : (-2a)-17 miteinander. Man sieht, dass bei II* jede Kombination
der Werte von ic, k, k" die Bedingungen (2.3) erfiillt, sodass die X'aktoren

-t" von T*(a) au.ch Faktoren von T(a) sind". Umgekehrt tritt jeder X'aktor

-tr" von T(a) irr genau einem T*(a) aaf; um dieses T""(a) at finden, muss

marr w: (d, d") so wählen, dass

d-fu, dj:

gilt. Somit ist der Satz bewiesen.

Anmerkung 1. Im Fall 22lla ist T*(a) fiir alle * : 10, d.) wegen

s : I ein leeres Produkt (vgl. (2.9)) und muss gleich I gesetzt werden.

Dasselbe gitt im Ball 3lla, also wenn etv'a p!r: 3 ist, fiir alle T-(a) mib
w: (d,0,dr,...,d").

I I fur ungerades ki ,

I o fiir gerades kj

Anmerkung 2, Hat cL den ungeraden \Yert
vorhin nur die von dern Faktor 2 herrtihrelld.ell
weggelassen werden. Somit setzt man z.B.

qt-1 cr^c-l

?(x,) - I . . . I R,(r.)r[r
,1:0 nc:O

und versteht unter Y" die Menge sämtlicher aus Nullen und. Einsen
gebildeten Folgen w: (d") mitungeradem dr+...*d,. Dannbesteht
die Aussage (2.7) von Satz 2 mit

T*(a)- m, ?za)-t 7:(Z\r,.. . , Z!") ,

wobei das Produkt iiber die aus (2.9) hervorgehenden Werte von k" zu

erstrecken ist.

plr...p!,, so miissen
Bezeichnungen iiberall

x:'(2.1')

(2.g')
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§ 3. Ganzrationalität von ?,(c)

9. Wir beweisen den folgenden

Satz 3. Di,e d,urch (2.8) (und (2.8')) d,efi,nierten Zahlen T-(a) sind,
rational und ganz.

Um die Rationalität vorr T*(a) einzusehen, muss man nur folgendes
bemerken. Jede der Zahlen ki im Produkt Z. durchläuft entweder die
Werte 1,3,...,gi- I oder die Werte 2, 4,...,Vi-2, Im ersteren
Iall durchläfit Zli die Wurzeln der Gleichung

r"i { l:0 ,

im letzteren X'all die Wurzeln der Gleichung

r"i-r * r'i-' +. .. + u + I : 0.

Das Entsprechende gilt fiir fr und Zh: nimmt k in ff* die \Yerte
0, 1,...,s-l &n, so durchläuft Zh die Wurzeln der Gleichung

r"-l:0,
und beim Weglassen des Wertes 0 ftir k 'wird diese Gleichung durch

x,-r*x,-2*...+tr+I:0
ersetzt. Weil alle hier genarurten Gleichungen rationale Koeffizienten haben,
ist das betreffende Produkt ff. rational.

Wir bezeichnen fiir das folgende mit ), bzw. 1j (j:1,...,c) die
Anzahl der Werte, die lc bzw. ki h (2.8) durchlaufen. Dass die Zahlen
T*(a) ganz sind, ergibt sich nun aus

Hilfssatz 3. Iar jedes n aus (2.8) gilt

(3.1) tr((- lf, Zh, Zlr, . . ., Zu"") : - 2aG-(Zn, Z!r, . . ., Z:")

rni,t
).-l )\r-l 1"-l

(3.2) G.(r,x"):I I .I P(n,n")r"rl...ri",
n:0 nr:0 ,c:0

wobei d,i,e Koffizi,enten P(n, n") ganze rationale Zuhlen sind,. (Das Ent-
sprechend,e gi,lt auch fUr die X aus (2.8').)

Satz 3 ist somit bewiesen, falls Hilfssatz 3 richtig ist.



LO. Zw Beweis von Hilfssatz 3 können wir ohne Beschränl<ung arureh-

men, dass ru in (2.S) die Form (d,1,..., 1, 0,...,0) hat, also etwa

t r fiirj-1,...,b,
tl,: \' Iofiirj:ä+I,...,c

mit 0 <b<c gilt. Somit hat man zwei Fälle, der eine mit' d:1 und

d"er and.ere mit d : 0 , die jedoch gleichzeitig behandelt, werden können.

(was den x'all des ungeraden a angeht, wobei kein d, existiert, so ist er

genau dem n'ail d :0 analog.)

Aus der Definition vov|tt) folgt, dass die Zahl Ö gerade im Fall d' : L

und ungerade im Fall d : 0 ist' Ausserdem ist nach (2.9)

(3 3) ;i: t;1,; 
",:u,1,,, 

,c,

[", *"rrn d,:1,
(3.4) ). - {

Ir- 1, \r-el1n d,:0.
Wir betrachten ein beliebiges in (2.8) auftretendes
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r : r«-L)fr , zu, 21,,. . ., z:")

und setzen darin zur Abkiirzung

d:eirf , n:Zk, ri:Zli (r:1,...,c).
wie man aus dem vorigen Rationalitätsbeweis von T*(a) sieht,, gilt darur

(3.5) rti: - I fiir i: t,...,b,
(3.6) rji-l: - 1- ni-...-*;i-' fiir j:b + I ,...'c,
(3.7) m':1, l\-enll d:L,

(3.8) fr'-! :- 1 - r - .,. - r"-2, \Yel]n d,: 0'

Der Ausdruck von -F' ist der Form nach eine Summe, u'ie aus (2.4)

hervorgeht. Wendet man darauf die Beziehungen (3.5), (3.6) und (3'8)

an sowie summiert man iiber fr, so ergibt, sich

( 3.9)

L-L Lr-L )."-l
It - Z I . . . I §(r, n,)u" z1r . . . e::"

n:0 ,1:0 n":o

(vgl. (3.3) und (3.a)) mit ganzen rationalen Koeffizienten §(n , n") ' Daraus

erkerur.t man die Richtigkeit von Hilfssatz 3, indem man zeigt, dass die

zahlen §(z , n,) durch 2a teilbar sind. um dies wiederum zeigen zu kön-

nen, muss man das genannte Verfahren im einzelnen diskutieren.
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ll. wir gehen also von der x'ormel (2.4) aus. unter Anwendung von
(3.5) sowie derBeziehung rji:1 ftu j:b+t,...,c gelangenwir
zuerst zum Ausdruck

?-

mit

(3.10) Q(n,%, n,) t* A(fr , %, t,)l ,

wobei iiber tj : %j , ry * si ftir jedes j
Ausserdem ist bei jedem Summanden das
len, je nachdem ob darin eine gerade oder
den grösseren Wert hat. Wird nun in F
gefiihrt, so ergibt sich

s_I "t-1 "r-l

f I . . . .I 8(r,,, %, n)frn r" rlr
n:0 ,I:0 nc:0

1

!L,E:0
n:"

YL
tc

jz

1^: I ,... )C Z1t SUmmfefell iSt,.

Plus- oder Minuszeichert zrt \4,'äh-

ungerade Anzahl von t, ,. . . , tb
die Summierung tiber n durch-

s-l rr-1 sr-l
(B.Il) F-f 2...f 8(",n,)x"rlr

n:0 ,1:0 n":Q

wobei wegen fr- (-l)e

nf,, ,

t* l?(fi,%, t,)l

gilt. Hierin sind die Vorzeichen im Fall d,(: it):0 ebenso rie in (8.10)
bestimmt, währendim X'all d: I gena,udiejenigen R(fi,,n, t") mit dem
Pluszeichen zu versehen sind, in denen eine gerad.e Anzahl von lI , tt , . . . , tb
den grösseren Wert hat.

Die Glieder der vorigen Summe lassen sich so in paare

+R(n,tL,t") , * R(fr,', , ?L , t:)

zusammenfassen,dass jedesmal fr,+fi,,und 6 +{i 0 -1,...,c) gilt.
Beachtet man, dass ö im Fall d, : 0 ungerade und im Fall rZ : 1 gerade
ist, so ersieht m&n &us den oben dargelegten vorzeichenregeln, dass das
eine Glied in (3.r2) niemals dasselbe vorzeichen besitzt wie d.as and.ere.
Mithin können wir annehmen, dass in (3.I2) links das obere und rechts
das untere Zeichen gilt.

I(ach Hilfssatz 2 ist nun R(fi,',n,t'"):a-R(ii,tr,,t"). Durch
Addieren der za]nlen in jedem Paar (8.12) kommt man demnach zum
Ergebnis

(3.12)

(3.13)
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wobei die Summation sich iiber fr, : 0,1 und ti : ni , ni * si Q :
| , . . . , c) erstreckt derart, dass die folgende Zusatzbedingung erfiillt ist:
im X'all d: O hat eine gerad"e Anzahl von ,1 , . . . ,tb gleichzeitig den
grösseren Wert, während im Fall d : L dasselbe fidlr fr,,t.,,. .., f6 gilt.

Anmerkung 3. Es gibt X'älle, wo die Indizes in der vorigen Summe
nicht ihre beiden Werte annehmen, und zwar genau dann, wenn die ge-

nanrrte Ztsatzbedingnng nur einen Index betrifft. (Ist in der Tat b: I
im X'all d : 0, so ka,nn f, nur den Wert n, annehmen, und ebenso

nimmt za im X'all d,: I und b : 0 nur den Wert 0 an.)

Anmerkung 4. Ist, a - p!, . . . p!', so gilt

tr- 1 ".- 1

,I:0 nc--U

mit

(3. 13')

wobei die Summation
ist, die eine gerade

Q$): lz&(t,) - al ,

,t"nG*c

I
tc

iiber solche Wertkombinationen
Anzahl der Werte ni { s1 (1

von t"

-a,

zu erstrecken
b) ent'halten.

12. Falls b < c gilt, muss man den erhaltenen Ausdruck (3.11) von
-ä' ferner mittels (3.6) reduzieren. Wendet man (3.6) zuerst fidrr j : s arr,

so schreibt sich (3.II) in der Form, bei der die letzte Summe iber n":
0,1,...,§"- 2 zuerstreckenist und die Koeffizienten gleich

Q(n , n") - Q(", Ilc-r , s" - I)

sind.. Nach (3.13) lassen sich diese Koeffizienten lreiter in der Gestalt

» zl,R(n,tu,t"-t,n") * R(ii,n ,t"-t,rz" f s,)
i,t"_1

- R(m,,h,1"-r, s" - I) - R(fr,,%,1"-t,2s" - l)]

darstellen. Nun ersieht man mit Hilfe von (2.1), dass der hierbei in den
eckigen Klammern gesetzte Ausdruck : 0 (mod a) ist, sodass d.ie betref-
fenden Koeffizienten durch 2a teilbar sind. Folglich enthalten auch die
Koeffizienten B(z , n") in (3.9) den Teiler 2a , trie zu zeigen war.

Es muss noch der Fall b : c erledigt u-erden. In diesem n'all kann der
Ausdruck (3.11) nur mittels (3.8) reduziert u.erden und bleibt also unver-
ändert,wenn d:I gilt.
,
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Ist b : c: I , so gilt d, :0 und die Anwendung von (3.8) ergibt
das Resultat

, - 
':' "'-'

- - » ZfOt",nt)-8@-r,nr))r"r?.

Die Koeffizienten #;;.r"4 nach (8.13) gleich

(3.14) 2lR(0,n,nt) + A(l,tL,nt) - fi(O, §-1, nr) - R(L, s-I, zr)l

und somit durch 2a teilbar.
Es sei b : c 2 2 . Wir werden zeigen, dass jetzt 2a schon die Zahlen

Q(n , n") teilt.
Jeder Summierungsindex in (3.I3) nimmt nunmehr seine beiden Werte

an (s. Anm. 3). In bezug a:uf fi, bedeutet dies, dass (3.13) sich in der Form

Q(n,n"):1'l2R(0,n,t") - ol* Z" l2h(t,n,1") - af

schreiben lässt. Im ,r, O : 0 durchturrf"rr 
't 

i"rnei die Indizes in jeder
der Summen .X' und X" dieselben Werte, während im Fall d: 1 iede
Wertkombination von t" in Z' eine gerade und in .X" eine ungerade
Anzahl der Werte ni I si enthält. Man erkennt aber, dass es in I' und
.X" jedenfalls gleich viele Summanden gibt. Daraus folgt, dass Q(n , n")
durch 2r+r teilbar ist, denn die Summe zweier Glieder, von d.enen d.as eine
aus .X' und das andere aus I" genommen ist, hat immer diese Eigen-
schaft. - Durch ähnliche llmformungen des Ausdrucks (3.13) zeigt man
ebenso, dass Q(n,n") durch gli tj:1,...,c) teilbarist. sodass man
wirklich das Ergebnis Q(n, h") - 0 (mod 2a) erreicht.

Von der Tebzten Betrachtung sei bemerkt, dass sie im Fall des ungeraden
a eirre kleine Modifikation (ausser den gewöhnlichen) benötigt,: lnan muss
die Teilbarkeit von @(n") durch etwa 27t!t (statt pf.) feststellen.

Ilnser Hilfssatz ist somit bewiesen.

§ 4, Eine Determinantendarstellung tiir T *(a)

13. Nach der X'ormel (2.8) samt Hilfssatz 3 besitzt T*(a) fiir
a : 2hlt!, . . .p!" die Darstellung

(4.r) T*(a):T*G.(Zb ,2N,...,2!").
Wir betrachten einen beliebigen X'aktor in diesem Produkt und setzen
dabei wie vorhin

(4.2) r-Zk, nj: z!, ,c)
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Dann hat dieser X'aktor die X'orm (3.2) und weiter nach den Beziehungen
(3.3)-(3.8) folgende Eigenschaft: es gilt

[*' :entweder I oder - I - n - .. . - ai"-t,
(4'3) 

irjr: entweder -I od.er - t - ri - ...- 4,-' (j - 1,. ..,c) -

Wir schreiben kurz

(4.4)
tr- I

G*(fr, x,) - Ztr, X, ,
u:0

wobei N-).\...L ist und Xo(:1) ,Xr,...,X*-, die Zahlet
r"rl...ri" (n:0,,,.,X-I1' ni -0,..,,Lj- I fiir j:1,,..,c\
in einer beliebig festgewählten Reihenfolge bedeuten. Dann gilt

x,, G*(r , x"): :j ,*, x, (rr: o ,

mit garuzerrationalen c,,r, d.enn die Potenzett von
mit den Exponenten 

= 
1 bzw. lj lassen sich

fm folgenden bern'eisen wir den

. . , Är - 1)

fr und fri u- 1r... rcj
mittels (4.3) eliminieren.

Satz 4, Die Zaltl T*(a) 'ist gleiclt der Determinante

D*(u) - lr,,rl kt,'y - 0, . . ., -Ar - 1) .

Es sei bemerkt,, dass Hvvnö [10] einen etwas allgemeineren Satz be-
wiesen hat,, der dieses Brgebnis enthält. Wir r,vollen jedoch fiir unseren
Satz hier einen anderen Ber,,reis vorlegen, und zwar diejenige bekannte
Methode verallgemeinern, die häufig fiir die Darstellung der Produkte
einfacherer X'orm als Determinante angelrandt lrird (s. z.B. [11], [7], 118]).

14. Bs mögen fiir ein lloment r , xt, . . . , fr" komplexe Veränderlichen
bedeuten, und. Xo , . . . , X*-, seien durch dieselbe formale Definition
bestimmt wie oben. Wir setzen

N-1
E(r , x") : 

)0", 
*,

mit komplexen Koeffizienten e, und betrachten die Zahlen

(4.5) E(zo,z!,,...,2r") 
{::_l;... 

"'i,-_'i 

(j : r,...,c)
als X'unktionen dieser Koeffizienten, also als Linearformen von -l[ kom-
plexen Veränderlichen. Es sei Rry der von diesen Veränderlichen bestimmte
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-Iy'-dimensionale lineare Raum. Sind .O, urrd. E, zwei beliebige der frag-
lichen Linearformen, so bestimmt die Gleichung E, - Er: g einen
(1[ - I)-dimensionalen Unterraum vorr R7y, denn .U, ur..d E, können
nicht identisch sein. Wir spezifizieren nun die Werte rron e0 , . . . , aN_r
so, dass der entsprechende Punkt von Rjv zu keinem von derartigen
Unterräumen gehört. Darrn sind die Zdnlon (4.5) paarweise verschieden.

Wir setzen noch mit einer weiteren komplexen Veränderlichen f

(4.6)

wobei

{4.7)

.nr_ I
G,,(fr , x, ,t)- Gu,(fr, X.) + tU(m, X,) - Ztr,(t)X, ,

u:0

cor(t) - co, * ta, (u : 0 , . . . , -nrr - t)

gilt. Es gibt dann solche 'Werte von f, sogar unendlich viele, dass die
Zahlen

G*1zn , z!, ,

paarweise Yerschied.en sind.
Wir geben nurlmehr fiir fr , frt ,

Nach (4.6) gilt

I'uo, g)x, -o

Multipliziert man diese Gleichung mit Xr, lr:0,...,I - 1, und
wendet dann die Beziehungen (a.3) an, so erhält man ein Gleichungssystem
von der Form

ä o,,,(t)x,: o (tr: o ,

wobei die Koeffizienten cr,(l) Summen mit den Gliedern - ö0,(t) sind.
Es ist besonders zu bemerken, dass c]o(l) immer nur in öu*(t) atft,-itt, und
mit dem Pluszeichen versehen ist. Man erkennt daher mit Hilfe von (4.8),
dass die Determinante

Dttl: 1er,(t)l Qr,r:0,. .., trtr - r)

ein Polynom tron G.1r,x,, f) mit dem höchsten Glied F GÅ", &, r))N
'darstellt.

, z!" ,t) 
{ :,:

0r'..rs-I)
1 r... rgj-1 (j- 1,...,c)

, , r, die in (4.2) angefiihrten \I'erte.

mit

(4.8)

(4.e) , -nrf - 1) ,
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Das System (a.9) wird offenbar von a,llen solchen (X0, . . . , X*-r)
erfiillt, wobei die Zahlen r: Zk ,q: Zli (i:1,...,c) in (4.r) auf-

treten. Dies bedeutet erstens, dass

D0: o(4.10)

gilt, und zweitens, dass die erhaltene Gleichung_(4.10),.die bezflglich

d,p,x,,t1 vom -l[-ten Grade ist, alle solche G*(Z*,2!,,...,2!",t)
als W,rzeln hat, wobei G*(Z* , Zl, , . . . , Zr"") als Baktor in (a.l) auftritt.
Die Anzahl dieser Faktoren ist gleich 11r,. . . L: N, wie aus der De-

finition der i und .! (i: | ,...,c) in Nr. t hervorgeht. Wenn wir also

den Wert von f passend wählen, haben wir hier .ly' paarweise verschiedene

- und damit genau alle - Lösungen von (4.10). Eolglich gilt fiir das

konstante Glied D(t) des Polynoms Dttl

T.G* (zk, zlr, . . ., zlo,t) : D(t) .

Diese Gleichung ist beziiglich f höchstens vom -l[-ten Grade, hat aber

unendlich viele Wurzeln f. Somit muss sie identisch bestehen. X'iir f : 0

ergibt sich unter Beriicksichtigung von (4.6)

fr*G* (Zh, Zlr, . . ., Zr"") : D(o) .

Die Zahl D(t) ist gleich der Determinante, die aus D(t) durch die

Substitution d*1r ,x", f) : 0 ent'steht. Nach (4.8) ist daher

wobei si ch j edes c,,(t) aus e ,,,(t) ergibt, indern
0, . . ., Är - t) durch co,(t) erset,zt.

Wir haben also das Resultat

man dabei ö0,(t) (u -

. , Är - 1) ,

worin die letzte Gleichung unter Vergleichung der Definitionen von cr,(f)

:und c* sowie unter Beachtung von (4.7) folgt.
Damit haben wir Satz 4 bewiesen.

Anmerkung 5. Die in satz 4 eingefiihrte Bezeichnung D*(a) soll im
folgenden die Determinantendarstellung von r*@) fiir jedes in Frage

kommende o bedeuten; im Fall eines ungeraden a hat D*(a) natiirlich
eine ganz entsprechende Form wie im vorigen Fall.
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§ 5. Der §peziallall a(a) :2

15. wir wollen obige allgemeine Betrachtungen auf den einfachsten
Spezialfall a(a) :2 anwenden, und zwar besonders solche Beziehungen
heranziehen, die später fiir uns anwendbar sind.

fn diesem n'al hat I(a) die Zerlegung

T(a) : T*rrr(a)T-rE(a)

mit n(1):(1 ,0) und w(2): (0,f) . WirbezeichnendieIndizes rz(t)
land w(2) im folgenden kurz mit L bzw. 2.

Es sei zuerst a : plrpb . Dann ist fiir ,i, : I ,2
(5.r) Tt(a) :fr, (-2a)-, x(z! , Z,r) :flr Gr(Z! , zt1 ,

wobei If, bzw. ff, iber

k:1,3,.. .,Vt- L; I :2,4,...,g2- 2

bzw.

k: 2,4,.,.,gt- 2; l,: L,3,...,g2- |
zu erstrecken ist. Wir beschränken uns wegen der Symmetrie auf Tr(a)
und setzen dabei pf;, ) 3 voraus, da Z, sonst leer ist.

Ztr Yercirfachung der folgenden Bezeichnungen setzen u,ir

* - Z!,, y : Ztz;

f-§r, ,lt:Sz @i:*E).
Jetzt ist

wobei weiter

(5.2)

gilt (vgl. (2.4'), (3.5) und (3.6)). Wir schreiben dem Beweisgang von Hilfssatz
3 folgend

,-1 u-l
I(r, y) : I Z LR(i, j) - R(i, + t, j) + R(i,, j -f u) - R(i, + t, j { u)) rtyi

,:0 j:0
r-l u-l: I Z zla(i, j) + R(i,,j * u) - afriyi
,:0 j:0

,-l u-2: Z | 4ag,,1y + R(i,i * u) - R(i,,u- r) - R(i,,2u- r)lrtyi.
,:0 j: 0



Demnach ist (vgl. Hilfssatz 3)

(5.3) Gr(r ,y) : (- 2q,)-r I(r ,y): i ::, (i ,i) *'vi
i:0 j:0

mit ganzen Koeffizienten

(5.4) P(i,,il : - s-L lB(i,,j) + R(i,,j * u) - R(i', u- 1) - R(i', 2u- l)l'

Die Bildung der Determinantendarstellung Dr(a) fidir fr(a) ist leicht

durchzufiihren. Dazu fiihren wir die Bezeichnungen

(5.5) Pli: - a-LlB(i,,i) + R(i,,i * u) - R(i,,n) - R(i',n * u)7,

| ,u Pii pi-,,i 
1

(5.6) A!: I 
-"''' pti Pi-''i 

It'l
L-PL -Pii Pti l

ein. Wegen P?i: - P{" und P?i- P'i,:PIi gilt nun

(5.7) Io;:-at*'
lo;-Ai:A1.

Unter Beachtung vor- P(i,j): Pii-' können wir Gr(*,Y) auch in
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der Gestalt
,-l ,-1 t-l

Gr(*,y) - ZP';i'*' * ZPilt *t a + ...* Zpi;'-rn'u"-'
i---o i-:0 i:0

darstellen. um die Determinante Dr(a) zu bekommen, muss man diesen

Ausd.ruck mit jedem hier auftretenden rtyi der Reihe nach multiplizieren

und die entstandenen Ausdriicke mittels (5.2) reduzieren. X'iihrt man diesen

Prozess zuerst mit den Multiplikatoren 1, fr , . .,, fr'-' durch, so entstehen

die t ersten Zeilen von Dr(a); offenbar lauten sie in der Matrizenform

der erhaltenen t

- AT-rt ,

lAä-t Ai-'...A:-!r1 .

Die f folgenden t,Zeilen bilden sich durch illultiplikation
Ausd.riicke mit, y. Es ergibt sich daraus die }latrix

t- Ai:L Aä-1 - Ai:l Ai-r - Ai-', .. . Ai:',

also nach (5.7)

vi,=i Aä-' Ai-' .- . Ai:31
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Fährt man auf diese Weise fort, d.h. multipliziert man immer die ä letzten
Ausdriicke mit y, so gewinnt man zaletzt, das Resultat

Aä_, A?-' A;_'
Ai_? Aä-' AT-'
Ai_l Ai_i Aä-'

Å u-l
-L_r- -_ nu_z

Å u-2
/Lu-3

lu-3/Lu-4

^rl
(mod 5) und 3 (mod

A; Al Ai
Be,isp,iel,, Legt man die primitiven \Murzeln Z

so ergibt sich

I I -1 ! o -1 II r rir o lDL(5.7): I l---- - ------ l,
lo tl, 0l
l-r o l o I 

I

7 ) zugrunde,

Dz$ '7) -

0 -1 0

0 0 --1

100

(Die gebrochenen Linien trennen die Matrizenblöcko ai voneinander.)

16. Zweitens sei a gerade. um die Analogie mit dem vorigen Fall
besser einzusehen, weichen wir hier von unserer allgemeinen Bezeichnungs-
weise ab und setzen a: Zhltf;r.

Jetzt gilt' fitri : 1,2

T{a): TT, ?za)-r F((-rir, zr, z,r): TJ, G,(zr , z,r) ,

Ifz sich iiber

k- 0rI r...rs I, l:211 Vz

(5.e)

wobei i,,

IfL bzw.

hzw.
2

lc:1,2,...,s- 1i l:1,8,...,g2_ L

erstreckt. Wird weiter fr: Zk,A: Zrt wd u: sz gesetzt,, so gilt,
( s_l u_2

lGr(*,y1 : (-za)-t -E(-r,r,A): f f p(i, j)i yi ,

(5.10) I i5 ilo
' I s_2 u_l

§r(", y) : (-2a)-1r(1, n, u) : Är4 
p,g, j) i yi

mit ganzen Koeffizienten

,u. r il I P U,i) : - a-L la(o,i,J) + R(o,i,i I u) - R(o,i,u - t) - R (0,i, 2u - t)1,
'' t P',(i,i) : -a,-1lB(o,i,i) + R(t,i,i)--E(0,s - L,i)-,8(l,s - r,i)l
(vgl. auch (3.14)).
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0100

Die Determinanten Dr(a) wd. Dr(a) bilden sich ganz entsprechend

wie vorhin aus den Zahlen

I p':, : - a-t la(o, i,i) + R(o,i,i * u) - R(o,i,n) - R(o,i,,n * u)],
(5'r2) 

t pii : - a-t l*(,,i,,j) + R(r,i,J) - R(,,n,i) - R(t,n,i)l;

d.er einzige unterschied ist, dass in den Matrizenblöcken von Dr(a) die

Yorzeichen der Elemenhe Pi, jetzt unverändert bleiben (statt d.er vorigen

Beziehung r' : - I gilt nämlich iet'zt r' : L).

Beispi,el. Im Fall a:2a '5 sehen Dr(o) und Dr(o) aus wie folgt:

I r ri 1 ri o rl
lo o l ol l-1 ti -t 'i-' .9 I

lo o o 'l I o ril-i o, i ol
D1(24'5) :lr 0 0 ol' D,(24'5):l1 0i 0 rl 0 rl

-1 0i -1 -1
0 -ri I -1

00
00

(Hierbei ist 2 als die primitive Wurzel (mod 5) gewählt.)

§ 6. Ileraushebung der Faktoren 2

17. Aus den sätzen 1 und 2 samt Anmerkung 2 folgt zusammengefasst,

dass der erste X'aktor der Klassenzahl die Darstellung

(6.1) Hr(*)- 2r-o\m)Tl Hr(pn) TJ' 1l f *P1
ph ii* a weYc

besitzt. Hieraus gelangt man zu ei[er »ganzen» Darstellung fiir 2Hr(m),

indem :man zeigt, dass geniigend. viele T*(a) gerude sind.

Hassn [6] hat die Teilbarkeit verschiedener Faktoren von Er(m) durch
2 eingehend behandelt. wir betrachten hier dieselbe Frage unter einem

neuen Gesichtswinkel, indem rvir den folgenden Sat'z beweisen.

Satz 5. Ist a(a):3 und, to: (1, 1 , I) , so ist ied'e Zei'lensurum'e

in iler Determi,nante D*(a) gerad,e.

Dieser Satz hat zur Folge, dass in (6.1) sämtliche T*(a) mit ar(o) : 3

und ru : (1 , I , l) durch 2 teilbar sind. Die Anzahl dieser T,(a) ist

('t;") 2 a@) - 2 @t(m) 2 3)'

sod,ass die Gatzzahtigkeit von 2Hr(m,) dadurch wirklich nachgewiesen

wird. (Vgl. [6], Satz 31 und Nr. 33')



26 Ann. Aead. Sci. Fennicre A. r. 416

Als ein Beispiel fiir dio in Satz 5 genannten D.(a) aeidie folgende Doterminante
anfgestellt, die sich im Fall o : 23. 5 . ? mit don primitiven wurzeln 2 (mod. 5) und
3 (mod 7) ergibt:

00
00"".ö .- i

-t 0

01
t0
t0
01--r--f

-1 I
0t
l0

Der Absolutu.ert dieser
22 . 5. 13 . 37.*

* Die Ausfiihrung
Lrr,l,e IItrrruNEN und

Determinante ist, auf der IBM f 130 berechnet, gleich

0 I ! -r I i 0 I I O -1 , r 0i t of r -r: r ol-r oi o I

o oi-r oi r -rI o -ri-r o
]---:-----l-:-----1 9i 9 9i o 1i-1 1i o 1

o -ri o ri-r oi o oi o I
-r oi , oi o -rl o o: r o--------l--------:-----l----------:-----------r -l j r oi o rl o -ti o o

-I tl o t: r oi-r oi o o

o -ti o o: I oI r -ti r o'i--------------------r,-o I i o -1 i o o l' o r : -i It oj-r o; o ol-, oi r -l

Es sei noch erwähnt, dass sich der Ausdruck von Hr(nt) jetzt, in der
Produktform darstellen lässt derart, dass dabei alle x'aktoren (ausser f)
Determinanten mit garrzerr rationalen Elementen sind. Dafiir sei D,(a) :
b D*(a) die Determinante, die man aus dem in Satz 5 genanuten D.(o)
bekommt, indem man dabei zu einer spalte alle iibrigen spalten addiert
und dann die Elemente dieser spalte durch 2 dividiert. Man hat dann die
Darstellung

Hr(m): å TT /(p^)fr' ff a.@) Q»(m) 2 2) ,
ph ll* a tQY"

wobei Å(pth) eine der bekannten Determinantendarstellungen von Hr(1th)
bedeutet, (ff 8l, s. auch [17]) and /.(a) gleich D*(a) oder D,(o) passend
zu wählen ist.

18. Im Beweis von Satz 5 miissen wir die X'älle a : 2hplrp!, und
o : p\,p!,p!, getrennt behandeln. Wir setzen zur Abkiirzung

t: s1 t '1,[ : 82 t ?:SB (si : *v)

Lrnd berveisen zuerst einige Hilfss ätze.

der Rechnungen zu diesem
Cand.sc.nat. Er.re AnoNuN.

Beispiel verdanke ich Mag.phil.
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Hilfssatz t[. Ist g : P!'Ph, so gi'lt

t-l 2u-l

I I t&(i ,i) - Rr(i - u,i - ill- o (mod 2),
i:0 j:0

wobei, a und, B betiebi,ge ganze (rationale) Zahlen si'nd"

Bewe,is. wie aus (2.I) hervorgeht, ist Rr(d, i) eine periodische x'unktion

seiner Argumente; die Periode von ,i ist gleich 9L: 2t und diejenige von

j gleich 
"gz: 2u. Dies bedeutet zunächst, dass die im Hilfssatz aufge-

,t"ttt" summe unabhängig von B ist. wir bezeichnen diese summe mit

§(").
Nach Hilfssatz 2 gilt

t-l 2u-l
§(a) : ) I tnt;,i) + R(i, - u lt,i - p * u) - sl,

i:0 j:0

woraus

§(") : §(" * t) - 2tug: §(" f t) (mod' 2)

folgt. Daher können wir ohne Beschränkung 0 { a 4t annehmen'

Es gilt zuerst §(0) : 0. Ist 0 ( a ( f, so schreiben wir

't'w0,il - R(i'- e,r)1

t-1- s-1 r-a-l '-l:'zR(i,,il - z att - e,il * | ap,,i1 - zn('- oqi)
i:t-u ;i:0 i?O i-a

:'t' w{o,i) - R(i + t,i)1.
i:r-e

Dann ergibt sich

,-l u-l
§(a) : ) z l&(i,, il - R(i + t, i) + R(i" i * u) - R(i * t' i * u) 7 ,

i:t_u j:0

also unter Anwendung von Hilfssatz 2

§(a) :'t' f rruti,i't + zil(i,,i * u) - 2s7,
i:,_d j:o

womit die behauptete Kongruenz bewiesen wird'

Hilfssatz 5. Ist a, - P!'P\'P!', §o gi'lt

å'E: 2'P"$, i, 
n) - o (mod 2)
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Beweis. Wir setzen innerhalb dieses Beweises kwz gt: p, und h : hs.
Hat g dieselbe Bedeutung wie in Hilfssatz 4, so gilt a: g?h und nach
(2.r)

R"(i,, j,n) : RuQ,,i) (mod g) .

Ausserdem ist 0.--R,<a und 01Rr1g, sodass R"(i,j,n) mit
n : 0, . . ., 2u - | folglich 2a(: ph - pu'') verschiedene Zahlen von
der Form

(6.2) Rr(d, j) * es (0 ( s < po)

durchläuft.
Es lassen sich nun leicht gth-r Zahlen von der Form (6.2) finden, die

durch p teilbar sind und. daher nicht als Werte von R,(i,,j,n) hervor-
treten können. fn der Tat, sei

Dann gilt

I ReO - n, j - §) - Rr(i, j) (mod g) ,

also fiir r:0,...,p^-' - L

(6.3) plhe\ - o, j -p) + q7 : ReO, j) * Q, s ,

wobei die Werte von g, offenbar zum Wertevorrat von p gehör.en.
Hiermit bekommt man genau alle Werte von R"(i,, j,n) ftir ?L:

0 , . . . ,2a - l, indem man die Zahlen (6.3) von den Zahlen (6.2) aus-
schliesst. Demnach ist

2u;l ph-t ph-l-t

Za"(i,,j,n): Z Lar(i,j)* psl-i Z far$,_o,j _ 0) = rr.ln:0 A:0 z-:0

: phlRBU, j) - Rr(i - u, j _ §)) * aa.

Die im Hilfssatz genannte Summe schreibt sich somit in der Form

t-l zu-l(6.4) e^ z zLBr(d, j) - Rr(i - o(, j - p)l { 2tuua
i:o j:o

und ist nach Hilfssatz 4 gerade,

Hilfssatz 5'. Ist a:2hltlqtf;r, so g,ilt

I s-t r-l 2r-l
I Z I Z Ro(fr,,n,d,j) :o (mod. 2o+') .
il:O n:0 i:0 j:0

t r? (mod pl') ,

P : 
i rg (mod pl,) .
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Bewei,s. Denlen wir im vorigen Beweis die Primzahl 1t: p, durch

2 ersetzt, so bekommen wir fiir die hier in Frage stehende Summe den Aus-

druck (6.a) mit o :2h-2.

lg. Wir beweisen Satz 5 zuerst, flor a : 2hp!,?fir. Im X'all q; : (1,l, L)

ist ?.(a) d,annvon d.er Form (2.8), wobei Z. iiber io : L, h :0,1,''',
s-lundki:!,3,"',Ei-L(i:l'2)zuerst'reckenist'Nach
Hilfssatz 3 und seinem Beweis ist weiter

§-l ,-I u-1

(6.5) Gn(r, rr, *r) : Z I : P(n,'i,, i) r"t:rrri
n:0 i:0 j:0

mit ganzen Koeffizienten

(6.6) P(n, i,, i) : (-Za)-t 8(n, i,, i)
(vgl. (3.1) und. (3.11)). Der Ausdruck von 8(n,;,i) geht aus (3'13) hervor

und zwar ist er

2lR(0, n, i,, j)+ A(0, n, d * t, i ! u)+ E( 1, n,'i,, i l u) { R(L, n, i' l t,i) - Zal'

Unter Anwendung von Hilfssatz 2 können wir damit

(6.7) Q(n, i,i) : 2lR(0, n,i, i) - a(1, fL, i,, i)
+ A(1, n,i, j * u) - R(0,n,i,i*u))

schreiben.
Die Formeh (4.3) lauten ietzt' r' : l, r\ - - l, xZ: - 1' Daraus

folgt, dass jedeZeite cuot...,cp,,N-r (pr:0,...,Itr-1) von D*(a)

,o- vo.r"ichen abgesehen d,ieselben Elemente enthält. Es geniigt somit

zu zeigen, dass die Summe

, : I"o,
r:0

gerade ist.
vergleicht man die Formeln (4.4) und (6.5), so erkennt man, d.ass im

vorliegenden x'all 
s_l ,_1 u_r

(6.8) §:Z 7le1",t,i1
n:0 i:0 j:0

ist. wir stellen diese Formel mittels (6.6) und (6.7) in der folgenden, etwas

komplizierten Form dar:

s : _ ,-, i i :' l«(o,n,i, j) + R(r,n,i, j)
D:0 i:0 j:0

+ A(f, n,d,j * u) t R(0,n,i,,i I u))

r-l r-1 u-1

* 2u',I I I [a(t, n,i,,i) + A(0, n,i,i lu))-
n:0 ,:0 j:0
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Hierbei ist die erste Tripelsumme gleich der Summe von Hilfssatz b' und
daher durch 2h+t teilbar, während in der zweiten Tripelsumme jeder
Summand durch 2r teilbar ist. Beachten wir dazu, dass 2 genau ntr h-ten
Potenz in o steckt, so gewinnen wir das erwiinschte Resultat § : 0
(mod 2).

20. Der Beweis im n'al a: plW\ry!, ist etwas einfacher. Jetzt ist
dasProdukt If* rlrrit w: (1,1, l) iiber ki:1,3,. .., gj - L(j :1.2,3)
zu erstrecken, und es gilt also

G.(rr, rr, *r) :'-f T'i ,rn,l, n)r\rlri .
i:0 j:0 z:0

Dabei ist weiter (vgl. Anm. 4)

P(i,, j, n) : (-2a)-' 80, j, n)

: - a-r lH(i,, j,n) | R(i,, j { u,n { a) + R(i * t, ii,n I a) { R(i +t, j + u,tt) - 2a),

also nach Hilfssatz 2

P(i,, j, n) - - a-t lH(i,, j, n) | R(i, j * u, n + a)

I R(i,, jfu,n) + n$, j,n + D)l (mod 2) .

Bei der Bildung der Determinante D*(a) werden jetzt die Beziehungen
ri: - l, ri: - 1 und r", : - 1 angewand.t, sodass die Zeilen-qummen
wie vorhin zueinander kongruent (mod 2) sind. Die erste Zeilen-qumme ist
gleich

(6.e) s:'j 5 5 P(i, j,n).
,:0 i:0 n:0

Wird hierin P(i, j,n) durch den vorigen kongruenten Ausdruck ersetzt,
so ergibt, sich

. 
,-l 2u-1 2o-1

§ =: - o*'Z I Za$,, j,n):0 (mod 2) ,
i:0 j:0 n:0

wobei zaletzt von Hilfssatz 5 Gebrauch gemacht worden ist,.
Der Ber,r,-eis von Satz 5 ist damit vollendet.

2I. Wir deuten noch auf eine Modifikation des vorigen Berveises hin,
durch die sich die Teilbarkeit der betreffenden T.(a) durch 2 ohne die
Determinantendarstellungen D*(a) nachweisen lässt. Dafiir muss man
zuerst wie oben zeigen, dass der Ausdruck (6.8) bzw. (6.9) durch 2 teilbar
ist, und dann folgendermassen vorgehen (vgl. [6], I[r. 30).
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Betrachten wir den Fall a : z^It\rpb, so ist nach (4.1)

T*(a) :fr*G,(zk , Z!,,hf;,) ,

worin das Produkt tiber k : 0, 1,...,§ - I und ki : 1,3, -..,Ei - L

(i : t,2) zu erstrecken ist,. wir wählen fidrr fu (i : 1,2) speziell den wert

öilzuut, wobei öU) (>0) d.urch 2åii,l14i definiert ist. Dann ist Zki:
exp(zniltöU); eine Einheitswurzel, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist,,

und d,asselbe gilt fiir ZkZ\rZ\, mit beliebig festgewähltem ft (0 < lc < s - l)'
Es sei 2ö die Ordnung dieser Einheitswurzel und € : exp(2nif2ö), und
weiter sei b : (l - å) der Primidealteiler von 2 im 2ä-ten Kreiskörper'

Nach (6.5) gilt nun in diesem Körper

i, j) (mod b) ,

denn jedes Zo"Zlr'Zyri im Ausdruck von G, ist kongruent zu 1 (mod b)'

Weil ferner die rechte Seite der erhaltenen Kongruenz gerade ist, ergibt

sich G*:0 (mod b) und dadurch auch T-(a) - 0 (mod b), v'oraus die

Behauptung folgt.
Der Fall des ungeraden a kann analog behandelt werden. Dabei hat

marr zlt bemerken, d'ass jedes ki (i :1,2,3) in n- ungerade Werte

annimmt und sich folglich derart festwählen lässt, d.ass die Ordnung von

ZbZr,Z!, eine Potenz von 2 ist.

§ 7. Die Beziehung zwischen Hr(pn*\ und' Hr(ph-tm)

22. Es sei p eine Primzahl, die nicht in n1, enthalten ist, und sei

p^ > 3. Der erste Faktor der Klassenzahl des phm-t'en Kreiskörpers lässt

sich unter Anwend.ung von (6.1) mittels Hr(*) ausdriicken: es ergibt sich

Hr(po*) -- * HJpo)Hr(*) TJ Tl T*(phct) ,
:y

wobei d.as äussere Produkt iiber alle Teiler rr(> 1) Yort ln mit der Eigen-

schaft (a,mla): T ztt erstrecken ist und im inueren Produkt Y die be-

kannte d.urch pha bestimmte )Ienge gerrisser Zahlenfolgen loedeutet"

(S. Nr. 8; eigentlich hätte man Ir statt Y nt bezeichnen, wobei 7 die

Anzahl der verschied.enen ungeraden Primteiler vo:rl pha bedeutet.)

fst auch p^-t )- 3, so kann man gatlz entsprechend Hr(po*) mit
Hilfe von Hr(po-r*) ausdriicken. l\[it de[ vorigen Bezeichnungen samt,

K(po) - Hr(pn) lHr(po-') ,

L*(poa) - T *(poa) lT -*(po-t a)

s- 1 t-1" u-L

G*(Z*,2\',2N,)-I Z I P(n,
j:0 j:0

(7.1)
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liefert die Formel (6.1) jetzt die Darstellung

(7.2)

(7.3)

(7 ,4)

H,,(po*) - K (po)Hr(po-'*) TT n L*(po o)
u:eY

Ilnsere Absicht ist es, im folgenden fitr L.(pha) einen Ausdruck herzuleiten,
der im zweiten Kapitel anwendbar ist und ausserdem die Ganzheitsnatur
von L*(ptha) zum Vorschein bringt. Zuerct wollen wir jedoch eine Bemerkung
iiber K(po) machen.

23. Der X'aktor K(ph) ist, zuerst von Wrcnnn [23] fiir g : 2 und von
Wnsrr,uNo [2a] fiir p > 2 behandelt worden. Diese haben einen Ausdruck
ftu K(ph) auf eine ziemlich komplizierte Weise hergeleitet und d.ariiber
hinaus wa. gezeigt, dass es sich um eine ganze Zahl handelt.

Wir finden es bemerkenswert, dass sich der genannte Ausdruck von
.tK(ptr) sehr einfach von (1.3) ausgehend ableiten lässt. fn der Tat ergibt
diese Formel zuerst (ftir på-I 2 11

K(po) - p T]
x

(2po)-' (- x,(l)l) ,

wobei das Produkt iiber die ungerad,en primitiven Charaktere 7 (modph)
zu erstrecken ist. Setzt man g : gQf) urrd

SO

(pu
(rnod po)

(r bedeutet eine primitive Wurzel (modpr), p > 2). Hierin erhält man ge-
nau alle ungeraden Charaktere Xk (modpå), indem man ä die Werte

ph

Ä

Iassen sich die von Null verschiedenen Werte der Oharakt,ere

xk(t): { 
lrm' 

T 
I -r" (mod po), wenn p> z,

1,3,...rg -1 fiir p>2,
0, 1,... ,*V-1 fiir p- 2

durchlaufen lässt (vgl. (2.2) und (2.3)). Angenommen, dass po-, 2 B gilt,
sind nun von diesen Charakteren Xh genau diejenigen primitiv (mod på),
worin fr nicht durch p teilbar ist. Die Anzahl solcher Ih ist gleich
@-E')12, mit E' : E(po-'), sodass (Z.B) die Gestalt

{
l.

ph

l-T z
p +k l:L

(7.5) K(po) 
- 

2(*'- q)12 
Ot+h(v;'-q)12 (- xk(t)t)
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a,nnimmt, wobei die Multiplikation also iiber die durch p unteilbaren werte
von (7.4) zu erstrecken ist. Im X'all p > 2 können wir hier die Nlinus-

zeichen bei 6 weglas§en, da (E - v')12 gerade ist, und somit haben wir
das Ergebnis rron Wnsrr,uNo ([24], S. 204)'

Im Fall P : 2 (und also t, > 3) geht man noch weit'er' Unter Be-

trachtung d.er Kongrue\zen

I : ! 5, 2h-L - l: + 5Y (mod 2å)

erkennt man das Bestehen der Beziehung x*(2u-t - l) : Xo(l), $'enn

yo primitiv (mod. 2r) ist. Da ausserdem Xo(2o - l) : - p(l') isl, gilt fiir
die Summen in (7.5)

2h zh-! Zh-2

I f- xr(t)t) : Z xr(t)(zh - 2t) : zh Zx,(t)tZr ,=r l-t

(vgl. [6], S. 79-80). Demnach ist

-ro-'K(2o):zfff Zxt"(l)
2 \h t:r

mit f :l*(q'-V)12:L- 2o-', was das bekannte Resultat von

Wpspn ist (1231, S. 800-801).

24. TJm L*(pha) zu untersuchen, gehen wir von dem Ausdruck von

T*(pha) aus. Wir nehmen fortwährend ph > 3 an, setzen

exp (zill!v@o)) ftlr P: 2

4. 1))

T]* G,",n (rl(n) , zu) @ e Y) )

wobei d.ie Bezeichnung G- durch G,",7 ersetzt u.orden ist und zk alle

von o herriihrenden Bezeichnungen repräsentiert. Ausserdem bedeutet,

w hier eine Folge von c»(fa) Zahlen, die gleich l oder 0 sind und die werte
der Exponenten k(h) und k im Produkt .I/. bestimmen. wir verabreden,

dass das erste Glied .vort w die von A(ä) angenommenen Werte bestimmt;
diese sind also

Xn:

und schreiben kurz (t91.

(7.6) T *(pha)

(7.7)

je nac

3

I 
1, 3,

t o, I,

hd.em

.,*q(po) 1 oder L,2, .. .,*q(po) I fiir p- 2,

ob a- (1,...) oder w- (0,...) ist,.
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Durch jede Exponentenfolge k(h),k in ff- wird ein Charakter f,
(mod pha) bestimmt derart, dass

(7.s) G*,h(Xl@) ,Zu) : (- zfa,1-t'f x(tltt:t
gilt (vgl. (3.1) und (2.5)).

Es sei jetzt, gth-r )- 3. Dann bestehen die vorigen Aussagen auch in
dem Fall, dass å durch h - L ersetzt ist.

Nimmt k(h) in (7.S) irgendeinen durch p teilbaren Wert an, so ergibt
sich mit festgewähltem k

(7.9) G.,^(Xj@) ,Zu) : (- zyfa1-r'f, x,Q)t ,
t:1

wobei 1' derjenige Charakter (mod ph-La) ist, den die Exponentenfolge
k(h)lp, k bestimmt. Denkt man in (7.8) h durch h - L ersetzt, bekommt
man folglich

(7.10) G*,*-r(Xf;9r') ,Zk): (- 2ou-,oy!'l"x,QN
t:l

mit k(h - t): k(h)lp .

Nach Hilfssatz I sind die rechten Seiten von (7.9) und. (7.I0) gleich.
Wir haben also das Ergebnis

(7.11) G*,h(XI(h) ,Zu) : G*,u_r(XllT\ ,Z*) , k(h) : pk(h - r) .

Man hat nun zu beachten, dass fr(ft, - 1) alle seine Werte annimmt, $.enn
k(h) alle seine durch -2r teilbaren Werte durchläuft. Nach (7.II) ist somit
das Produkt aller solchen Faktoren in ffu, urorin k(ä) durch p teilbar
ist, gleich T*(p^-to). Daraus folgt die gesuchte tr'ormel

(7.L2) L*(poa): Tl; G.,h (Xl(h) , Z\ ,

wobei der Strich bedeutet, dass von If- alle durch p teilbaren \\rerte
von k(h) auszuschliessen sind.

Zuletzt wollen wir einen Hilfssatz heranziehen, der. sich aus (7.II)
durch fnduktion ergibt, wenn m&n darin zuerst

Xf;tr'l - X{-@-t1 : Xl{h1l)

setzt.

I{ilfssatz 6. Ist g < h und, ps > 3, so gi,lt

G*,^(xI@ ,Z*): G.,r(XIk) ,7k) ,

wobei k(S) einen belieb,i,gen i,m Ausd,ruclc

T *(pra) - TJ- G*,r (Xk(el , zru)

q,uftretenden W ert lt at.
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FAKTORS DER KLASSENZAHL

§ 8. Uber ilie Teilbarkeit von Hr(Po*) tlurch p

25. Auf der Grundlage der vorigen Ausfiihrungen wollen wir einige

Bemerkungen iiber die Teilbarkeit des Faktors Hr(pom) durch p machen.

Ilier bedeutet 1t, wie in § 7, eine nicht in m, steckende Primzahl mit
p^ >- 3.

Betrachten wir die Formel (7.2), wobei K(trri) sowie sämtliche L.(pua)

gauze zahlen sind., so erkennen wir, dass in Hr(phm) alle Primteiler von

Hr(po-'*) (po-' > e) enthalten sind. In gewissen X'ällen enthält aber

Hr(r?fnt) bei wachsendem ä den Primteiler p zur wachsenden Potenz,

*i" d"" folgende, die n'aktoren T,(ltha) von Hr(pthm) (s. (Z.t)) betreffende

Satz herausstellt.
Zur bequemeren Formulierung des satzes schreiben wir den ausdruck

(7.6) von T*(poa) in der Form

T *(pocr) - T]
k(h)

C u,,n(Xf;(n)) ,

aus (7.7) hervorgehenden Zdnlen durchläuft und

o*,n(xf;{nt) - II G*,n(xf;{h) , zu)

Bezeichnungen s. Nr. 24). Es sei bemerkt,, dass die ZahL

v(po)-ten hzw. *v(po)-ten Kreiskörper gehört, i. nachdem

p:2 ist.
jetzt den Satz aussprechen:

(8. 1)

wobei k(lt) die

(8.2)

gesetzt, ist (fiir
C *,r(XI(o)) zum

\tr'ir köuuen

ten Krei,skörper. Sind, uon den

C,o,r (X!ttl;

m'i,t le - (1, , . .) z durch P

und p ein Pri,midealteiler uon p 'im (p - t)'
Zahlen

(k(1) - 1, 3,

tei,lbor, so gi,lt

,p-2)
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2) E s se,i

26. Wir

Aus den

beweisen zuerst, den ersten Teil des Satzes und nehmen also

Voraussetzungen folgt nach (8.1) zanachst

T.(pa): 0 (mod p') .

Da bekanntlich p in p genau zur ersten Potenz aufgeht, ergibt sich hieraus
die Behauptung im X'all h: L.

Es geniigt jetzt, za zeigen, dass fiir h > Z die ganzrationale Zahl

L*(poa) - T*(poa)lr*(ph-te) __ IJ c*,n (xf;{nt1
, + /r(h)

(8.3)

(s. (7.12)) durch p' teilbw ist. Dazu setzt man

@r : exp Qni,lph) (h > t)
und betrachtet die Ideale p und G : (F, | - @o_r) des Körpers Ä:(-yr,
@u_r,). Bekanntlich ist o ein Primidealteiler von p , und seine q(på-t)-te
Potenz ist gleich p.

Nach Hilfssatz 6 gilt fiir h > 2

c.,u(x\o) : C*,r(x\Gr) (r(r) : t, B, . . . ,p - 2) ,

sodass jetzt C*,o(Xå(t)) fiir a W'erte von /c(I) durch p teilbar ist. Fiir
diese Werte von fu(l) besteht dann wegen @n_r- I (modo) die Kon-
gruenz

(s.4) C_,h(XI(I) @i_r) - 0 (mod o)

mit beliebigem ga,nzem n.
Man hat nun zu beachten, dass

Xlo O_t: Xfl mir -t/ : ph-t r(t) + (p - t) n

ist. Gibt man hier fiir k(I) seine Werte I, 3, . . ., p - 2 und fiir. rr alle
durch p unteilbaren Werte der n'olge l, . , ph-r - l, so l:ekommt
man l@@r) - E@'-')) Zdnlen Xfl, wobei die Werte von J ungerade,
durch p unteilbar und paarweise inkongruent, (mod q(på)) sind. Beim
Vergleich dieser Werte von ,ly' mit den Werten vor- k(h) in (8.3) (s. (Z.Z))
ersieht man, dass das iiber alle diese /y' erstreckte produkt der Zahlen
C.,o(X{) gleich L*(pha) ist.

Wie aus (8.4) hervorgeht, gibt es unter den Zahlen C_,'(Iil') zq(po-r)
solche, die durch o teilbar sind. Demnach ist L.(pra) durch die zg,(7th-r)-te
Potenz von o, also durch p, teilbar, und dies beweist unsere Behauptung.
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27. Der zweite Teil von satz 6 wird bewiesen, indem man zeigt, dass

unter der Annahme

(8.5) T-(4a,): 0 (mod 2')

die Zahl L.(2ha) (h >:3) gerade ist.
Nach (8.1) folgt aus (8.5), dass T*(4a) : C.,z$) mit w : (L, ' ' ')

sein muss (vgl. Anm. l). Unter Berticksichtigung der Beziehung C.,t(I) :
C-,r(L), die sich aus Hilfssatz 6 etgibt, kann man somit aus (8'5)die Kon-
grldenz

C,,oG): 0 (mod 2)

folgern.
Es gilt nun im zh-2-ten Kreiskörper k(Xn), worin b : (l - Xn)

der Primidealteiler von 2 ist, die Beziehung

C*,o(Xo) : C.,1,(l): 0 (mod b) .

Daher enthält L.(Zha), das von der Form (8.3) mit ? - 2 ist, den Teiler

b und ist also gerade.

§ 9. Sätze iiber ilie Teilbarkeit von Tr(phqu1. Folgerungen

28. Ds seien p und g verschiedene Primzahlen, p 2 2 und (l> 2,

und. sei a : p^go mit ph ) 3 und lc > I' Im folgenden beschäft'igen

wir uns mit dem Faktor

Tr(poqr) : T*o)(PoQr) (zrr(t) : (1, 0))

von T(phqk) (s. Nr. t5), und zwar betrachten wir seine Teilbarkeit nament-

lich durch p.
Hierbei ist sogleich zu bemerken, dass unter der Annahme prqn I m

die zahl Hr(m) sämtliche Primteiler von Tr(phqfr) enthält, möglicherweise

einen Primteiler 2 a,usgenommen. In der Tat, u'enn zuerst' ph'lnx, qil llrn
gilt, so ergibt (6.1) unter Beachtung der Resultate yon § 6 die Beziehung

Hr(*) : $Tr1yf'qk')Nr, wobei .Itr1 eine ganzrationale Zahl ist' Hier ist

*"it", Tr,(po'qr') : Tt@oqh)N, mit ganzrationalem Nr' wie die Aus-

fiihrungen von §7 zeigen.
Es gilt also der

Sata 7, Ist Tthqk I m, so besteht d'i,e Kongruenz

2Hr(rt) :0 (modTr(phqh)) .

I]nser Hauptziel ist der Nachweis der untenstehenden drei sätze.

Dabei bedeuten p und q, wie durchweg in den folgenden Betrachtungen,
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ungerade Primzahlen. (Ausserdem bedeutet die Bezeichnung [.r] wie
iiblich die grösste ganze Zahl ! r.)

Zterst haben wir als eine Anwendung von Satz 6 den

§atz 8. Es gi,lt

a) Tr(p^q):0 (mod pwc-t)t21, we?Lnq: I (modp) (h >t) ,

b) Tr(poq): 0 (modph(P-7)t2), wenn!l: I (modpr) (h > t) ,

c) Tr(2oq): 0 (mod 2h), wenn q : I (mod 8) (h > 2) .

Erfiillt 4 grössere Forderungen als im vorigen Satz, so enthält ?r(o)
den Teiler p bzw.2 zur wesentlich höheren Potenz:

Satz 9. a) Ist h> l, b > 0 und, q:l (modpr+ö), so gilt

Tr(p^q):0 (modp*1 mit M : *(po + p'-') - r(h,b) ,

wobei, r(h,o) <tå(å+3)l und, r(h,b) <tå(I +hp-u)) far b>r ist.
b) Ist h>2, b>0, h+b>3 und, q: t (mod2h+D), so gitt

Tr(zuq):0 (mod2M) mi,t M : 2h *b. 2n-z - h - t.

Die Sätze 8 und g besagen nichts von den beiden Fällen

a:3q lr,it q: I (mod 3), q * I (mod 9) ;

a : 4q mit q: 1 (mod 4), q +t (modS) .

Im folgenden Satz, der von etwas anderem Typ ist, sind auch diese Fälle
enthalten.

Satz 10. Es gi.lt fur lc >- t
a) Tr(3qh):0 (mod q(q*)16), wennq: t (mod 3) ,
q Tr$qh):0 (mod, V@k)14), wennq: r (moda) .

Wir haben als Beispiele zu den vorigen Sätzen einige \{erte von ?r(a) berechnet,
Es sei in diesem Zusammenhang erwähnt, dass die lVerto von Hr(m) fnr aIle lr < 100
bekannt sind ([5], [6]).

Folgende Wert'e schliessen sich zunächst an Satz 9 an (vgl. auch Sätze 8 r.rncl l0):

T1$ .lt) : 5, 4(3. 19) : 3r, 211(32. 19) : 36. 19 . r09,
11(22. 17) : 23, Tr(21. I7) : 28. 32, 11J24' 17) : 2r2. 32. 13. 17. 11.

Als Beispiele zu Satz 10 mögen noch

?1(3' 13) : 2, 4(3'31) : 5. 151, llr(3.72) : 7.29. 6i3,
Tr(4.13) :3, T1(4. 52): 5. 11, rr@.29) : 26.3.7

dienen.
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29. Mittels der vorigen sätze lässt sich das folgende Problem auf ver-

schiedene weise lösen: x'iir eine gegebene ganze zahl zr, ist ein solcher

Kreiskörper zu find.en, dessen elster X'aktor der Klassenzahl durch n teilbat
ist.

Es sei etwa n:2sp1r...p8,,, wobei gr,...tPt Pa&twaise verschie-

d.ene ungerade Primzahlen sind und g>0, gilO (i:1,...,r) gilt'
Sind nun Q, Qt, . . . ,4. weitere paarweise verschiedene ungerade Prim-

zahlen (q *pi,qt *Pi fiili,i:L,...,r) und enthält m den Teiler

(9.1) 2o p!, . . .P!'qqr.. . .q.,

mit h>2, lrizl (j:1,...,r), so gilt

Hr(*) : lT r(2hq) rr@hqr) . . . T r(P!"q,)N

(s. § 6), wobei -try' eine ganzrationale zahl ist. Nach satz 8 oder satz 9 folgt
daraus Hr(m) :0 (mod z), wenn nur die Exponent'en h,hu, ' ' ' ,h,
geniigend gross sind und q, 4t, . . ., q' gewisse Kongruenzen von der X'orm

erfilllen.
Unter Zuhilfenahme von

nx finden, z.B.

(9.2)

mit
g: I (mod g' 2s+'), qi:-r (mod6pfi) (i : r,.'.,r).

- Offenbar geniigt es auch, d.as Produkt qch - . . q" in (9.1) und (9'2) durch

eine einzige Primzahl q zu etsetzen, die daun die Kongruenzen

q: I (mod 2'P'r'...1t','1 ltztt', q: L (modl2n)

erfiillen muss.

§ 10. Hilfsbetrachtungen

30. Bei der Behandlung von Tr(a) mit a : p'qr oder 2hqh werden

wir dieselben Bezeichnungen'r.ie im ersten Kapitel, besonders in § 5, be-

nutzen; d.abei muss man nur pft durch på u,d p!' durch qb ercet'zt'

denken. Demgemäss bedeutet r, bztt. r, eine primitive wurzel (modpr)

bzw. (mod g&), und weiter ist

Z 
- 

,2nils , ZL : n2ill2t , Zr: ,2il12u .

Satz 10 lassen sich viele rneitere Lösungen fiir
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Ausserdem brauchen wir u.a. die in Nr. 6 definierten Zahlen R(i, j) : R"(i, j)
mit a: poq* und -E(0, i,,i): R"(0,i,,i) mit a:2hqk, sowie die Zahlen
P(i,, j), die durch (5.4) fiir a: prqo und durch (5.11)fiir a:2^qo gegeben
sind.

3f. Wir sprechen zunächst einige Hilfssätze aus.

Hilfssatz 7. Ist a: Tthqh und, q: | (modph), so gilt
2u-l

lR(i,i):ua (i,:0,...,r- l) .
j:o

Bewe'is. Bedeutet Ri,,i,:0,..., t -1, d.en kleinsten positiven Rest
von r\ (modpi), so besteht die Kongruenz

R(i, j): A; (modpi) .

Unter Beriicksichtigung der Annahme q : | (mod.ph) erkennt man jetzt,
dass Ä(d,y) bei j: 0,..., 2u - | diejenigen Werte durchläuft, die man
bekommt, indem man von den Zahlen

RtlNph (N:0,...,qk-l)
die Zahlen

q(&*nph) (n:0,...,qh-r - l)

ausschliesst (vgl. den Beweis von Hilfssatz 5). Demnach lässt, sich die
betreffende Summe leicht berechnen.

Auf dieselbe Weise beweist man den

Hilfssatz 7'. Ist a : 2hqk unil, q : L (mod 2å), so gi,lt

2u-l

I a(0, i,i): ua (i: 0,...,8 - I).
j:0

In den folgenden Hilfssätzen ist speziell k : I gesetzt.

Hilfssatz 8. Ist a: phq und, entwed,er

(r)

oder

(r)
§o gi,lt

ll- I (modpo), 1{c<t- 1,

t-l u-2

f Z PO,, i)rr("-l)' -- o (mod p) .

i:0 J:0
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Beweis. Nach der Definition (5.4) von P(i,,i) giltfiir'i : O, . . -, t - L

u_Z 2u_l

a Z P(i,,i):u(R(d,u-r) + R(i,,zu- r)) - ä R(i,,i).
j=o i:o

Aus

R(i,,u- I) + R(i,,Zu- 1) : l'^",'^:U:' '

[ 0 (mod q)

folgt wegen q: t (modpr), dass hierbei

(10. 1) R(i,'tt - 1) + R(i,, 2u - 1) : Zr\q I n;a

mit ganzem n; gilt. unter Beachtung von Hilfssatz 7 bekommen rr.ir also

o"t' ,6,i'1 : Zur\q * (nt - r)ua .

j:0

Das erhaltene Ergebnis liefert ferner die Kongruenz

t-l u-2 t-L

(I',)

oder

(II')

§o gilt

I I P(i,ilrf"-\': ((q - t)lpu) .Z r'r"' (modp) ,
;lo j-:o i:o

da u : ä(q - I) durch p teilbar ist. Unter den Voraussetzungen (I)

ist hier (q - t)lpo durch p teilbar und die behauptete Kongruenz somit
richtig. Unter den Voraussetzungen (II) gilt zuerst r?" - L + 0 (mod på),

andererseits aber

(r?" - t) int' : r1"' - L: o (mod pfr) ,

sodass

E ri"': o (moap)

ist. Damit ist der Beu'eis beendet.

Hilissatz 8'. Ist a : 2hq und, entueiler

h-2 und q-1(mod8)

h 
=3 

und {t- 1(mod2h) ,

s- 1 u-2

I ZP$,,i) -o (mod2).
i-0 i:0
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Beweis. Auf ähnliche Schlussweise wie im vorigen Beweis gewinnt
man die Kongruenz

s-l u-2 s- 1

I I p(i, j) - ((q - \lzr) Z 5, (mod.2) .
i:0 j:0 ri:0

Hierbei ist auf der rechten Seite entweder der Quotient oder die Summe - 0
(mod 2), je nachdem ob die Voraussetzungen (I') oder (II') bestehen.

§ 11. Beweis iler Sätze 8 unal I

32. Wie aus (5.f) hervorgeht, besitzt Tr(p'q) den Ausdruck

(rr.r) r,(poq): T'f i=i G,(21"-, , zZo) ,

wobei nach (5.3)

Gr(zl" -r, ztro) :' i "i r rr, j) zf" -t); 23ai
,:0 j:0

ist.
Wir rryählen fiir das folgende eine primitive (p - I)-te Einheitsu'urzel

r?, und eine primitive pth-r-te Einheitswurzel B, derart, dass Zr: 0t8z
gilt.

Essei jetzt q:l (modph)mit h>1. Wirsetzen f :(q-l)lpo,
sodass / eine gerade ganze Zahl ist und

Z{: exp(znillth)

gilt. Darur enthält p im Körper k(Or,Zfr1 den Primidealteiler

(11.2) 0: (p,8, - 11, | - Z{)

genau zur 2t-terr Potenz.
I{ach Hilfssatz 8 gilt

t-l u-2
(11.3) z I P(i,,j1rf"-t)':0 (modo2') (c:r....,r- r).

,:0 j:0

Weiter hestehen fiir u:0,.,.,h - I die Kongruenzerl

(11.4) 6n" : rl' ,0i' : I , Z{0": I (mod oP') .

Daher genägen diejenigen Faktoren Gt(21"-L,ZZd) rron Tr(p^q), r,r-oriu
l{c{t-l und 2d:fS mit L{g{ph-L ist, der Kongruenz

(11.5) Gr(Z?"-', Z{u) :0 (mod or') (0 { o < h - t) .

falls 2c - I und g durch p' teilbar sind.



Teuro MnrsÄx-r:rr,Ä, tiber den ersten Faktor der I(lassenzahl des Iireiskörpers 43

Es bedeute rn)rl n1,o bzw. nu(a :0,. . . ,h - f) die Anzahl der obigen

Werte vor. 2c - I bzw. g, die durch p' teilbar sind. Dann gilt offenbar

(11.6) Tr(puq): O (mod oK)

mit

K : ?nono +ot'r*,n,1p' - p'-') .

Beachtet man, dass

nh:t - l, m,: i(p - L)'pn-'-r (a: T,...,h - I),
no : ph-" - | (a : 0,.,.,h - L)

ist,, so bekommt man fiir K den Ausdruck

K : (t - r)(p' - l) + tp-'(po - hp + h - r).

Aus (11.6) lässt sich ferner

(11.7) Tr(p^q): o (modPM)

schliessen, wobei M die kleinste ganze zahl > Kl2t ist. Es ergibt sich

durch eine einfache Ausrechnung

M : *(p^ + po-') -,
mit

, : ll,(h+ 1) - *p-r(h- I) + it*'(po - 1)l < tä(ä + 3)1,

und somit ist der erste Teil von Satz 9 im Fall b : 0 bewiesen.

33. Zweitens sei q:1 (modrt'+u; mit h>l und b ) 1' Setzt'man
jelzt f : @ - l)lpo*u, so kann man die obige Schlussfolgerung wieder-

holen.
Im vorliegende, Fall enthält p das Ideal (11'2) gena't zut 2tpb-t'en

Potenz. Ausserd.em gilt (I1.3) auch fiir c : f , u,ie aus Hilfssatz 8 hervorgeht.

Definiert, maYr m,t und rz,' entsprechend u'ie vorhin, so hat man nun-

mehr

m,:*(p-r),ph-'-r t nt:Oh:b-t -1 (u:0,...,h - 1).

Man erhält also die Kongruenz (11.6) mit

I{ : t(ph+o - 1) + tp*r (pn+t - pu*' - hp * p + h - l)

und daraus weiter die Kongruenz (11.7) mit

M:12(p^ + po-r) - tå + ltp-u-r(hp - ä + 1)1 .

Daduroh rvird der Beweis des ersten Teiles von Satz 9 vollendet.
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34. Wir setzen nun in den Ausfiihrungen von Nr. 32 und Nr. 33 ins-
besondere h: I ein.

Unter der Annahme q= f (mod1o) sind nach (11.5) gewisse X'aktoren
Gr(21"-',2f,d) von Tr(pq) durch o teilbar, und zwar diejenigen, worin
l<c<l-l und Zd:fg mit l{g{p-l ist.Demnacherhält
m&n

u_1

fr Gr(27'-', Ztru) :0 (mod sr-l) (c: L.. . . ,t - t) .

d:7

Hierbei ist weiter oP-r: (p,flr- rr) ein Primidealteiler von p im
fuo - I)-ten Kreiskörper /c(8r). Man erkennt also, dass die Voraussetzungen
des ersten Teiles von Satz 6 mit z - t - I erftllt sind, sodass nach diesem
Satz

Tr(puq): 0 (mod ph(t-t)) (h > l)
gilt. Damit haben wir die Behauptung a) von Satz 8 bewiesen.

Es sei q: I (mod?å+ä) mit h: b : L. Dann bekommt man ent-
sprechend wie oben das Resultat

u_l

T Gr(z?"-', zZo) :o (mod or'-r; (c : r,. . .,t),
d:t

wobei o ein Ideal mit der Eigenschaft s@-r)n : (p,8r - rr) ist. Hiernach
sind die Voraussetzungen des ersten Teiles von Satz 6 rnit, z : t erfiillt,,
und die Behauptung b) von Satz 8 ist also richtig.

35. Wir wenden uns dem Fall a - 2^q. at Jetzt ist nach (5.9) und (5.10)

7,,(2^q): fi i=r' er(Z", Zzd)
c:0 d:l

mit

GL(z", zZ\: i 5r,i,ilzt zldi .

i:0 j:0

Um den zweiten Teil von Satz 9 zu beweisen, nehmen rvir q : 1 (mod 2r+e;
mit h>2,b 20 und h+b>3 an.

Es bedeute jetzt f die gerade gauae Zahl (q - l)f 2n+t-t. Dann gilt

Zf, : exp(2nif za+t-t, ,

und das Ideal

b:(1 -z{)
ist ein Primteiler von 2 im 2h+b-l-ten Kreiskörper; bekanntlich ist die
zh+b-z-te Poterrz von b gleich 2.



I a:0,...,b, wer.r;rzlg ,

{

l, : b+ I,. . .,h, + b - 2, wenn2'-b-r lc,2' lg .

Von den hier auftretend.en Werten Yon c sind nun Po: fh-'-2 durch

2' teilbar (u:0,...,h - 2), und die entsprechende Anzahl bei g ist
no:2h+b-o-r - I (u:0,...,h +b - 2). Es ergibt sich demgemäss

?r(2^q): 0 (mod bK)
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Aus Hilfssatz 8' folgt die Kongruenz

s-l u-2

I t P$, j): o (mod. b'o*u-') .

Beachtet man dazu,'il*. 
'

Z : | (mod bz6+r; ,

Zzo : I (modbzr+D+1) (t:1,...,h _ B) ,

Ztr'f :l (modb2') (a : 0,...,h +b - 2)

gilt, so kann man von den Faktoren G{Z",Z|\ (c:0,...,§-Ii
g : l, . . . ,2^*u-' - l) von Tr(z^q) folgendes aussagen: es ist

Gt(Z", Z[\: 0 (mod b2')

lur

mit
b h+b-2

K : mono + ,4 
m,on,' 2o-r l,är*,-o-ttu,' 2u-r

_ 22hyb_2 * b. 2zn+t-n _ (h * 112,,+a-, .

Dies bedeutet weiter, dass Tr(Znq) durch die behauptete Potenz von 2

teilbar ist.
Im Spezialfall h -- 2, b : I lautet das erhaltene Ergebnis

Tr$q): 0 (mod 22) fnr q : I (mod 8) .

Nach.Satz 6 folgt daraus die Behauptung c) r'on Satz 8.

§ 12. Beweis von §atz 10

36. Fiir den Beweis von Satz 10 nehmen rvir zuerst an, dass a: }qk

m;it q: r (mod 3) gilt.
Die Zahl ?r(a) ist als eine Determinante Dr(o) darstellbar, deren

Gestalt aus (5.8) und (5.6) hervorgeht. Im vorliegenden x'all sind wegen
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t : I die Elemente einer jeden Zeile von Dr(o) (von der Reihenfolge
abgesehen)

På0,..., Pti,..., Pt,._,, (j * n),

wobei n der Zeilenindex (l ! n 4u - I) ist. Nach (5.5) sind also die
Zeilensummen

u_l 2u_l
s,: .I pti: a-t {u(R(o,n) ! R(0,n I u)) - I a(0, j)}.j:o r--0

Analog zu (10.1) gewinnt man jetzt das Resultat

R(O,n) + A(0, n + u) : 2qk I Q,a

mit ganzem q". Wendet man iiberdies Hilfssatz 7 an, so ergibt sich

S" : 2ul\ * Q"u _ u - (3Q" _ t)C@r)16 .

Dies hat ferner die Beziehung

Dr(a):0 (mod q(sk)16)

zur X'olge, sodass die Behauptung o) von Satz 10 richtig ist.
Um die Richtigkeit der Behauptung b) einzusehen, geht man in der-

selben Weise vor. Ilnter der Annahme q,: 4qk lnrrit q : I (mod 4) rvird
die Determinante Dr(a) von ähnlicher Form wie vorhin sein, und ihre
Zeilensummen sind nach (5.12)

u-l 1u-1
§,: I Pti:a-L{u(R(O,0,n) * -E(0,0, n I u)) - I -810,0,i)}.

j=o jlo

Unter Anwendung von Hilfssatz 7' schliesst man daraus

S.: (2p" - r)E@n)la ,

wobei die gatze Zahl Qn die entsprechende Bedeutung hat, rvie oben.
Folglich gilt 

Dr@):o (mod E(qo)r4) ,

wie zu zeigen war.

Universität Turku
Turku, X'innland
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