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Einleitung

1. BEs sei k(¢) der Korper, kurz der m-te Kreiskorper genannt, der
durch Adjungieren einer primitiven m-ten Einheitswurzel { zum Korper
der rationalen Zahlen entsteht. Wir nehmen an, dass m(>1) entweder
ungerade oder durch 4 teilbar ist; bekanntlich bedeutet dies keine Be-
schrankung beim Betrachten aller Kreiskorper.

Die Klassenzahl H(m) von k(l) gestattet die Zerlegung

H(m) = Hy(m)Hy(m) ,

wobei die Faktoren der erste bzw. zweite Faktor der Klassenzahl genannt
sind. In der vorliegenden Arbeit betrachten wir den ersten Faktor H,(m),
und zwar seine verschiedene Darstellungen sowie einige seiner Teilbarkeits-
eigenschaften.

2. Bekanntlich ist 2H,(m) eine ganzrationale Zahl, und wenn m eine
Primzahlpotenz p" ist, so gilt dasselbe sogar fiir H,(p") (s. [13]). Der
explizite Ausdruck von H,(m), der schon von KUMMER hergeleitet wurde
([14], [16]; s. die Formel (1.2) unten), stellt aber diese Eigenschaft nicht
direkt heraus, und es ist erst Hasse [6] gelungen, im allgemeinen Fall die
Ganzzahligkeit von 2H;(m) von diesem Ausdruck ausgehend nachzu-
weisen (vgl. auch [16]). Wir werden im ersten Kapitel dieser Arbeit den
betreffenden Ausdruck derart umformen, dass sich eine solche Produkt-
darstellung fiir 2H,(m) ergibt, deren simtliche Faktoren Determinanten
mit ganzrationalen Elementen sind. Nebenbei erhalten wir fur Hy(m)
eine Darstellung, die sich als besonders geeignet fiir Teilbarkeitsbetrach-
tungen erweist. — Es sei erwihnt, dass frither »ganze» Determinanten-
darstellungen fiir H;(m) in den Spezialfillen m = p(>2) und m = P
(p = 2) hergeleitet worden sind ([1], [11], [17], [18]).

Wir behandeln auch kurz die Darstellung von H,(p"m) mittels H,(p*~'m),
wobei p eine nicht in m enthaltene Primzahl bedeutet. Aus unseren
Ergebnissen geht u.a. die bekannte Tatsache ([6], Satz 41) hervor, dass
unter der Annahme m;lm, der Quotient H,(m,)/H,(m;) ganz ist, mog-
licherweise mit Ausnahme der Fille, wo m,; eine Primzahlpotenz und m,
eine zusammengesetzte Zahl ist. (Doch setzen wir hier die von WEBER [23]
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und WESTLUND [24] bewiesene Ganzzahligkeit von H,(p")/H,(p*1) als
bekannt voraus.)

3. Im zweiten Kapitel betrachten wir die Teilbarkeit von H,(m) na-
mentlich durch die Primteiler von m. Von den bekannten Ergebnissen
dieser Art sei vor allem das KummERsche Kriterium fiir die Teilbarkeit
von H(p) durch p genannt. Ausserdem haben u.a. VANDIVER [22]
(s. auch [7]), FURTWANGLER [3], Porraczek [21] und Morisuima [19], [20]
die Teilbarkeit von H;(p) oder allgemeiner H,(p"*) durch p behandelt.

Durch Verallgemeinerung einer Methode von [21] kénnen wir zuerst
ein allgemeines Ergebnis (Satz 6) iiber die Teilbarkeit von H,(p"m) durch
p herleiten. Dann beschrinken wir uns auf den Fall, wo m die Primteiler
p und ¢ mit ¢ =1 (mod p) enthilt, und beweisen weitere Teilbarkeits-
sétze, die hauptsichlich auf einige Teilbarkeitseigenschaften gewisser ratio-
naler Summen (s. § 10) begriindet sind.

Unsere Ergebnisse gestatten es, m auf verschiedene Weise so zu wiihlen,
dass H(m) durch eine beliebig gegebene ganze Zahl n teilbar wird. Hin-
sichtlich ungerader » hat FrROHLICH [2] diese Frage ganz anders behandelt;
im Anschluss daran hat er gezeigt, dass unter den Voraussetzungen p > 2,
¢ =1 (mod p?) die Klassenzahl des pg-ten Kreiskérpers durch p teilbar
ist (vgl. unsere Sétze 8 und 9).

In diesem Zusammenhang seien noch die Untersuchungen von Gur [3]
und Kresotm [12] angefithrt. Nach Gur ist H;(4g) (¢ eine ungerade
Primzahl) dann und nur dann durch ¢ teilbar, wenn gewisse Bedingungen,
die Bernoullische und Eulersche Zahlen betreffen, erfiillt sind. Aus den
Betrachtungen KreBoTHSs folgt ein dhnliches Kriterium fiir die Teilbarkeit
von H;(3g) (in [12] allerdings H,(6g)) durch ¢. Unser Satz 10 zeigt, dass
sich hierbei die Situation vollig dndert, wenn ¢ durch ¢* mit k> 1
ersetzt wird: eine hinreichende Bedingung dafiir, dass H,(4¢*) bzw. H,(3¢*)
durch ¢ teilbar ist, lautet einfach ¢ = 1 (mod 4) bzw. (mod 3).



ERSTES KAPITEL. VERSCHIEDENE DARSTELLUNGEN DES ERSTEN
FAKTORS DER KLASSENZAHL

§ 1. Die Ausgangsformel

4. Wir betrachten ungerade Charaktere mit dem Erkldrungsmodul m
(fiir Charaktere s. z.B. [8], § 13). Fiir jeden Teiler & von m sei P, die
Menge aller ungeraden Charaktere y, die primitiv (mod k) sind, und sei
ferner

Fasst man hier alle solche Werte von k£ zusammen, die genau dieselben
verschiedenen Primteiler enthalten, so ergibt sich

(1.1) sz%
mit
Qa= UPk:
kla

wobei ¢ und k alle Teiler von m bzw. a durchlaufen, die die Bedin-
gungen

(@,mla) =1 bzw. o(k) = w(a)

erfiilllen. (Wie iiblich bedeutet w(n) die Anzahl der verschiedenen Prim-
teiler von =.)

Die durch (1.1) aufgestellte Dekomposition der Charaktere y € P in
Abteilungen @, hat folgende Eigenschaft, die spater fiir uns wichtig ist:
Zwei Charaktere y, und y, aus P gehoren zu derselben Abteilung Q.
dann und nur dann, wenn y;(I) und x,(I) genau fir dieselben Argument-
werte | verschwinden.

5. Der erste Faktor der Klassenzahl des m-ten Kreiskorpers lasst sich
in der Form

m

(1.2) Hy(m) = 2m)' =72 ¢(m) TT > (— 50

2€P =1
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darstellen, wobei ¢(m) die Eulersche Funktion bedeutet und e(m) gleich
1 fiir ungerades m und } fir gerades m ist ([16], [9], [4]). Eine zweite,
seltener angewandte Form dieses Ausdrucks lautet

k
(1.3) Hym) = 2me(m) TT TT (2)7 X} (— 2(0)
Elm z€P, =1
(vgl. [6], S. 11). Um die Ubereinstimmung dieser beiden Ausdriicke ein-
zusehen, muss man den folgenden leicht beweisbaren Hilfssatz benutzen
und tiberdies bemerken, dass die Anzahl der Charaktere y von P gleich
Lp(m) ist.

Hilfssatz 1. Ist yx ein von dem Haupicharakter verschiedener Charakter
(mod k) und gilt ky | k,, so ist

Fiir die folgenden Betrachtungen stellen wir H,(m) in einer neuen Ge-
stalt dar, und zwar beweisen wir den

Satz 1. Es gilt

(1.4) Hy(m) = 2"~ TT Hy(p" T T(a)
phim a

mit

(1.5) T =TT 207 3 (= 20))

wobeir p eine Primzahl bedeutet und das mit einem Strich bezeichnete Pro-
dukt dber alle Teiler a wvon m zu erstrecken ist, die den Bedingungen
(@,mja) =1 und w(a) > 1 geniigen. (Die Bezeichnung p"m bedeutet, dass
m durch p*, aber nicht durch p"+' teilbar ist.)

Beweis. Beachtet man, dass alle y € Q, Charaktere (mod a) sind, so
kann man offenbar H,(m) parallel zu (1.3) in der Form

a

H,y(m) = 2me(m) TT TT (2a) l?l (— 2D

—

a 2€Q, =

schreiben, wobei sich das dussere Produkt iiber alle Teiler ¢ von m mit
der Eigenschaft (a,m/a) =1 erstreckt. Wenn man die Bezeichnungen
von Satz 1 einfiihrt, erhélt man also

Hym) = 2me(m) TT T TT' Z(@) .

plim
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Speziell gilt
Hy(p*) = 2p*e(p")T(P") ,

und aus beiden letztgenannten Formeln folgt wirklich die behauptete
Beziehung (1.4).

§ 2. Umformung des Ausdrucks von T(a)

6. Die in (1.4) auftretenden Faktoren 7'(a) sollenim folgenden wieder-
um in Faktoren zerlegt werden. Zuerst werden wir aber die Ausdriicke
dieser 7'(a) in einer neuen Gestalt schreiben.

Wir nehmen an, dass der Wert von « in 7'(a) gleich

a=2"ph. . . ph

ist, wobei p,,...,p. verschiedene ungerade Primteiler von m sind und
ferner, wie aus der Bedingung (@, m/a) =1 hervorgeht, 2%m und
Piillm (j=1,...,¢) gilt. Um den allgemeinsten Fall zu behandeln,
miissen wir hier « als gerade und somit % =2 annehmen; wegen
w(a) > 1 muss dann auch ¢ =1 vorausgesetzt werden. — Es ist jedoch
zu bemerken, dass die folgenden Ausfithrungen mit leicht ersichtlichen
Verdnderungen auch fiir das ungerade a = pht...pk (mit ¢ = 2) gelten,
sodass keine besondere Behandlung in diesem Fall notig ist.

Zur Abkiirzung bezeichnen wir in diesem Kapitel allgemein mit x;
die Zahlenfolge z;, @,, ..., 2. Wir setzen weiter

Z = exp(2xi/s) ,
g =q(0y), & =1e Zi=expaily) (j=1,...,¢)

und bezeichnen mit #»; eine primitive Wurzel (mod p;.'i) G=1...,¢0).
s sei noch R.(7, 7, n.) die eindeutige natiirliche Zahl < a, die den Kon-

gruenzen
(2.1) R.(7i, n n):I (—=1)" 5" (mod 2*)
. T 0_17-]','1 (modp;'f) (J=1,...,0)

geniigt. Ist kein Missverstdndnis moglich, werden wir oft R(7, n, n.) statt
Ru(@, n, n.) schreiben.

Aus der Definition von R(7, n, n.) folgt leicht der folgende Hilfssatz,
der spdter hiufig angewandt wird.

Hilfssatz 2. Ist 7 — @' = 4+ 1 und n; — 7sz =4+s (j=1,...,¢),
so gilt die Beziehung

R@#@, n, n:) =a — R(a,n, n.) .



12 Ann. Acad. Sci. Fennice A.1I. 416

7. Die Charaktermenge ). besteht aus allen ungeraden Charakteren
(mod a), deren Fiithrer genau die Primteiler 2,p,,...,p. enthalten.
Fiir jedes y aus @. gilt mithin

0 fir (l,a) > 1,

2.2 ) = i
( ) X( ) { (_l)kn an Z’lcl”l R chnc fu[‘ (l, a) =1 )

wobei 1, n, n. durch die Kongruenzen
I =(—1)*5" (mod 2"), I=r}i(modpl) (j=1,...,¢)
bestimmt sind und £k, k, k. die Bedingungen
0<k=<1, 0=k=s—1; 1=Fk+Fk;
(2.3) 1<k<¢g—1 (j=1,...,0;
k~+k + ...+ k. ungerade
erfiillen. Man erhilt genau alle 7 von @, indem man £k, k, k. alle Werte

unter den Bedingungen (2.3) durchlaufen lésst.
Wir setzen nun identisch

1
Z - Z Ro(72, n, n)@™ o™ 21 . .. aje.

c

(24)  F(# 2, %)=

n=0 n=0n =0 n,=0

Angenommen, dass y zu Q. gehort, besteht dann die Beziehung

a

Bl = X U1 2k Zhn Lz
=1 ]

=1

(2.5) (La)=1
= F(—V)F, 2", 24, ..., Z%).
Daher gilt nach (1.5)
(2.6) T(a) =TT (—2a) 2 F((—1)}, 2", 2%, ..., Z¥)
E kK

c

wobei das Produkt iiber alle Werte von £, k, k. unter den Bedingungen
(2.3) zu erstrecken ist.

8. Es sei Y, die Menge aller Zahlenfolgen w = (d. d.), wobei die Zah-
len d,dy,...,d. gleich 0 oder 1 sind und ausserdem d - d; — ...+ d.
ungerade ist. Dann gilt der folgende

Satz 2. Die in Satz 1 genannten Faktoren T(a) von Hy(m) besitzen
(im Fall eines geraden a = 2"p'i. .. ple) die Zerlegung

(.7) T(a) =T [ Tula)

w€Y,
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mat

(2.8) Tu@) = TTw (—2a) 2 F(— 1), 2%, Zh, ..., Z¥),

wobei F  durch (2.4) definiert ist und das Produkt II,, sich iiber folgende,
durch w = (d, d.) bestimmte Werte von k, k, K. erstreckt:

‘70:1undk=0,1,...,s——1,wennd:l,

-: — 2___ —1 == N

2.9) k=0 und k=1, 2, , S ,werfnd 0;
ki=1,3, ,pp— Lwenn d;j =1 (j=1,...,¢),
k= 2,4, ,p— 2, wenn i =10 (j=1,...,¢)

Beweis. Wir vergleichen die in (2.6) und (2.8) auftretenden Faktoren
F’ = (—2a)'F miteinander. Man sieht, dass bei II,, jede Kombination
der Werte von £, k, k. die Bedingungen (2.3) erfiillt, sodass die Faktoren
F’ von T,(a) auch Faktoren von 7T'(a) sind. Umgekehrt tritt jeder Faktor
F’ von T(a) in genau einem 7T.(a) auf; um dieses T.(a) zu finden, muss
man w = (d, d,) so wihlen, dass

I 1 fiir ungerades k;,

d=1Fk dj=
l 0 fiir gerades k;

gilt. Somit ist der Satz bewiesen.

Anmerkung 1. Im Fall 22a ist T.(a) fir alle w = (0,d.) wegen
s =1 ein leeres Produkt (vgl. (2.9)) und muss gleich 1 gesetzt werden.
Dasselbe gilt im Fall 3|a, also wenn etwa pj = 3 ist, fiir alle T(a) mit
w=(d,0,dy,...,d).

Anmerkung 2. Hat « den ungeraden Wert pli...pl, so miissen

vorhin nur die von dem Faktor 2 herrithrenden Bezeichnungen {iberall
weggelassen werden. Somit setzt man z.B.

(2.4') F(x) = > ...> Rin)ap ...

und versteht unter Y. die Menge sidmtlicher aus Nullen und Einsen
gebildeten Folgen w = (d.) mit ungeradem d; 4 ... 4 d.. Dann besteht
die Aussage (2.7) von Satz 2 mit

(2.8) Tu(@) =T |w (—2a) 2 F(Zy, ..., Zk),

wobei das Produkt iiber die aus (2.9) hervorgehenden Werte von k. zu
erstrecken ist.
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§ 3. Ganzrationalitit von T, (a)

9. Wir beweisen den folgenden

Satz 3. Die durch (2.8) (und (2.8")) definierten Zahlen T.(a) sind
rational und ganz.

Um die Rationalitit von 7T,(a) einzusehen, muss man nur folgendes
bemerken. Jede der Zahlen k; im Produkt I7,, durchliuft entweder die

Werte 1,3,...,¢9 — 1 oder die Werte 2, 4, ..., @i — 2. Im ersteren
Fall durchlauft Z;.‘j die Wurzeln der Gleichung
294+ 1=0,

im letzteren Fall die Wurzeln der Gleichung

i a2t 1 =0.
Das Entsprechende gilt fiir &4 und Z* nimmt %k in I7, die Werte
0,1,...,s—1 an, so durchlduft Z* die Wurzeln der Gleichung
»*—1=0,

und beim Weglassen des Wertes 0 fiir & wird diese Gleichung durch
a2 4 .. +a+1=0

ersetzt. Weil alle hier genannten Gleichungen rationale Koeffizienten haben,
ist das betreffende Produkt I7, rational.

Wir bezeichnen fiir das folgende mit 1 bzw. %4 (j=1,...,¢) die
Anzahl der Werte, die & bzw. k; in (2.8) durchlaufen. Dass die Zahlen
T.(a) ganz sind, ergibt sich nun aus

Hilfssatz 3. Iir jedes F aus (2.8) gilt

(3.1) F((— V), 2, Zh, ..., 25 = — 206G (28, 2%, . . ., ZK)
mat

—1i-1 ;,c_l
(3.2) (5 Xe) Z Z ' P(n, no)a” afi ... ale,

wobei die Koeffizienten P(n,n.) ganze rationale Zahlen sind. (Das Eni-
sprechende gilt auch fir die F aus (2.8').)

Satz 3 ist somit bewiesen, falls Hilfssatz 3 richtig ist.
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10. Zum Beweis von Hilfssatz 3 konnen wir ohne Beschrankung anneh-
men, dass w in (2.8) die Form (d,1,...,1, 0,...,0) hat, also etwa

(1 firj=1,...,0,
—10ﬁﬂj=b+lwnm

i

mit 0 < b < ¢ gilt. Somit hat man zwei Fille, der eine mit d =1 und
der andere mit d = 0 , die jedoch gleichzeitig behandelt werden konnen.
(Was den Fall des ungeraden « angeht, wobei kein d existiert, so ist er
genau dem Fall d = 0 analog.)

Aus der Definition von w folgt, dass die Zahl b gerade im Fall d =1

und ungerade im Fall d = 0 ist. Ausserdem ist nach (2.9)
s;fir j=1,...,b,

(3.3) b= { P
ss—1furj=0b+1,...,¢c,

I s, wenn d =1,
(3.4) i =
13— 1, wenn d=0.

Wir betrachten ein beliebiges in (2.8) auftretendes

F=F(—1, 2", Zi, ..., 2k

und setzen darin zur Abkiirzung

g= (=1, a=2", =2 (j=1,...,0.
Wie man aus dem vorigen Rationalititsbeweis von T.(a) sieht, gilt dann
(3.5) aj=—1 furj=1,...,0,
(3.6) it=—l—ay— . —apTt fiir j=b+1,...,0,
(3.7) =1, wenn d =1,
(3.8) rl=—1—2z—...—22, wenn d =0.

Der Ausdruck von F ist der Form nach eine Summe, wie aus (2.4)
hervorgeht. Wendet man darauf die Beziehungen (3.5), (3.6) und (3.8)
an sowie summiert man iiber #, so ergibt sich

i=12,-1
(3.9) F=> >...
n=0 n1=0
(vgl. (3.3) und (3.4)) mit ganzen rationalen Koeffizienten S(n, n;) . Daraus
erkennt man die Richtigkeit von Hilfssatz 3, indem man zeigt, dass die

Zahlen S(n,n.) durch 2a teilbar sind. Um dies wiederum zeigen zu kon-
nen, muss man das genannte Verfahren im einzelnen diskutieren.

7
c

-1
S(n, n)a" 2. .. aje
=0

c
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11. Wir gehen also von der Formel (2.4) aus. Unter Anwendung von
(3.5) sowie der Beziehung afi=1 fir j=05b 41, , ¢ gelangen wir
zuerst zum Ausdruck

1 s—1 31':1 se—1
=3 2D QM n, n)E A" ale

n=0 n=0 n = n.=0
mit
(3.10) Q@ ,n ,n) Z[iRn n, t)],
wobei iiber # = n;,n; +s; fiir jedes j=1,...,¢ zu summieren ist.
Ausserdem ist bei jedem Summanden das Plus- oder Minuszeichen zu wih-
len, je nachdem ob darin eine gerade oder ungerade Anzahl von ooy ly

den grosseren Wert hat. Wird nun in F die Summierung tiber # durch-
gefiihrt, so ergibt sich

(3.11) F = LY @ (n, )t L
wobei wegen T = (—1)’;

1
Q-(’I’L s ) = _Z [+ R(ﬁ' 1y b))
gilt. Hierin sind die Vorzeichen im Fall d(= &) = 0 ebenso wie in (3.10)
bestimmt, wéhrend im Fall d = 1 genau diejenigen R(i7, n , t.) mit dem
Pluszeichen zu versehen sind, in denen eine gerade Anzahl von 7,4, ,.. .,
den grosseren Wert hat.
Die Glieder der vorigen Summe lassen sich so in Paare

(3.12) +R@,n,t), £ R@,n,t)

zusammenfassen, dass jedesmal # 7' und ¢ +t (J=1,...,¢) gilt.
Beachtet man, dass b im Fall d = 0 ungerade und im Fall d = 1 gerade
ist, so ersieht man aus den oben dargelegten V orzeichenregeln, dass das
eine Glied in (3.12) niemals dasselbe Vorzeichen besitzt wie das andere.
Mithin kénnen wir annehmen, dass in (3.12) links das obere und rechts
das untere Zeichen gilt.

Nach Hilfssatz 2 ist nun R(@' ,n,t) =a — R, n, t.). Durch
Addieren der Zahlen in jedem Paar (3.12) kommt man demnach zum
Ergebnis

(3.13) Qn,n)= Y [2R@,n,t)—a],

rt,
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wobei die Summation sich iiber #=0,1 und ¢ =mn;,n+ s (j=
1,...,c) erstreckt derart, dass die folgende Zusatzbedingung erfiillt ist:
im Fall d =0 hat eine gerade Anzahl von ¢, ,...,t gleichzeitig den
grosseren Wert, wihrend im Fall d = 1 dasselbe fiir 7 ,¢,,...,4 gilt.

Anmerkung 3. Es gibt Fille, wo die Indizes in der vorigen Summe
nicht ihre beiden Werte annehmen, und zwar genau dann, wenn die ge-
nannte Zusatzbedingung nur einen Index betrifft. (Ist in der Tat b =1
im Fall d =0, so kann ¢ nur den Wert n, annehmen, und ebenso
nimmt % im Fall d =1 und b = 0 nur den Wert 0 an.)

Anmerkung 4. Ist a = pli...pl, so gilt

(3.11) F(x.) = 12_0. .. ZOQ_(nc)x’{l ...l
mit
(3.13) Q(n) = Y [2R(t.) — a],

wobei die Summation iiber solche Wertkombinationen von t. zu erstrecken
ist, die eine gerade Anzahl der Werte n; 4+ s (1 =<j =<0) enthalten.

12. Falls b < ¢ gilt, muss man den erhaltenen Ausdruck (3.11) von
F ferner mittels (3.6) reduzieren. Wendet man (3.6) zuerst fiir j = ¢ an,
so schreibt sich (3.11) in der Form, bei der die letzte Summe iiber n. =
0,1,...,8 — 2 zu erstrecken ist und die Koeffizienten gleich

Qn,n) —Q(n,m,_y, s —1)
sind. Nach (3.13) lassen sich diese Koeffizienten weiter in der Gestalt

D2[R(, by, ) + R, n, by, me 4 s

nate_1

—R(#A ,n,t_y,8—1)—R#a,n,t_,,2s —1)]

darstellen. Nun ersieht man mit Hilfe von (2.1), dass der hierbei in den
eckigen Klammern gesetzte Ausdruck = 0 (mod «) ist, sodass die betref-
fenden Koeffizienten durch 2a teilbar sind. Folglich enthalten auch die
Koeffizienten S(n, n.) in (3.9) den Teiler 2a, wie zu zeigen war.

Es muss noch der Fall b = ¢ erledigt werden. In diesem Fall kann der
Ausdruck (3.11) nur mittels (3.8) reduziert werden und bleibt also unver-
dndert, wenn d =1 gilt.

2
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Ist b=c=1, sogilt d =0 und die Anwendung von (3.8) ergibt
das Resultat

2@, m) — Qs — 1, m)] o s

Die Koeffizienten hierbei sind nach (3.13) gleich
(3.14) 2[R(0,n,n;) + R(1,n,n) — R(O,s—1,n) — R(1,s—1,mn,)]

und somit durch 2a teilbar.

Es sei b =c¢ = 2. Wir werden zeigen, dass jetzt 2a schon die Zahlen
Q(n,n.) teilt.

Jeder Summierungsindex in (3.13) nimmt nunmehr seine beiden Werte
an (s. Anm. 3). In bezug auf % bedeutet dies, dass (3.13) sich in der Form

Qn,n) = >"[2R(0,n,t) —al+ D" [2R(1,n,t) — a]

te

schreiben lésst. Im Fall d = 0 durchlaufen hierbei die Indizes in jeder
der Summen X’ und X" dieselben Werte, wihrend im Fall d = 1 jede
Wertkombination von t. in 2’ eine gerade und in X” eine ungerade
Anzahl der Werte n; + s; enthélt. Man erkennt aber, dass es in X’ und
2" jedenfalls gleich viele Summanden gibt. Daraus folgt, dass @Q(n, n.)
durch 2"*! teilbar ist, denn die Summe zweier Glieder, von denen das eine
aus X’ und das andere aus X” genommen ist, hat immer diese Eigen-
schaft. — Durch dhnliche Umformungen des Ausdrucks (3.13) zeigt man
ebenso, dass Q(n,n.) durch p]'.'f (J=1,...,¢) teilbar ist, sodass man
wirklich das Ergebnis @(n, n.) = 0 (mod 2a) erreicht.

Von der letzten Betrachtung sei bemerkt, dass sie im Fall des ungeraden
a eine kleine Modifikation (ausser den gewohnlichen) benstigt: man muss
die Teilbarkeit von Q(n.) durch etwa 2p% (statt pf) feststellen.

Unser Hilfssatz ist somit bewiesen.

§ 4. Eine Determinantendarstellung fiir 7', (a)
13. Nach der Formel (2.8) samt Hilfssatz 3 besitzt 7T.(a) fiir
a = 2"ph .. pt die Darstellung
(4.1) Tula) = TTu G (2%, 2, ..., 2l .

Wir betrachten einen beliebigen Faktor in diesem Produkt und setzen
dabei wie vorhin

(4.2) e=27", w=27F (j=1,...,¢).
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Dann hat dieser Faktor die Form (3.2) und weiter nach den Beziehungen
(3.3)—(3.8) folgende Eigenschaft: es gilt

[xl — entweder 1oder — 1 — o — ... —2*7!,
(4.3) 1

aji = entweder —1 oder — l—aj—...—af  (j =1,...,0).
‘Wir schreiben kurz

(4'4) x Xt Z COV v

wobei N =144, ...% ist und X(=1),X;,...,Xy_, die Zahlen

. .ale m=0,...,A—1, n5=0,...,4—1 fir j=1,...,¢)
in einer beliebig festgewihlten Reihenfolge bedeuten. Dann gilt

N-1
X, Gu(z, X:) = QOCWX (u=0,...,N—1)
=
mit ganzen rationalen c,,, denn die Potenzen von z und z; (j=1,...,¢)

mit den Exponenten = 4 bzw. J; lassen sich mittels (4.3) eliminieren.
Im folgenden beweisen wir den

Satz 4. Die Zahl T.(a) ist gleich der Determinante

Dy(a) = lc,,| (u,v=0,...,N—1).

Es sei bemerkt, dass Hyyr6 [10] einen etwas allgemeineren Satz be-
wiesen hat, der dieses Ergebnis enthédlt. Wir wollen jedoch fiir unseren
Satz hier einen anderen Beweis vorlegen, und zwar diejenige bekannte
Methode verallgemeinern, die héufig fiir die Darstellung der Produkte
einfacherer Form als Determinante angewandt wird (s. z.B. [11], [17], [18]).

14. Es mogen fiir ein Moment 2 ,2;,...,2 komplexe Verdnderlichen
bedeuten, und X,,..., Xy, seien durch dieselbe formale Definition
bestimmt wie oben. Wir setzen

N-1
E@,x)=YeX,
=0

mit komplexen Koeffizienten e, und betrachten die Zahlen
k=0,...,s—1,

(4.5)  E(ZF,Z%, ..., Z%) .
kj=1;~-~7¢j_1(,7=1""70)

als Funktionen dieser Koeffizienten, also als Linearformen von N kom-
plexen Verdnderlichen. Essei Ry der von diesen Verdnderlichen bestimmte
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N-dimensionale lineare Raum. Sind E, und E, zwei beliebige der frag-

lichen Linearformen, so bestimmt die Gleichung K, — E, = 0 einen

(' — 1)-dimensionalen Unterraum von Ry, denn E, und E, kénnen

nicht identisch sein. Wir spezifizieren nun die Werte von ¢,,...,ey_;

s0, dass der entsprechende Punkt von Ry zu keinem von derartigen

Unterrdumen gehért. Dann sind die Zahlen (4.5) paarweise verschieden.
Wir setzen noch mit einer weiteren komplexen Verinderlichen ¢

N-1

(4.6) Gul®, X, 1) = Cul@, X) + tE(x , x) = Y ¢, ()X, ,
=0

wobei

4.7) co(t) =¢,, +te, v=0,...,N—1)

gilt. Es gibt dann solche Werte von ¢, sogar unendlich viele, dass die
Zahlen

_ kE=0,...,s—1,

Gw(Z’“,Zﬁh,...,ch,t) .

kj:jl,...,(pj—]. (jzl,...,c)
paarweise verschieden sind.
Wir geben nunmehr fiir «,2,,..., 2 die in (4.2) angefiihrten Werte.

Nach (4.6) gilt

¢, X, =0
y==0
mit
Coot) = Coolt) — Gl , X , 1),
4.8) 00(t) = Coo(t) ( )
E(t) = co,(f) fir v=1,...,N — 1.
Multipliziert man diese Gleichung mit X wo=0,..., N —1, und

wendet dann die Beziehungen (4.3) an, so erhélt man ein Gleichungssystem
von der Form

N-1
(4.9) 2, MX, =0 (u=0,...,N—1),

y=0
wobei die Koeffizienten ¢,,(f) Summen mit den Gliedern — ¢,,(f) sind.

Es ist besonders zu bemerken, dass ¢,(f) immer nur in ¢,,(t) auftritt und
mit dem Pluszeichen versehen ist. Man erkennt daher mit Hilfe von (4.8),
dass die Determinante

D) = 6,0 (u,v=0,...,N—1

ein Polynom von Gu(z, X, ,f) mit dem hochsten Glied (— Gu(2, x., )Y
darstellt.
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Das System (4.9) wird offenbar von allen solchen (Xg,...,Xy_1)
erfiillt, wobei die Zahlen x = Z*,a; = ZJ’.‘J' (j=1,...,¢) in (4.1) auf-
treten. Dies bedeutet erstens, dass

(4.10) D(t) =0

gilt, und zweitens, dass die erhaltene Gleichung (4.10), die beziiglich
Gu(z , X ,f) vom N-ten Grade ist, alle solche Gu(Z*,Z5,...,Z; 1)

als Wurzeln hat, wobei G.(Z*,Z% , ..., Zk) als Faktor in (4.1) auftritt.
Die Anzahl dieser Faktoren ist gleich 2%;...2% = N, wie aus der De-
finition der A und % (j=1,...,¢) in Nr. 9 hervorgeht. Wenn wir also

den Wert von ¢ passend wihlen, haben wir hier N paarweise verschiedene
— und damit genau alle — Losungen von (4.10). Folglich gilt fir das
konstante Glied D(f) des Polynoms D(¢)

TTe G (2, Zha ..., Zle 1) = D(t) .

Diese Gleichung ist beziiglich ¢ hdchstens vom N-ten Grade, hat aber
unendlich viele Wurzeln ¢. Somit muss sie identisch bestehen. Fiir ¢ = 0
ergibt sich unter Beriicksichtigung von (4.6)

TTeGu(ZF, Zh, ..., Zke) = D(0) .

Die Zahl D(f) ist gleich der Determinante, die aus D(f) durch die
Substitution G.(x, X.,t) = 0 entsteht. Nach (4.8) ist daher

D@t) = lc,@t) (w,y=0,...,N—=1),

oy |

wobei sich jedes ¢, (/) aus ¢,(f) ergibt, indem man dabei Go,(t) (v =
0,...,N —1) durch cy(f) ersetzt.
Wir haben also das Resultat
Tu(a) = e

7

0) ='¢, (u.r=0,...,N—=1),

worin die letzte Gleichung unter Vergleichung der Definitionen von c¢,,(f)
und ¢,, sowie unter Beachtung von (4.7) folgt.
Damit haben wir Satz 4 bewiesen.

Anmerkung 5. Die in Satz 4 eingefiihrte Bezeichnung D.(a) soll im
folgenden die Determinantendarstellung von 7.(a) fiir jedes in Frage
kommende « bedeuten; im Fall eines ungeraden a hat D,(a) natiirlich
eine ganz entsprechende Form wie im vorigen Fall.
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§ 5. Der Spezialfall w(a) = 2

15. Wir wollen obige allgemeine Betrachtungen auf den einfachsten
Spezialfall w(a) = 2 anwenden, und zwar besonders solche Beziehungen
heranziehen, die spéter fiir uns anwendbar sind.

In diesem Fall hat 7'(a) die Zerlegung

T(a) = Tw(l)(a)Tw@)(a)

mit w(l) = (1,0) und w(2) = (0,1). Wir bezeichnen die Indizes w(1)
und w(2) im folgenden kurz mit 1 bzw. 2.
Es sei zuerst @ = phple . Dann ist fiir 1 =1, 2

(5.1) Tya) = TTi(—2a) 2 F(Z}, Z3) = TT: GuZ% , ZY)
wobei [I, bzw. II, iiber

k=1,3,...,0,—1 1=2,4,...,¢0,—2
bzw.

k=2,4,...,0—2 1=1,3,...,¢,—1

zu erstrecken ist. er beschrinken uns wegen der Symmetrie auf 7(a)
und setzen dabei ph > 3 voraus, da IZ, sonst leer ist.
Zur Vereinfachung der folgenden Bezeichnungen setzen wir

’UZZIIC’ y=Z12§

t=38, u=38 (sj=13p).
Jetzt ist

A3 2 .
=S S r e,
i=0 j=0

wobei weiter

{x‘: —1,
(5.2) 2

yu—lz_l__y__..._yu—
gilt (vgl. (2.4'), (3.5) und (3.6)). Wir schreiben dem Beweisgang von Hilfssatz
3 folgend

t—1 u—1

Fx,y) = ZZ[Rw R+ t,j) + R(i,j + u) — R(i + t,j -+ u)] 2y’

t—1 u—1

=2 2 2ARG,j) 4 RG,j + u) — a]a'y’

i=0 j=0
t—1 u—

Z Z 2[R(3, §) + R(i,§ + u) — R(i, w — 1) — R(i, 2u — 1)] 'y’ .
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Demnach ist (vgl. Hilfssatz 3)

t—1 u—2
(5.3) Gi(@,y) = (— 20) Flx, y) = ZO ZOP(@' J) @y
i=0 j=
mit ganzen Koeffizienten
(54) P(i,j) = — a~ [BG,j) + BG,j +u) — R, w— 1) — R(i, 2u — 1)].

Die Bildung der Determinantendarstellung D,(a) fir T,(a) ist leicht
durchzufiihren. Dazu fithren wir die Bezeichnungen

(55)  PL=— a[RG,j) + R(i,j +u) — RG,n) — Rl,n + )],

Py; Py ... Py
—pP,. Py ... Pl
(5_6) A;: t—1,j 0j t—2,j
—pPy =Py ... Py
ein. Wegen P} = — Pi, und P} — P; = P} gilt nun
(5.7)
A} — Ay = 4.

Unter Beachtung von P(i,J) = P;‘j“l kénnen wir G4(x,y) auch in
der Gestalt

t—1 t—1 t—1
Gy, y) = ZOP?J‘ ol + .ZOP;TI ¥y +.k 2PN oty
darstellen. Um die Determinante D;(a) zu bekommen, muss man diesen
Ausdruck mit jedem hier auftretenden a'y’ der Reihe nach multiplizieren
und die entstandenen Ausdriicke mittels (5.2) reduzieren. Fithrt man diesen
Prozess zuerst mit den Multiplikatoren 1,x,..., 2'~! durch, so entstehen
die t ersten Zeilen von Dj(a); offenbar lauten sie in der Matrizenform

[dy=' Ay AT

Die ¢ folgenden iZeilen bilden sich durch Multiplikation der erhaltenen ¢
Ausdriicke mit y. Es ergibt sich daraus die Matrix

e R = NP bt B e

u—2 u—2 u—3

also nach (5.7)
[AU=2 Av=? Av=* ... AiDi).

u—1
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Féhrt man auf diese Weise fort, d.h. multipliziert man immer die ¢ letzten
Ausdriicke mit y, so gewinnt man zuletzt das Resultat

. L | T L

u—2

AT Ay Ayt L 4

(5.8) Dy(a) = | A3=y AT} Ay L. 4R
Al Al Al R b

Beispiel. Legt man die primitiven Wurzeln 2 (mod 5) und 3 (mod 7) zugrunde,
so ergibt sich

i —1 0
1 141 0 0

Dy(5-7) = |- |, DTy =0 0 —1
0 1:/1 o Lo o

-1 0.0 1

(Die gebrochenen Linien trennen die Matrizenblocke A; voneinander.)

16. Zweitens sei « gerade. Um die Analogie mit dem vorigen Fall
besser einzusehen, weichen wir hier von unserer allgemeinen Bezeichnungs-
weise ab und setzen a = 2"ph .

Jetzt gilt fir ¢ =1, 2

(5.9) Ti(a) =TT (—2a) 2 F(— 1), 2%, Z8) = T (2", 2} ,
wobei £ gleich 1 fiir 4 =1 und gleich 0 fiir ¢ = 2 ist und das Produkt
I, bzw. II, sich iiber
k=0,1,...,s—1; l=2,4,...,¢,—2
bzw.
k=1,2,...,8—1; 1=1,3,...,¢,—1
erstreckt. Wird weiter @ = 2%,y = Z,' und u = s, gesetzt, so gilt

—1 u—-2

[Gl(x,y) — (—20)1 F(—1,2,y) — Z > Pl g
(5.10) A

u—1

| G 9) = (~2) (1, 9) = 5 PR LUVEY

mit ganzen Koeffizienten

5.1 { P(i,j) = — a7 [R(0,i,) + R(0,i.j+w)— R(0,5,u~1)—R(0,i,2u —1)),
P'(i.j) = — a7 [R(0,0,5) + R(L4,j) — R(0,s — 1,j) — R(1,s — 1,j)]

(vgl. auch (3.14)).
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Die Determinanten D,(a) und Dy(a) bilden sich ganz entsprechend
wie vorhin aus den Zahlen

1o | P = a1 [R(0, i,§) + R(0,i,j + u) — R(0,i;n) — R(0i,n + w)],
( . ) P:]n =—a! [R(O,iJ) + R(I:iaj) - R(O,n,j) - R(l,’ﬂ,j)];

der einzige Unterschied ist, dass in den Matrizenblécken von D,(a) die
Vorzeichen der Elemente Pj jetzt unverdndert bleiben (statt der vorigen

Beziehung a* = — 1 gilt ndmlich jetzt x*=1).
Beispiel. ITm Fall o = 2*+5 sehen D,(a) und D,(a) aus wie folgt:
1 i 1 11 0 1
0 0 1 0 —1 1.—-1 1 —1 0
000 1| | 0—1 1 0 1 0
Do) =| (ool PEI=1 1 o o 1] 0 1
0100 -1 0 —1 —1i 0 0
0 —1 1 —1 0 0

(Hierbei ist 2 als die primitive Wurzel (mod 5) gewéhlt.)

§ 6. Heraushebung der Faktoren 2

17. Aus den Sitzen 1 und 2 samt Anmerkung 2 folgt zusammengefasst,
dass der erste Faktor der Klassenzahl die Darstellung
(6.1) H,(m) = 2"~ ]h'T Hp"TT nTw(a,)

ptiim @ we¥,

besitzt. Hieraus gelangt man zu einer »ganzen» Darstellung fir 2H,(m),
indem man zeigt, dass geniigend viele T'.(a) gerade sind.

Hasse [6] hat die Teilbarkeit verschiedener Faktoren von H,(m) durch
2 eingehend behandelt. Wir betrachten hier dieselbe Frage unter einem
neuen Gesichtswinkel, indem wir den folgenden Satz beweisen.

Satz 5. Ist w(a) =3 und w=(1,1,1), so ist jede Zeilensumme
in der Determinante D.(a) gerade.

Dieser Satz hat zur Folge, dass in (6.1) sdmtliche 7.(a) mit o(a) =3
und w = (1,1,1) durch 2 teilbar sind. Die Anzahl dieser T.(a) ist

3

sodass die Ganzzahligkeit von 2H;(m) dadurch wirklich nachgewiesen
wird. (Vgl. [6], Satz 31 und Nr. 33.)
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Als ein Beispiel fiir die in Satz 5 genannten D,(a) sei die folgende Determinante
aufgestellt, die sich im Fall ¢ = 23+ 5+ 7 mit den primitiven Wurzeln 2 (mod 5) und
3 (mod 7) ergibt:

0 0 0 1l—-1 1{ 0 1l 0 -1 1 o0
0 0i 1 of 1 -1 1 0l-1 0 0 1
0 —1 0 o0l o 1721 1l—-1 o o =1
-1 0. 0 o0o;,—-1 0: 1 -1l 0o —1:i-1 o
B T A S R RS T T
1 0: 0 —-17 0 0: 1 O 1 —1: 1 0
B T T (S T S A G (B R
0 1. 1 ol-1 0:i 0 0{—1 0f 1 —1
1 —-1i 0 =1, 0 1:i-1 0, 0 ©0: 0 1
-1 1:—-1 ol 1 0 0 —-11 0 0! 1 0
0 1. 1 —15 1 0 0 1{ 0 —1: 0 0
1 0i—-1 1} 0 1: 1 0j—-1 0i 0 0

Der Absolutwert dieser Determinante ist, auf der IBM 1130 berechnet, gleich
22-5-13-37.%

Es sei noch erwihnt, dass sich der Ausdruck von H,(m) jetzt in der
Produktform darstellen ldsst derart, dass dabei alle Faktoren (ausser %)
Determinanten mit ganzen rationalen Elementen sind. Dafiir sei D,(a) =
3 Du(a) die Determinante, die man aus dem in Satz 5 genannten D,(a)
bekommt, indem man dabei zu einer Spalte alle iibrigen Spalten addiert
und dann die Elemente dieser Spalte durch 2 dividiert. Man hat dann die
Darstellung

Hyom) =3 TTAG)TT TT Aul@)  (0(m) = 2),

Ph”m a u'eYc

wobei /(p") eine der bekannten Determinantendarstellungen von H,(p"
bedeutet ([18], s. auch [17]) und A,(a) gleich D.(a) oder D.(a) passend
zu wéhlen ist.

18. Im Beweis von Satz 5 miissen wir die Fille a = 2"p"p% und
a = pipepys getrennt behandeln. Wir setzen zur Abkiirzung
t=s, u=s, v=s (5=}
und beweisen zuerst einige Hilfsséitze.

* Die Ausfiihrung der Rechnungen zu diesem Beispiel verdanke ich Mag.phil.
Urra HurtuNEN und Cand.sc.nat. EIJA ARONEN.
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Hilfssatz 4. Ist g = plphe, so gilt

t—1 2u—

SN [Rili ) — Rli —x,j — F)] =0 (mod 2),
i=0 j

=0

wobei o und B beliebige ganze (rationale) Zahlen sind.

Beweis. Wie aus (2.1) hervorgeht, ist R,(i ,j) eine periodische Funktion
seiner Argumente; die Periode von 4 ist gleich ¢, = 2¢ und diejenige von
j gleich ¢, = 2u. Dies bedeutet zunichst, dass die im Hilfssatz aufge-
stellte Summe unabhiingig von p ist. Wir bezeichnen diese Summe mit
S(x).

Nach Hilfssatz 2 gilt

S0) = 3 SRG )+ Rl = kb — 0],
i=0 j=
woraus
S(x) = S(x &= t) — 2tug = S(x 4 ) (mod 2)

folgt. Daher konnen wir ohne Beschrénkung 0 < & <t annehmen.
Es gilt zuerst S(0) = 0. Ist 0 <& <f, so schreiben wir

t—1
3 (BG,j) — B — )]
t—jl a—1 t—a—1 t—1
= 3 Ri.j) — 3B — o) + X R = X RG =)
t—1
= 3 [ — R+ 401
Dann ergibt sich
t—1 u-1
S =3 3 UBGJ) = RG 4 6) + R+ 0 = B+ 6+ 0],
i=t—x j=

also unter Anwendung von Hilfssatz 2

t—1 u—1

Se)=> 3 [2RG,j) + 2R(i.j + v) — 2],

i=t—q j=0

womit die behauptete Kongruenz bewiesen wird.

Hilfssatz 5. Ist a = p’l'lpgngs, so gilt

2u—1 2v—1

’il > ' Ra(i, j,m) = 0 (mod 2) .

i=0 j=0 n=0
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Bewevs. Wir setzen innerhalb dieses Beweises kurz p = p;, und A = k.
Hat g dieselbe Bedeutung wie in Hilfssatz 4, so gilt @ = gp* und nach
(2.1)

Ru(i, j, n) = Ry(i, j) (mod g) .

Ausserdem ist 0 <R, <a und 0 < R, <g, sodass R.(i,j,n) mit
n=0,...,20 — 1 folglich 2v(= p" — p"~!) verschiedene Zahlen von
der Form

(6.2) By(i,j) + 09 (0 =0 <p"

durchléuft.

Es lassen sich nun leicht p"~' Zahlen von der Form (6.2) finden, die
durch p teilbar sind und daher nicht als Werte von R.(i,j, n) hervor-
treten konnen. In der Tat sei '

¥ (mod pyy)
p=

5 (mod ph) .

Dann gilt

P By(i — x,j — f) = Ry(3, j) (modyg),
also fir 7=0,...,p"1—1
(6.3) PIR(i — «, ] —P) + 19] = Ry(i, j) + 0,9,

wobei die Werte von o, offenbar zum Wertevorrat von ¢ gehoren.
Hiermit bekommt man genau alle Werte von R,(i,j, n) fir n =
0,...,2v — 1, indem man die Zahlen (6.3) von den Zahlen (6.2) aus-

schliesst. Demnach ist
w1 ph—11

2 Ra(i, j,n) }; #(1,J) + 09] — p Z [Be(t — . — f) — 79]

n=0

= P'[By(i, j) — Ry(i — x,j — B)] + va .
Die im Hilfssatz genannte Summe schreibt sich somit in der Form
t—1 2u—
(6.4) 2 Z Byt J) — Roli — o, j — B)] + 2tuva
und ist nach Hilfssatz 4 gerade.

Hilfssatz 5'. Ist a = th’l'lp'z', so gilt

—1 2u—
> ' R, m, 4, 5) = 0 (mod 2"+1)

=0 /=

o
S
I
=)
-
O
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Beweis. Denken wir im vorigen Beweis die Primzahl p = p; durch
2 ersetzt, so bekommen wir fiir die hier in Frage stehende Summe den Aus-
druck (6.4) mit » = 2"7%

19. Wir beweisen Satz 5 zuerst fir @ = 2"phplh. Im Fall w = (1,1, 1)
ist T(a) dann von der Form (2.8), wobei IT, iber k=1,k=0,1,
s—1 uwnd k=13,...,¢,—1 (j=1,2) zu erstrecken ist. Nach
Hilfssatz 3 und seinem Beweis ist weiter
s—1 t—1 u—1

(6.5) Culw, v, ) = > > N P(n,4,) 2" aiwd
n=0 i= 0 j= =0

mit ganzen Koeffizienten

(6.6) P(n, i,j) = (—2a)7™ Q(n, i, j)

(vgl. (3.1) und (3.11)). Der Ausdruck von Q(n,1,j) geht aus (3.13) hervor
und zwar ist er

2[R(0, n, i, j) + R(0, n, i+, 5 +u) + R(1, n, 4, j +u) + B(1,n,1 4-t,5)—2a] .
Unter Anwendung von Hilfssatz 2 konnen wir damit
(6.7) Q(n, i, ) = 2[R(0, n,1,j) — R(1,n,1,7)

+ R(1,n,1,j + u) — R(0, n, 1, j+u)]

schreiben.
Die Formeln (4.3) lauten jetzt 2* =1, aj = — 1, 2y = — 1. Daraus
folgt, dass jede Zeile ¢, ...,C, no1 (=0, ,N —1) von Dua)

vom Vorzeichen abgesehen dieselben Elemente enthalt Es geniigt somit
zu zeigen, dass die Summe

N—-1
S=>c¢,
=0

gerade ist.
Vergleicht man die Formeln (4.4) und (6.5), so erkennt man, dass im

vorliegenden Fall

s—1 1t 1

(6.8) S =

u

" P(n, 1))

-
e
(=)

01
ist. Wir stellen diese Formel mittels ( .6) und (6.7) in der folgenden, etwas
komplizierten Form dar:

I
Al
(N

n

S =— i R(0,n,1,j) + R(1,n,1, j)

=)

_|_ ||M‘
M|

,tgu

n,i,j 4 ) + B0, n,4,j + )]

+2a—132 2 Z (1, m,4,5) + R(0,n, 4,5 +u)].

n=0 i=0 j=0
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=

Hierbei ist die erste Tripelsumme gleich der Summe von Hilfssatz 5’ und
daher durch 2"*' teilbar, wihrend in der zweiten Tripelsumme jeder
Summand durch 2" teilbar ist. Beachten wir dazu, dass 2 genau zur h-ten
Potenz in a steckt, so gewinnen wir das erwiinschte Resultat S =0
(mod 2).

20. Der Beweis im Fall a = pliphphs ist etwas einfacher. Jetzt ist
das Produkt 77, mit w = (1,1, 1) iiber k;=1,3,...,¢; — 1(j = 1, 2, 3)
zu erstrecken, und es gilt also

G(y, Ty, 3) 2 2 2 (3, §, n)xixday .
Dabei ist weiter (vgl. Anm. 4)
P(i, j, n) = (—2a)7 Q(i, j, n)
= — a' [R(i,j,n)+ R(t.j+un+0)+ R +t,j,n+v)+ R(i +t,j+ un) —2a]
also nach Hilfssatz 2

P(i7j1 n) =—al [R(@zja n) + R(7/>] + u,n + ’U)
+ R(t, j+u, n) + R, j,n + v)] (mod 2) .

Bei der Bildung der Determinante D,(a) werden jetzt die Beziehungen
2y = —1, a3= — 1 und 2% = — 1 angewandt, sodass die Zeilensummen
wie vorhin zueinander kongruent (mod 2) sind. Die erste Zeilensumme ist
gleich

t—1 u—1 v-1
(6.9) S = ZO ZO ZOP(i,j, n
1=0 j=0 n=

Wird hierin  P(i, j, n) durch den vorigen kongruenten Ausdruck ersetzt,
so ergibt sich

t—1 2u—1 2v—-1

S————(rlz Z ZRZJ, ) =0 (mod 2),
i=0 j=
wobei zuletzt von Hilfssatz 5 Gebrauch gemacht worden ist.
Der Beweis von Satz 5 ist damit vollendet.

21. Wir deuten noch auf eine Modifikation des vorigen Beweises hin,
durch die sich die Teilbarkeit der betreffenden 7.(a) durch 2 ohne die
Determinantendarstellungen D.(a) nachweisen lisst. Dafiir muss man
zuerst wie oben zeigen, dass der Ausdruck (6.8) bzw. (6.9) durch 2 teilbar
ist, und dann folgendermassen vorgehen (vgl. [6], Nr. 30).
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Betrachten wir den Fall a = 2*p%iple, so ist nach (4.1)

a) - l_r“’ GW (Zk > Z’lcl ’ de) ’

worin das Produkt iiber k= 0,1, ,s — 1 und k=1,3,...,¢; — 1
(j = 1, 2) zu erstrecken ist. Wir w. ahlen fiir k; (j = 1, 2) speziell den Wert
<pj/25(1), wobei  8(j) (>0) durch 2°0| ¢; definiert ist. Dann ist Zjj =
exp(27i/2'Y) eine Einheitswurzel, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist,
und dasselbe gilt fiir Z*Z51Z5 mit beliebig festgewdhltem k (0 =k =s — 1).
Es sei 2° die Ordnung dieser Einheitswurzel und & = exp( (27i/2°), und
weiter sei b = (1 — &) der Primidealteiler von 2 im 2%-ten Kreiskorper.
Nach (6.5) gilt nun in diesem Korper

Gl ZF, 7, 2k Ej

IIM|

2 P(n,,j) (modb),

denn jedes Z™Z%ZE%' im Ausdruck von G, ist kongruent zu 1 (mod D).
Weil ferner die rechte Seite der erhaltenen Kongruenz gerade ist, ergibt
sich G, =0 (modb) und dadurch auch 7T.(a) =0 (mod b), woraus die
Behauptung folgt.

Der Fall des ungeraden @ kann analog behandelt werden. Dabei hat
man zu bemerken, dass jedes k;j (j=1,2,3) in I, ungerade Werte
annimmt und sich folglich derart festwihlen ldsst, dass die Ordnung von
7%7% 7% eine Potenz von 2 ist.

§ 7. Die Beziehung zwischen H,(p"m) und H,(p"~'m)

22. Es sei p eine Primzahl, die nicht in m enthalten ist, und sei
p* = 3. Der erste Faktor der Klassenzahl des ptm-ten Kreiskorpers ldsst
sich unter Anwendung von (6.1) mittels H,(m) ausdriicken: es ergibt sich

(1.1) Hy(p'm) = 3 Hy(p)Hyon) TT TT Zli'a)

wobei das dussere Produkt iiber alle Teiler «(> 1) von m mit der Eigen-
schaft (a, m/a) = 1 zu erstrecken ist und im inneren Produkt Y die be-
kannte durch pta bestimmte Menge gewisser Zahlenfolgen bedeutet.
(S. Nr. 8; eigentlich héitte man Y, statt Y zu bezeichnen, wobei [ die
Anzahl der verschiedenen ungeraden Primteiler von p*a bedeutet.)

Ist auch p"!'=3, so kann man ganz entsprechend H,(p"m) mit
Hilfe von H,(p"~'m) ausdriicken. Mit den vorigen Bezeichnungen samt

K(p*) = Hy(p"/H,(p"™")
Lu(pta) = Tu(p"a)/T(p" " a)
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liefert die Formel (6.1) jetzt die Darstellung
(7.2) Hy(ptm) = K@ H(p"m) TT T La(pa) .
a wE€

Unsere Absicht ist es, im folgenden fiir L,(p"a) einen Ausdruck herzuleiten,
der im zweiten Kapitel anwendbar ist und ausserdem die Ganzheitsnatur
von L,(p"a) zum Vorschein bringt. Zuerst wollen wir jedoch eine Bemerkung
ilber K(p") machen.

23. Der Faktor K(p") ist zuerst von WEBER [23] fiir p = 2 und von
WESTLUND [24] fiir p > 2 behandelt worden. Diese haben einen Ausdruck
fir K(p") auf eine ziemlich komplizierte Weise hergeleitet und dariiber
hinaus u.a. gezeigt, dass es sich um eine ganze Zahl handelt.

Wir finden es bemerkenswert, dass sich der genannte Ausdruck von
K(p") sehr einfach von (1.3) ausgehend ableiten lisst. In der Tat ergibt
diese Formel zuerst (fiir p"~' = 3)

] Mﬁ

(7.3) K" =pTT@p")

x

wobei das Produkt tiber die ungeraden primitiven Charaktere y (mod p*)
zu erstrecken ist. Setzt man ¢ = ¢(p") und

[ exp (2mz/p) fir p > 2,
N 1 exp (2ni/Lp) fir p =2,

so lassen sich die von Null verschiedenen Werte der Charaktere (mod p*)
(p* = 3) in der folgenden Form darstellen:

] X fiir 1 =™ (mod p*), wenn p > 2,
x’”(l) = e nen h

1 (—1)"X™ fiir [ = (—1)"5" (mod p"), wenn p = 2
(r bedeutet eine primitive Wurzel (mod p"), p > 2). Hierin erhilt man ge-
nau alle ungeraden Charaktere y. (mod p"), indem man k die Werte

[1,3,...,(}3——1 fir p > 2,

(7.4) 3
[0,1,..., p—1 fiir p=2

durchlaufen lésst (vgl. (2.2) und (2.3)). Angenommen, dass p"~* = 3 gilt,
sind nun von diesen Charakteren y. genau diejenigen primitiv (mod p"),
worin k£ mnicht durch p teilbar ist. Die Anzahl solcher ik ist gleich
(p—¢)/2, mit ¢’ = @(p"~"), sodass (7.3) die Gestalt
oh
(7.5) K(ph) = 2lo'— a2 p1+h(w’—qo)/2 (— el
P"- =

!
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annimmt, wobei die Multiplikation also iiber die durch p unteilbaren Werte
von (7.4) zu erstrecken ist. Im Fall p > 2 konnen wir hier die Minus-
zeichen bei y, weglassen, da (p — ¢')/2 gerade ist, und somit haben wir
das Ergebnis von WESTLUND ([24], S. 204).

Im Fall p =2 (und also % =3) geht man noch weiter. Unter Be-
trachtung der Kongruenzen

=159, 271 1= 15 (mod?2")

erkennt man das Bestehen der Beziehung #,(2"' —1) = y,(l), wenn
y. primitiv (mod 2) ist. Da ausserdem yx,(2" — 1) = — y(I) ist, gilt fur
die Summen in (7.5)

oh gh—1 gh—2

Z — 200 Z 1 (D)2 — 21) = 2 ;:i 2:(0)

=1
(vgl. [6], S. 79—80). Demnach ist

K(2") = I ; 1:(0)

21

mit f=1-+4 (¢ —¢)/2=1—2""% was das bekannte Resultat von
WEBER ist ([23], S. 800—801).

24. Um L,(p*a) zu untersuchen, gehen wir von dem Ausdruck von
T.(p'a) aus. Wir nehmen fortwihrend p* =3 an, setzen

I exp (27i/p(pt) fir p > 2
X —
"7 exp (2nifde(ph) fir p =2

und schreiben kurz (vgl. (4.1))
(7.6) To(p'a) =T Tu G (", 25 (w€Y),

wobei die Bezeichnung @, durch @, , ersetzt worden ist und Z* alle
von a herrithrenden Bezeichnungen représentiert. Ausserdem bedeutet
w hier eine Folge von w(p'a) Zahlen, die gleich 1 oder 0 sind und die Werte
der Exponenten k(h) und k im Produkt II, bestimmen. Wir verabreden,
dass das erste Glied von w die von k(k) angenommenen Werte bestimmt;
diese sind also

1,3,...,¢(p" — 1 oder 2,4,...,¢(p" — 2 fir p>2,
7.7
(7.7) 0,1,...,4p(p" — 1 oder 1,2,..., ig(p") — 1 fir p =2,

je nachdem ob w = (1,...) oder w = (0,...) ist.
3
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Durch jede Exponentenfolge k(h),k in I, wird ein Charakter

(mod p"a) bestimmt derart, dass

Ph

(7.8) G (X3, Z¥) = (— 2pPa)

1

Ja

20!

1

gilt (vgl. (3.1) und (2.5)).

Es sei jetzt p"~' = 3. Dann bestehen die vorigen Aussagen auch in
dem Fall, dass A durch % — 1 ersetzt ist.

Nimmt k(%) in (7.8) irgendeinen durch p teilbaren Wert an, so ergibt
sich mit festgewdhltem Kk

(7.9) G, (X530, Z¥) = (— 2pta)- Zx

wobei 7' derjenige Charakter (mod p"~'a) ist, den die Exponentenfolge

h)[p, k bestimmt. Denkt man in (7.8) & durch A — 1 ersetzt, bekommt
man folglich

h 1,
(7.10) G noa(X38TY , Z4) = (— 29"~ 1a)‘1 Z % (D!
mit k(b — 1) = k()/p .
Nach Hilfssatz 1 sind die rechten Seiten von (7.9) und (7.10) gleich.
Wir haben also das Ergebnis
(T11) G (X0, Z%) = Gy o (X3ETY L Z), k(h) = ph(h — 1) .

Man hat nun zu beachten, dass k(h — 1) alle seine Werte annimmt, wenn
k(h) alle seine durch p teilbaren Werte durchliduft. Nach (7.11) ist somit
das Produkt aller solchen Faktoren in I7., worin k(h) durch p teilbar
ist, gleich 7.(p"~'a). Daraus folgt die gesuchte Formel

7.12) Lu(p'a) = TTo G (XG0, Z¥)
wobei der Strich bedeutet, dass von I7, alle durch p teilbaren Werte
von k(h) auszuschliessen sind.

Zuletzt wollen wir einen Hilfssatz heranziehen, der sich aus (7.11)
durch Induktion ergibt, wenn man darin zuerst

X;:(h) XPA(h ) __ th 1)
setzt.

Hilfssatz 6. Ist ¢ <h und p5=3, so gilt
Gw,h(Xg(g) H Zk) = Gw,g (X::(g) H Zk) s
wobet  k(g) einen beliebigen 1m Ausdruck

T pga _Tw wg(Xk(g) Zk)
auftretenden Wert hat.



ZWEITES KAPITEL. TEILBARKEITSEIGENSCHAFTEN DES ERSTEN
FAKTORS DER KLASSENZAHL

§ 8. Uber die Teilbarkeit von H,(p"m) durch p

25. Auf der Grundlage der vorigen Ausfithrungen wollen wir einige
Bemerkungen iiber die Teilbarkeit des Faktors H,(p"m) durch p machen.
Hier bedeutet p, wie in §7, eine nicht in m steckende Primzahl mit
P =3

Betrachten wir die Formel (7.2), wobei K(p") sowie simtliche L. «(p"a)
ganze Zahlen sind, so erkennen wir, dass in H. 1(p"m) alle Primteiler von
H,(p"'m) (p" ' = 3) enthalten sind. In gewissen Fillen enthélt aber
H,(p"m) bei wachsendem % den Primteiler p zur wachsenden Potenz,
wie der folgende, die Faktoren T(p"a) von H L(p"m) (s. (7.1)) betreffende
Satz herausstellt.

Zur bequemeren Formulierung des Satzes schreiben wir den Ausdruck
(7.6) von T,(p*a) in der Form
(8.1) =TT C w( X5,

k(h)
wobei k(h) die aus (7.7) hervorgehenden Zahlen durchlauft und

(8.2) Co 1 (X3 TTG (X k0 7k

gesetzt ist (fiir Bezeichnungen s. Nr. 24). Es sei bemerkt, dass die Zahl
O (XE®) zum  @(p*)-ten bzw. Ig(p")-ten Kreiskorper gehort, je nachdem
ob p> 2 oder p =2 ist.

Wir konnen jetzt den Satz aussprechen:

Satz 6. 1) Essei p> 2 und p ein Primidealteiler von p m (p—1)-
ten Kreiskorper. Sind von den Zahlen
Op (X5 (k1) =1,3,...,p—2)
mit w=(1,...) z durch p teilbar, so gilt
T.(pta) =0 (modp™) (R =1).
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2) Essei p=2. Ist Ty(4a) durch 2° (z = 1) teilbar, so gilt
Tw(2"a) = 0 (mod 2°**~%) (b = 2).

26. Wir beweisen zuerst den ersten Teil des Satzes und nehmen also
p > 2 an.
Aus den Voraussetzungen folgt nach (8.1) zunichst

Tw(pa) =0 (mod p*) .

Da bekanntlich p in p genau zur ersten Potenz aufgeht, ergibt sich hieraus
die Behauptung im Fall % = 1.
Es geniigt jetzt zu zeigen, dass fiir A = 2 die ganzrationale Zahl

(8.3) Lu(p'a) = Tu(p*a)|/Tu(p"'a) = TT Cy.u (X}
p Lh(k)
(s. (7.12)) durch p* teilbar ist. Dazu setzt man

On = exp (2ni[p") (h = 1)

und betrachtet die Ideale p und a = (p,1 — 6, ;) des Korpers k(X,,
0,_;). Bekanntlich ist a ein Primidealteiler von p, und seine ¢(p"~!)-te
Potenz ist gleich p.

Nach Hilfssatz 6 gilt fiir A =2

CuXi) = O ((X10) (R(1) =1,3,...,p—2),

sodass jetzt C, ,(X;"V) fiir z Werte von k(1) durch p teilbar ist. Fiir
diese Werte von k(1) besteht dann wegen 6, ;=1 (moda) die Kon-
gruenz

(8'4) Ow,h(X]{(l) @I’:—l) =0 (mOd a)

mit beliebigem ganzem n.
Man hat nun zu beachten, dass

XWer = XN mit N = P R(1) + (p—1n

ist. Gibt man hier fiir k(1) seine Werte 1,3,...,» — 2 und fiir » alle
durch p unteilbaren Werte der Folge 1,...,p" ' — 1, so bekommt
man ¥(¢(p") — @(p*')) Zahlen XY, wobei die Werte von N ungerade,
durch p unteilbar und paarweise inkongruent (mod ¢(p")) sind. Beim
Vergleich dieser Werte von N mit den Werten von k(h) in (8.3) (s. (7.7))
ersieht man, dass das iiber alle diese N erstreckte Produkt der Zahlen
Con(X7) gleich L,(pa) ist.

Wie aus (8.4) hervorgeht, gibt es unter den Zahlen C, ,(X;) z¢(p"~?)
solche, die durch a teilbar sind. Demnach ist L,(p*a) durch die zq(p"~)-te
Potenz von a, also durch p* teilbar, und dies beweist unsere Behauptung.
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27. Der zweite Teil von Satz 6 wird bewiesen, indem man zeigt, dass
unter der Annahme

(8.5) Tw(4a) = 0 (mod 2°)

die Zahl L,(2*a) (h = 3) gerade ist.

Nach (8.1) folgt aus (8.5), dass T(4a) = C, 5(1) mit w=(L,...)
sein muss (vgl. Anm. 1). Unter Beriicksichtigung der Beziehung C, (1) =
C,.»(1), die sich aus Hilfssatz 6 ergibt, kann man somit aus (8.5) die Kon-
gruenz

C,.1(1) =0 (mod 2)
folgern.

Es gilt nun im 2" *ten Kreiskorper k(X;), worin b= (1 — Xu)
der Primidealteiler von 2 ist, die Beziehung

ConX,) =0, (1) =0 (mod b) .

Daher enthéilt L,(2*a), das von der Form (8.3) mit p = 2 ist, den Teiler
b und ist also gerade.

§ 9. Sitze iiber die Teilbarkeit von T',( p"q*). Folgerungen

28. Es seien p und ¢ verschiedene Primzahlen, p =2 und ¢ > 2,
und sei @ = p'¢* mit p* =3 und k =1. Im folgenden beschéftigen
wir uns mit dem Faktor

T,(p'¢") = Tu(P*¢")  (w(1) = (1, 0))

von T(p"¢*) (s. Nr. 15), und zwar betrachten wir seine Teilbarkeit nament-
lich durch p.

Hierbei ist sogleich zu bemerken, dass unter der Annahme g | m
die Zahl H,(m) sidmtliche Primteiler von Ty(p"¢") enthilt, moglicherweise
einen Primteiler 2 ausgenommen. In der Tat, wenn zuerst " Im, ¢ ||m
gilt, so ergibt (6.1) unter Beachtung der Resultate von § 6 die Beziehung
H,(m) = }T,(p"q")N,, wobei N, eine ganzrationale Zahl ist. Hier ist
weiter T,(p"¢") = Ty(p*¢*)N, mit ganzrationalem N, wie die Aus-
fithrungen von § 7 zeigen.

Es gilt also der

Satz 7. Ist p"q*|m, so besteht die Kongruenz
2H,(m) =0 (mod T(p"¢")) .

Unser Hauptziel ist der Nachweis der untenstehenden drei Satze.
Dabei bedeuten p und g, wie durchweg in den folgenden Betrachtungen,
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ungerade Primzahlen. (Ausserdem bedeutet die Bezeichnung [+] wie
iblich die grosste ganze Zahl <= z.)
Zuerst haben wir als eine Anwendung von Satz 6 den

Satz 8. FEs gilt

a) Ty(p*q) =0 (mod p"P=9P), wenn g =1 (modp) (b =1),
b) Ti(p"q) =0 (mod p" P~V wenn q =1 (modp ) (h=1),
¢) Ty(2*q) =0 (mod 2"), wenn q =1 (mod 8) (h = 2).

Erfilllt g grossere Forderungen als im vorigen Satz, so enthilt 7(a)
den Teiler p bzw. 2 zur wesentlich héheren Potenz:

Satz 9. a) Ist h =1, b =0 und q=1 (mod p"t?), so gilt
Ty(p*q) = 0 (mod p™) mit M = }(p* 4 p*~") — r(h, ),

wobei  r(h, 0) < [L(h + 3)] und r(h,b) < [L(1 + hp™%] fir b =1 ist.
b) Ist h=2,b=0, h+b=3 und q¢=1 (mod2"*?), so gilt

T,(2'q) =0 (mod 2™) mit M =2*+bp-2"2 __p —1.

Die Sitze 8 und 9 besagen nichts von den beiden Fillen

@ =3¢ mit ¢ =1 (mod 3), ¢ =1 (mod 9) ;
0 =4q mit g =1 (mod4), ¢ =1 (mod 8).

Im folgenden Satz, der von etwas anderem Typ ist, sind auch diese Fille
enthalten.

Satz 10. Es gilt fir k=1

a) Ty(3¢") = 0 (mod ¢(¢*)/6), wenn ¢ =1 (mod 3) ,
b) Ty(4¢*) = 0 (mod ¢(¢*)/4), wenn g =1 (mod 4) .

Wir haben als Beispiele zu den vorigen Sétzen einige Werte von 7';(a) berechnet.
Es sei in diesem Zusammenhang erwédhnt, dass die Werte von H,(m) fir alle m < 100
bekannt sind ([15], [6]).

Folgende Werte schliessen sich zunéchst an Satz 9 an (vgl. auch Sidtze 8 und 10):

Ty(3+19) = 32, Ty(32-19) = 36-19 - 109,

T,(5 -11) = 5
p— 23’ Tl(23 . 17) p— 26 . 32, T1(24 . 17) — 212 . 32 . 13 . 17 . 41_

T,(22 - 17)
Als Beispiele zu Satz 10 mogen noch

Ty3-13) =2, Ty(3-31)=5-151, T,(3-72) = 7-29-673,
Ty(4-18) =3, Ty(4-5) =5-11, T,(4-29) = 26-3-7

dienen.
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29. Mittels der vorigen Sitze lisst sich das folgende Problem auf ver-
schiedene Weise losen: Fiir eine gegebene ganze Zahl = ist ein solcher
Kreiskorper zu finden, dessen erster Faktor der Klassenzahl durch n teilbar
ist.

Es sei ebwa n = 2%p% ... p%, wobei p,...,p, paarweise verschie-
dene ungerade Primzahlen sind und ¢ =0, ¢;>0 (j=1,...,7) gilt.
Sind nun ¢, ¢y, ...,q- weitere paarweise verschiedene ungerade Prim-
zahlen (¢ % pj, ¢ #p; fir ¢,j=1,...,r) und enthdlt m den Teiler

(9.1) L plaqy . g,
mit h=2, k=1 (=1,...,7), so gilt
Hy(m) = 17,(2%) Ty(phqy) - - - T,(pyrg )N
(s. § 6), wobei N eine ganzrationale Zahl ist. Nach Satz 8 oder Satz 9 folgt
daraus H,(m) =0 (modn), wenn nur die Exponenten h,hy, ..., h,
geniigend gross sind und ¢, q;, . .., ¢- gewisse Kongruenzen von der Form
g=1 (mod?), ¢=1 (modp}i) (j=1,...,7)

erfiillen.

Unter Zuhilfenahme von Satz 10 lassen sich viele weitere Losungen fiir
m finden, z.B.
(9.2) m = 3qqy .. .4
mit

g=1 (mod3-28t%), ¢;=1 (mod6pfi) (j=1,...,7).
— Offenbar geniigt es auch, das Produkt ¢, ... ¢ in (9.1) und (9.2) durch
eine einzige Primzahl ¢ zu ersetzen, die dann die Kongruenzen
g=1 (mod 2'p}1...plr) bzw. ¢ =1 (mod 12n)

erfiillen muss.

§ 10. Hilfsbetrachtungen
30. Bei der Behandlung von 7T,(a) mit a = p*q* oder 2'¢* werden
wir dieselben Bezeichnungen wie im ersten Kapitel, besonders in § 5, be-
nutzen; dabei muss man nur pp durch p* und ph durch ¢F ersetzt
denken. Demgemiiss bedeutet 7, bzw. 7, eine primitive Wurzel (mod p")
bzw. (mod ¢*), und weiter ist

Lol

s = 2"? > t = ¢(ph)> U = %‘P(qk) >
Z — 62:11'/5 , Z1 — 62.-(1"/2' , Z2 — e?ni/2u .
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Ausserdem brauchen wir u.a. die in Nr. 6 definierten Zahlen R(z,j) = R.(, j)
mit @ = p"¢* und R(0, 1, ) = Ru(0,,7j) mit a = 2"¢*, sowie die Zahlen
P(i, j), die durch (5.4) fir ¢ = p"¢* und durch (5.11) fiir & = 2*¢* gegeben
sind.

31. Wir sprechen zunichst einige Hilfssitze aus.

Hilfssatz 7. Ist a = p"¢* und g =1 (mod p"), so gilt

2u—1

ZR(i,j):ua (t=0,...,t—1).

Beweis. Bedeutet R;,¢=20,...,¢t{— 1, den kleinsten positiven Rest
von 7; (mod p"), so besteht die Kongruenz

R, j) = R; (mod p*) .
Unter Beriicksichtigung der Annahme ¢ =1 (mod p"*) erkennt man jetzt,
dass R(¢,j) bei j =0,...,2u — 1 diejenigen Werte durchlduft, die man
bekommt, indem man von den Zahlen
R+ Npt (N=0,...,¢¢—1)
die Zahlen
g +np") (n=0,...,¢"" —1)

ausschliesst (vgl. den Beweis von Hilfssatz 5). Demnach ldsst sich die
betreffende Summe leicht berechnen.

Auf dieselbe Weise beweist man den

Hilfssatz 7'. Ist a = 2"¢* und ¢ =1 (mod 2"), so gilt
2u—1
Y R0,4,5) =ua (1=0,...,s—1).
j=0

In den folgenden Hilfssdtzen ist speziell £k = 1 gesetzt.

Hilfssatz 8. Ist a = p"q wund entweder

@ g=1 (modp"*!), ¢ =1
oder

(IT) g=1 (modp"), 1 <c<t—1,
so gilt
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Beweis. Nach der Definition (5.4) von P(¢,7) gilt fir ¢ =0,...,¢ —1
u—2 2u—1
a Y P(i,j) = wR(i, u — 1) + R, 2u — 1) — ¥ R(,j).
j=0 =0
Aus

] 278 (mod p") ,
RG,w — 1) + R(i, 2u — 1) =10 tmo

folgt wegen ¢ = 1 (mod p"), dass hierbei
(10.1) R, w — 1) + R(@, 2u — 1) = 2riq + na

mit ganzem #; gilt. Unter Beachtung von Hilfssatz 7 bekommen wir also

i P(i,j) = 2wriqg + (ni — lua .

Das erhaltene Ergebnis liefert ferner die Kongruenz

-1 u—2 t—1

> PGy = (g — DY) X " (mod p),

i=0 j=0 z=0
da u=3(q — 1) durch p teilbar ist. Unter den Voraussetzungen (I)
ist hier (¢ — 1)/p* durch p teilbar und die behauptete Kongruenz somit
richtig. Unter den Voraussetzungen (II) gilt zuerst r* — 1= 0 (mod p"),
andererseits aber

Z 7_201, . 2Cl . 1 = O (mOd ph) )

sodass

t—

1
N =0 (mod p)

-
i=0

ist. Damit ist der Beweis beendet.

Hilfssatz 8. Ist a = 2hq wund entweder

(I h=2 wund ¢q=1 (mod8)
oder

(I1") h=3 und q=1 (mod 2,
so gult

82 i = 0 (mod 2).
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Beweis. Auf dhnliche Schlussweise wie im vorigen Beweis gewinnt
man die Kongruenz

s—1 u—2

> ZP” = ((g — 1)/2%) 25‘ (mod 2) .

=0 j=
Hierbei ist auf der rechten Seite entweder der Quotient oder die Summe = 0
(mod 2), je nachdem ob die Voraussetzungen (I') oder (II') bestehen.

§ 11. Beweis der Sdtze 8 und 9

32. Wie aus (5.1) hervorgeht, besitzt T,(p'q) den Ausdruck
g 1

1

5
|

(11'1) Tl(p q _[ Gl Z“c_l B ng) B

Ul |

1

wobei nach (5.3)
GI(Z%-—I’ Z%d) — 2 2 'l ] Z(2c—1)lzzdj

ist.

Wir wiéhlen fiir das folgende eine primitive (p — 1)-te Einheitswurzel
®; und eine primitive p"~'-te Einheitswurzel &, derart, dass Z, = 8,9,
gilt.

Es sei jetzt ¢=1 (mod p*) mit A =1. Wir setzen f= (¢ — 1)/p"
sodass [ eine gerade ganze Zahl ist und

Z{ = exp(2ni[p")
gilt. Dann enthiilt p im Kérper k(9,, Z§) den Primidealteiler
(11.2) a=(p, 8 —r,1—2j

genau zur 2¢{-ten Potenz.
Nach Hilfssatz 8 gilt

-1 u—-2

(11.3) Z ZPz g =0 moda*) (¢c=1,...,t—1).
1=0 j=

Weiter bestehen fir v=0,...,h — 1 die Kongruenzen

(11.4) O =" 92 =1, Z =1 (mod a?") .

Daher geniigen diejenigen Faktoren G(Zi', Z3*) wvon T,(p"q), worin
l=c=t—1 und 2d=fg mit 1 =g <p"— 1 ist, der Kongruenz

(11.5) GyZF Y Z#E) =0 (moda?) (0O<v=<h—1),

falls 2¢ — 1 und g durch p® teilbar sind.
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Es bedeute nun m, bzw. n, (v = 0, ..., h — 1) die Anzahl der obigen
Werte von 2¢ — 1 bzw. g, die durch p* teilbar sind. Dann gilt offenbar
(11.6) T,(p"q) = 0 (mod a¥)
mit

h—1

K = mgny + Zlmvnv(p” — Y.
Beachtet man, dass N
my=1t—1, my==%p—p""" (w=1...,h—1),
Ne=p" " —1 (v=0,...,h—1)
ist, so bekommt man fir K den Ausdruck
K= (@{—1p"—1) +tp(p"—hp+h—1).
Aus (11.6) lidsst sich ferner
(11.7) Ty(pq) = 0 (mod p™)

schliessen, wobei M die kleinste ganze Zahl = K/2t ist. Es ergibt sich
durch eine einfache Ausrechnung

M=+ )
mit
re=[3h + 1) — 3pi(h — 1) + 3p" — 1)) = [3(h + 3)],

und somit ist der erste Teil von Satz 9 im Fall b = 0 bewiesen.

33. Zweitens sei ¢ = 1 (mod p"*") mit 2 =1 und b = 1. Setzt man
jetzt f = (¢ — 1)/p"*’, so kann man die obige Schlussfolgerung wieder-
holen.

Im vorliegenden Fall enthélt p das Ideal (11.2) genau zur 2tp"-ten
Potenz. Ausserdem gilt (11.3) auch fiir ¢ = ¢, wie aus Hilfssatz 8 hervorgeht.

Definiert man m, und 7, entsprechend wie vorhin, so hat man nun-
mehr
h—v—1

m, = 4(p — L)p ne=p"""—1 (v=0,...,h—1).

Man erhilt also die Kongruenz (11.6) mit
K =tp" — 1)+ tpt (p"" —p —hp+p+h—1)
und daraus weiter die Kongruenz (11.7) mit
M= 3p"+p"") — [+ 3p7" 7 hp — R+ 1]

Dadurch wird der Beweis des ersten Teiles von Satz 9 vollendet.
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34. Wir setzen nun in den Ausfithrungen von Nr. 32 und Nr. 33 ins-
besondere h =1 ein.

Unter der Annahme ¢ = 1 (mod p) sind nach (11.5) gewisse Faktoren
G(ZF71, Z3) von Ty(pq) durch a teilbar, und zwar diejenigen, worin
1<c¢=t—1 und 2d=fg mit 1 <g <p — 1 ist. Demnach erhilt
man

u—1

TT 62 Z3) =0 (moda?™!) (c=1,...,t—1).

d=1
Hierbei ist weiter a?~'= (p, ¥, — ;) ein Primidealteiler von p im
(p — 1)-ten Kreiskorper k(#,). Man erkennt also, dass die Voraussetzungen
des ersten Teiles von Satz 6 mit 2 = ¢t — 1 erfiillt sind, sodass nach diesem
Satz

Ty(p"q) = 0 (mod p**=") (A = 1)

gilt. Damit haben wir die Behauptung a) von Satz 8 bewiesen.
Es sei ¢=1 (mod p"**) mit 2 = b = 1. Dann bekommt man ent-
sprechend wie oben das Resultat

u—1

TT Gu(Z3, 23 =0 (mod a”™") (c=1,....1),

d=1
wobei a ein Ideal mit der Eigenschaft a?=Y°P = (p, 9, — r,) ist. Hiernach
sind die Voraussetzungen des ersten Teiles von Satz 6 mit z =t erfiillt,
und die Behauptung b) von Satz 8 ist also richtig.

35. Wir wenden uns dem Fall a = 2%¢ zu. Jetzt ist nach (5.9) und (5.10)

TTT[G 7, 73%)

c=0 d=1
mit
s—1 u—2

Gy(Z°, 73y = Z V P, §) 2% 739 .

Um den zweiten Teil von Satz 9 zu bewelsen, nehmen wir ¢ = 1 (mod 2"+*)
mit =2, 6=0 und A 4+0=3 an.
Es bedeute jetzt f die gerade ganze Zahl (g — 1)/2"**~!. Dann gilt
Z{ = exp(2mi|2k+P—1) |
und das Ideal
b=(1—2Z

ist ein Primteiler von 2 im 2"**~'-ten Kreiskorper; bekanntlich ist die
2"5=2te Potenz von b gleich 2.
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Aus Hilfssatz 8’ folgt die Kongruenz

s—1 u—2
N Y PG,j) =0 (mod b*

i=0 j=0

h+b—2

).
Beachtet man dazu, dass

Z =1 (mod 52b+1) ,

Z¢ =1 (mod 0¥y w=1,...,h—3),
723 =1 (modb¥) (v=0,...,h+b—2)

gilt, so kann man von den Faktoren Gy(Z°, ZE) (¢c=0,...,8—1;
g=1,...,2""1 1) von T,(2%) folgendes aussagen: es ist

Gy(Z°, Zf) = 0 (mod b¥)
fiir
v=20,...,b, wenn?2’|g,
v=>b+1,...,h+b—2 wenn2"""'|¢, 2"|g.

Von den hier auftretenden Werten von ¢ sind nun m, = 2*=°~* durch

2 teilbar (v =0,...,h — 2), und die entsprechende Anzahl bei g ist
My = 201 _ 1 (v =0,...,h+b—2). Es ergibt sich demgemaéss
T,(2*q) = 0 (mod b¥)

mit
b h4+b—2
K = mgng + D mgn, - 27N Y myy me s 277
v=1 v=b-+1

— 22h+b—2 + b . 22h+b—4 _ (h + 1)2h+b——2 i

Dies bedeutet weiter, dass 75(2"q) durch die behauptete Potenz von 2
teilbar ist.
Im Spezialfall 2 = 2, b = 1 lautet das erhaltene Ergebnis
T(4q) = 0 (mod 2?) fiir ¢ =1 (mod 8) .

Nach Satz 6 folgt daraus die Behauptung c) von Satz 8.

§ 12. Beweis von Satz 10

36. Fiir den Beweis von Satz 10 nehmen wir zuerst an, dass a = 3¢*
mit ¢ =1 (mod 3) gilt.

Die Zahl T,(a) ist als eine Determinante D,(a) darstellbar, deren
Gestalt aus (5.8) und (5.6) hervorgeht. Im vorliegenden Fall sind wegen
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t =1 die Elemente einer jeden Zeile von D, (a) (von der Reihenfolge
abgesehen)

Py, ..., Py PG (JF#m),

wobei n der Zeilenindex (1 <n < u — 1) ist. Nach (5.5) sind also die
Zeilensummen

2u—1

S, :;Z—:ng = a ' {u(R(0, n) + R0, n 4 u)) ~j:01~?(0, .
Analog zu (10.1) gewinnt man jetzt das Resultat
R(0,m) + R(0,n + u) = 2¢* + gua
mit ganzem ,. Wendet man iiberdies Hilfssatz 7 an, so ergibt sich
S =2u3 + onu — u = (30. — 1)p(¢")/6 .
Dies hat ferner die Beziehung
Dy(a) = 0 (mod ¢(q")/6)

zur Folge, sodass die Behauptung a) von Satz 10 richtig ist.

Um die Richtigkeit der Behauptung b) einzusehen, geht man in der-
selben Weise vor. Unter der Annahme ¢ = 4¢* mit ¢ = 1 (mod 4) wird
die Determinante D;(a) von &dhnlicher Form wie vorhin sein, und ihre
Zeilensummen sind nach (5.12)

2u—1

u—1
8n= > Py = a{u(R(0,0,n) + R©,0,n + u)) — Y R(0.0,j)}.
= :

j=0

Unter Anwendung von Hilfssatz 7’ schliesst man daraus
Sn = (2¢. — De(g")/4

wobei die ganze Zahl o, die entsprechende Bedeutung hat wie oben.
Folglich gilt
Dy(a) = 0 (mod ¢(g*)/4)

wie zu zeigen war.

Universitat Turku
Turku, Finnland
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