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Ein neuer Zugang zur Theorie der Besselfunktionen in mehreren
Dimensionen

Im klassischen Aufbau der Theorie der Besselfunktionen wird davon
ausgegangen, die Schwingungsgleichung

AU +U =0

durch Einfiithrung von Polarkoordinaten zu separieren und dann die ent-
stehenden gewohnlichen Differentialgleichungen zu integrieren [7].

Ein anderer Weg, der zunéchst von Poisson und spéter von Sommerfeld
beschritten wurde, geht von der Bemerkung aus, dass fiir jeden reellen
oder komplexen Wert «

ei (%1 cos a + %, sin )

eine Losung der Helmholtzschen Gleichung in zwei Dimensionen ist. Durch
geeignete Superposition dieser Funktionen lassen sich dann weitere parti-
kuldre Losungen der Schwingungsgleichung finden. So erhélt man durch

T

c—n

i . o

V(g , xp) = 2 /el(xlcosy+x’s'n°‘) enrdx
7

-

eine Funktion, die sich nach Einfithrung der Polarkoordinaten
Xy = rcosg; X, = rsing

in der Form

mit

schreiben lasst.
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A. Sommerfeld fithrte 1896 [5] die Funktionen

T

T tuw—ix©

i—n

Lvsll)(l,l , xz) — /ex (%1 cos & + x, sin &) e’"”‘doc

T

T .
-5ty t+i®o
und

3

—q—+w+iao

c—n
7 . o
Uf)(fﬁ ) &) = T / gl Froosebmsina) ginx gy
T .
5Ty —1®

ein, wobei diese Darstellungen fiir ¢—y| < #/2 gelten. Es gilt dann wei-
terhin

U, , x,) = HO@r) e,

UD(@y , xy) = HP(r) e

mit
T
F—i®
s—n
1) v ircosq ,in:
HO@r) = — €Yoty
T
T
—:7—-1-100
31 .
T—Llj
"
Hf)(r) — eireosxgina gy
44
T .
F—tw

Bei dieser Einfithrung entstehen die Besselfunktionen J,(r) und die
Hankelfunktionen H{)(r), H{@)(r) in physikalischer Deutung als Super-
positionen von ebenen Wellen der Form

ei (%1 cos & + «, sin o)
2

mit reellen Wellenrichtungen im Falle der Besselfunktionen, und mit kom-
plexen Wellenrichtungen im Falle der Hankelfunktionen.

Wihrend die Darstellungen der Besselfunktionen fiir alle Punkte
@ = (xy,%,) gelten, sind die Darstellungen der Hankelfunktionen jeweils
nur in Halbrdumen giiltig.

Aus physikalischer Intuition sind analoge Darstellungen auch in Riumen
hoherer Dimension zu erwarten. Die mathematische Theorie dieser Zu-
sammenhédnge wird hier erstmalig geliefert.
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Dabei wird einerseits die Theorie der Kugelfunktionen in einer kiirzlich
entwickelten Form benutzt [1], und es wird andererseits eine Technik der
Deformation der Integrationsmannigfaltigkeiten in mehreren komplexen
Dimensionen verwandt, die in dieser Form neu sein diirfte.

Neben einem neuen Zugang zur Theorie der Bessel- und Hankelfunk-
tionen wird dabei eine Zusammenfassung vieler Beziehungen erreicht, die
bisher als Einzelergebnisse erschienen.

Zur Vereinheitlichung der Darstellung wurde auch die reelle Theorie der
Besselfunktionen aufgenommen, wie sie wohl zuerst von G. Herglotz kon-
zipiert wurde [2]. Durch die Gegeniiberstellung der reellen Theorie der
Besselfunktionen und der komplexen Theorie der Hankelfunktionen diirften
— dhnlich wie in der Sommerfeldschen Theorie — die Merkmale der kom-
plex-analytischen Methode besonders hervortreten.

Herrn C. Engeln méchte ich fiir seine Hilfe bei der Anfertigung des
Manuskriptes und seine Anregungen zur Verbesserung der Darstellung
recht herzlich danken.

Uber die speziellen Ergebnisse dieser Arbeit hinaus erweist sich vermut-
lich die Untersuchung spezieller Funktionen mit Hilfe der mehrdimensio-
nalen komplexen Analysis als geeignetes Mittel, Kalkiil und Technik dieser
Disziplin weiterzuentwickeln. Die vorliegende Arbeit ist auch als Beitrag
zu diesem Fragenkreis gedacht.

§ 1. Bezeichnungen

Mit E, bezeichnen wir den euklidischen Raum von ¢ reellen Dimen-
sionen, seine Elemente mit x, y, z oder zy, ¥y, 7y, Wenn die Angabe
der Dimension wichtig ist. In der Komponentenzerlegung ist dann

(1) Ty = (T, 0005 @) -

Skalarprodukt und absoluter Betrag werden, wie iiblich, durch
(2) vy =2y Ty 2= aeag }x{:\/o;

eingefiihrt. Mit £, werde die Einheitssphire a? =1 in E; bezeichnet.

Thre Elemente nennen wir &, %, {.
Dann gilt fir x€E,, x =+ 0
(3) x=r&; r=lx,; §€Q,

wobei & der eindeutig bestimmte Richtungsvektor zu x ist.

Es sei ¢, &,...,¢ die ibliche orthonormierte Basis von &, .

Die Gesamtheit der Vektoren
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(4) T = xE X+ X

mit reellen oder komplexen Komponenten z;, @,,...,x, bezeichnen wir
als C,. Die Menge aller « € C;, mit 2> = 1 nennen wir QF .

Dem reellen Raum E, legen wir die kanonische Orientierung zugrunde
und bezeichnen mit

(5) drg(x) = day Nday N ... N\ da

q
das Volumenelement. Es sei
(6) do(x) =
ayduy NN day — @y dag Ndaeg N Nday + L
+ (=D dey Ndag Ao N datt
Dann ist diese Differentialform vom Grade ¢ — 1 auf Q, gleich dem
orientierten Fliachenelement. Beide Differentialformen lassen sich ohne

weiteres ins Komplexe iibertragen.
Bezeichnen wir mit

(7) {a:ba"'i(q)

eine g-dimensionale Determinante mit den Spalten «, b...., und setzen
wir bei Vorliegen einer Parameterdarstellung

(8) x = 2(Uy, Uy, ...,u,) mit r =¢q oder r = ¢g—1

fiir die Ableitungen

0
(9) S0 & = Wi
so wird
(10) dr(2) = [@q, 2, ..., 2, | duy Nduy N ... A du,
und im Falle einer (¢—1)-dimensionalen Parameterdarstellung
(11)  doyfx) = (o, 27,25, 20 [gduy Ndu, Ao N duy

Die Differentialform dz(x) wird immer durch eine ¢-dimensionale
reelle Parameterdarstellung und die Differentialform dw,(x) durch eine
(g—1)-dimensionale reelle Parameterdarstellung ausgedriickt werden.

Wir wollen nun einige einfache Beziehungen dieser Differentialformen
ableiten. Zunéchst entnimmt man aus (5) und (6)

(12) dn, = dn,_, N\ dz,
und
(13) do, = do,_, A dx, + (—1)r! x, dm,
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Es sei nun A(x) eine differenzierbare Funktion von a;, 2,,...,2,.

Dann ist

9
(14) dr(Ax) = T (Adda; + a;dA),

i=1
wobei das Produkt im Sinne der alternierenden Multiplikation unter Beach-
tung der natiirlichen Reihenfolge 1,...,q zu verstehen ist. Es wird
damit
(15) dry(x) = Atdm(x) + A1 dA N doy(x),

wie sich durch Ausrechnen leicht bestétigt.
Aus (11) entnehmen wir weiterhin

(16) do(Ax) = Aldwy(x) .

Wir wollen nun Polarkoordinaten einfithren und setzen x = r & mit
£ =1. Dann ist

(17) gds, + &dé - EdE, = 0

q %eq
und folglich
(18) d (&) = 0.
Aus (15) folgt daher
(19) drg(r &) = 1" Vdr N doy(&) .

Bezeichnen wir mit di(x) eine der beiden Differentialformen (10)
oder (11), so ist offenbar fiir jede konstante Matrix A4

(20) di(A x) = det A dA(x) .

Es gilt somit insbesondere
Lemma 1. FEsser A eine eigentlich orthogonale Matrix. Dann ist

dm (4 x) = dm,(x)
und
do (4 x) = doy) .

Wir wollen nun zu Parameterdarstellungen von £, und Berechnungen
der dw, auf £, iibergehen.
Jeden Einheitsvektor &, kénnen wir in der Form

(21) é:(9) = le + \/1—t2 ‘5(9—1); —l=sts1; S:(q—l) € 'Qq—l

darstellen. Aus (13) folgt nun
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(22)  doy(te, + V1—2&, )
= do,_,(V1—2E_yy) Ndt + (1) tda,_(V1I-£&, ).

Nach (15) und (18) ist
_ =3
(23) Ao, (V18 &, ) = —t(1—1) 2 dt \dow,_(&,_1)

q—3

= (=1 (1—8) 7 do,_(§,) N dt

und nach (16)

q—1

(24) do, s (V1I—BE,_y) = (1—1) 7 do,_y(§4_y) -
Damit folgt aus (22)
(25) doy(t e, + V1 &)
= 18T [(8) + 2] doy (&) AL

und wir finden
Lemma 2. FEs se:

§(q)=t8q+m§(’_’_l); —l=t=1;

eine Parameterdarstellung von Q. Dann ist

(e=1) €Q

Ure

q—1-

q—3

dwq(‘f(q)) - (l_tz)T dwq—l(f(q—l)) Ndt.
Bezeichnen wir mit

(26) v, = /dwq(f)

das Mass der Einheitssphire Q  in E,, so wird

q
+1 -1
-3 9=3
(27) o ://(1—t2) P dw, , Ndt = o, , / (1—2) 2 dt .
—1 Qq—-l
Setzen wir w; = 2, so wird fiir ¢ = 2,3, ...

)
(28) o, = ;

T
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§ 2. Theorie der Kugelfunktionen

In diesem Abschnitt werden wir eine kurze Darstellung der fiir den hier
vorliegenden Fragenkreis wichtigsten Ergebnisse aus der Theorie der
Kugelfunktionen geben. Ausfiihrlichere Darstellungen liegen an anderer
Stelle vor [1].

Es sei

0 \? 0 \?
(L) Ay = <£5—1\) _!_.”_!_(53:)

der Laplace-Operator in ¢ Dimensionen.
Es sei weiterhin H,(x) ein homogenes Polynom der Verinderlichen
(@ ,...,x) vom Grade =, das

» Yy

(2) AgHa(x) = 0

erfiilllt. Dann ist mit der Darstellung * =r§&

(3) H.(x) = H.(ré&) = " Haé).
Wir nennen nun

(4) Su(q; &) = Sa(§) = Ha(§)

eine Kugelfunktion der Ordnung » in ¢ Dimensionen.
Jedes Polynom H,(x) kann in der Form

(5) H,(x ..., Z e, x )
dargestellt werden, wobei die Koeffizienten A, ; Polynome vom Grade
n—j in ay,...,%, ; sind.

Mit

e

(6) dg = (a;;) + Ay
wird
(7) q)H ; ]_ 4, ; + () Jg—nda_j]

n—2
=j;0 [(G+2) G+ Au_js + Ay Al (@) + 2y Ay + dg 4y = 0,

wobei die letzten beiden Glieder gleich Null sind. Fir die Koeffizienten-
funktionen der homogenen harmonischen Polynome gilt daher

(8) A(q—])An»j = —(+2)@y+n4d n—j—2
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so dass nur die Polynome A4, und A, , frei wahlbar sind. Die Zahl der
in diesen beiden Polynomen verfiigharen Koeffizienten gibt folglich auch
die Anzahl der linear unabhéngigen Kugelfunktionen an. Wir bezeichnen
sie mit N(g,n) und verzichten hier auf ihre explizite Berechnung. Aus
einer einfachen Abzihlung ergibt sich N(q,n) = O(n??).

Wir wollen nun eine Kugelfunktion mit Rotationssymmetrie bestimmen
und suchen dazu eine Funktion L,(x) mit den folgenden Eigenschaften:

1. Lu(x) ist ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grade n
in ¢ Dimensionen.

2, L,Dwx) = L,(x) fur alle orthogonalen Transformationen D mit
De =e,.

3. Lu(g,) = 1.

Aus der zweiten Bedingung folgt, dass fiir das Polynom L,(x) die Koef-

fizientenfunktionen A4, ; nur von a4k xz_l abhidngen. Da sie
gleichzeitig homogene Polynome sein miissen, ergibt sich

0 fir n—j ungerade
n—j :

®) A~=l
{

P U IV Y T T, A
¢ (ay + + oy y)f fir n—j = 2k

Von den beiden Zahlen n und n—1 ist stets eine gerade, so dass
L,(x) durch die erste und die zweite Bedingung bis auf einen Faktor ein-
deutig festgelegt ist. Nach (5) ist

(10) L,,(Sq) - Ag s

wobei dieser Koeffizient proportional zu dem noch frei verfiigharen Faktor
ist. Durch die dritte Bedingung wird die Funktion L,.(x) damit dann
eindeutig bestimmt.

Setzen wir

(11) Lg = T (t & + Vi S(‘1—1)) :
so wird
(12) La@) = m La(te, + V185, ) = " Palg: 1) .

wobei P.(q;t) ein Polynom vom Grade = in t ist, das den Bedingungen
(13) Pug:1) = 1; Pulg; —1) = (1)

geniigt.

Mit Hilfe dieser Funktionen kénnen wir nun das fiir unsere weiteren
Uberlegungen wichtige Additionstheorem beweisen. Wir nehmen dazu
an, dass ein orthonormiertes System von Kugelfunktionen S, ;(§) mit
j=1,2,..., N ausgewihlt wurde.
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Es sei nunmehr A4 eine orthogonale Transformationsmatrix. Dann
ist mit S,(&) auch S.(4 &) eine Kugelfunktion der Ordnung =, da mit
H,.(x) auch H,.(A4z) ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grade
n ist. Zu jedem orthogonalen A gibt es daher Koeffizienten €, so, dass
C'k S n,k("t)

J

NG

(14) S, (48 =

k=1

ist. Wir betrachten nun

(15) 8 = / 806 S,ul8) deoy(8) = / S0 (6) 8,4(8) dory(£) (det A) .

Qq AQq

Diese Beziehung bringt zum Ausdruck, dass £, bei einer orthogonalen
Transformation A in sich iibergeht, wobei die Orientierung erhalten bleibt,
wenn det A = 1 ist, fiir det A = —1 jedoch geéndert wird. Das letzte
Integral konnen wir auch in der Form

(16) /Sn,j(A §) S,u(4 &) doy(4 &)
2q

schreiben. Es ist aber nach Lemma 1:

(17) do (4 &) = dow, (&) (det 4) ,

so dass sich aus (14) und der Orthogonalitdt der S, ; schliesslich
N
(18) 6,‘1 = Z Ojk Clk
k=1

ergibt. Die Koeffizienten C}, bilden folglich eine orthogonale Matrix, und
es gilt daher auch

N
(19) 5j, = Z Cij Cur .
k=1
Bilden wir nun zu zwei Einheitsvektoren & und 7 die Summe
(20) Z Sn.j(é:) Sn,j()]) - F(S ’ )/) )
=1

so geniigt diese Funktion fiir alle orthogonalen 4 der Bedingung
(21) FA&,4An) = F&,y).

Damit muss F(£,7n) eine Funktion sein, die nur vom Skalarprodukt
abhidngt. Es gilt also

(22) F&,n) = GE-n).
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Bei festem # ist G(&-1) eine Kugelfunktion der Ordnung = in &. Sie
ist symmetrisch beziiglich aller Drehungen oder Spiegelungen, die 7 fest-
lassen.

Es gilt also

(23) G(&-n) = caPulg; &) .

Zur Bestimmung von ¢, setzen wir & =7 und integrieren iiber 0 .
Dann folgt aus

N
(24) Z}(Sn,j(ﬁ))z do,(§) = Cn/dwq
I ! 2q
schliesslich
(25) N(g;n) = cao, .

Wir erhalten daher

Satz 1. Es sei {S,;(£)} ein orthonormiertes System von Kugelfunktionen
der Ordnung n und Dimension q . Dann ist fir beliebige & und 1 aus 2,
_ Na;n) i

I PAgE )

q

N
Z IIJS)S

Aus dieser Beziehung folgt unmittelbar

Satz 2. Es sei S.(&) eine Kugelfunktion der Ordnung n. Dann ist
%
— [ Pu(q; 1) Saln) deoy() = Sa(é) .

(g

Q q

Wir wollen nun eine weitere wichtige Beziehung herleiten, die den
Schliissel zur Ubertragung der Poissonschen Definition der Besselfunktionen
liefert.

Es sei f(t) eine fir —1 <t < 1 stetige Funktion. Mit zwei Einheits-
vektoren & und ¢ bilden wir

(26) /f(S ) Po(g; &) dog(y) = F(&. 7).

Dann ist fiir jede orthogonale Matrix A

(27) Fdé&,470) = /f(A E-m) Polg; A 20 y) doyy)

= /f(A &) P,q; AL n)doyy) (det A) .

A Qq
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Dies entspricht der schon einmal in (15) durchgefithrten Umformung.
Wir kénnen nun weiter schliessen

(28) F(A¢&,4n) = /f(A§~A77)Pn(q;A - An)doy(Adn) (det 4),
'Qq

da wir eine Transformation der Integrationsmannigfaltigkeit durch die
gleiche Transformation der Integrationsvariablen ausdriicken kénnen. Auf
Grund der Invarianz des Skalarproduktes gegeniiber Orthogonaltrans-
formationen und der Transformationseigenschaft (17) folgt

(29) FAas,40) = F(E,0).

Damit kann auch diese Funktion nur vom Skalarprodukt &-{ ab-
hingen. Da sie beziiglich { eine Kugelfunktion der Ordnung 7 ist, folgt

(30) /f(f'ﬁ) P,(q; ) doyn) = 2, Py(q;&-0).

2q

Zur Bestimmung von 1%, setzen wir { = { = ¢ und

n

/
(31) o=y = teg+V 1—t277(q_1) .

Dann wird aus (30)
(32) I Poqg;l) = 4, = /f(fq‘n)Pn(q;eq'n) do,(n) ,

und wir erhalten nach Lemma 2

1
+ 3

(33) An = wq_1/f(t) Pg;t)(1—8)* di.

-1

Multiplizieren wir nun noch beide Seiten von (30) mit einer Kugel-
funktion (N/w,) S,({) und integrieren beziiglich { iiber £, , sofolgt nach
Satz 2

Satz 8. Es sei f(t) eine fir —1 <t =1 stetige Funktion und S,(n)
eine Kugelfunktion der Ordnung n . Dann ist
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A, = wq_lff(t) Pn(q;t)(l—t2)'_2 dt .

Diese auf Funk und Hecke zuriickgehende Formel kombiniert die
Orthogonalinvarianz der Kugel mit dem Additionstheorem der Kugel-
funktionen.

Betrachten wie zwei Kugelfunktionen 8,(£) und S.(¢), so gilt nach
der Greenschen Formel fiir die zugehérigen harmonischen Polynome

H,(x) und H.,(x)

(34) 0 — / (H, AH, — H, AH,) dn(x)
2 =1
,H i H H i H,|d
= /( HE‘ m ~ m 5 n) '(I)q("l’) .

¥ =1

Fir r =1 ist aber (I =10,1,...)

0
(35) a_rH’(x) = [ Hy(x) = 18(¢).

Aus (34) folgt daher

(36) (m—n)/Sn(f) Swm(€) dary(€) = 0.

Damit sind Kugelfunktionen verschiedener Ordnung stets orthogonal
zueinander. Wenden wir dieses Ergebnis auf die verallgemeinerten
Legendre-Funktionen L,(x) an, so ergibt sich fiir n = m

+1
q—3

B7) 0= /L,.(S) Ln(&) doy (&) = wq_l/Pn(q ) Pu(g . t) 1—12) % dt.
2q

Die Funktionen P,(q,¢) sind Polynome vom Grade =, die die Normie-

rungsbedingung P,(¢,1) = 1 erfiillen. Sie sind daher durch die Eigen-

schaft (37) und die letzten beiden Eigenschaften eindeutig bestimmt.
Unter Benutzung dieser Tatsache ergibt sich die verallgemeinerte Formel

von Rodrigues
r q—l)
< 2 il WA +

ﬁqfl)(lth)T(\a) (=) 7

q—3

1 n
(38)  Pyq.t) = (—5)
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Damit folgt fiir jede n-mal stetig differenzierbare Funktion f(¢)

q_—_l) +1

+'1 —3 n F( -3

P 2 q_’fd <_1.) »_Q_g___ (n) 2 "'Fq—-fd
(39) /f(f) (=) T a = ) — = o0 e .
1 1

I ("+T

Im Hinblick auf die nun folgende Theorie der verallgemeinerten Bessel-
funktionen bilden wir speziell

+1

(40) /ef”Pn(q 1) (1—t2)

1
T\ F(\qgl‘) H. ‘ i
:(?) o q—l\)

T’(\n—f— 2

q—3

dt

/

und erhalten daraus die Abschétzung

|+l . ‘ nT'EPl
(41) i\:/leirtpn(q,f)(l_tz)¥dt g(%) _(IW(%J%Z(TQ)

Der klassische Aufbau der Theorie der Besselfunktionen stellt die
Integrale (40) in den Mittelpunkt. Wir wollen hier, einem Gedanken von
G. Herglotz folgend, den Zugang von Poisson und Sommerfeld verall-
gemeinern.

§ 3. Die reguliren Besselfunktionen

Wir werden nun die Besselfunktionen und ihre Integraldarstellungen
fur ganzzahlige Ordnungen auf beliebig viele Dimensionen {iibertragen.
Wir setzen dazu

" .
(1) V(x) = w—/e”‘"’ S, (7) dog(ny)
q
2q

Mit Polarkoordinaten x = r & wird daraus
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?:—n i =
(2) Va(ré) = */e”’" S,(n) deg(n) -

U)q

24
Nach Satz 3 ist folglich
(3) Va(r &) = Ju(q;7) Sa(&)
wenn wir
+1
o, ) =3

(4) Jugsr) = — e P(git) (1—12) * dt

! —1
setzen.

Dies fithrt uns zu
Definition 1. Die Funkiion

11

J(q;r) = /e“‘Pn(q;t) (1—22)

—1

q—3

2 odt

heisst (reguldre) Besselfunktion der Ordnung n wnd Dimension q .
Nach (2.41) erhalten wir bei festem » fir n — o

(5) Julqg;r) = O —(%)n
F(nJr%)

Die Definition 1 liefert mit Hilfe der Theorie der Kugelfunktionen eine
grosse Zahl von speziellen Beziehungen, von denen hier nur einige als Bei-
spiele angefithrt seien.

Das System der orthonormierten Kugelfunktionen ist vollstdndig [1].
Konvergiert daher die verallgemeinerte Fourier-Reihe einer auf ©Q, ste-
tigen Funktion, so stellt sie diese Funktion auch dar.

Wihlen wir €77 mit festem Einheitsvektor 7 als Beispiel, so sind
die Entwicklungskoeffizienten beziiglich S, ;(§) nach (3) und (4) gleich

(6) g " T3 7) S, 0)
Unter Beachtung des Additionstheorems (Satz 1) wird
@ N
(7) 0)‘1 Z 7:" Jn(q 5 T) Z Sn,j(n) Sn.](é:)
n=0 j=1

8

= 2 "J(q; ) N(g;n) Pug; &) .

0

Il

n
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Es ist aber bei festem » fiir n — oo

(8) Juq ) Puq i &) Nigin) = O (,’2;)__"__ ,
' F(n—{—%—)

sodass die Reihe (7) in jedem Intervall 0 =< r =< r, gleichmissig konvergiert.
Damit finden wir

Lemma 8. Fir r =0 und reelle Einheitsvektoren & wund 1 gilt
gleichmdssig beziiglich & und 7

e = Y " N(g:in)J(q;7) Pulg; & 1)
n=0
Setzen wir nun z =r &; o = &, so wird einerseits

1 L=
(9) _/elx-;] elx~1/ ’)q(ﬁ) — Jo(q, [x—x/i).
Wq
2

Andererseits folgt aus der Parsevalschen Identitdt, angewandt auf das
System der Kugelfunktionen, nach Lemma 3 fiir die linke Seite der letzten
Gleichung

8

(10) N(gin)Ju(g;r)J(q:7") Plqg; & &) .

0

n

Damit erhalten wir
Lemma 4. FEHsser x=1r&; 2 =+ & . Dann ist

Jolq ;s le—a')) = > Nigsn)J(q;0) Jq:7) Pulg; &-&).

3
The

Aus der Beziehung
?:_" . '
(11) w_/ ¢S, () doy(y) = Jo(q ;) Sal8)
q
2q

ergeben sich viele Integralbeziehungen zwischen Besselfunktionen durch
Spezialisierung der Kugelfunktion S,(57) . Wir wollen als Beispiel hier nur
den einfachsten Fall n = 0 betrachten.

Setzen wir

N =g = te+ V1B y. gy = 1",
(12)
T =X = AgEg Tt Ty Tgn) = T,

so wird
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1 =3

(13)  Jyq:r) = — / o VISES) do,_y N dt .

Es ist aber

YT e , T ‘
(14) /e ! dw, (/%) = o,_; Jo(q—1 V12 -l -

1

Beachten wir noch, dass

(15) = Vaj + lxgy?
ist, so folgt mit @y = a; |y, =0b
Lemma 5. Ks gilt
+1
. w,_, T R 93
Joq: VaE4b) = —— [ ' Jq—1;V1I—2b) (1—) > di.

wy
-1
Durch Benutzung weiterer Mittel aus der Theorie der Kugelfunktionen
lassen sich alle Besselfunktionen auf die bekannten Besselfunktionen der
Dimension ¢ = 2 elementar zuriickfithren. Aus (2.40) und (4) folgt ndm-
lich

'q_r) y

=)
\ 2 ) C’)q_l ire 2nfq:3]
et TH1—t¢ T odt.
—1‘) o / “ ) ‘

(16) Julgir) = (73)

F(n+i] —1

2 /

Im klassischen Aufbau der Theorie der Besselfunktionen .J (). die
die in der hier benutzten Schreibweise mit .J (2 :7) bezeichnet werden
miissen, gilt fir reelle » > —1/2 [7])

1

(7 g0 = J2;r) = (%) L /ei,;(l_tz)v—

1] =

dt .

Beachten wir noch, dass

(18) =
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war, so finden wir

(19) Tasr) = (-’;—)wr(-‘;—)J 2(250),

n4+-————-—
\ T2

womit der Anschluss an die iiblichen Bezeichnungsweisen hergestellt ist.

§ 4. Eine Formel der mehrdimensionalen komplexen Integration

Wir benstigen fiir die Ubertragung der Sommerfeldschen Definition
der Hankelfunktionen ein Analogon zur Cauchyschen Integralformel fiir
holomorphe Funktionen mehrerer komplexer Verinderlicher. Es gibt
eine Reihe von Integralformeln fiir mehrfache komplexe Integrale, die
unter Ausnutzung der Holomorphie des Integranden mit Hilfe des Kalkiils
der alternierenden Differentialformen bewiesen werden konnen [+]. Wir
brauchen hier eine spezielle Form, die wir nun ableiten wollen.

In diesem Paragraphen sei stets ¢ = 3. Den klassischen Fall ¢ = 2
werden wir dann gesondert behandeln und so den Ubergang zur bekannten
Theorie gewinnen.

Essei f(z,2,...,7) eine ganze holomorphe 1) Funktion der komplexen
Verinderlichen z,,2,,....2, . Es sei weiterhin 3, ein endlicher Zylinder
(0=r<R)

(1) 0 <2, =1 I o N L oo, = R?

des reellen euklidischen Raumes F,. Wir bezeichnen mit 23, seinen
orientierten. Rand und setzen 3, = 3,Ud3,.
Wir nehmen nun an, dass ¢ komplexwertige Funktionen

(2) o= 2,2, ... ) J=L2.....¢q

(3) Aty =1

erfiillen. Durch dieses Funktionensystem wird der reelle Zylinder 3, auf
eine Punktmenge @, des komplexen Zahlenraumes (', abgebildet. Wegen
(3) liegt dabei &, und das Bild 9%, von @3, auf QF.

Wir bilden nun vermittels der Funktionen (2) das Integral
1) Eine ganze holomorphe Funktion ist im ganzen Raum C, holomorph. Die in
§4 formulierten Gesectze gelten auch unter schwicheren Voraussetzungen. Auf die
Einzelheiten wird hier verzichtet.
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4) [z dey Ndzg N oo Ndz, .
35,

Dann ist dieses Integral nach dem verallgemeinerten Satz von Stokes gleich

(5) //df/\dzl/\dzz/\.../\dzq_l.
("Bfl
Auf Grund der Holomorphie von f ist
of of of
(6) df = a?Idzl_'_a_szZz»L—*_a_quzq

,.,

und es wird aus (5)

(7) //—dzq Ndzy N oo Ndz,_y .

Aus (3) erhalten wir aber

(8) ydzy + 29dzy + -+ 24dzy = 0.
Damit ist auch
(9) deg Ndzy N ... Ndzy_y = 0,

und es verschwindet das Integral (7).
Bezeichnen wir, wie schon in § 1, mit dw,(z) die Differentialform
(10)  dwy(z) =
pdey Ndeg N oo Ndzg — zydzy Ndzg N oo N dzy -+ -
+ (=1 gdzy Ndzy NN dzy

so folgt

(11) /f(Z) dwg(z) = 0,

08,

da sich der Integrand in ¢ Summanden zerlegen ldsst. deren Integral je-
weils nach dem obigen Ergebnis verschwindet.

Wir erhalten daher

Satz 4. Es set &, U 008, das stetig differenzierbare Bild eines abge-
schlossenen reellen Zylinders des E,, und es liege &, U 08, ganz auf der
Punktmenge

QF: A4G+ 42 = 1.
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Ist dann f(z1,2, - . ., %) eine ganze holomorphe Funktion, so gilt mit f(z)
= f(21,% 5.+ »%n)

J(2) dog(z) = 0.
60},1

Wir werden diesen Satz benutzen, um eine Ubertragung der Formel
von Funk und Hecke ins Komplexe zu gewinnen.

Dazu sei von nun an f(z) eine ganze holomorphe Funktion einer Ver-
anderlichen z von der Form ¢ °* p(z), wobei p(z) ein beliebiges Polynom
und a eine positive reelle Konstante ist.

Wir betrachten weiterhin fiir reelle Einheitsvektoren & und positive
R die Mannigfaltigkeiten Q{"(&'; R) und QP(¢; R), die folgendermassen
definiert sind:

(12) QU(E  R) =

T = 1—-5’—- . y € s '5,:O> = s
{1 Vi1 y: yE€E, . y-¢§ ¥y = R?

Igo fiirj:ll
ImV1—)2=0, Re V1—y? .
l <o fir j — 2]

Dabei sei auch R = 0 zugelassen.

Die Punktmengen QU(&"; R) sind reell fir 0 = B = 1. Es ist Q0
gleich der Halbsphire 7-& =0 und QP(&;1) gleich der Halbsphire
i+ & = 0. Die Orientierung dieser Mannigfaltigkeiten legen wir folgender-
massen fest:

Es sei € ,é,....e_; eine orthonormierte Basis des (¢—1)-dimen-
sionalen linearen Raumes y & = 0. Dann konnen wir die Komponenten
Y. =1y-c als Parameter zur Darstellung von QU(&;R) benutzen.
Die Basis ¢, ,..., e,;_l sei nun so gewdhlt, dass die Determinante
ey, ey, E =1 ist. In dem (¢—1)-dimensionalen Parameter-
raum setzen wir die kanonische Orientierung voraus.

Dann ist QU(& ;1) gleich der positiv orientierten Halbsphdre
& =0 und fo)(f’ ;1) gleich der negativ orientierten Halbsphire
n-&=0.

Tiir die Dimensionen ¢ = 2 und ¢ = 3 ldsst sich dies anschaulich
erkennen. Im allgemeinen Fall ergibt es sich aus der Berechnung der
Differentialform dw, (7)) .

Nach (1.11) ist

(A3)  dog) = [0 1715005 qo1 g dyy Ndyy I\ oo N dy,

Nun gilt fiir die Ableitungen 7, von u nach ,
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N = — Y A—@)2 — - — )] & — &,
(14) q—jl , , , _%
,’7 - Zlyx 17|;< - [1_(y1)2_ Tt _(yq—l)z] 5, .

Damit ergibt sich nach (13)
Cdyy Ndyy NN dy,
1 »\/ 1_(%)2_ e (y;—l)z

(15)  dog) = (17 E e

)
Vi—p’
sodass die Orientierung unserer Mannigfaltigkeit durch das Vorzeichen der

Wurzel bestimmt wird.
Wir bilden nun mit reellen Vektoren & und n fir 0 <R < =

(16) P&, 058 R) = [ fl6-n) Palg; &) dogy) .
2l ry

Aus der Definition (12) entnehmen wir fiir alle orthogonalen Transformatio-
nen A

(17) AQNER) = QA& R).

Dabei sind die Orientierungen gleich, wenn det 4 = -1 ist und ent-
gegengesetzt, wenn det 4 = —1 ist.
Wir erhalten also fiir orthogonale A

(18) FAE,AL;48 R) = /f(A E-n) Po(d £ 9) doy(y)

) q e
gqf(A, i R)

= det A /f(A &) Pu(4 £+ 5) doy(y)

4 9;3’(5' i R)

= det A /f(A §An) Pu(A - Ay)doyAd ) = F(5.): 5 R),
2l iRy
sodass fiir alle orthogonalen A
(19) FAE,A;48 R) = F(&,y;8 R
gilt.
Da wir zu jedem Vektor &' eine eigentlich orthogonale Transformation

4 so finden kénnen, dass A & = ¢, ist, geniigt es zur Behandlung unserer
Integrale, die Mannigfaltigkeiten QU)(¢,; R) zu betrachten. Dann ist
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20) 1 = VI g —i— e — e — Yafa— = 1St
Ygory = Wrs- Y1) € Byvs gyl = E.
Nach (15) ist
1

(21) dog(n) = —=—=—d,_1(y) .
V1=

Damit wird jetzt ausfiihrlicher

~ B _ fl.‘( _ (‘l
[ VI — &) Pul e Vg — D _A;zi;_i)
V1—y?
yeky
v2 < R

Ist, wie vorausgesetzt, f(z) = € “*p(z), so existiert der Grenzwert

(23) Hm F(E,C;¢e:R) = F(&5,05¢)

R>x
falls &-¢e> 0 ist.
Setzen wir zur Abkiirzung
(24) Qi) — G9E ;@)

so existiert auf Grund der dargelegten Invarianzeigenschaften

~

(25) F(E,0:8) = / FE 1)) PalE + ) dagli)

fir alle &, £ und &
gonalen A4

mit &+ & > 0. Dabei gilt nach (18) fiir alle ortho-

FA§, 42:48) = F(§.0:8).

Wir beweisen nun
Satz 5. Es sei mit beliebigem Polynom p(z) und positivem

f&) = € p(a).

& und ¢ seien beliebige reelle Einheitsvektoren. Dann erfullt fiir alle & und

& omit E-8 >0, £-& >0 das durch
F(&,0:;8) = F(E 1) Pa(S - 1) dog(i)
()=
Qq (3)

definierte Integral die Beziehung
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F(,0:;8) = F¢&,0;8).

Dieser Satz besagt, dass unser Integral im Halbraum &-& > 0 von
& mnicht abhidngt. In der Sommerfeldschen Theorie entspricht dies der
Verschiebung des Integrationsweges. Wir benédtigen hier analog den Satz
itber die komplexe Integration (Satz 4), der diese Gesatzmissigkeit verall-

gemeinert.
Zum Beweise bemerken wir zunichst, dass es geniigt, die Beziehung
(26) F&,0:8) = F(,8;8)

fir &-& > 0 zu beweisen. Dann beachten wir, dass wir fiir &- ¢
durch eine orthogonale Transformation A stets A& = g; A& =
cos x &g = sinxe,_; mit 0 =« <@/2 erreichen kénnen.

Wir betrachten nun die reelle Punktmenge

(27) Bttty ts = R 0=0=x,

die wir als Zylinder 3, im euklidischen Raum E, der Verinderlichen
J q q9
YisYs s Ygn,s,? auffassen kénnen.
Setzen wir weiterhin

o= —Y; k=12 ...,¢9g—2;
(28) z = V1— (2 + Yig_2) Sin 9 — s cos ¥ ;
zg = V1 — (52 + Yiy_2) cOs 9 + ssin 9,

so stellt (mit Im /1 — (82+y(2q_2)) = 0) fir konstante ¥

(29) Ng = (1,225 .., 7%) .

je nach der Festlegung des Vorzeichens der Wurzel fiir positive Radikanden,
die Punktmengen

(30) QD(cos 9 &g + sin P e,_ ; R)

mit j =1 oder j=2 dar.
Fiir alle ¢ folgt aus (28) und (29) 77fq) = 1. Vermittels (28) wird also der
in (27) definierte Zylinder 3, auf eine Punktmenge &, abgebildet, die
ganz auf der komplexen Menge Q7 liegt. Die durch (28) vermittelte
Abbildung ist stetig und fiir s2yij4 --- +yi_, & 1 auch stetig dif-
ferenzierbar.

Es kann das Polynom P,({-7) auf QF als homogenes Polynom vom

Grade = in den Variablen 1, ,7,,...,7, geschrieben werden. Der
Integrand des in Satz 5 genannten Integrals lisst sich daher als ganze
holomorphe Funktion der komplexen Verinderlichen i}, ,9j,...,7,

schreiben.
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Die wesentlichen Voraussetzungen des Satzes 4 sind damit erfiillt. Die
storenden Singularititen der Abbildungsfunktionen (28) in der Néhe der
Parameterwerte s24yi+ -+ +yi_, =1  werden sich bei den nun
folgenden Berechnungen als integrierbar erweisen, sodass sie die Gesamt-
struktur nicht storen.

Fiir R < 1 treten diese Schwierigkeiten noch nicht auf. Fir R > 1
miissten wir Satz 4 zuniichst auf die Bilder der Zylinder 0 =9 =«
0= @iyt dp,=1-8 wd 0=09=x; 14+ =s4yi+

©—y, » = R* anwenden und dann durch den Grenziibergang
9 — -0 den Anschluss herstellen. Auf die Einzelheiten, die sich aus den
nun folgenden Rechnungen leicht ablesen lassen, werde hier verzichtet.

Das Bild 8@, des Zylinderrandes 3, besteht aus den Bildern

(31) QW(e,; B) und  QV(cos g + sinx e, 1 R)

der ebenen Brandungen ¢ = 0 und ¢ = x des Zylinders sowie dem Bild
des Mantels

(32) Bttty =R, 0=0=ux,

das wir mit I'(x;R) bezeichnen wollen. Nach Satz 4 wird damit fur
& = cosxeg 4 sinxe,

~

(33) /f(fq'?i)Pn(C"/) o) — /f(é‘q'n)Pn(C'n) dwq(n)i
ey s By o) By

= fleg 1) Pa(Z - ) dog(ny)
IR

Zum Beweise von Satz 5 miissen wir daher nun zeigen, dass das letzte
Integral fiir R — co verschwindet.
Zur Parametrisierung der Mannigfaltigkeit I'(» ; R) setzen wir

(34) Yaory = W1 Y25 Yg2) = VR—¢ g2 M-y € Lg-2-
Dann wird aus (28) und (29) mit (32)

(\/'I—R_‘2 cos 9 + ssin 9) gg + (\/I—R2 sin 9 — s cos ) e,
— VR =1y
Nun ist nach (1.13)

(36) doy(ny) = dog_, A dig + (—1) gy dm, 4
= do,_, N dig, N dijg 4+ (=)0 dm, 5 N (g1 dig — 1g dijg_1) -
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Nach (1.16) ist

q—2
2

(B7)  doy (VE—s 5 _y) = (B—s) T do, 4() .

und nach (1.19) ist
q—4
2

(38) drcq_z,(\//lﬁis2 n) = — (R?—s?)? sds N\ do,_5 (7).

Es ist weiterhin

di,_y = 1qd9 — cos P ds,

(39) o
dyg = — 1, 1 dd + sin 9 ds,

und somit

dijg_y Ndigg = (ygsin d — 1,y cos 9)dd Nds = sd9 A ds .
40 _
(40) g1 g — vjgdy, = — (1 — (R*—s?)) di) - V1R ds .

Durch Zusammenfassung wird daher auf I'(x; R)
ﬂ

(41) dog(n) = (R2—s?)* s do, _y N d9 N ds.

Damit erhalten wir

(42) [ fleg ) PalZ ) dooy(oy)
1'(o:R)
R «

-1/l

—R 0

f(\/1~]~22 cos ¥ + ssin 9) pa(s, 9, Nig—2) dooy () ) d9 ds .

2

puls > 0 01g) = Pullon) -

Nun gibt es fiir ® = ;> 1 eine ganze Zahl \ so, dass gleichmissig
n 0<s<R

(43) FOVI—R?cos § + ssin §) = O(e= @ VB Teos s RY)

gilt. Da andererseits P,(Z ) nur wie K" wachsen kann, folgt durch eine
Gesamtabschitzung, dass das Integral (42) fiir R — oo verschwindet.
Damit ist Satz 5 bewiesen.

Zur weiteren Berechnung unseres Integrals (25) kénnen wir daher
§ =& setzen und erhalten wegen der Orthogonalinvarianz
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(44) F(§,0:8) = @(¢&-0).

Als Funkticn von ¢ ist F(&, ;&) eine Kugelfunktion der Ordnung
n. Es folgt also

(45) F(,0:8) = pyQ Pa(é-0) .

Zur Berechnung der Konstanten u{) setzen wir nun & = { = ¢, und
erhalten

(46) ud = /f(’?) ~&q) Pu(1) + £q) dary(y) .
)
Die Parameterdarstellung (20) liefert uns dann wegen (21)
. r _— _ _dxm,_
(47) 9o [T Py T
V12

3'6‘15.141

wobei sich die Fiéile j = 1 und j = 2 durch
J—
/1—y2) = 0 ur j =1,
(18) Re (Vv Y = fur j :
Re (V1—y?) = 0 fir j=2
unterscheiden. Fithren wir in £, ; Polarkoordinaten

(49) Ygor)y = Tljg—yy: 0 =75 g € LOR

ein, so folgt

. [ N P ,7.41—2 dT‘
(50) ‘ug) B (,‘)qu / f(\/ 1_).2) P,.(\/l-—;l) .
i Vi
Setzen wir nun ¢ = \/1—2, so ergeben sich fir j=1 und j =2

die skizzierten Integrationswege. Eine iibliche Deformation dieser Wege
fithrt dann auf
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14+ 03
g
W = o, / £ Pa(t) A—) ® dt,
1404
(51) — 14+ wi
?—__3
u? = _wq_lff(t) P,(t)(1—)? dt.
— 1401

Wir kénnen damit unser Ergebnis zusammenfassen und erhalten
Lemma 6. Es seien &, & reelle Einheitsvektoren und es sei

mit einer positiven Konstanten a wund einem Polynom p(z). Dann ist fir
§-& > 0 und beliebige reelle ¢ € Q,

ey
mit
1+ wi
g
pl) = -—wq-l_/f(t) Pug:t) A=) * dt.
1+0:
— 14+ oci
ﬂ
uf) = _0)q—1/f(t) Pu(g;t) (1—12) * dt.
—14+0:

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Identitéit mit einer Kugelfunktion
(NJog) Sa(£) und integrieren iiber Q, beziiglich ¢, so folgt aus dem Addi-
tionstheorem der Kugelfunktionen

Satz 6. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6 ist fir jede Kugel-
Sfunktion S,(n)

/f(f'n) Sa(y) dey(n) = pd Su(é)

2y

wobei die Koeffizienten p) in Lemma 6 gegeben sind.
Wir wollen nun noch eine weitere Integrationsmannigfaltigkeit unter-
suchen und betrachten dazu die komplexe Punktmenge

(5)  ENER) =
{(n = VI+2& +iy; y€By; lyl=R; y-&=0}.
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Die Orientierung denken wir uns wie bei QV(&"; R) festgelegt. Wir
setzen Zy(&; o) = Zy(&).

Es sei nun mit einer positiven Konstanten ¢ und einem Polynom p(z)
(52) flz) = e " p).

Setzen wir dann

(53) FE, 585 R) = | f&-n) Pa(C ) do(n) ,
(&5 R)

so gilt wieder fiir alle orthogonalen A4

(54) FA&,AL;48 3 R) = F(E,0;8;R),

und wir konnen uns zur Untersuchung der analytischen Eigenschaften
dieses Integrals auf den Fall & = & beschrianken.

Die Punktmenge X,(e,; R) geht aus £!)(¢; R) mach (20) hervor,
wenn wir fir x=1,2,...,9—1 jeweils y, durch — iy, ersetzen.
Dann wird fiir die Parameterdarstellung (51)

dm, _1(y)
(59) doly) = (—if= TR0

v 1+y2
Ist nun &- e, > 0, so existiert offenbar der Grenzwert
(56) F(&,058) = F(E. 0565 ).
Analog zum Beweise von Satz 5 kénnen wir nun auch

(57) Fe,,Ce) = Flcosxe +sinxe_y,l5&)

fiir 0 =& < 7/2 zeigen. Die Einzelheiten seien hier iibergangen.

Damit gilt dann fir alle &, & mit &-& > 0 und beliebige reelle
[€EQ,

(58) F(&, 058 = F@E,2:8),

und es folgt aus der Orthogonalinvarianz wiederum, dass F(&. 2: &) nur
von Skalarprodukt &-( abhingt. Es wird also auch

wobei wir zur Bestimmung von o, wieder &= [ = ¢, setzen und dann
(60) i = [ Fen ) Patey ) donto)
Eq(sq)
)
— [ fV14?) Po(V141R) — ==
/f( TR v
E

q—1
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erhalten. Die Ausrechnung liefert uns dann

q—3

(61) On = il_qwq_l/ f(t) Put) (—1) * dt.

Damit ergibt sich dann zunichst
Lemma 7. Es ser & ein beliebiger reeller Einheitsvektor und

mit einem Polynom p(z) wund einer Konstanten a > 0. Dann ist fir
§-8 >0 und beliebige € Q,
JE ) Pulg 5 &0 m) deog(iy) = 00 Pulg; & C)
SNE))
mat

%0
q—3

On = il_qcoq_I/f(t) P.(q;t)(r—1) 7 dt.

1

Durch Multiplikation mit (N/w,) Sa(7) und nachfolgende Integration
iiber £, erhalten wir dann

Satz 7. KEs sei S.(y) eine Kugelfunktion der Ordnung n und Dimen-
sion q . Dann ist fir £-& >0

J& - 17) Sa(n) dag(n) = 00 Sa(&) ,
)

wenn f(z) und o, die in Lemma 7 genannte Bedeutung haben.

§ 5. Die Sommerfeldschen Integrale

Wir haben unsere Betrachtungen im vorigen Paragraphen auf die
Dimensionen ¢ = 3 beschrinkt. Der Fall ¢ = 2 spielt eine besondere
Rolle, da hier die Methoden der klassischen Funktionentheorie unmittelbar
“anwendbar sind, wie Sommerfeld in seinen bekannten Arbeiten um die
Jahrhundertwende gezeigt hat.

Wir wollen diese Theorie nun hier in den allgemeinen Zugang einschlies-
sen. Dazu miissen unsere Bezeichnungsweisen zunichst in die klassischen
Formulierungen tibersetzt werden.

Wir beginnen mit den Punktmengen Q,, QY(&) und X,(&') sowie
den Kugelfunktionen.
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Es ist 2, der Einheitskreis, dessen Punkte durch
(1) § = —sing; & =cosg; 0=¢p=2m;
parametrisiert werden kénnen. Hier wird
(2) dow, = & d& — & d& = do.

Die Funktionen (x, — i a;)* und (2, + @ 2;)" sind homogen vom Grade
n und harmonisch. Mit der Parameterdarstellung (1) werden Kugelfunk-
tionen der Ordnung n durch e"? und e~ ‘"7 erhalten. Es gibt zwei
linear unabhiingige Kugelfunktionen zu jeder Ordnung = =1 und es

bilden die Funktionen Sy(&) = 1/\/ 2,

1 1
(3) S,1(8) = —F=cosng; 8,8 = —=sinn @; n=12 ...,
7 7

ein Orthonormalsystem.
Setzen wir

(4) o= —siny; )y = cosy,

so wird einerseits

(5) SunlE) Sunl) + ,5(6) Bualy) = — cosm (g—y).

Andererseits ist

(6) §-1 = cos(¢g—yp).

Nach dem Additionstheorem (Satz 1) ist die rechte Seite von (5) gleich

(7) MR@ pEh) = iPn(2 ;&)
W, T

Wir erhalten daher
(8) P.(2;t) = cosn (arc cost).
Setzen wir nun weiterhin
(9) g = —sing’; & = cos¢’,
so werden die Punktmengen Q%) (&) durch

0y o= —'\/IT?fSin(p’ —ycosq’
(10) ;. —m < y<oc,

5y = -+ V1—ytcos ¢ — ysing’

parametrisiert, wobei wir die Vorzeichen der Wurzel noch festlegen miissen.
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Setzen wir nun y = sinx und V/ 1—y? = cos o, so erhalten wir die
Vorzeichenfestlegungen der Mannigfaltigkeiten Q0 und 2@, wenn o
die skizzierten Wege in der komplexen Zahlenebene durchliuft. Mit der
Parametrisierung y = sinx wird also
(11) o= —sin(¢'+a); 7, = cos (¢ +x).

Setzen wir S.(5) = (5, — ¢ 1y)", so folgt auf QY(&)
(12) Suln) = enieren.
Weiterhin ergibt sich sofort

(13) dwy(n) = do .

Zur Interpretation des Satzes 6 setzen wir der Einfachheit halber
f(z) = €7*. Dann wird

jad © i
2

(14) / €75 o) doon() = / ¢ oo @ =) intea) g

!3(217)(:") —’2—1 + w0

Die Bedingung &-& > 0 bedeutet hier |p—¢'| < /2. Setzen wir nun
noch g = a-+¢’, so erhalten wir das Sommerfeldsche Integral

T
il r— o i
2+cp el

(15) eirE-,l S,,(T]) dw2(77) — /eircos (B—q) einﬂdﬁ .

EES —Fte i

Die Unabhingigkeit von ¢’ fiir |¢p'—¢| < /2, und damit vom Vektor
& fir £-& > 0 driickt sich hier durch die Moglichkeit der Verschiebung
des Integrationsweges aus.

Analog erhalten wir
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Z-}- /' — i
2 3

(16) / eirg.;; Sn(n) dﬂ)2(7]) — / eircos B—a) ein/;’ d/g .
9(?(5’) 3—27— + gl + o
Die rechten Seiten von (15) und (16) kénnen wir nun umformen indem
wir zunichst ¢’ = ¢ setzen und dann y = f—¢ als neue Integrations-

veranderliche einfiihren. Damit wird aus (15)

;»~ © i
(17) /ei’s"’ Sa(n) doy(n) = ei"wf @Y et dy
2 T

T .
- — T

2

= e““”2/e“"°”cosnydy

0

1+ o1
. , dt
= —2e"7 | &7 P2 t) —F——,
V1t
1401

wobei die letzte Umformung durch die Substitution ¢ = cosy und an-
schliessende Deformation des Integrationsweges erfolgt.
Schreiben wir dieses Ergebnis in der Form

¢ Su(n) deny(n) = pl) Sa(&)

9(2].)(51)

(18) T
. dt

ph = —2 [ €7 Py2;

n ) t) VEE b

so ist Satz 6 fir j =1 und f(z) = ¢’ im Falle ¢ = 2 bewiesen. Fir
j = 2 erhalten wir ein analoges Ergebnis mit

1+04

-1+ i
(19) u® = —2 [ F P2

—1%0:

dt

Vi’

Von Normierungsfaktoren abgesehen liefern diese Integrale bekanntlich
die Sommerfeldschen Darstellungen der Hankelfunktionen erster und
zweiter Art.

Wir wollen nun abschliessend noch die Integrale iiber 2,(&’) diskutieren.
Die Mannigfaltigkeit X,(&’) wurde durch
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m o= — V14+y2sin ¢ + iy cos ¢’

(20) ;0 —oo <y << o«©;
Ny = V1442 cos ¢ + tysin g’

parametrisiert. Setzen wir y = sinh¢; V192 = cosh ¢, so folgt

- no= —sin(@ —it),
Ny = cos (¢' — i)

und

(22) doy(n) = — i dt

sowie

(23) Sul) = el = 0

Die Funktion f(z) sei e~ "*. Dann ist fiir |p—¢'| < 7/2

4+
(24) e T 8,(n) day(n) = — i/e—'“’s(“'_"’““’ gnlr’ =t gy
) %
@ — i —iw
_ e— 7 cos (=) einﬁdﬁ _ ein¢/e—rcos/feinﬂdﬂ
@l +iw i o
—
= e""’fi/e"“’s’”e‘”ds.
-+ o

Dies konnen wir durch die Substitution ¢ = cosh s umformen zu

. Foe .
(25) —2176'"(// S D23 dt = o
/ _
mit
% e-——rt
26 On = — 24 | —=——Po(2;¢)dt.
(26) /W_l 2;1)

1

Dieses Ergebnis entspricht Satz 7 fiir ¢ =2 und f(z) = ¢ "*
Durch

(27) e ¥ S, () dwy(n) und €™ ¥ Su(n) dor(n)
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werden nun jeweils in den Halbrdumen z-& > 0 analytische Funktionen
von x = (¥, ,a,) definiert. Bei festem & konnen wir unter dem Integral
nach den Komponenten von x differenzieren. Wegen 1 = 1 stellen diese
Funktionen dann Lésungen von AU -+ U = 0 bezw. AU — U = 0 dar.

Die Theorie der voraufgegangenen Paragraphen liefert somit analytische
Darstellungen der Losungen dieser Differentialgleichungen, die nach dem
Prinzip der analytischen Fortsetzung auf den ganzen Raum 22> 0 ein-
deutig ausgedehnt werden konnen.

Im niichsten Abschnitt wollen wir diesen Gedanken auf beliebige Di-
mensionen {iibertragen und die entsprechenden Hankel- und Kelvinfunk-
tionen definieren.

§ 6. Die mehrdimensionalen Hankel- und Kelvinfunktionen

Nach Satz 6 existiert fir x =r& und £-&§ >0

9 ;-n

(1) U0z) = (—1)/7 —— [ %7 8a(n) dog(r) -

Mg (
s
o)

Bei festem & konnen wir beziiglich x differenzieren und erhalten
wegen =1

(2) ACY L U9 = 0.
Andererseits ist nach Satz 6
(3) U(x) = HP(q ;1) Sa(é)
mit
1 - =<1
"2 Wy_1 T 7:3
(4) HNg:r) = —— '/ €T Pu(g ) (1—17)  dt
! 1 — 01
und
-1 - 1
1" 2w, 4 | . 9=3
(5) H%qr) = ’:"—i / ETUPL(g ) (1 —2) * dt.
1 —1 : 01
Beachtet man, dass
(6) P,(2;t) = cosn (arc cost)

ist, und o, = 2 gesetzt wird, so stimmt diese Integraldarstellung fiir
q = 2 mit den Sommerfeldschen Integralformeln iiberein. Fir ¢ =3
und n = 0 erhalten wir
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HY@E31) = —i—,
(7) .
H®3;r) =4 ‘
0 ) r
Wir bilden daher
Definition 2. Die Funktionen
14+ wi
®, ) 73
HOq;r) = —2 i"”#/ et Pu(q;t) (1—12) * dt,
‘{ + 01
— 14 i
®, ) 93
Hq ;) = 2 rﬁ/ TP ) (1) 7 dt
Dq
—1+0:

heissen Hankelfunktionen erster und zweiter Art der Ordnung n und Dimen-
sion q .

Im Vergleich mit Definition 1 folgt unmittelbar durch Zusammenlegen
der Integrationswege

(8) HD(q;r) + HOg ;1) = 2Ja(q ;7).
Setzen wir noch
(9) HP(q;r)— H(q;r) = 2iNa(g;7),

so erhalten wir auch die Neumannschen Funktionen (die hiufig mit Y,
bezeichnet werden) der Ordnung » und Dimension ¢ . Die Normierungen
sind dabei so gewihlt, dass die Funktionen J, und N, fiir (reelle) r
reell sind. Die Besselfunktionen sind dariiber hinaus ganze Funktionen
der Verdnderlichen .

Die Funktion

(10) Wa(x) = ™" Sal) dorg()

existiert nach Satz 7 fiir - & > 0. Bei festem & koénnen wir dann auch
unter dem Integral differenzieren und erhalten wegen 72 = 1

(11) AW, — W, = 0.
Andererseits ist nach Satz 7
(12) Wa(x) = Ka(q ;) Sa(é)

mit



CrL. MULLER, Zur Theorie der Besselfunktionen in mehreren Dimensionen 37

o0
q—3

(13) K.(q;r) = /6’_ T Pulgt) (1) 7 dt.
1
Wir bilden daher
Definition 3. Die Funktionen

o
q—3

K.q;r) = /e_ Tt P.(q;t) (t2—1)2_dt
1
heissen Kelvinfunktionen der Ordnung n wund Dimension q .

Durch Vergleich der Integraldarstellungen aus Definition 2 und De-
finition 3 erhalten wir

HOg:ir) = i7" K.(g;7),
C()q
(14) i 20,
HPq; —ir) = "t} Ku(g ;7).
U)q

Bei diesen Beziehungen wird die Funktion (1—#2)@"%? in der von —1
bis -1 aufgeschnittenen Ebene so definiert, dass an der Oberseite des
Schnittes (1—2)@~9? positiv ist. Die Relationen (14) folgen dann durch
Deformation des Integrationsweges.

Durch die Benutzung der verallgemeinerten Formel von Rodrigues aus
der Theorie der Kugelfunktionen lassen sich die Hankel- und Kelvin-
funktionen der Dimension ¢ durch elementare Umformungen auf die
bekannten zweidimensionalen Funktionen zuriickfithren. Wir verzichten
hier auf die Einzelheiten, da diese Rechnungen im Falle der Besselfunk-
tionen (§3) bereits durchgefithrt wurden (vgl. (3.19)), und beschrinken
uns darauf, die Vorteile des neuen Zugangs durch weitere Erlduterungen
der zentralen Beziehungen dieses Abschnitts zu demonstrieren.

Zunichst bedeutet (1) fir &-&' > 0; x=[z[¢&

2¢7"

[on
() zr
Qq (S4]

(15) (—1!

¥ Su() doy(n) = HP(q; [x]) Sa(€) .

Setzen wir nun & = ¢, , und benutzen wir die Parameterdarstellung
(16) n = \/1"?/2 & — Yq-1 i Yg-1 € E,_.:

fiir QU(e,) , so wird

dnq—l(y)
(17) dog(n) = \/l———y—Q .
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Setzen wir weiterhin
(18) x = aeg+ Xy gy, Xy = x*,
so wird aus (15) bis auf die Normierungsfaktoren

(19) /ei“ Vit g=ix"y g (\/1— 42 e —Y)

E

q—1

Spezialisieren wir weiter

(20) Sa() = Pulg; e n),
so ergibt sich fir das Integral (19)
ia YIyt i dm,_,
(21) VI e Y P i V) —
\/1——y2
Eq—l
Mit
(22) y=rn; 0=r<o; 5 €L ;:
wird aus (21) weiter
- p— _ . v i dr
(23) /e v P,,<q;x/1—r2)( /e*”"""dwq_mz) —
V31—
0

q—1
Nun ist nach §3 mit |z| = Va2+b? und [Ty = ¥ =0
1

(24) w

'/e~ T dw, () = Jyg—1:b7r).

q—1

q—1
0,
Somit folgt insgesamt

Lemma 8. Fir a>0, b>0 ist mit ¢=3

o

. 27:_"60 _ . ey /
(_1)1—-1———Q/e“‘ yi-r Jolg — 1;70) Pu(q; V1—i?)

(O

’.0—2 dr
\/1 _ 7.2

—_ a
— HY9(q; Vait? P,,( S
(¢ ) Pilq va2+b2)
wobet stets Im \/l—rz) = 0 gilt, und fir j =1 Re (V1—r?) = 0 und
fir j=2 Re (\/1—72) < 0 =zu setzen 1st.
Im Falle ¢ =3; n=0 wird diese Beziehung als die Formel von
Sommerfeld bezeichnet.
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Ausgangspunkt weiterer Integralbeziehungen ist die Formel (15) in der
Form (x> 0)
247"

(g

(25) (=17

Ty s d
/ ¢ gV I=yi—=) Sn(\/l——y2 e — ¥) 1Y)
V1—y?
A

— A9 e S )

4
mit
JT
j=1 fur 0 = arg\/l-—y2 = 5
7
jg=2 fir 5 = arg\/l—y2 < x.

2

Eine analoge Beziehung erhalten wir aus (10) und (12) in der Form

—— — dm,_1(y)
26 e VI —iwy § (/T2 e i !
(26) @yt / (VI+y? e+ 1y) Viig
q—1
, x
= Ka(g; [x]) Sa Pk

Durch Wahl verschiedener Kugelfunktionen und durch verschiedene
Zusammenfassungen der mehrfachen Integrationen lassen sich aus den
beiden Beziehungen viele Integralformeln ableiten. Wir betrachten als
Beispiel einige Relationen, die zuerst von Sonine und Gegenbauer angegeben
wurden. Zur Erliuterung dieser Gesetzmissigkeiten wollen wir uns auf
den Fall n = 0 beschrinken.

Wir betrachten zunichst das Integral (2, > 0)

17 T dz,_(y)

21 Ly iy )
( ) W,y / V[I‘——b—z——}—zf

Eq—-l

Fir 1—b® > 0 ergibt sich durch die Substitution y = Vi—py'

q—2 ’
(28) (1—b2)_2_ : / o= V=W (xg VIT(/)F + ixy) ___dﬂ"“l(y )
@ Vi—(y'?

q—1
Eq—l
q—2

— (10 T Kylq; V10 2)).

Fiir 1—-b* < 0 setzen wir y = Vi2—1y und
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VISBETE = — VRV R,

0 < arg VI—(yp =

4

(29)

Dann wird aus (27)

q—2 - !
(30) (1»2_1)Tﬁ / ¢ VT (VT 5y - vy TalY)
g \/1__(3/')2
E" 4
q—2

= (B*—1)% (HP(q:;VE—1 z)).
Unter Beachtung der aus (14) folgenden Beziehung

2w, ,

HM(q;ir) = i1 Ko(q 5 7)

w q

lassen sich die obigen Integrale fiir reelle ¢ und 0 = arg \/c—y2 < a2
zusammenfassen zu

2 o — drm,_ =2 -
(31) ;; /e‘(l/c—y' — xy) _\7‘16—3(;‘3 = ¢ HP(q; Ve ix)
By

mit z, >0 und 0 < arg Ve < 7/2 . Beide Seiten dieser Gleichung sind
als Funktionen von ¢ stetig fiir ¢ = 3, |z| > 0, integrierbar fiir ¢ = 2,
lz| > 0, so dass die nun folgenden Vertauschungen der Reihenfolge der
Integrationen gerechtfertigt sind.

Das Integral iiber E, , konnen wir in mehrere Teile aufspalten, indem
wir die Verdnderlichen gruppenweise zusammenfassen.

Wir setzen dazu

(32) Ya-1 = Ye-1) T Z4_n

mit y,_, € E,_; und 2z, , € Eq-l; , . Dabei bezeichnen wir mit Eq-l; , den
von den Vektoren e, ¢ .,,...,s_; aufgespannten euklidischen Raum
von ¢—r Dimensionen.

Es wird dann

(34) 2 /’ S (VT 5y — gy Pa=19)
()
qEq_l o

V12

> e (% Viey =2 — xy — x2) dn"‘l(y) A dn‘l-'(z) )
g V12
E,

r— q—r
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Setzen wir nun noch
(35) L = x(r—-l) + 'r'(q—-r) + xq &g 3 x(r—-l) € Eq—l 5 'T(q—r) € E«}L—r ’

so wird unter Benutzung von (31) aus (34)

r—2
w" i x°z
(36) o /«r““(l—zz)2 HP(r; V1—22) Val+ap_y dr,_(2) .
EL,
Durch Einfithrung von Polarkoordinaten in K-, ergibt sich dann mit
@ = gt aiiy; D=
2 = a? - b%; 2 — 2

aus (36)

oo
r—2

(37) o),a)q_,/Jo(q—r;bt) HO(raV1—2)e "1 (1—2) 2 dt.

0

Zusammenfassend folgt daher
Lemma 9. Essei a>0; b> 0. Dann ist fir r=1,2,3,...,9—1

©
r—2

*’"’f Jolg—r;bt) HO@r ;aV1—@) 111 (1—2) * de

Wy

wWr O,

0
= H)(q; Va+?) .

Die in diesem Abschnitt dargelegten Integraldarstellungen sind somit
eine Zusammenfassung vieler Beziehungen, die bisher isoliert betrachtet
wurden, und die vielfach noch nicht formuliert sind.

Durch Benutzung der Theorie der mehrdimensionalen Fourier-Entwick-
lungen lassen sich weitere Relationen ableiten, die einer spéteren Dar-
stellung vorbehalten bleiben sollen.

§ 7. Zusammenfassung

Der hier vorgelegte Zugang zur Theorie der Besselfunktionen in beliebig
vielen Dimensionen unterscheidet sich methodisch von dem klassischen
Aufbau Watsons durch die konsequente Benutzung mehrdimensionaler
Methoden sowohl im Bereich der reellen als auch der komplexen Analysis.

Die vorgeschlagenen Bezeichnungsweisen tragen dem Umstand Rech-
nung, dass sich viele Strukturen der Besselfunktionen mit Hilfe der Dimen-
sionszahl so formulieren lassen, dass ihre Anwendung erleichtert wird.
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Die enge Verkniipfung der Theorie der Besselfunktionen mit den Kugel-
funktionen erscheint vom Standpunkt der Theorie der partiellen Differen-
tialgleichungen in beliebigen Dimensionen naturgemiss [3].

Die in hoheren Dimensionen auftretenden, topologisch bedingten Sin-
gularititen der Parametrisierungen der Sphiren belasten explizite Dar-
stellungen mit Hilfe von Polarkoordinaten durch Schwierigkeiten, die nicht
durch das Problem bedingt sind. Eine Methode, die weitgehend ohne
Festlegung der Parameter auskommt, muss daher wesentliche Vorteile
der Formulierung und Beweistechnik bringen.

So wird die Ubertragung der Sommerfeldschen Theorie auf mehr als
zwei Dimensionen erst moglich, wenn man das Oberflichenelement der
Einheitssphéren als Differentialform der kartesischen Koordinaten auf-
fasst. Damit wird auch der Ubergang ins Komplexe leicht durchfiihrbar.

Die als Beispiele angegebenen Integralbeziehungen und Reihenentwick-
lungen sind in anderer Formulierung bekannt. Hier liegt der entscheidende
Vorteil in der Tatsache, dass sie aus einigen wenigen Formeln durch Spe-
zialisierung oder Anwendung einfacher Grundstrukturen, wie der Voll-
stindigkeit der Kugelfunktionen, folgen. Die sich aus den Gesetzmaissig-
keiten der mehrdimensionalen Fourier-Entwicklungen ergebenden Rela-
tionen wurden nicht explizit erwihnt.

Der klassische Aufbau benutzt die Methoden der eindimensionalen
komplexen Analysis zur Darstellung einer Theorie der Besselfunktionen
von beliebiger komplexer Ordnung und analysiert die sich daraus ergeben-
den mehrdeutigen Losungen. Der hier vorgeschlagene Aufbau untersucht
nur regulire, eindeutige Losungen ganzzahliger Ordnungen. Eine Unter-
suchung mehrdeutiger Losungen steht noch aus.

Rhein.-Westf. Technische Hochschule
Aachen, Deutschland
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