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Ein neuer Zagang zur Theorie rler Besselfunktionen in mehreren
Dimensionen

Im klassischen Aufbau der Theorie der Besselfunktionen wird davon
ausgegangen, die Schwingungsgleichung

au+u:o
dulch Einfiihrung von Polarkoordinaten zu separieren und dann die ent-
stehenden gewöhnlichen Differentialgleichungen zu integrieren [7].

Ein anderer Weg, der zunächst von Poisson und später von Sommerfeld
beschritten wurde, geht, von der Bemerkung aus, dass fiir jeden reellen
oder komplexen Wert or

,i (\ coa c { *s ein c)

eine Lösung der Helmholtzschen Gleichung in zwei Dimensionen ist. Durch
geeignete Superposition dieser X'unktionen lassen sich dann weitere parti-
kuläre Lösungen der Schwingungsgleichung finden. So erhält man durch

eine Funktion, die sich nach Einfiihrung der Polarkoordinaten

in der tr'orm

Y *(r, , nz) - J "(r) ,i 
n co

mit

j'a

L-n f
2n J 

v

.-, *i
't

JL

schreiben lässt'.
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A. Sommerfeld fiihrte 1896 [5] die Funktionen

I;+u,_t*

u!]\(*r, *r) : oi 
I "'r',cosq+'2 

s.-a) 

"inu6n
-i+v'+ia

und

f+u,+;-
ull(*r , *r) : 

o* 
| ""*"""o+ 

'' sine) e'n'ilo

l+t'-i*
ein, wobei diese Darstellungen ftu lg-yl 1nl2 gelten. Es gilt dann wei-
terhin

Ut\ @, , nz) : Hf) 1r1 ei " 'o ,

Uf)(*, , nz) : Hf)1r1 et ",
mit

I-,*
n!))(,) : ; f ",,*", e,n, d,& ,

-:f+io2

3r
2-+r4

:-n f
H!\(r\ :' | 

",,.".,ein,i1a.JIJ
l-,*

Bei dieser Einfiihrung entstehen die Besselfunktionen J"(r) und die
Hankelfunktionen Ilf}(r) , Hp@) in physikalischer Deutung als Super-
positionen von ebenen Wellen der X'orm

"i 

(*rcoa c * rr sin a) 
,

mit reellen Wellenrichtungen im X'alle der Besselfunktionen, und mit, kom-
plexen Welleruichtungen im Falle der Hankelfunl<tionen.

Während die Darstellungen der Besselfunktionen fiir alle Purr.kte
n : (rr, rr) gelten, sind die Darstellungen der Hankelfunktionen jev'eils
nur in Halbräumen giiltig.

Aus physikalischer Intuition sind analoge Darstellungen auch in Räumen
höherer Dimension zu erwarten. Die mathematische Theorie dieser Zu-
sammenhänge wird hier erstmalig geliefert.
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Dabei wird einerseits die Theorie der Kugelfunktionen in einer kiirzlich
entwickelten Form benutzt [1], und es wird andererseits eine Technik der
Deformation der Integrationsmannigfaltigkeiten in mehreren komplexen
Dimensionen verwandt, die in dieser Form neu sein diirfte.

Neben einem neuen Zugang zur Theorie der Bessel- und Hanl<elfunk-
tionen wird dabei eine Zusammenfassung vieler Beziehungen erreicht, die

bisher als Einzelergebnisse erschienen.
Zur Yereinheitlichung der Darstellung rvurde auch die reelle Theorie der

Besselfunktionen aufgenommen, wie sie u,ohl zuerst von G. Herglotz kon-
zipiert rrurde [2]. Durch die Gegeniiberstellung der reellen Theorie der
Besselfunktionen und der komplexen Theorie der Hanlelfunktionen diirften

- ähntich wie in der Sommerfeldschen Theorie - die Merkmale der kom-
plex-analytischen Methode besonders hervortreten.

Herrn C. Engeln möchte ich fiir seine Hilfe bei der Anfertigung des

Ilanuskriptes und seine Anregungen zur Verbesserung der Darstellung
recht herzlich danken.

Uber die speziellen Ergebnisse dieser Arbeit hinaus erweist sich vermut-
lich die lJntersuchung spezieller X'unktionen mit Hilfe der mehrdimensio-
nalen komplexen Analysis als geeignetes Mittel, Kalkiil und Technik öeser
Disziplin weiterzuentwickeln. Die vorliegende Arbeit ist auch als Beitrag
zu diesem Fragenkreis gedacht.

§ 1. Bezeichnungen

Mit ,8, bezeichnen wir den euklidischen Raum von g reellen Dimen-
sionen, seine Elementemit fr, A, z oder fr@l , Ak): z1r;rworlldieAngabe
der Dimension wichtig ist. In der Komponentenzerlegung ist darur

(1) 1q): (rr,rz,...,nc).

Skalarprodukt und absoluter Betrag werden, wie tiblich, durch

eingefiihrt,. Mit Q, werde die Einheitssphäre crz --- I in
Ihre Elemente nennen u,'ir € , ?l , e .

I)ann gilt fiir n€ Eo, .r + 0

_ {.,

(3)

E s bezeichnet.

ist.
Basis von E q

lrobei § d.er eindeutig bestimmte Richtungsvektor zv cr

Es sei tL , tz , ! . . , €q die ilbliche orthonormiert,e
I)ie Gesamtheit der Vektoren
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(4) n:ntet**zez*...*rcec
mit reellen oder komplexen Komponenten fr1 , fi2 t . . . , frq bezeichnen wir
als Cr. Die Menge aller z e C, mit n2: I rlennen wir Of .

Dem reellen Raum Z, legen wir die kanonische Orientierung zugrunde
und bezeichnen mit

(5) il,no@): d,\AdrrA...Adr,
das \rolumenelement,. Es sei

(6) dao@) :
rrdr, A . . . A iluo - r, il,r, A d,r, A . . . A d,rr+ . . .

+ (-I)r-' rrd,x, A d,r, A . . . A drc-r .

Dann ist diese Differentialform vom Grade q - I auf Q gleich dem
orientierten X'lächenelement. Beide Differentialformen lassen sich ohne
weiteres ins Komplexe iibertragen.

Bezeichnen wir mit
(7) la ,b ,. . . lrrt

eine q-dimensionale Determinante mit den Spalten e , b ,. . . , und setzen
wir bei Yorliegen einer Parameterdarstellung

(8) r : r(ilr,,t[2,...,u,) mit r: q oder r: e-l
fiir die Ableitungen

(e) fi*: *,,,

so wird

(10) d,nr(r) : lny,n1z,...,ntcl;d,urAdur/r... Adu,

und im Falle einer (q-f)-dimensionalen Parameterdarstellung

(11) &.ao@) : I a,,n1t,r12,... tnlq_rl.9durAd,ur\ ... /\ duo-t.

Die Differentialform il,no@) wird immer durch eine q-dimensionale
reelle Parameterdarstellung und die Differentialform da1@) durch eine
(q - 1 ) -dimensionale reelle Parameterdarstellung ausgedri.ickt u'erden.

Wir wollen nun einige einfache Beziehungen dieser Differentialformen
ableiten. Zunächst entnimmt man &us (5) und (6)

(12) d,n, : dnn_, A dx,

und

(13) fu, : drDq4 A dru * (- 1»-' r, d,no-r .
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Es sei mn A(r) eine differenzierbare Funktion von q , n2, . . . , frq.
Dann ist

(11)
q

dnn(A *) - Tl (A dx, { r, dA) ,
j:1

wobei das Produkt im Sinne der alternierenden Multiplikation unter Beach-
tung der natiirlichen Reihenfolge l, . . . , q zu verstehen ist. Es wird
damit

(15) dnr(r) : Aq dno@) * Ar-' d,A A dar(r) ,

wie sich durch Ausrechnen leicht bestätigt.
Aus (11) entnehmen wir weiterhin

(16) dor(A r) : ,1t d<»r(r) .

Wir wollen nun Polarkoordinaten einfiihren und setzen r : r € mit
§2:1. Dannist

(17) 4rd§r * €2d€2+. .' + tnd,€, : 0

und folglich

(18) zr(§) : o.

Aus (15) folgt, daher

(19) d,nr(r €) : ve-t d,r A dar(E) .

Bezeichnen wir mit il.(r) eine der beiden Differentialformen (10)
oder (lI), so ist offenbar fiir jede konstante Matrix .4

(20) d),(A r) : det A d),(r) .

Es gilt somit insbesondere
Lemma 1. ts sei A ei,ne ei,gentlich orthogonale Matrir. Dann ist

d,no(A r) : dnr(r)

und

d@s(A r) : d.<»o@) .

Wir wollen nun zu Parameterdarstellungen von Oo und Berechnungen
der dt», atf Qo iibergehen.

Jeden Einheitsvektor 4,r, können wir in der Form

(2t) §rrt: teo*t/t-tr€s-t1i -I<t{L; E1r-t1 e Qr-t

darstellen. Aus (13) folgt nun
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(22' o:'u),1*l::;' 
n o, *(-I),-, t d,n,-,({L1,§1,-,y)

Nach (15) und (18) ist
g-3

g-3

- (- t )r-, t (L -t ) , d*r_,(§10_,y) A dt

und nach (16)

q-L

Damit folgt aus (22)

(25) d,a1| uo * { L -.t, §1r-,y)

q-3

- (1-t), [(1-rr) +t2)d*o_,(610_'1) Äclt,

und wir finden
Lemma 2. Es sei

e'ine Parameterdarstellung aorL Qq. Darut, 'ist

q-3

da4\s) - (1-r,) 2 dro_r(§1n_,1) A dt .

Bezeichnen ll'ir mit

,/,

das Mass der Einheitssphäre Q q in E n , so u-ird

*i 
r q-z 7' s-3

-L 9q-1 - I

\/;4+) 
-1

r(;t r( +)
:Hld



der Laplace-Operator in q Dimensionen.
Es sei weiterhin H "(r) ein homogenes Polyno

(*r, .,*o) vom Grade n, das

(2) J *rH "(x) - 0

erftillt. Dann ist mit der Darstellung r : r €

Cr,. Mtr,r,un, Zur Theorie der Besselfunktionen in mehreren Dimensionen I

§ 2. Theorie tler Kugelfunktionen

In diesem Abschrritt werden wir eine kurze Darstellung der fiir den hier'
vorliegenden Fragenkreis wichtigsten Ergebnisse aus der Theorie der
Kugelfunktionen geben. Ausfiihrlichere Darstellungen liegen an anderer
Stelle vor [1].

Es sei

m der Veränderlichen

Wir nennen nun

(4) §"(q; f) : S"(6) : H"(t)

eine Kugelfunktion der Ordnung n in q Dimensionen.
Jedes Polynom H"(r) kann in der Form

(5) H^(rr,...,rc) : Zf*), A,-i(rr,...,rr-r)
j:o

dargestellt werden, wobei die Koeffizienten -4,-, Polynome vom Grade
n-j in fi1 ,...,frq-t sind,

Mit

(6)

vyird

(7) JrrrH^(r) : I tj (j-L) (*)i-' A^_i * @o)i Js_11A^_i)
j:o

n-2
: z ni+z)u+l) Ao-i-za arn-r,,A^-l(ro)i I rrTs-r,A1* J1r-11-46 : 0 ,

j:0

wobei die letzten beiden Glieder gleich Null sind. Fiir die Koeffizienten-
funktionen der homogenen harmonischen Polynome gilt daher

(8) Åk_r\A*_i: -U+2)U+1) An_i_2,

Å, -: (*)'. t(,-,)
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so dass nur die Polynome -4,, und A*-, frei wählbar sind. Die Zabl der
in diesen beiden Polynomen verfiigbaren Koeffizienten gibt folglich auch
die Anzahl der linear unabhängigen Kugelfunktionen an. Wir bezeichnen
sie mit N(q,n) und verzichten hier auf ihre explizite Berechnung. Aus
einer einfachen Abzählung ergibt sich N(q,n) : O(n''').

Wir rvollen nun eine Kugelfunktion mit Rotationssymmetrie bestimmen
und suchen dazu eine X'unktion L"(r) rnit den folgenden Eigenschaften:

l. L"(x) ist ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grade n
in q Dimensionen.

2. L"(D r) : L"(r) fiir alle orthogonalen Transformationen D mit
D er: er.

3. L"(eo\: l.
Aus der zweiten Bedingung folgt, dass fiirdasPolynom L"(r) die Koef-

fizientenfunktionen A,-j nur von nl + ' ' ' + "X-, abhängen. Da sie

gleichzeitig homogene Polynome sein miissen, ergibt sich

(e)

(10)

Arr-j: {
I
(

0

c (r? +
ftir n-j ungerade

Von den beiden Zahlen n und n-l ist stets eine gerade, so dass

L"(r) durch die erste und die zweite Bedingung bis auf einen Faktor ein-
deutig festgelegt ist,. Nach (5) ist

L"(e) - Ao ,

wobei dieser Koeffizient proportional zu dem noch frei verfiigbaren Faktor
ist. Durch die dritte Bedingung wird die Funktion L"(il) damit dann
eindeutig bestimmt.

Setzen wir

(11)

so u,ird

{r2)

( 13)

gentigt"
Mit Hilfe

I-iberlegullgerl
äo, dass ein
j - l, 2, . . . ,

- i'" P^(Qi /) ;

wobei P"(q ; t) ein Polynom vom Grade ru in f ist, das den Bedingungen

dieser Funktionen können u'ir nun das fiir unsere \\.eiteren
wichtige Additionstheorem beweisen. \Yir nehmen dazu

orthonormiertes System rron Kugelfunktionen 5,,;(6) mit
trr ausgewählt wurd.e.
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Es sei nunmehr A eine orthogona,le Transformationsmatrix. Dann
ist mit B,(6) auch §"(A E) eine Kugelfunktion der Ordnung rz , da mit
H^(r) atch H^(A r) ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grade

n ist,. Zu jedem orthogonalen A gibt es daher Koeffizienten Cir" so, dass

(14) s,,i(Au, : åc;, §,,,(§)

ist. Wir betrachten nun

rr(15) öit : / §",j(§) s,,r(4) d{,rs(6) : / ,s".j(6) s",,(§) darr(f) (det,a) .

JJ
aq Aaq

Diese Beziehung bringt' zrtrnn Ausdruck, dass Q, bei einer orthogonalen
Transformation A in sich iibergeht, wobei die Orientierung erhalten bleibt,
wenn detA:l ist,fiir det'A: -1 jedochgeändertwird. Dasletzte
Integral können wir auch in der Form

(16)
r
I s,,,i(A,t) ,s,,,11 €) dc»o(A E)

J
o
"'q

schreiben. Es ist aber nach Lemma 1:

(17) do4(A €) : dac\) (det z4) ,

so dass sich aus (la) und der Orthogonalität der §,,, schliesslich

JY

(18) ör:åCir"C*

ergibt. Die Koeffizienten C.;r bilden folglich eine orthogonale Matrix, und
es gilt daher auch

(re) ,r,:icojcr,.
Ic: l

Bilden wir nun zt zwei Einheitsvektoren § und 4 die Summe

N
(20) z §",j(f)s,,j(??) : F(€ ,q),

i:1

so geniigt diese Funktion fiir alle orthogonalen ,4. der Bedingung

(21) x(A € ,A q) : ?(€ , rt) .

Damit muss F(E,rl) eine Funktion sein, die nur vom Skalarprodukt
abhängt. Es gilt also

(22) ?(€ ,/1) : G(€'q) .



Bei festem q ist G([.4) eine Kugelfunktion der Ordnung n in § . Sie
ist symmetrisch beziiglich aller Drehungen oder Spiegelungen, die 4 fest-
lassen.

Es gilt also

(23) G(€ . q) : c" P.(q. ; E . ,t) .

Zur Bestimmung von o. setzen wir § : 4 und integrieren iiber J2r.
Dann folgt aus

(24) /j ,r",,,u y1z dat,(E) : ,, f ^,Qq aq

t2 Ann. Acad. Sci. Fennicre A. r. 415

schliesslich

(25) N(S ; n) : cn @q .

Wir erhalten daher
Satz 1. Es sei {&,i(6)} ein, orthonormiertes System aon Kugelfunktionen.

d,er Ord,nung n und, Dimension q . Dann ist fiir beliebige I und, q au,s {),

N N(s:n\
I s,,r(6)&,;(,r) P"(q; t .rt) .
j=t as

Aus dieser Beziehung folgt unmittelbar
Satz 2. Es sei, B"(f) ei,ne Kugelfunkt'i,on d,er Oril,nung n . Dqnn, 'i,st

{r
or,I ,'''o; 

€ ''i s^(ri ik')th) : §'(f) '

Wir wollen nun eine weitere wichtige Beziehung herleiten, die den
Schliissel zur Ubertragung der Poissonschen Definition der Besselfunktionen
liefert,.

Es sei /(f) eine fiil - | < t < 1 stetige Funktion. llit, zu-ei Einheits-
vektoren 4 und C bilden wir

r(26) I ftt . n) P"(q; C 
. q) da1(ri) : r(§ , _a) .

I
Jo*11

Dann ist fiir jede orthogonale Matrix A

r(27) I(A €, A €) : I ftd t. q) P"(q; A : - 
ry) da,(ti)

J
Qq

I fro t .ri P^(q; A C.v11dat,(d(det.4) .

ol,
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Dies entspricht der schon einmal in (15) durchgefiihrten Umformung.
Wir können nun weiter schliessen

(28) I(A € , A ,?) : 
J ttd t . A q) P^(q ; A t ' A 

't) 
dtD,(A ,t) (det A) ,

aq

da wir eine Transformation der Integrationsmannigfaltigkeit durch die
gleiche Transformation der Integrationsvariablen ausdriicken können. Auf
Grund der Invarianz des Skalarproduktes gegenflber Orthogonaltrans-
formationen und der Transformationseigenschaft (17) folgt

F(A€,Ae): F(C,e).(2e)

(30)

Damit kann auch diese X'unktion nur vom Skalarprodukt E' e ab-

hängen. Da sie beziiglich f eine Kugelfunktion der Ordnung n, ist, folgt

r
J

o-- t]

Dann wird aus (30)

f(22) )t,P*(q; r) : )., : I lGr.ry) P"(q; er.T) d,or(n) ,

J,

und rryir erhalten nach Lemma 2

+rr s-3
(33) )., : t-to-1 I lQ) 

p"(q;t) (l-tz) 2 d,t .

t,
Multiplizieren wir nun noch beide Seiten von (30) mit einer Kugel-

funktion lNlt»o) §,(() und integrieren beztiglich 4 iiber Oo, sofolgtnach
Satz 2

Satz 3. Es sei, f(t) eine fn - I < , < 1 steti,ge Xunkti,on unil S"(r1)

eine Kugelfunlction iler Ordnung n . Dann ist

I

I ttt ' 't) S"(n) arrrh) : ,7'" S"(§)
,

2q

rnit
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aq

Damit sind Kugelfunktionen verschiedener Ordnung stets orthogonal
zueinander. Wenden wir dieses Ergebnis auf die verallgemeinerten
Legendre-Funktionen L,(r) an, so ergibt, sich fiir n T rm

t4

+r
f s-3

)", : (Do-r I f(t) P"(q ; t) Q-tz) 2 d,t .' 
_Jr

Diese auf Funk und Hecke zuriickgehende Formel kombiniert die
Orthogonalinvarianz der Kugel mit dem Additionstheorem der Kugel-
funktionen.

Betrachten wie zwei Kugelfunktionen §,(6) und B^(f) , so gilt nach
der Greenschen Formel fiir die zugehörigen harmonischen Pol;znome
H "(*) und H ^(r)

J
l",Sl

ri a a \

1r1ar

Ftir r- l istaber (l:0, 1,...)

Aus (31) folgt daher

(86) (*-n) [ t^f) §-(§ ) d^r(€) - o .

J

+
f s-3

- 
(,, I P*(q , t) P*(q , t) (I -rr) 

, dt .*g-, 
J

(37) o - | 
t,r€) L^(€) d*, (€)

o-'q -1

Die X'unktioten P^(q, f) sind Polynome vom Grade n, die die Normie-
rungsbedingung P,(q ,l) : I erfiillen. Sie sind daher durch die Eigen-
schaft (37) und die letzten beiden Eigenschaften eindeutig bestimmt.

Unter Benutzung dieser Tatsache ergibt sich die verallgemeinerte Formel
von Rodrigues

3-q rd'\" ,-9-3
' [.al t'-t2) 2
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Damit folgt fiir jede n-mal stetig differenzierbare tr'unktion f (t)

(3e)

+1
I

I f(q P*(q,t)
J
-1

l'o-L
s-3 /1\' '\;) 

.i 
. \ ,,-rq.3(r-t,), dt - (;) I f@o (1-t) T,tt.

\z't ,l*++)1,' 
\'/ \

q-3
Tdt

Im Hinblick auf die nun folgende
funktionen bilden wir speziell

*r,

(40) I nir t P*(q , t) (L-t')
J

Theorie der verallgemeinerten Bessel-

(i''\" t(?t

und erhalten d,araus die Abschätzung

aI
rn q-3
t t7r--_

I nirt (1--rz; ' 2 dt
Iu

-l

Der klassische Aufbau der Theorie der Besselfunktionen stellt
fntegrale (a0) in den Mittelpunkt. \Yir rrollen hier, einem Geclanken
G. Herglotz folgend, den Zugang rron Poisson und Sommerfeld ve
gemeinern.

§ 3. Die regulären Besseltunktionen

Wir werd.en nun die Besselfunktionen und ihre Integraldarstellungen
fid't ganzzahlige Ordnungen auf beliebig viele Dimensionen iibertragen.
Wir setzen dazu

r\,'l+)'(;)(4I) lJ nirt P,(q, r) (r-tz) ' dt, = \Z) -;;?\- .

L-t1' r(1) V"(*) - * J 
et x')t §,(,7) dc,tr(n) .

Qq

Mit, Polarkoordinaten n - r € wird daraus

die
von
rall-
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v "(, €) .....:

folglich

al

I

UNS ZV

l. Di,e Funktion

i-n r
(Dq J

9g

(2)

Nach Satz 3 ist

(3)

wenrl wir

(4)

setzett.
Dies fiihrt
Definition

+1

J,(q ; r) [ ""' P^(q ; t1 1t-.tz1+ d,t'.rI,
hei,sst (regulrire) Besselfunkt'ion d,er Ord,nung n und, Di,m.ension q .

Nach (2.41) erhalten wir bei festem r fid.r n ---> q

t(;i\, '- ,(5) J"(q.; r) : ol . 1 .' 
\ ,("+!\ I\- \ 2.t/

Die Definition I liefert mit Hilfe der Theorie der Kugelfunktionen eine
grosse Zahl von speziellen Beziehungen, von denen hier nur einige als Bei-
spiele angefiihrt seien.

Das System der orthonormierten Kugelfunktionen ist vollständig [1].
Konvergiert daher die verallgemeinerte Fourier-Reihe einer auf go ste-
tigen X'unktion, so stellt sie diese X'unktion auch dar.

Wählen v-ir eitt''l mit, festem Einheitsvektor q als Beispiel, so sind
die Entwicklungskoeffizienten beztglich §",i(6) nach (3) und (a) gleich

(6) a4'i," J^(q ; r) S",i(rl) .

I)nter Beachtung des Additionstheorems (Satz l) rvird

(7) ., ii' J^(q ; r)j s,,rtr) s,,j(6)
n:0 j: I

6

. Zi J^(q ; r) N(q ; n) P^(q ; E .,t) .
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Es ist aber bei festem r fidrr n "> @

(8) J^(q,r)P*(q;E'q)N(q;n) : 4g"rr+) ,

\' ' r\n+;)t
sodass die Reihe (7) in jedem Intervall 0 { r < ro gleichmässig konvergiert.
Damit finden wir

Lemma 3. X'ti;r r 2 0 und, reel,l,e Einheitsaelfioren t und, q gi,lt

gleichmtissi,g beztigli,ch I und, q

eit i'n : 2u nt, ; n) J,(q ; r) P.(q ; € . rt) .

Setzen wir nun -:il', 56' : v'§', so wird einerseits

lf(9) 
- I ,, x'4 

"i 
x"4 fur(,1) : Jo@ ; lr-r'D .

*o l,
Andererseits folgt aus der Parsevalschen Identität,, angewandt auf das

System der Kugelfunktionen, nach Lemma 3 fiir die linke Seite der let'zt'en

Gleichung
@

(10) Z Wtq i n) J*(q; r) J*(q; r') P*(q; € ' ,r') .

Damit 
"rhultJr, 

*i,
Lemma4. Essei' r:r€; r':r'§'. Dann'ist

Jo(q; lr-r'l) : å J(g ; za) J*(q; r) J"(q ; r') P,(q; t ' €') .

Aus der Beziehung 
n:o

i-" r(lI) 
- I ,"''t,S,(r/) dror11,1 : J^(q; r) S,(6)
to 

ln

ergeben sich viele Integralbeziehungen zwischen Besselfunktionen durch
Spezialisierung der Kugelfunktion §,(r7) . \Vir wollen als Beispiel hier nur
den einfachsten X'all n: 0 betrachten.

Setzen wir

rl : Ttcl : t Eq 11/1- 62 tllq-t1 , tlro-r,, : t1* ,
(12)

r : r(q) : tgag I *(o-\, tk-\ : I* ,

so wird
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{ 13) Jo(q ; ,)

111rr
-I 

()_ t :tq_L

i(t'xn+- y't-t'**',t*) (l- p)+ d*n_, A ctt

Es ist aber

( 11) [ n' 
/ 1_.7 ."*''t*

IU

!)g_t

Beac:hten x.ir noch,

( 15)

Lemma 5. Es gi,lt

clor_, (rl * )

class

?,_._

; lrlr-ry I

/-.1 i), *i + trlq_r1i

+1

Ju@ i y'ut+w) - *r; 
J" 

n,n, Jo(q-I
g-3

.iT-ttu1 (t-p)- ctt.

Durch Benutzung weiterer Mittel aus der Theorie der Kugelfunktionen
lassen sich alle Besselfunktionen auf die bekannten Besselfunktionen der
Dimension Q : 2 elementar zuriickfiihren. Aus (2.40) unct (-l) folgt näm-
lich

^/q-I\ - r

(,6) r^(q;r): (;f ':+:,rT 
[ ",',(t-,,)"n#0,

"["-, -- ) _,

Irn klassischen Aufbau der Theorie der Besselfunktionen J,,(; \ , die

die in der hier benutzten Schreibweise mit, J,(2 ; r) bezeichnet u-erden

miisserr. gilt fiir reelle r,> -ll2 U))

t r \o , ,' ,,-.'.(17) J,1r1 : J,\t;r): [;) --;, / e"'it-12; ' ,lt.
tti r\'+ r)'-'

Beaehten rvir noch. dass

(x q-t
(Ort

1+)
t;.(?)( 18)
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\4rar, so finden r,vir

(19) J"(q; r)

(2 ) z,i

irr 8n U 08n stetig

(3)

2-q

J q-2(2 ; r) ,
ID4----''2

'vr,-omit, der Anschluss an die iiblichen Bezeicl'rnungsweisen hergestellt ist.

§ 4. Eine Formel der mehrilimensionalen komplexen Integration

Wir benötigen fiir die Ubertragung der Sommerfeldschen Definition
d.er Hankelfunktionen ein Analogon zul Cauchyschen Integralfonnel fiir
holomorphe Funktionen mehrerer komplexer \reränderlicher. Es gibt
eine Reihe von Integralformeln fiil mehrfache komplexe Integrale, die

unter Ausnutzang der Holomorphie des Integranden mit Hilfe des Kalkäls
d.er alternierenden Differentialformeu bey.iesen n'erden können [-t]. Wir
brauchen hier eine spezielle Form, die rvir nun ableiten wollen.

In diesem Paragraphen sei stets q 2 3. Den klassischen Fali q : 2

v'erd.en v'ir dann gesondert, behandeln und so den Libergarug ztfr bekanuten
Theorie gewinlen.

Bs sei f("r, "r, 
. . ., lc)eine ganze holomorphel) X'unkt'ionderliornplexen

\reränderlichen zr, ?2, . . ., 2n. Essei u'eiterhin $, ein endiicher Zr-lincLer

(0-<r<,8)
(1) 0 

= 
rq 

= 
1;

des reeilen euklidischen Raumes Eq. \\'ir bezeichnen mit ä3, seinen

orientierten Rand und setzen 3, : 3, U ä3, .

Wir nehmen nun an, dass q komplexl-ertige Funktionen

differenzierb ar sitrcl, unil ftlr alle ;u arls 3,

erfiillen. Durch dieses Funktionensvstem rvird del reelle Zylinder .], auf
eine Punktmenge @q des komplexen Zahlenrtrumes C, abgebildet,. \\-egen
(3) liegt dabei 6, und das Bild 06, vou 0$, auf gf .

\\rir bilden nun vermittels der Funktionen (2) clas Integral

1) Eine ganze holomorphe Funktion ist im ganzen Pnarun C, holomorpir. Die in
§ 4 formulierten Gesetze gelten auch unter schrvächeren \:oraussetzungen, -{uf die
Einzelheit'en gird hier verzicht'et'.

.)n
1*-l*l -I- {'2 -j-
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r
lf(rr, .. ., zs) dz, A d,z, A . A dzr-t .

J
a0s

fnfugral nach dem verallgemeinerten Satz von Stokes gleich

| | 
d,f A d,z, A d,z, A. . . A d,zq-t .

G)q

Holomorphie von f ist,

afa af af

s (5)

Dann ist dieses

(5)

Auf Grund der

(6)

und es urird au

(7) 
ll#d,zoAd,z,^... 

Ad,z,-r.
Glq

Aus (3) erhalten wir aber

(8) zrilzllzril,zr{...+zoilzr:9.
Damit ist auch

(9) d,zrAd,zrA...Ailzr_r:0,

und es verschwindet das Integral (7).
Bezeichnen v'ir, wie schon in § I, mit datr(z) die Differentialform

(10) do4(z) :

n

I

J
oöq

q Summanden zerlegen lässt. deren Integral je-
gebnis verschwindet.

0@, da,s stet'ig di,ff erenzierbare Bild eines abge-

rs des Eu, und, es l'iege 6, U 06, gcnlz auf der

zrd,z, A d,z, A . . . A d,zo - zrilz, A dz, A . . . A dzr+' . .

+ (-t)o-' zrd,z, A dz, A . . . A dzr_r,

so folgt

(4)

(1 1)

da sich der Integrand in
u,eils nach dem obigen Er

\Vir erhalten daher
§atz 4. Es sed 6, U

sclclossene?L reellen, Zyli,nde
Punktnlen,ge
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lst d,ann f("r,"r,...,2n) eine ga,nze holomorphe Xunlct'i,on, so gi,lt mit f(z)
: f(2r,22,,..,?o)

r
J f@ d'o,(z) : o '

obs

Wir werden diesen Satz benutzen, um eine Libertragung der Formel

von Funk und Hecke ins Komplexe zu gewinnen.

Dazu sei ]ron nun an f(z) eine ganze holomorphe x'unktion einer ver-
änd.erlichen z yo' der Form "t"'p("), 

wobei p(z) einbeliebigesPolynom
und o eine positive reelle Konstante ist.

wir betrachten weiterhin fiir reelle Einheitsvektoren §' und positive

-E die Mannigfaltigkeiten AyG';,8) und. Af'(E' ; -B), die folgendermassen

definiert sind:

{rz1 oft{t' ; R) :

Im {L-ar> o, Re tr*r{
j-1[

=0
<0

ftir

fiir

Dabei sei auch .E : 0 zugelassen.

Die Punktmengen AftG'; -R) sind reell fiir 0 < .B < I. Es ist Of)(f' ; 1)

gleich der Halbsphäre q '6'> 0 und O[2)14'; l) gleich der Halbsphäre

11 , €, I 0 . Die orientierung dieser Mannigfaltigkeiten legen wir folgender-

massen fest:
Es sei u'r.,elr,.,.,r'r-, eine orthonormierte Basis des (q-1)-d-imen-

sionalen linearen Raumes a . €' :0 . Dann können wir die Komponenten

U',: U 
. €'* als Parameter zrtr Darstellung von Ot;111' ; n1 benutzen.

Die Basis e', , el, , . . . , tln-, sei nurl so geivählt, d.ass die Det'erminante

i u', , ,', , . . . , ,!r-, , t' ik\: I ist. In dem (g- I)-dimensionalen Parameter-

raum setzen wir die kanonische Orientierung Yoraus.

Dann ist Afl(€' ; t) gleich der positiv orientierten Halbsphäre

11 . t, Z 0 und Ofltt' ; t) gleich der. negativ orientierten Halbsphäre

q'e'<0.
Fiir die Dimensionet)' q :2 und Q : 3 lässt sich d'ies anschaulich

erkennen. Im allgemeinen Fall ergibt es sich aus der Berechnung der

Differentialform &»rQ1) .

Nach (1.r1) ist

(13) ilrr(ri : lrl,1lr,lliz,...,llls-t k\dAr h dy, lf ... /x dyr-r.

Nun gilt fiir die Ableitungen nlp Yott q nadn y',
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1lt, : - y,lL-(y'r)'- "' - (y'r-r)'1-+ €' - u',.,

(14) tr i
q - Zy'"41, : U-@i)'-... -@'o-r),1-ä €' .

Damit ergibt sich nach (13)

(15) turbi : (-I)c-r l€',r'r,...,e!,-, lW
tt r-(yi),- (a,_,),

d"-r@1
1/t-1u'y'

sodass die Orientierung unserer Mannigfaltigkeit durch das Vorzeichen c1er
Wurzel bestimmt lv'ird.

Wir bilden nun mit reellen Vektoren § und q fifir 0 < -B < cc

(16) F(€, C;E' ;R) : I ff .tt)p,(Q; e.rid,co,Q1).
J

o[i){'- 
' 
n)

Aus der Definition (12) entnehmen wir fiir alle orthogonalen T'raus{bnlatio-
nen 1
(17) e alit15'; A) : 0y)@ E' ; R) .

Dabei sind die Orientierungen gleich, wenn det -4 : -; 1 ist rurcl ent-
gegengesetzt, wenn det A : -l ist.

Wir erhalten also fiir orthogonale A

(1s) I(A §,A C;A[' ;R) : I troU.rl)p^(A (.q)ctc»,(i1)

af;\@":"a\

: det e I y6 t .ri p^(A e .ri d*r(,)
J

e af;)c, , a)

: det d Ite€.A,t)p^(Ae .At1)dor(Å,r) : I(i.i; :-:,:-R) .

J
o[i){," ; n)

sodass fiir alle orthogonalen -4

(19) n@€,AC;AE';R): I(€,tt;€';R)
gilt.

Da v'ir zu jedem Vektor §' eine eigentlich orthogonale Transforrnation
,4 so finden können, dass ,4 t' : ec ist, geniigt es zur Behand.lung unserer
fntegrale, die Mannigfaltigkeiten Qf)(er;R) zu betrachten. Dann ist
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(20) t1 : \/f-f,-A-:" -yi-rec- Ut1- Uzez- "'-Aq-teq-rI
Uk-t) : (Yr, "',Uq-r) e Er-t; IUQ-'1| < -B '

Nach (I5) ist

I
(21) d.r(rl) dnn-r(A) .! r _yt _rt

Damit wird, jetzt ausfflhrlicher

(22) X(t,''rsq;A)
/- ^ - .d\-tu)

l .fG. o,t/r-y'- €' y)P"(3' ts\/r-y' - e' y)-.'
'l "'- 

"' \/l-Yz
y e Eq-l
Y'S R'

Ist, rvie vorausgesetzl, f(z): ei" p(z), so existiert der Grenzu'ert

(23) lim1,(6,e ;ec;A) : FG,e ;es)

falls f'es)0 ist.
Setzen r,vir zur Abkiirzung

(24) af)(t') : c[j){6' ; "o) ,

so existiert auf Grund der dargelegten Invarianzeigenschaftel

t
(25) I(€ , C ; €') : J tt: 

' tr) P"(e 'rt) d@q(n)

o(i)t:,t

fiiralle f , q'und §,mit §.5'>0. Dabeigiltnach(18) fiiralleortho-
gonalen A

\Yir
§atz

å und

E" n?,i,t

def ini,er

beu'eisen

5. Es se bel'iebige)n Polynotn p(z) und positirem (L

e reelle Einheitsuektorett. Dcnttt erfUllt Jiir alle 'r' ttrirl

s- F/\ 
l'

5 ,5 
' J 

r \r t/

of )c'l

Bezi,ehLLng

F(

l1U11

i m,it

liebig'
t-

._L.

:5

F(€ ,

t, die

e seien be

te Integra
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F(t,C;€'): FG,e ;€").
Dieser Satz besagt, dass unser fntegral im Halbraum € , E' > 0 von

€' nicht abhängt. In der Sommerfeldschen Theorie entspricht dies der
Verschiebung des fntegrationsweges. Wir benötigen hier analog den Satz
iiber die komplexe rntegration (Satz 4), der diese Gesatzmässigkeit verall-
gemeinert.

Zum Bey,eise bemerken wir zunächst, dass es geniigt,, die Beziehung

(26)

fiir 6 . .e' ) 0 zu beweisen. Dann beachten wir, dass wir fiir 6 . f, > 0
durch eine orthogonale Transformation A stets A € : ec; A t' :
cos d re -! sin lr er_r mit 0 { a l nf 2 eweichen können.

Wir betrachten nun die reelle Punktmenge

t27) yi * y? +
die wir als Zylinder §', im euklidischen Raum Eq der Veränderlichen
At,Uz, .,,,Uq-2, 8, O auffassen können.

Setzen u,ir weiterhin

-Ut,; k: I,2,...,Q-2:
(2 8) 1 - (s, +m-r)sin B - s cosr9 ;

1 (r'+ y'@_zy) cos 0+ ssinB.

so stellt (mit, fm { t (sr+ y'tr_r) 
= 

0 ) fiir konstante fr

je nach der Festlegung des Vorzeichens der lvurzel fiir positive Radikanden,
die Punktmengen

A?(cos Oe,t* sinB tq-t;R)

zq-L

zq

(2s)

(30)

mit j:l oder j:2 dar.
Fiir alle 'B folgt aus (28) und (29) r12*r: t. Yermittels (28) wird also d.er
in (27) definierte Zylinder $, auf eine Punktmenge G, abgebildet, die
ganz aaf der komplexen Menge Atr Hegt. Die durch (28) r,errnittelte
Abbildung ist, stetig und fiir s2+y1+ . . . *Ul_, + t auch stetig dif-
ferenzierbar.

Es kam das Polynom P"G. q) afi Of als homogenes Polvnom vom
Grade n in den Variablen Tt,rlz,...,Ts geschrieben rrerden. Der
Integrand des in Satz 5 genannten fntegrals lässt, sich daher als gauze
lrolomorphe Funktion der komplexen Veränderlichen ,ll1 

,112 t . , . , Ts
sehreiben.

24
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Die wesentlichen Voraussetzungen des Satzes 4 sind d'amit erfiillt. Die

störenden singularitäten d.er Abbildungsfunktionen (28) in der Nähe der

Parameterwerte s'*a1'* ' ' ' -ful-r: I werden sich bei den nun

folgend"en Berechnungen als integrierbar erweisen, sodass sie die Gesamt-

struktur nicht stören.
Fiir -E < I treten diese schwierigkeiten noch nicht auf. Fiir ,E > r

miissten wir satz 4 zunächst auf die Bilder der Zylinder 0 < $ { x;
0 { s21y!{...+y?-, < I-ä und 0 1O (x; t+ö < s'*y1l
. . . _+ u? . < Rz anwenden und dann durch den Grenziibergang

r9-' 
-ä -- +ö den Anschluss herstellen. Auf die Einzelheiten, die sich aus den

nun folgenden Rechnungen leicht ablesen lassen, werde hier verzichtet"

Das Bild ä@, des Zylinderrandes ?$, besteht aus den Bildern

a?(eu ; A) und aY) (cos x €q + sin e tq-L ; R)(31)

der ebenen Brandungen r9 : 0 und 0 : or des Z;rlinders sorvie dem Bild

des Mantels

; R) bezeichnen urollen. Nach Satz I wird damit' fiir
a €n_t

( 32)

das \vit'

§' - cos:

l

(:13) 
]

Q

,i P 
^( ,' ' t) clc,trQ )

Zum Beweise von satz 5 miisse[ rvir daher nun zeigen, dass das letzte

Integral fiir -E --> co Yerschrrindet.
Zur Parametrisierung der llannigfaltigkeit l(t'; R) set'zen wir

l)ttun v'ird aus (28) und (29) rnit (32)

\@*rt € 9n-,

N L- R'z cos 0 + s sin D) en -1- (\/ | -A' *irr. 0 - s cos B) er-r

{ p- tz q(q-zt

Nun ist, nach ( 1. 13)

(36) rlo4$1) - d*r-, A dri, + (- t )u- ' 4n dnr-r

(- 1)t dnr-z A (rtn-, dr?, - rlq drlr-t)

11) P,(e 'rt) dotr(t1) [ tUr'lt) P,(e 'r]) d*n@)
J

-g(J)1-er ; R)q'

mit, l(o
res*sin

i
I fGn'
IU

(i)1on ; n)
1F

I

tliU
I-(oi; R

- d@q-, A dqq-, A d,to -l-
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Nach (1.16) ist

q-2
(37) d.o-r$/Rr-sr 1?1q-z) : 1Az-sz; z dar_z(n) ,

und nach (1.19) ist

q-4
(38) it"r-r(f Pt-srli : - (Rz- sz1n- sds A dan_rfu).

Es ist weiterhin

(39) 
fu?'-r : q'd'$ - cos d ds 

'

drj, : - Ts_t d,8 | sirr I d,s ,

und somit

fulr_, A fur. : (rTrsin B - tlr_rcos 8) dig A ds : s d,D A d,s .
(40)

tlc-rdTq - 1icd4q-r : - (l - (Bz-sz;1 79 .. {t -A, ds .

Durch Zusammenfassung wird daher auf f(u; R)
q-4

(41) doto{r1) : (l?r-srf s datr_z A dO A cts .

Damit erhalten rvir

I
I(42) I ftrr-q) P"(e . 4) dr»r(r1)

I
7(a;R)

Re
f f, r: 

J I \J tttr-a, cos I f s sin f) rt,(s ,0 ,ry(s_,\) cto4_.:(tilao du .

-R0 0_ n

p"(s, 8,q1q,z) : P"(C. ri.

Nun gibt es fiir Ä ) Ao 7 t eine ganze zahl -trr so . dass gleiciuniissig
in 0{s<-rB

(43) f(\h-R, eos I * s sin 8) - O(e- " y'a-t cos,t p\1

gilt. Da andererseits P"(C'u) nur wie -8" wachsen kann, folgt clurch eir:.e
Gesamtabschätatng, dass das Integral $\ fnr -B -+ oo ver-qcht'inc1et.
Damit ist Satz 5 bewiesen.

zut weiteren Berechnung unseres rntegrals (25) können u-ir crarrer
€ : €' setzen und erhalten wegen der Orthogonalinvarianz
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(44) r(f ,i;§) - aG '()
Als trunktic n rrorl e ist ? (t , i ; §) eine Kugelfunktion der

't?. . Es folgt also

{1b) f(§,(;§) - \Y)P"G'f)
ZurBerechnungderKonstantenp:!setzenll,irI1u11§

erhalt,ert

l'
(46) frg) :: I f (rl' sq) P,(r1 ' sq) dc,tu(r1) 

"

J
ofil1"'

Ordnung

Die Pararneterdarstellung (2C) liefert uns dann wegen (21)

{47) tll) -= .[ 
,r\,';v')P*t{rn'r?r#,

3. e En_t

unterscireiclen. I'titrren vi'ir in E (t_, Polarkoordinaten

eirt. so foigt

Wege

:
I

o__

Setzen rvir nuu t - t/ t- v},

die skizzierten Integrations\Yege.
ftihrt' clann auf

t-*) P,(l/'t_.i-)++' 1i L -l2

so ergeben siclt ftir j - 1 und'

Eine iibliche Deformation dieser
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1+@i

pf) : - @q-t I ru, P^(t) (t-tz)* o, ,

(5r) '_11'-,
f c-3

p!? : - @q_t I fO p"(t) 1r-t 1T dt .__ 

,10,
Wir können damit unser Ergebnis zusammenfassen und erhalten
Lemma 6. Es sei,en € , €' reel,le Ei,nheitsuelctoren unil, es se,i

f (") : e'"' p(z)

m'i,t einer pos,iti,aen Konstanten a, unil, einem Polynom p(z) . Dann, dst .frir
§.6'>0 und,beliebigereelle Ie Q,

i
I

I le .q) P"(q; C ."t) d*r(rt) : pg) P"@; t . e)
J

af;)c')

mi,t

I rru ' n) s-(n) h,(n) : tg)s,(§) ,

,y(r,

wobei d,ie Koffizienten pf) i,n Lemma 6 gegeben si,nd,.

Wir wollen nun noch eine weitere Integrationsmannigfaltigkeit unter-
suchen und betrachten dazu die komplexe Punktmenge

(5r) zr(€' ; A) :
{rt :./L+ar{*i,a; ueEr; lyl<R; u.€,:o}.

l+@i
f c-3

pf\ : - @q_t I f0 p"@ i t) (r-t2) { dt .-t
r+"oi
-l+oi

f q-3

fi!? : - @q-t I f@ P"(q;t) (r-tz) 2 d,t .--rlfi

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Identität mit einer Kugelfunktion
(Nlrr) §"(4) und integrieren iiber O, beziiglich (, so folgt aus dem Addi-
tionstheorem der Kugelfunktionen

Satz 6. Unter d,en Voraussetzungen aorL Lemma 6 ist fiir jede Kugel-
funlcti,on S"(q)
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Die Orientierung denken wir uns wie bei Ofl16' ; R1 fest'gelegt. Wir
setzen »q(€' ; co) : EnG') .

Es sei nun mit einer positiven Konstanten o und einem Pollrnop ,1r;

(52) f(z) : e- "' P(z) .

Setzen wir dann

(53) rG , C; E' ; R) : I fO' il P,(C'til d*cQi ,

>-'{sy'' n)

so gilt wieder fiir alle orthogonalen -4

(54) r@E,AC;A€';R) -- I(t,e ;€';R),
und. wjr können uns zur untersuchung der analytischen Eigenschaften

dieses rnfugrals auf den Fall 4' : sc beschränken'

Die Punl<tmenge 2o@r; R) geht aus O!t)(u, ; n) nach (20) hetvor,

wenn wir fiir x:L,2,...,8-L jeweils A, durch -ia,. erset'zen'

Dann wird fiir die Parameterdarstellung (51)

(55) d^r(rt): (-if-' 
dn'-'(Y)

\h+y'z
Ist nun E ' eq ) 0 , so existiert, offenbar der Grenzwert

(56) rG , e ;ec) : XG , e ;er; oo) .

Analog zum Beweise von Satz 5 können wir nun auch

(57) I@r, e ies) : 'E(cos:v e, *'sin x €q-:, €; €q)

fiir 0 { * 1nf2 zeiget. Die Einzelheiten seien hier iibergangeu'

Damit gilt dann fiir alle € , €' rnit e' €' > 0 und beliebige reelle

eeQ,
(58) F(t , (; f) : I(E , I; €') ,

und es folgt aus der Orthogonalinvarianz u'iederurn, dass 1(5 ' I ; §) nur

von Skalarprodukt 6' ( abhängt. Es u'ird also auch

(59) I(t , C;1) : o"P"(€' i),
wobei wir zur Bestimmung von o, wieder € : :: e, setzen und. dann

(60) 6o : I frr,' tl P^Q,' r) dlorQi)

:'u;'-, 
| rctr+u,) P-({L+y,, ?#

Eq-r
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erhalten. Die Ausrechnnng liefert uns d.ann

(6r) r)# dt.

f q-3
oo - ,it-c *o_, I f(t) P"(q ; t) (t?-t) ' clt .'l

Durclr llultiplikation mit (N lc,tr) S"(tfi und nachfolgende Integration
iiber J2, erhalten wir dann

Satz 7. Es sei, S"(t1) ei,ne Kugelfunktion iler Ordnung n und, Dimen-
si,on g . Dann ist fil.r §. 6' > O

I

J f G ' q) s"(rt) d*o(rt) : o, §,(6) ,

:9(,.r)

wenn f(z) unil on d,i,e i,n f,emmu 7 genannte Bed,eu,tung ltaben.

Damit ergibt sich dann zunächst
Lemma 7. Es sei §' e,i,n beli,ebiger reeller Einheitsuektor unil

f(z) : e- "' p(z)

mit einem, Polynom p(z) und, einer Konstanten a > O . Dunn i,st fiir
§.§'>0 und,beli,ebi,ge Ce Qq

I

I t<t 'q) P"(q; c''i tu r\i : o, P*(8; € . e)
.t

:'q('i/)

tttit

§ 5. Die Sommerfeldschen Integrale

Wir haben unsere Betrachtungen im vorigen Paragraphen auf die
Dimensionen q}- 3 beschränkt. Der Fall Q:2 spielt, eine besondere
Rolle, da hier die Methoden der klassischen X'unktionentheorie unmittelbar

'anrrendbar sind, r,l'ie Sommerfeld in seinen bekannten Arbejten urn die
Jahrhunderts-ende gezeigt hat.

lÄrir lrollen diese Theorie nun hier in den allgemeiuen Zugang einschlies-
sen. Dazu miissen unsere Bezeichnungsweisen zunächst in die klassischen
Formulierungen iibersetzt werden.

Wir beginnen mit den Punktmengen ,f)r, AP(€') und Jr(f') sowie
den Kugelfunktionen.
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Es ist Q, der Einheitskreis, dessen Punkte durch

(I) tt:-sing; tz:cosV) 01q12n;

parametrisiert werden können. Hier wird

(2) daz : €Ld€z* €rdt, : 6, .

Die X'unktionen (r, - 'i *r)" und (r, * i rr)" sind homogen vom Grade

n, und harmonisch. Mit der Parameterdarstellung (1) werden Kugelfunk-

tionen der ordnung za durch ei o q und e- '"':' erhalten. Es gibt zv'ei

linear unabhängige KugelfunJ<tionen zu jeder Ordnung n 2l und es

bitden die Funktionen §r(§) : Ll\/zrt,

I1
(3) §.r(6) : --cosnq; §,,2(6) : r-sin'nE; n:l'2,"',

\/n \/n

ein Orthonormalsystem'
Setzen wir

(4) 7h : - sin rp i )lz : cos'V t

so wird einerseits

1

(5) §,,r(§) §,,,(r?) * §",r(f) §,,r(,7) : - cos n (q-'l) '

Andererseits ist

(6) €'q : cos (q-rP) .

Nach dem Additionstheorem (satz I) ist die rechte seite von (5) gleich

I{(2 : n\ I
(7) ;P"(2; €' ,i ) : ;P"(2; € 'q) .

Wir erhalten daher

(8) P"(2 ; t) : co§ n (atc cos f) '

Setzen wir nun weiterhin

(9) €', : sin g' ; €'z : cos V' ,

so werden die Punktmengen 09(E') durch

rlt : - \/l_a'zsin 9' - y cos q'
(10) ; -@1U1@,

1lz : * \h-y' cos E' - Y sir. g'

parametrisiert, wobei wir die Vorzeichen der Wurzel noch festlegen miissen.
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Setzen wir nun U: sitta und l/t_yr: cos&, so erhalten wir die
\rorzeichenfestlegungen der Mannigfaltigkeiten Aor\ und Qgl , wenn dr

die skizzierten Wege in der komplexen Zahlenebene durchläuft. Mit der
Parametrisierung y : sina wird also

(11) Tt : - sin (E'fa) i Tz : cos (v'*") .

Setzen wir §"(4) : (rlr- ir?r.)", so folgt aff Af)6,1

(I2) §"(r7): ein(d+r,t)

\Yeiterhin ergibt sich sofort

(13) d^r(q) : d,u .

Zur rnterpretation des satzes 6 setzen wir der Einfachheit harber
f(z) : e"' . Dann wird

*-*,lr
(I+) | si':''r S"(d ikDr(?l) : I 

"".o"(a+,p'-,t\ 
ein(a'qt) d\ .JJe(])1-.,) -rri*,

Die Bedingung s..§'> 0 bedeutet hier lq-p'l < nl2. Setzen wir nun
noch B - o*V' , so erhalten wir das §ommerfeldsche fntegral

|+v'-*;fr(I5) | si' :''t SÅri dr"r(ri : I si'""" (fi-'t) ,i " fr cll .JJ
,o(])1-.,.1 -r!+*,+*,

Die Unabhängigkeit von g' fiir lV'-ql1nl2, und damit vom Vektor
4' fiir §. 6' > 0 driickt sich hier durch die Möglichkeit, der \.erschiebung
des Integrationsweges aus.

Analog erhalten wir

-l:I
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f,+*'-*i
r(16) | "i't', S^(rid,@r?i : I si"""$-v) s;"f 4B .JJo(;\-.,) ,] * r, * *,

Die rechten seiten von (15) und (16) können wir nun umformen indem

'wir zunächst ?' - E setT,en und daun y : §-q als neue Integrations-

veränderliche einfiihren. Damit wird aus (I5)

i-*,
r(17) | ""i'"S^(n)d'atzbil: 

einv | ";'"""vei"vd,yJ ,. 
Jj2(|)1-.,y -f,+*t

: einq'

q,l
0

a:i

nircos z cos ny dy

l+@irdt_ _ 2 
"r"" I e,,'pn12 rt) r/r_rr,

, lo,
wobei die letzte l]mformung durch die substitution ä : cos 7 und an-

schliessende Deformation des Integrationswege§ erfolgt''

Schreiben wir dieses Ergebnis in der Form

r
J 

ei' s''t S*(rl) dc,tr(r1) - pf\ S"(å) ,

otr')1s,1

(18) t+6i 
d,t

plt: -z le"'P^721f) 
-'

" ,.Joi 
' l/t-tz '

so ist Satz 6 fiir j: I und /(z) : ei" im Falle 4:2 bewiesen' Fiir
j : 2 erhalten wir ein analoges Ergebnis mit

-ri*, dt
(I9) pft: -Zle"'Pn72;t)J-r.

-r{0, 
v r-t

Yo1 Norrnierungsfaktoren abgesehen liefern diese Integrale bekanntlich

die Sommerfeldschen Darstellungen der Hankelfunktionen erster und

zweiter Årt.
trvir wollen nun abschliessend noch die Integrale tiber ä(6',) diskutieren.

Die Ma,nnigfaltigkeit Zr(€') wurde durch
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parametrisiert. Setzen wir y- sinhf ; il+yr- coshf , so folgt

?h- -sin(g' it),(21) 
4z- cos (g' i' t)

und

(22) d*r(,?) - idt
sowie

(23) S"(rt) - ei n (n' - ,i r) 
.

Die Funktion f(r) sei e- " . Dann ist ftir lV-V'l < nlz

r *co

J
J.('E') - co

q;r - i * -i oo/'r
J --'_ 

J,trrt+i* ico

.7*
e'"o'i I e-rcoshse*ntdS.

**
Dies können wir durch die Substitution t - cosh s umformen ztl

(25)

mit

(26)

co

f e-"

I

f e-"

Durch

(27) 
| 

e'*'', §, (r?) d*r(r?) und 
I 

, *',t Sn(T) d*r(,?)

of;)ts,l r,(t')
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lvelden nun jerreils in den Halbräurne1 n' E' ;' 0 analytische X'unkt'ionen

voil. ir : (xr,rr) definiert. Bei festem 4' können wir unter dem Integral

nach clen Komponenten .tron r differenzieren. Wegetr 12 : I stellen diese

Funktionen dann Lösungen von ÅU + (J : O bezw' lU - U : 0 dar'

Die Theorie der voraufgegangenen Paragraphen liefert somit analytische

Darstellungen d.er Lösungen dieser Differentialgleichungen, die nach dem

Prinzip der analytischen Fortset'zung auf den garr,erl R'aum 12 > 0 ein-

deutig ausgedehnt werden können.
Im nächsten Abschnitt wollen wir diesen Gedanken auf beliebige Di-

mensionen iibertragen und die entsprechenden Hankel- und Kelvinfunk-

tionen definieren.

§ 6. Die mehrdimensionalen Hankel- und Kelvinfunktionen

(1) e' *'', S*(r?) dao{r1)

fr differenzieren und erhalten

t' i 
g-3

ni r t P,(q ; t) (1 -r') ' dt

9-3

'P,(qil) (1-72l ' dt

cos n (at-c cos 1)

stimmt diese Integraldarstellung fiir
Integralformeln iiberein. triir q - 3

2 i,-" r;;J
ofj)1,"1

eziiglichBei festem €' können u'ir b

\\'egen rf : 1

(2) tut! + L!9) -
Anclererseit,s ist tlach Satz 6

t-o)(ar) : H,:)Gl ; r) §"(6)(3)

nrit

(1)

uncl

(5)

1-

i-" 2 or: l'
I(r)q J

1'__0i

(t)q 

- r

1-ri
,.
I

Ie"
I

1oi

Beachtet man, dass

(6) P"(2 ; t) :

ist' und (ot - 2 gesetzt wird', so

cl: 2 mit den Sommerfeldschen
und n-0 erhalten rn'ir
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(7)
r

H(?Q; r)- i'::.r
Wir bilden daher

Definition 2. Die ?unldionen

l+@i

Htt(q; r) : - , ""T I ",,, 
po(e; t1 1t-.tz1+ itt ,

t+0i

-1+@1;

H!?)(q ; r) : 2 i--*'],-' [ ,,", p.(q; t1 1t_-tz1+ dtt'- 
,Jn o ,

heissen Hanlcelfunkti,onen erster unil zweiter Art il,er Ord,nung n und Diruen-
s'i,on q.

fm Vergleich mit Definition I folgt unmittelbar durch Zusarnmeulegen
der fntegrationswege

(8) Htt@ ; r) + H9@; r) : 2 J^(q ; r) .

Setzen wir noch

(e) H!y(q; r) - H!?(q; r) : 2 i N^(q; r) ,

so erhalten wir auch die Neumannschen Funktionen (die häufig rnit Y,
bezeichnet werden) der Ordnung z und Dimension q . Die Normierungen
sind dabei so gewählt, dass die Funktionen ..f, und .ly', fiir (reelle) r
reell sind. Die Besselfunktionen sind dariiber hinaus ganze Funktionen
der Veränderlichen r.

Die Funktion

iq-r f(10) W"1r7 : 
- 

| "-"', S"(rt) tu"q(rt)*o-,,r{r.

existiert nach Satz 7 fiirr r' f ' > 0 . Bei festem §' können wir dann auch
unter dem Integral differenzieren und erhalten wegen T2: 'L

(lt) ÅW"-W^:0.
Andererseits ist nach Satz 7

(12) W"(r) : K"(q; r) §"(6)

mit
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K"(q ; r) -
q-3

" P*(g ; t) (t2- 1)-t d,t

[,
Wir bilden daher
Definition 3. Die ?unktionen

9-3
- r t P,(q ; t) (t'-[T at

he'issen Kelainfunkt'i,onen il,er Oril'nung n unil' D'imension q.
Durch Vergleich der fntegraldarstellungen &us Definition 2 und De-

finition 3 erhalten wir

(13)

(14)

(15)

[,
J

Bei diesen Beziehungen wird. die Funktion (1-rz)(c-3)/2 in der von -l
bis + f aufgeschnittenen Ebene so definiert,, dass an der Oberseite des

Schnittes (L-t\@-t)tz positiv ist. Die Relationen (14) folgen dann durch
Deformation des Integrationsweges.

Durch die Benutzung der verallgemeinerten Formel von Rodrigues aus

der T'heorie der Kugelfunktionen lassen sich die Hankel- und Kelvin-
funktionen der Dimension q durch elementare Umformungen auf die

bekannten zweidimensionalen Funktionen zuriickfiihren. Wir verzichten
hier auf die Einzelheiten, da diese Rechnungen im Falle der Besselfunk-

tionen (§3) bereits durchgefiihrt wurden (vgl. (3.t9)), und beschränken

uns darauf, die Vorteile des neuen Zugangs durch weitere Erläuterungen
der zentralen Beziehungen dieses Abschnitts zu demonstrieren.

Zunächst bedeutet (1) fiir 4'6'>0; r:lrl€

H*)@ ; i r) -- 
,i.-q-'*' :o-, K,(q ; r) ,

@g

0q

Setzen rrir

(r 6)

fiir Af)Gr) ,

(r7) d.otr(r1) - 
d"-:9)
{ 1-r'

so urird
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Setzen u.ir lreiterhin

so rn,ird alls (15) bis auf die Normierungsfaktoren

r
(19 ) t ei'/t-; e-i'*'Y§,( {-y, u, - il +a-

urJ_, 
v -n\Yr {L-y'

Spezialisieren wir rn eiter

S"(rt) - P"(q i €,r' q) ,(20)

{21)

so ergibt sich ftir das fntegral (I9)

(21)

Mir

{22)

1r
I e- ir x*'t7 drr_r(n) -- Jo@- I ; b r) .@q-, J

Qq- l

u-ird aus (21) w'eiter

,t,l)) #(23) t e'n t"t;' P*(q; {_.l 
i f

J aq-r

Somit folgt insgesamt
Lemma 8. Ilir a2 0, b > 0 i,st ntit q23

(-r)i-, #* [ 
niav'7r-* Jo,- - t;rb)p*(q;y-t-rz, ffi

: Hll(q; t/o'+w) P,t a \

"\q' f "r+br)'
u,obei stets Im11/-t-rz) > 0 gi,lt, und,fu, j:l Re (\ r-rz1 2 0 und

fiir j:2 ne$/t-rz) < o zu setzen ist.
Im Falle 4: 3; n :0 wird diese Beziehung als die Formel von

Sommerfeld bezeichnet.
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Ausgangspunkt weiterer Integralbeziehungen ist die x'ormel (I5) in der

Form (rr>0)
. -Zi-" f ,- /--= .dn,_r(y)(25) (-f )i-' * I "i(xrt/L-t2-x't) 

S"(\/l-y", - y) 
ffi

Eq-l

mit

j:I fiir 0<argfr-A'z=;,

; - 2 fiir * = u"* \/L-y, < n.J-- 2:-'a

Eine analoge Beziehung erhalten wir aus (10) und (12) in der X'orm

L r -,/i-,-:; !-.^.d../.. ; .il'nr-r(a)
\--l @c_r J "'\/l+yz

Dq-l

Ir\: K^(q; *t) §"|,pt/.

Durch wahl verschiedener Kugelfunktionen und durch verschiedene

Zusammenfassungen der mehrfachen Integrationen lassen sich aus den

beiden Beziehungen viele Integralformeln ableiten. Wir betrachten als

Beispiel einige Relationen, die zuerst von Sonine und Gegenbauer angegeben

wurden. Zur Erläuterung dieser Gesetzmässigkeiten wollen wir uns auf
den Fall rL: O beschränken.

'Wir betrachten zunächst das fntegral (o, > 0 )

I " *.r. dnn_r(y)
(27) 

- 
I "- 

-o y't-b'z: \' - i

wq-tJ"' \/L-b'z+y'z'
, Eq-l

X'iir l-b2 1 0 ergibt sich durch die Substitulion y : 1/1-Uy'
!? L f -/_. -/Lt(!,y*r*.r,.1 dno_r(y,)

(28) (l-az; ' ;, J "- ''t-b'z('qt 
Li\r') -'-' t 

,r_*T
Dq-l

q-2
: 1t-br1T Ko@. 1/t-w t's .

X'iir l-ä2 ( 0 setzen *rr y : \/W-ly' und
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(2e)

(31)

(34)

2

Dann wird aus (27)

(80) 1ur-ry+'; I "iy't+r(y'r-o'y*c-"'r,, flPrTEc-],

: (bz-tl* t, Hf)(q;1/62-1 1*iy .

Unter Beachtung der aus (1a) folgenden Beziehung

_ 2a_ ,
HP@; i r) : 

; 
it-t Ko(q; r)

lassen sich die obigen Integrale fiir reelle c und 0 { arg \/"-y, -- t,2
zusammenfassen zlr

2 r 1___: dno_L(y) q-2

Eg- t

2ra 
I ei (y't-y, nq -

Q)q J
x'y) dnn-]@)

{r-u'z

mit rc > O und 0 ( arg \/; < nlT . Beide Seiten dieser Gleichung sind
als Funktionen von c stetig fiir q ) 3 , lrl ) 0, integrierbar fldtr q: Z ,

lrl > 0, so dass die nun folgenden Vertauschungen der Reihenfolge der
Integrationen gerechtfertigt sind.

Das Integral iiber 4_r können wir in mehrere Teile aufspalten. indern
wir die Veränderlichon gruppenweise zusammenfassen.

Wir setzen dazu

(32) A@_\ : UF_\ * ze_,1

mit yr,-r, e E,-t und a1o-,y e E*.. Dabei bezeichnen wir mit ^Of. den
von den Vektoren €t t tr+t t . . . t tq_r aufgespannten euklidischen Raum
von q-r Dimensionen.

Es wird dann

Eq-L

2r

Er-l

r
I ei @q/;fr - n.y - x.z)

J
pl

q-r

dn,-t(y) A dnr-,(z)

{ L -y'z-,'z
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Setzen wir nun noch

(35) n : nF-L) * *(r-4 * rcec) np-g e Ert) x@-,) e E*-,,

so wird unter Benutzung von (31) aus (34)

cot f t-2
(86) : I ,- "* (L-zz'1--z- Hf)(, ;1/r-rr) \/4+4:rd,no-,@) .

0)q J
sIq-r

Durch Einfiihrung von Polarkoordinaten in D{, ergibt sich dann mit

a2: r?*x?,-»; b2: 
"?r_,t;

#: a2*b2; 12: zZ

aus (36)

( 37) 0)r a)q*, 

! 
Jr@-r

r-2

; b t) HP? ; a { L-t'z) tn-'-' (l - 1z1T d,t

Zasammenfassend folgt daher
Lemma 9. Essei a,> 0; b> 0 Dann i,st fiir r - L, 2, 3, , q-L

Ht)V ; otL-t ) tq-'-' (t -*ft at
0), @q-, F
; J ro(q-r;bt)

: HP@ ; t/"'+wl '

Die in diesem Abschnitt dargelegten Integraldarstellungen sind somit
eine Zusammenfassung vieler Beziehungen, die bisher isoliert betrachtet
n urden, und die vielfach noch nicht formuliert sind.

Durch Benutzung der Theorie der mehrdimensionalen Fourier-Entwick-
lungen lassen sich weitere Relationen ableiten, die einer späteren Dar-
stellung vorbehalten bleiben sollen.

§ 7. Zusammenfassung

Der hier vorgelegte Ztgang zur Theorie der Besselfunktionen in beliebig
vielen Dimensionen unterscheidet sich methodisch von dem klassischen
Aufbau Watsons durch die konsequente Benutzung mehrdimensionaler
Methoden sowohl im Bereich der reellen als auch der komplexen Analysis.

Die vorgeschlagenen Bezeichnungsweisen tragen dem Umstand Rech-
nung, dass sich viele Strukturen der Besselfunktionen mit Hilfe der Dimen-
sionszahl so formulieren lassen, dass ihre Anwendung erleichtert wird.
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Die enge Verkniipfung der Theorie der Besselfunktionen mit den Kugel-
funktionen erscheint vom Standpunkt der Theorie der partiellen Differen-
tialgleichungen in beliebigen Dimensionen naturgemäss [3].

Die in höheren Dimensionen auftretenden, topologisch bedingten Sin-
gularitäten der Parametrisierungen der Sphären belasten explizite Dar-
stellungen mit Hilfe von Polarkoordinaten durch Schwierigkeiten, die nicht
durch das Problem bedingt sind. Eine Methode, die weitgehend ohne
Festlegung der Parameter auskommt, muss daher wesentliche Yorteile
der X'ormulierung und Beweistechnik bringen.

So wird die Ubertragung der Sommerfeldschen Theorie auf mehr als
zwei Dimensionen erst möglich, wenn man das Oberflächenelement der
Einheitssphären als Differentialform der kartesischen Koordinaten auf-
fasst. Damit wird auch der Ubergang ins Komplexe leicht durchfiihrbar.

Die als Beispiele angegebenen Integralbeziehungen und Reihenentwick-
lungen sind in anderer Formulierung bekannt. Hier liegt, der entscheidende
Vorteil in der Tatsache, dass sie aus einigen wenigen n'ormeln durch Spe-
zialisierung oder Anwendung einfacher Grundstrukturen, wie der Voll-
ständigkeit der Kugelfunktionen, folgen. Die sich aus den Gesetzmässig-
keiten der mehrdimensionalen Fourier-Entwicklungen ergebenden Rela-
tionen wurden nicht explizit erwähnt.

Der klassische Aufbau benutzt die Methoden der eindimensionalen
komplexen Analysis zur Darstellung einer Theorie der Besselfunktionen
von beliebiger komplexer Ordnung und analysiert die sich daraus ergeben-
den mehrdeutigen Lösungen. Der hier vorgeschlagene Aufbau untersucht
nur reguläre, eindeutige Lösungen ganzzahliger Ordnungen. Eine Unter-
suchung mehrdeutiger Lösungen steht noch aus.

Rhein.-Westf. Technische Hochschule
Aachen, Deutschland
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