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f. Einleitung

1. I{ach Porxcanf tgl besitzt die Funktionalgleichung

v(kz) - R(v@D ,

wo R(y) eine gegebene rationale Funktion bezeichnet, als Lösung eine bis
auf eine einfache Transformatjon bestimmte, in der ganzen komplexen
z-Ebene meromorphe Funktion q(z , q), wenrl k : R'(q), wo q einen
beliebigen repulsiven Fixpunkt der Abbildung

Ut : R(Y)

bezeichnet. Die x'unktion g reduziert sich auf eine gal,ze x'unktion, wenn
R(y) einPolynom ist. Es ist der zweckder folgenden untersuchungen, diesen
speziellen Fall zu behandeln, obgleich gewisse von unseren Ergebnissen
von der genannten Einschränkung unabhängig sind.

Die Untersuchung der Eigenschaften der Lösungen von (I,l) wird in
bekannter Weise auf das Problem der rteration der rationalen x'unktion
(1,2) zarickgefiihrt, deren allgemeine Theorie schon vor 50 Jahren von
Farou [I] und Jur,re [3] entwickelt worden ist. Es handelt sich hier um die
Untersuchung der aus .E gemäss

(1,1)

(L,2)

(1,3)

(1,4)

erhaltenen unendlich vielen iterierten x'unktionen A, und um die Bestim-
mung ihrer Grenzfunktionen in denjenigen Teilen der komplexen z-Ebene,
wo sie eine normale Funktionenfamilie bilden. rn allen bisher behandelten
allgemeinen n'ällen reduzieren sich die genannten Grenzfunktionen auf
endlich viele Konstanten, welche dann Fixpunkte der Abbildung (1,2)
oder allgemeiner der Abbildung

darstellen. wir werden diesen x'all, auf den u.ir uns im folgenden beschrän-
ken v'erden, als normalen bezeichnen, indem die Existenz der anderen,
singulären x'älle, bisher nur unter gev'issen speziellen Umständen bestätigt
worden ist.

I[ach den vorbereitenden Betrachtungen von Kap. II, das eine ay
sa,mmengestellte Darstellung von bisher schon bekannten Sätzen enthält,
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wird in den folgenden Kapiteln auf gewisse Eigenschaften der Lösungen
von (1,1) näher eingegangen. Insbesondere werden die asymptotischen
Eigenschaften der betreffende\ ganze:n X'unktionen untersucht, ferner wird
die gegenseitige Abhängigkeit der zu den verschiedenen repulsiven Fix-
punkten von (1,2) gehörigen Lösungen von (l,l) erklärt,.

Als Anwendung wird z:ulif. Abschluss die allgemeine Lösung der
tr'unktionalgleichung

(1,5) v(kz): av@) + v^@) - P(v@)

If. Iteration der Polynome

At: P(y): y* + atU*-'+ . . .+ cr*, (rn ) 1)

bei reellem positivem Wert des Parameters e, eingehend behandelt,.

2. Es sei

(2,L)

ein beliebiges nichtlineares Pol5mom mit komplexen Koeffizienten, dessett

erster Koeffizient gleich eins ist, was keine Einschränkung bedeutet. Durch
n-fache fteration erhält man aus (2,1) ein Polynom mit dem Ausdruck

(2,2) un: P-(y) : ym't * Ary*n-t + *A*",
wo die Koeffizienter ganze rationale X'unktionen der Grössen ct! mit
nichtnegatiyen ganzen rationalen Koeffizienten sind.. Die Fixpunkte der

von (2,1) vermittelten Abbildung, also die \\rurzeln der Gleichung

P(a)-u:0,
werden in bekannter Weise, auf Grund der geometrisellen Eigenschaft'en

der Abbildung in der umgebung des Fixpunktes, in attraktive, repulsive

bzw. indifferente n'ixpunkte eingeteilt, je nachdem ob fiir den llultiplikator
§: P'(q)

l§l <1, )I oder:1

gilt.
Es sei nun q ein Fixpunkl von (2,2). Die aus q durch lteration von

(2,I) erhaltenen Bildpunkte

(2,3) Qt ,82 ,4s, ' ' ' ,

die ebenfalls X'ixpunkte 1ron (2,2) sind, werden bei der Iteration von (2,1)

miteinander zyklisch permutiert, wobei die Ordnung des Z;'[[qs, d.h. die

Anzahl der voneinander verschiedenen Punkte in der Folge (2,3), gleich z
(oder gleich einem echten Teiler von n) ist. \\'/eil der Multiplikator



P. J. Mvnnnnc, Uber garuz,e Funktionen

(2,4)

ftir alle Funkte (2,3) des

die obige Klassifizierung
werden.

Insbesondere ftir die
Satz. Die Anzahl der

höchstens gleich n'b - 1.

P, (q,) P' (q,,)

Zykl:us einen und denselben Wert besitzt, kann
der tr'ixpunkte auf die Zyklen selbst iibertragen

attraktiven Zyklen gilt der fundamentale
attraktiven Zyklen von (2,L) ist stets endlich und

n:T]
!.1:L

3. Bekanntlich gehört zu jedem attraktiven Fixpunkt d. ein den
Punkt enthaltendes Gebiet Do, dessen Punkte bei unbegrenzter Iteration
der Abbildung gegen den Punkt v" konvergieren. Dieses rurmittelbare
Attraktionsgebiet Do von d ist stets entweder einfach oder unendlich
vielfach zusammenhängend.

Wir betrachten nun die zu (2,I) inverse, irrationale Funktion

welche alle in Do vieldeutig sind, weil dort Verzweigungspur:.kte von
(3,1) stets vorhanden sind. Es sind hier zwei verschiedene Fälle möglich.

I. Fall. Mit y gehören alle Punkte P-r(a) und somit auch alle Punkte
P_,(y) zrt Do. Man sagt, dass Do dann'i,ollständig invariant in bezug
auf (2,1) ist. In diesem Falle besteht Do aus der Gesamtheit der Punkte
der y-Ebene, deren BildpunJ<te bei unbegrenzter Iteration von (2,1) gegen

den Punl<t a konvergieren.
II. X'all. Die Gebiete P-r(D,) fallen nicht sämtlich mil Do zusammen.

Die Gebiete

(3, 1)

und ihre Iterierten

(3,2)

(3,3)

erstreckt iiber die

(3,4)

P -,'(D) '

bilden dann eine unendliche Menge Do voneinander getrennt liegender
Gebiete, die zusammen das vollständige (nicht zusammenhängend.e) Attrak-
tionsgebiet von o( ausmachen.

Wir bilden jetzt d.ie Summe

io,

Gesamtheit der Fixpunkte

(u: I ,2,...)

v
L

l,

&Lr&Zr&g,
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aller bei (2,1)vorhandenen attrakt'ivenZyklen. Aus den obigen Definitionen
folgt, dass die Funktionen

(3,5) p"(a) 
,

in den Punkten von (3,3) eine normale Familie bilden, deren Grenzfunktio-
nen sich auf die Konstanten (3,4) reduzieren. Es gilt somit

ur, \(3,6) 4
wo D(P) das Normalgebiet von P bezeichnet, 'vvelches nach unserer
Definition aus der Gesamtheit derjenigen Punkte der y-Ebene besteht,
wo die Polynome (3,5) eine normale Funktionenfamilie bilden. Die zu
D(P) komplementäre, abgeschlossene Menge /(P), also die Menge der-
jenigen Punkte, wo (3,5) nicht, normal ist, hat die Bigenschaft, dass jeder
ihrer Punkte eine Häufungsstelle fiir die Pun-l<te

P-,(y) ,

ist, rro y einen beliebigen endlichen Punkt der komplexen y-Ebene. r'orl
einem einzigen höchstens abgesehen, bezeichnen kann.

Man hat hier zwischen zwei verschiedenen Fällen zu unterscheiden, je

Im ersteren X'alle reduzieren sich die Grenzfunktionen der normalen
X'unktionenfamilie (3,5) auf die endlich vielen Konst'anten (3,4). die Fix-
punkte der attraktiven Zyklen. Nach l'atou existiert dieser Fall sicher
darrn, rrenn alle Verzweigungspunkte von P-r(A) zum Normalgebiet D(P)
gehören. Aus jedem Polynom der genannt'en Art' kann rnan durch eine

hinreichend kleine Yariation der Koeffizienten neue Poll-nome ableiten,
welche die nämlichen Eigenschaften fortwährend besit'zen. Fatou [2] hat
auch die bisher unbewiesene Vermutung ausgesprochen, der genamrte Fall
sollte als allgemeiner Fall angesehen werd.en, rveil andere. singuläre Fälle
wahrscheinlich nur dann auftreten können, wenn die Koeffizienten des

Polynoms (2,1) einer gewissen diskontinuierlichen }Ienge irn betreffenden
Koeffizientenraum angehören.

Jedenfalls kommt, ein singulärer X'all vor, wenn unter den Grenzfunktio-
nen auch nichtkonstante analytische X'unktionen existieren und feLner,

wenn die Anzahl der konstanten Grenzfunktionen unendlich ist.
Ein triviales Beispiel von einem singulären Fall mit nichtkonstanten

,Grenzfunktionen hat man in den linearen Polynomen

P(Y): et"Y*P, c,t,t2 t irrational ,

wo die X'ixpunkte allerdings indifferent sind. Ein allgemeineres Beispiel fiir
einen solchen Fall hat Srncrr, [10] beim Zentrumproblern gegeben. Beispiele
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von Polynomen mit unendlich vielen konstanten Grenzfunktionen liefern
u.a. die von uns [4, 6] behandelten Binome

P(Y):Y^+P
bei singulärem Wert des Parameters p. Sie haben die bemerkenswerte
Eigenschaft, dass man &us ihnen durch eine hinreichend kleine Variation
des reellen Parameters p Binome ableiten kann, die attraktive Zyklen
beliebig hoher Ordnung besitzen.

4. Wir betrachten zum Abschluss den unendlich fernen Fixpunkt, der
bei nichtlinearen Polynomen stets attraktiv ist.

Weil fiir alle Zweige P-, ( oo) : oo gilt, ist das zugehörige Attraktions-
gebiet D. stets vollständig invariant. Nach der allgemeinen Theorie ist
D* stets einfach zusammenhängend (Typus ,4) oder unendlich vielfach
zusammen-hängend. fm letzteren Falle besteht, der Rand von D* entweder
aus unendlich vielen Kontinuen (Typus B) oder aus einer unend.lichen
diskontinuierlichen Punktmenge (Typus C). Ein Kriterium fiir die Existenz
eines bestimmten Typus ergibt sich aus dem tr'olgenden [, S. 165].

Es seien

(4,r) Qr,Qz,...,Qr
die Verzweigungspunkte von P-, (y). Man hat den Typus ,4, v-enn keiner
der Punkte (4,1) nt D- gehört, den Typus C, wenn sie alle zu D* gehören.
In den iibrigen X'ällen liegt der Typus B vor.

fm X'alle des Typus ,4 besteht der Rand K von D. aus einem Konti-
nuum, das die X'ixpunkte aller attraktiven Zyklen umschliesst. Als ein-
fachsten Spezialfall (Untertypus /o) kann derjenige angesehen werden,
wo es einen einzigen endlichen attraktiven X'ixpunkt o( bei (2,I) gibt,
dessen Attraktionsgebiet D* vollständig invariant ist. In diesem Falle ist
.I( eine Jordankurve, welche den gemeinsamen Rand von Do und D-
bildet. fn den anderen X'ällen enthält der Rand 1{ heim Typus .4 un-
endlich viele Doppelpunkte.

Es sei wieder a ein attraktiver Fixpunkt von (2,1) mit dem zugehörigen
unmittelbaren Attraktionsgebiet Do . Bekanntlich enthält der Rand K,
r,on Do wenigstens einen repulsiven X'ixpunkt g, d.er gleichzeitig zum
Rand von D- gehört.

Es sei ferner F-r@) eir, Zweig vor. P-r(y), welcher das Gebiet D*
auf sich selbst abbildet und gleichzeitig den Punkt q invariant lässt. Ist
dann ,l,o ein im Gebiet Do verlaufender Kurvenbogen, dessen Endpunkte
a ,b der Bedingung b : P(a) geniigen, so bilden die aus /n durch Iteration
von P(y) bzw. F-r(il erhaltenen Bildbogen Xn, X-n zusammen eine
beznglidn P(y) und P-r(y) invariante Linie
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(4,2)

mit den Eigenschaften

oo

-

(4,3)

Die Linie Xo, welche eine endliche Länge besitzt, verbindet den attrak-
tiven Fixpun-kt N mit dem repulsiven Fixpunkt Q, der somit fiir das

Gebiet Do wie auch fiir D* ein erreichbarer Punkt ist.
Man kann das obige Ergebnis noch verallgemeinern, indem man den

attraktiven Fixpunkt cv von (2,1) durch die Fixpunkte

(4,4) dy2d2,..,t&tr"

eines attraktiven Zyklus ersetzt, dessen zugehörige Gebiete einen repulsiven
X'ixpunkt q von (2,1) als gemeinsamen Randpunkt haben. n'iir jedes der
genarurten Gebiete ist q gleichzeitig ein erreichbarer Punkt, welcher resp.

mit den Punlten (4,4) vermittels gewisser in den zugehörigen Gebieten
verlaufend.en Linien .1,r, verbunden werden kann, die aus einander durch

eine zyklische Permutation erhalten werden.
Wir bemerken zum Abschluss, dass beim Typus C keine attraktiven

Zykler. von endlichen Punkten existieren.
Beispiel. h: U2 - p. Bei reellem p > - | ist D- von Typus C

fil p > 2 und sonst vom Typus .4. Speziell f.nr p < f liegt der Unter-
typus -.40 vor [4].

Beispiele von Pol;rnomen höheren Grades find.et man in unseren Arbeiten

[6] und [7].

III. Einige Eigenschaften aler g-Funktionen

5. Die Nullstellen rler Ableitung p'(z).
Es sei q ein repulsiver X'ixpunkt von (2,1) und g(z) : q(z ,8) eine

zugehörige garrze Lösung d,er Gleichung

(5,1)

wo

v@z) - P(v@) ,

p(0) -q, k-P'(q), p'(0)+ 0

Aus der durch Differentiation erhaltenen Gleichuns

(5,2) kv'@r) - P'(v@)) v'@)

geht lterrror, dass mit z0 zugleich alle Punkte
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(5,3) ?,:kuzo, (2:.1,2,...)

Nullstellen von E'@) sind.
Aus (5,2) folgt umgekehrt

t I /z\\ /z\
v'@):iP'\E\r))r'\r)

und hieraus fiir g'(zo) : 0 ,

entweder ,'(+) : o oder ,'(, (?)) : ,

Im ersteren Falle gilt,

entweder ,'(#): o oder 
"'(r(#)) 

: t

usw. Wegen g'(0) + 0 muss schliesslich fiir eine Zahl n gelt'en

,'(ff) * o, r'(r(fi)) : ,
zn

Wir setzen jr^u : ", und gelangen zum

Satz 1. Man bekommt alle Nullstellen von V'@) &us

(5,4) zu,,:fui'7,, (u:L,Z,,..),

wo zn, die Gesamtheit der z-\Verte zu durchlaufen hat, fiir welche die

Gleichungen

(5,5) p(zo,) : n, , P'(r,,) : 0

gelten. Die Punkte (5,4) liegen bei reellem &" auf gewissenvomNullpunkt
ausgehenden Strahlen, sonst auf logarithmischen Spiralen.

Eine Ausnahme bildet derjenige spezielle tr'all, wo P'(y) eine einzige
Nullstelle Ao besitzt, die zugleich ein Picardscher Ausnahmewert von

E@) ist. Dann hat P(y) den Ausdluck

P(a):a*b(y-ao)^,
und die zugehörige g-X'unktion reduziert sich auf eine Exponentialfunktion.

6. Die inverse Funktion

(6,r) z: rp(y)
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vor;. g@) ist eine unendlich vieldeutige x'unktion, deren zugehörige Rie-
mannsche x'läche algebraische Verzweigungspunkte in den Bildpunkten

?p,, : g1zr,r)

der Nullstellen von g'(z) besitzt. n'iir den durch die Bed.inguug Q@) : O

eindeutig bestimmten Hauptzweig von (6,1), welcher der schröderschen
X'unktionalgleichung

Prcann t8l die Darstellung

Q(il : j* t'"lP-,(Y) - ql.

pQz) : q,2(z)

ergibt sich aus (6,3) fiir die inverse x'unktion, den Hauptzv-eig des Loga-
rithmus i@ y, die Darstellung

ro§ y : :::r" ly't'" - rf .

Esseizweitens P(il:Az-p, wo p reellund > -f . Wegett p_r1y)
: l/ O I , ergibt sich aus (6,3) die Darstellung

(6,2)

geniigt, gilt nach

(6,3)

Beispiele. Bei

ftir die inverse Funktion der zumrepulsiven Fixpunkt
gehörigen Lösung der Funktionalgleichung

I
I

q)

1rz-r {++p
p(k):E,@)-p, wo k:2q.

7. Die asymptotischen \[Ierte von g(r, g) .
Es sei wieder q(z , q) die zum repulsiven X'ixpunkt q von (2,1) gehörige

g-x'un-ktion und z : Q@) der Hauptzweig ihrer inversen tr'unktion. Durch
it(y) wird die umgebung des Punl<tes u : e konform auf eine umgebung
des Nullpunktes z : 0 derart, abgebildet dass die Abbildung h: p(y)
in die umkehrbar eindeutige, lineare Abbildung

zL: kz

transformiert wird.
Es sei nun (4,4) ein Zyklus attraktiver Punkte, deren Gebiete Do, den

Punkt g als gemeinsamen Randpunkt haben. Den dort liegenden Linien

(7, 1)
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.to, entsprechen in der z-Ebene gewisse vom Nullpunkt ausgehende un-

endliche Linien I, , die von (7,1) miteinander zyklisch permutiert werden

und auf denen die X'unktion q(z , q) die asymptotischen Werte (4,4) besitzt.

Die genannten Linien haben im allgemeinen die X'orm einer logarithmischen

Spirale.
Man bekommt eine Abschätzung fiir die Anzahl der asymptotischen

Werte von g, wenn marl von dem rrac}, (2,2) geltenden Ausdruck

q(kz) : P"(V@D : @@)) " +'''
ausgeht, woraus fiir lzl : t ,llf I : r eine ungleichung von der x'orm

(7,2) lv@"2)l < c*"

erhalten wird, wo C eine endliche Konstante bezeichnet. Wegen

yyln:7b, b:.'of?
log ltu |

folgt hieraus fiir iz : r

llog q@)l < rD log C .

Aus dem bekannten Satz von DnN.rov-AHLFoRs folgt hieraus der

salz 2. x'iir die Anzahl N der endlichen asymptotischen werte von

q(z , q) gilt die Abschätzung

11

(7,3)

Es sei nun L ein unendlicher \\teg, rro g den asymptotischen Wert a

hat. Darur hat E auf dem \trreg k'L den as),mptotischen Wert P,(a).
Weil es nun nach dem obigen Satz nur endlich viele asymptotische Werte
gibt, muss fiir einen Wert' n

P"(x1 : "
gelten. Wir haben somit den

§atz 3. Die as;,'mptotischen Werte von q bestehen aus den Fix-
punkten von gewissen Zyklen von (2.I).

Diese Zyklen sind wenigstens bei den normalen Polynomen attraktiv.
Zur Begrflndung des zweiten Teiles unseres Sat'zes bemerken wir, dass

bei den normalen Polymomen die Verzrveigungspunkt'e von y(y), welche

mit den Bildpunkten der verzweigungspunkte von P-r(a) zusammenfallen,

innerhalb des Normalgebietes des Polynoms liegen, während die repulsiven

(und indifferenten) x'ixpunkte stets zum Rand des Gebietes gehören. Die
Bildpunkte der repulsiven x'ixpunkte in der z-Ebene liegen daher im
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Endlichen, und sie können deshalb keine asymptotischen Werte von g
darstellen.

Beispiel. P(y) : y2 - p, ? : reell > - +. Weil k: 2q fiir den
repulsiven X'ixpunkt q : * +1/ L + e ist, so ergibt sich aus (7,8)
-lf <f ftir p>0. Tatsächlichist .l[:l nurfiir p<t, sonstist
-Iy' : 0. X'iir p < 0 hat die Abschätzung (T,B) keine praktische Bedeutung.

8. Gegenseitige Abhängigkeit der verschiedenen g-Funktionen.
Es sei

(8,r) 8r,42,...,0"
ein repulsiver Zyklus von (2,I). X'tir die zugehörigen g-Funktionen

(8,2) v,@) : E(z , t) ,

also fiir die Lösungen rron

(8,3) V,(hz):P^(8,@)), wo k :n P'(q,),

gilt der

Satz 4. Die Funktionen (8,2) werden aus einand.er zyklisch aus

(8,4) p,+r(z) : P(V,@))

erhalten.
Beweis. Aus

Vt(kz) : P*(%(z)), EJ}) : 8t

ergibt sich fiir die X'unktion Ez@) : P(qL@))

Ez(kz) : P(qt@z)) : P(P^(vt(z))) : P^(P(vt(r))) : P*(qr(")), pz(0) : Iz,
usw. rn analoger lVeise kann man den folgenden etwas allgemeineren Satz
beweisen.

Satz 5. Es sei § ein mit P vertauschbares Polynom, also P§ : §P.
fst dann gr(z) eine zum repulsiven X'ixpunkt q, von (2,I) gehörige Lösung
von

w(kz) : P(EL@)) ,

so gibt
qz@) : B(sr(r))

eine zum Fixpunkt qz: S(qt) gehörige Lösung.

Beispiel P(y):W+y^, B(y)-eA.
Wegen

P/S : aey { ey*, BP : aey { e-y^
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gilt ps - ,SP, werrr e--1 : I. Ist somit g(z) eine Lösung der Gleichung

E(kz) : aV@) * V* (z) ,

so hat diese Gleichung gleichzeitig die Lösungen

2tiv
e*-' E@), (, :L,2r,.. rffi-2)'

IV. Die Funktionalgleichung g(kz): ag(z) * t$) .

g. Es handelt sich im folgenden zuerst, um die untersuchung der Itera-

tion des Polynoms

(9,1) P(Y) : aA + Y^ , (m 2 2)

wo der Parameter ru reell und positiv a,ngenommen wird.. Im einfachsten

X'alle rm: 2 kann d,as Polynom d.urch die Substitution Y : * - +
in das Pol},nom

a)2 0
frt:frZ-9, wo e:Z-,

transformiert werden, welches wir schon friiher [4] ausfiihrlich behandelt

haben.

10. Typus von D.
Aus d,er durch Differentiation erhaltenen Gleichung

P'(a):olmY^-7:g
bekommt man fiir die verzweigungspunkte d.er inversen Abbildung P-r(y)
d.en Ausdruck

(10,1) Q,: Q e!^-r, (r':0 ,l ,2, "',rn - 2)

2ni

\4'o €.-- t : g^-l und'

m-r I a\t^-'
(10,2) Qo : Q : Q,- \- ;l
Der aus (10,1) durch n-fache Iteration erhaltene Bildpunkt hat offenbar

einen Ausdruck von der Form

(r0,3) Qli\ : b^ Qu ,

v'o b. eine von l unabhängige reelle Grösse bezeichnet.

I3
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Es sei m zuerst, eine gerade zahl, in welchem x'alle g reell und. negativ
ist. Aus

geht hervor, dass fiir

(10,4) o =Y\: *,nx- |

q(')<0 ist.Esist P(y):0 fiir U:0 undfiir a--ii:U.
Ferner ist das Minimum von P(y) gleich q, das in einem punkt des rnter-
valls (0, b) erreicht wird.

Weil å <P(A) <0 fiirb <y (0, sogiltallgemein 1q(")J (;å, und
der Typus von D- ist -4.

Es sei nachher a ) rnz. Dann ist Q(t) > 0, und die Grössen Q@,
bilden eine monoton wachsende x'olge von positiven Grössen. Der Grenz-
wert lim g("), der offenbar einen Fixpunkt von (9,I) riefert, kann nur
oo"oaiiif; sein. Der Typus von D* ist jetzt C.

Es sei zweitens m eine ungerade zahl, in welchem x'ale alle punkte
g, imaginär sind. wir setzen a : Qt, wo f reell ist, und erharten fiir das
transformierte Polynom aus (g,l) den Ausdruck

(10,5)

wo

l)tn-t am-

rn'n

(m

l

(10,6) p--1 : -#?ru-r)^-r.
Das Polynom A@ hat als reelle Nullpunkte die punkte

f:0,t:++,
und sein Maximum \: * I bzw. Minimum tr: - I wird in einem

Punkt des rntervatts l, ,+) bzw. (, , - +) e*eichr.

Wir bezeichnen nun mit d, die positive Wurzel der Gleichung

e(t): - t
und betrachten zuerst den

X'all d : 1. Aus a * Q^-'- - I und (10,6) erhält man zur Bestim-
mung r.ou a die Gleichung
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(I0,7) a^ : mT-r (o * l) ,

welche die negative reelle Doppelwurzel a, : - ;2. besitzt. Die an

diesem Punkt gezogete Tangente d'er Kurve u : a- schneidet diese Kurve
noclr in einem Punkt a: nls,) thz, welcher die einzige reelle positive

\vurzel der Gleichung (10,7) liefert. weil fiir a: flts die Grössen

t,t1 ,t2,... alternierend gleich -l und f I sind, so ist ftr a:rnr das

Gebiet D- vom TYPus ./.
Im Falle it > t gilt fiir ltl < d allgemein lt"l < d, und D- ist

vom Typus .4.

Schliesslich ist im Falle d < I fiir t : L

lrri<lfrl(...
und. lim tn: @, der Typus somit C.

ztrJ*1^ 
"nf"ssend 

bekommt man also den

Satz 6. Der Typus von D- ist .4 fiflr a { c»* und C fiir a } co^.

IIier ist bei geradem 7n 
*mim_r

@*:ffiz:m_l

und bei ungeradem ra

0)m: 'lng)' ffi2,

rrro ilte die einzige positive reelle \trIurzel der Gleichung

a^:mT-l(a*I)
bezeichnet.

ZumBeispielfiir m:2 ist m2:+ undfiir m:3 ist

mr:$\/-i, ms:3.

11. Bestimmung iler attraktiven Fixpunkte tler Abbildung (9,1)'

Aus der Gleichung

P(y):(tY-Ym:Y
bekommt man als Lösungen neben y : o die gesucht'en Eixpunkt'e

(11.1) Q,: (L - a)'!^-' ,!^'r, (r'':0 ,l ,2, " ',m - 2) '

sie liegen auf dem Kreis lyl : lqol und gehören zu den strahlen

2u!L
(ff,2) atgY: m_Lxt':cD,t
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deren zugehörige Geraden beziiglich (9,1) invariant sind. Diese rnvarian-
teneigenschaft haben auch die dazwischen liegenden Strahlen

(rr,B) argy:*n:6,.

Aus dem Ausdruck

S,:a+mq?-'-a{m(r-a)
des zum X'ixpunkt Q, gehörigen Multiplikators geht hervor, dass die
Punkte (11,1) gleichzeitig attuaktiv ftr

n'L + I

sind, sonst, repulsiv oder indifferent. Speziell fiir
Multiplikator gleich null.

Der Fixpunkt, y- 0 ist attraktiv ftir a< 1,

m
ao: m _ L istder

12. Atfiaktive Zyklen höherer Ordnung.
Nach der allgemeinen Theorie können attraktive ZykTet zrreiter oder

höherer Ordnung nur fiir die Parameterwerte

( 12, 1)

(12,3)

existieren, und ihre Anzahl ist nach dem Satz von Nr. 2 höchstens nt - l.
Wir betrachten im folgenden etwas näher die Zyklen zrveiter Ordnung,

deren Fixpunkte als X'ixpunkte der Abbildung Uz: Pz@) der Gleicirung

(t2,2) a(ay * y^) + (ay * y^)^ : y

geniigen. Nach X'ortlassen des Faktors y und durch Einsetzung

ytn-I-t-a

gelangt man zur Gleichung

deren triviale Wurzel , : I die X'ixpunkte von (9,1) liefert. Elementare
Betrachtungen zeigen, dass von den iibrigen Wurzeln r.on (I2.3) stets
zwei, ty , t2 , reell und positiv sind mit den Eigenschaften

0(fr<1<tz1a.
Bei ungeradem m hat (I2,3) noch die negative reelle \Yurzel f : - 1,
welche stets zu einem repulsiven Zyklus fiihrt.
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zur Bestimmung d.er attraktiven Zyklen gehen wir von dem Gleichungs-

paar

(12,4) Az:A, AL:l
aus, welches die indifferenten zyklen mit dem Multiplikator § : * I
liefert. Das Gleichungspaar (12,4) ist, wie leicht einzusehen, äquivalent mit'

9(t):o, g'(L):1,

welches nur die einzige Lösung t : I besitzt.

Ferner ergibt sich aus

yL : @ + mA^-') (a ! myi-t) : o

zur Bestimmung der Nullzyklen fiir a die Gleichung

(12,5) a^tr : nx\-t (a' - qo) ,

welche netren a, : ao eine einzige reelle und positive Lösung besitzt

fiir die a-Werte des Intervalls

(12,6) nq < a {m-t 17tlz,

wo fiir cL : ftl_t ein indifferenter Zyklus mit dem Multiplikator § : - I
vorkommt. wegen der stetigen Abhängigkeit des Multiplikators s vom

Parameter a ergibt sich aus dem Obigen der

satz 7. Die Abbild.ung (9,1) besitzt attraktive zyklen zweiter ordnung

sicher fiir die Parameterwerte (12.6).

Die Anzahl solcher zykler. ist genau ,t\L 
- L, und ihre Fixpunkte

q, : q'u {^-, , ql"' : qo' 
"^-,

sind auf den strahlen (11,2) so gelegel, dass zwischen ihnen stets ein

repulsiver Fixpunkt qe vorl (9,I) vorhanden ist'.

13. Als Beispiel betrachten u-ir den

Eall m: 3. Jetzt lautet die Gleichung (12,3)

ta_atlrat-l:0,

welche neben t : + I die positiven reellen Wurzeln

cL 1 ',' oz-t:z+lz-r:l=
besitzt, denen die rein imaginären y-Werte

nf: +i\/; , q* : + i\/ "*
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entsprechen. Die den Werten t - + I entsprechenden y-Wefie

sind. ebenfalls imaginär.
Man hat hier drei Zyklen zweitw Ordnung

Er(rlr, - T), Zr(rl,, rlr), Zr(-,1,, - qe)

resp. mit den Multiplikatoren

Sr: Qa* 3)r, §2

Hieraus geht hervor, dass »L stet's

attraktiv sind fiir die o-Werte des

rvelches mit (12,6) identisch ist.

A, I

2c12.

rvährend »z und »Brepulsiv ist,
fntervalls

{5,

14. Iteration von (9r1). Es sei zuerst a .--1, in welchem Falle der
Nullpunkt A : 0 der einzige endliche attraktive Fixpunkt von (9,1) ist.
Man kam zeigen, dass das zugehörige vollständig invariante Attraktions-
gebiet aus dem fnneren einer geschlossenen Jordankurr.e K besteht,
auf welcher sämtliche repulsiven n'ixpunkte (9,1) gelegen sind. (Vgl. tr'atou

[1, S. 100], rvo der Fall a: $ eingehend behandelt u.orden ist.)
Es gehöre zrveitens der Parameter a ntm Intervall (11,4), inlvelchem

Falle die tr'ixpunkte q, altraktiv sind. Elementare Betrachtungen zeigen,
dass jetzt auf den Strahlen (f f,2) die Gleichung

( 14, 1)

fiir die Punkte einer
haltenden Strecke

(L+,2)

]::0": Q,

vom Nullpunkt ausgehenden und den Punkt g, ent-
ru giiltig ist, während auf den Strahlen (11.3)

fidtr g I 0 gilt. Es gehört somit die Strecke z, als garues zum unmittel-
baren Attraktionsgebiet Dr, von q,, während die Strahlen (1I.3) als ganzes

zum Gebiel D* gehören. Dabei ist der Nullpunkt ein gemeinsamer
Randpunkt fiir alle genannten Gebiete.

Es gehöre drittens a zlum Intervall (12,6).

X'iir jeden Strahl (11,2) ist der dort liegende tr'ixpunkt q,, von (9,I)
jetzt repulsiv und gemeinsamer Endpunkt fiir zu'ei Strecken ri , /,' von
(1L,2), u'elche den attraktiven X'ixpunkt qi bzw. qi' von Pr(y) als inneren
Punkt haben.

18
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Auf den Strecken ,', , r',', welche von (9,1) miteinander vertauscht
werden, gilt bzw.

lim Uz,: d; , li]m aro: g',' .

Die genannten Strecken gehören als Ganzes zum Attraktionsgebiet D;,

bzw. Di bei Iteration von Pr(y'1.

Ubrig ist noch der X'all

(f4,3) m-t <d, 1@^ ,

wo bei (9,1) attraktive Zyklen beliebig hoher Ordnung existieren können.

Wir köruren hier allerdings auf diesen X'all, wo schon f.ir m: 2 Erschei-

nungen sehr kompliziertnr Natur vorkommen, nicht näher eingehen [4].

15. Die asymptotisehen Werte von g$, q).

Wir betrachten zuerst den X'all Q : 0, wo k : Q, ) 1. Wird die zu-
gehörige X'unktion q(z) : V@ ,0) gemäss p'(0) : I normiert, so bekommt
man eine fiir die reellen z-Werte reelle ganze Funktion mit den folgenden

Eigenschaften.
Die X'unktion E@ ,0) hat auf den Strahlen

2all
(f5,I) argz: m_tn:@,
den asymptotischen Wert et , wenn L < a I mr. Auf den Strahlen
argz:6, gilt jedenfalls fiir a) L

(15,2) !\2r@,0) 
: oo.

Die zum n'ixpunkt q, gehörige Lösung q,(z) : g@ , q,) existiert nach

Nr. 12 fiir
mt <a l rn-r und fiir a 1l .

In den beiden X'ällen ist die aus V,@) abgeleitete Funktion

(15,3) 1p,Q) : e-i"" qs,(tei'u')

eine fiir reelle f-Werte reelle X'unktion. Sie gentigt der Gleichung

Yt,(lct) : alt)'(t) - ,!f (q ,

und sie besitzt fiir reelle f die Grenzwert'e

(r5,4) 
,l::*r,1t1 

: e-i"', qi , lim ,!,(t) : 2-k" d,' .

Diesgiltauchftir a1l, wo q::0, q',':@ zusetzenist.

r9
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Aus (15,3) folgt nachher, dass die Fun"ktion q,(z) auf den Strahlen
argz: $ ar, resp. die asymptotischenWerte qj und gi' besitzt. Auf den
Strahlen ätgz: ! 6, gilt fortwährend (lE,Z).

Was den oben ausgeschlossenen X'all o ) m_r betrifft, können wir hier
nur folgendes bemerken.

Weil fiir a ) @^ keine attraktiven Zyklen existieren, hat dann 9(z)
keinen endlichen asymptotischen W'ert. Dies gilt wenigstens im Balle ?n : 2
auch fiir die Werte (I4,3) des Parameters , wo zwar attraktive Zyklen belie-
big hoher ordnung existieren können, die zugehörigen Attraktionsgebiete
D aber die X'ixpunkte e, ,0 niemals als Randpunkte besitzen. Bei solchen
Parameterwerten bekommt man jedenfalls garrze x'unktionen mit endlichen
asymptotischen Werten, wenn die X'unktionalgleichung (1,5) durch eine
allgemeinere von der X'orm

v(kz) - Pn(v@)
ersetzt wird.
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