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I. Einleitung

1. Nach PoiNcARrE [9] besitzt die Funktionalgleichung
(L1) p(kz) = R(p(2)) ,

wo R(y) eine gegebene rationale Funktion bezeichnet, als Losung eine bis
auf eine einfache Transformation bestimmte, in der ganzen komplexen
z-Ebene meromorphe Funktion ¢(z,¢), wenn k = R'(g), wo ¢ einen
beliebigen repulsiven Fixpunkt der Abbildung

(1,2) ¥ = R(y)

bezeichnet. Die Funktion ¢ reduziert sich auf eine ganze Funktion, wenn
R(y) ein Polynom ist. Es ist der Zweck der folgenden Untersuchungen, diesen
speziellen Fall zu behandeln, obgleich gewisse von unseren Ergebnissen
von der genannten Einschrinkung unabhingig sind.

Die Untersuchung der Eigenschaften der Lésungen von (1,1) wird in
bekannter Weise auf das Problem der Iteration der rationalen Funktion
(1,2) zuriickgefiihrt, deren allgemeine Theorie schon vor 50 Jahren von
Farou [1] und JuL1a [3] entwickelt worden ist. Es handelt sich hier um die
Untersuchung der aus R gemiiss

(153) Rn-;l = 'Rn ('R) = R(Rn) ) 'Rl = 'R

erhaltenen unendlich vielen iterierten Funktionen R, und um die Bestim-
mung ihrer Grenzfunktionen in denjenigen Teilen der komplexen z-Ebene,
wo sie eine normale Funktionenfamilie bilden. In allen bisher behandelten
allgemeinen Féllen reduzieren sich die genannten Grenzfunktionen auf
endlich viele Konstanten, welche dann Fixpunkte der Abbildung (1,2)
oder allgemeiner der Abbildung

(1,4) Yn = R, (y)

darstellen. Wir werden diesen Fall, auf den wir uns im folgenden beschrin-
ken werden, als normalen bezeichnen, indem die Existenz der anderen,
singuléren Fille, bisher nur unter gewissen speziellen Umstinden bestitigt
worden ist.

Nach den vorbereitenden Betrachtungen von Kap. II, das eine zu-
sammengestellte Darstellung von bisher schon bekannten Sitzen enthilt,
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wird in den folgenden Kapiteln auf gewisse Eigenschaften der Losungen
von (1,1) niher eingegangen. Insbesondere werden die asymptotischen
Eigenschaften der betreffenden ganzen Funktionen untersucht, ferner wird
die gegenseitige Abhéngigkeit der zu den verschiedenen repulsiven Fix-
punkten von (1,2) gehorigen Losungen von (1,1) erklart.

Als Anwendung wird zum Abschluss die allgemeine Losung der
Funktionalgleichung

(1,5) p(kz) = ag(z) + ¢"(2) = P(p(2))

bei reellem positivem Wert des Parameters « eingehend behandelt.

II. Iteration der Polynome
2. Es sei

(2,1) h=Py) =y +ay " +...+a,, (m>1)

ein beliebiges nichtlineares Polynom mit komplexen Koeffizienten, dessen
erster Koeffizient gleich eins ist, was keine Einschrinkung bedeutet. Durch
n-fache Iteration erhilt man aus (2,1) ein Polynom mit dem Ausdruck

(2,2) Yo=P.(y) =y 4+ Ay~ 4 A,

wo die Koeffizienten ganze rationale Funktionen der Grdssen «, mit

nichtnegativen ganzen rationalen Koeffizienten sind. Die Fixpunkte der
von (2,1) vermittelten Abbildung, also die Wurzeln der Gleichung

Ply) —y=0,

werden in bekannter Weise, auf Grund der geometrischen Eigenschaften
der Abbildung in der Umgebung des Fixpunktes, in attraktive, repulsive
bzw. indifferente Fixpunkte eingeteilt, je nachdem ob fiir den Multiplikator
8 = P(q)

IS]<1l, >1 oder=1

gilt.
Es sei nun ¢ ein Fixpunkt von (2,2). Die aus ¢ durch Iteration von
(2,1) erhaltenen Bildpunkte

(273) QI:Q2:Q3""’

die ebenfalls Fixpunkte von (2,2) sind, werden bei der Iteration von (2,1)
miteinander zyklisch permutiert, wobei die Ordnung des Zyklus, d.h. die
Anzahl der voneinander verschiedenen Punkte in der Folge (2,3), gleich n
(oder gleich einem echten Teiler von n) ist. Weil der Multiplikator
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(2,4) P,(q) = -|—|'1P' (9,)
fir alle Punkte (2,3) des Zyklus einen und denselben Wert besitzt, kann
die obige Klassifizierung der Fixpunkte auf die Zyklen selbst iibertragen
werden.

Insbesondere fiir die attraktiven Zyklen gilt der fundamentale

Satz. Die Anzahl der attraktiven Zyklen von (2,1) ist stets endlich und
hochstens gleich m — 1.

3. Bekanntlich gehort zu jedem attraktiven Fixpunkt « ein den
Punkt enthaltendes Gebiet D, , dessen Punkte bei unbegrenzter Iteration
der Abbildung gegen den Punkt «x konvergieren. Dieses unmittelbare
Attraktionsgebiet D, von « ist stets entweder einfach oder unendlich
vielfach zusammenhéngend.

Wir betrachten nun die zu (2,1) inverse, irrationale Funktion

(3,1) Y1 =P (y)
und ihre Iterierten
(3,2) y_,=P_,(y),

welche alle in D, vieldeutig sind, weil dort Verzweigungspunkte von
(3,1) stets vorhanden sind. Es sind hier zwei verschiedene Fille moglich.

I. Fall. Mit y gehéren alle Punkte P_,(y) und somit auch alle Punkte
P_,(y) zu D,. Man sagt, dass D, dann vollstindig invariant in bezug
auf (2,1) ist. In diesem Falle besteht D, aus der Gesamtheit der Punkte
der y-Ebene, deren Bildpunkte bei unbegrenzter Iteration von (2,1) gegen
den Punkt « konvergieren.

II. Fall. Die Gebiete P_,(D,) fallen nicht simtlich mit D, zusammen.
Die Gebiete

P_ (D), w=1,2,..))

—7

bilden dann eine unendliche Menge 171 voneinander getrennt liegender
Gebiete, die zusammen das vollstindige (nicht zusammenhéngende) Attrak-
tionsgebiet von « ausmachen.

Wir bilden jetzt die Summe
(3,3) 2 D,

v

erstreckt iiber die Gesamtheit der Fixpunkte

(3,4) Oy, Xy 3 Xg s v v
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aller bei (2,1) vorhandenen attraktiven Zyklen. Aus den obigen Definitionen
folgt, dass die Funktionen

(3,5) P.(y), (n=1,2,3,...)

in den Punkten von (3,3) eine normale Familie bilden, deren Grenzfunktio-
nen sich auf die Konstanten (3,4) reduzieren. Es gilt somit

(3,6) > D, = D(P),

wo D(P) das Normalgebiet von P bezeichnet, welches nach unserer
Definition aus der Gesamtheit derjenigen Punkte der y-Ebene besteht,
wo die Polynome (3,5) eine normale Funktionenfamilie bilden. Die zu
D(P) komplementére, abgeschlossene Menge A(P), also die Menge der-
jenigen Punkte, wo (3,5) nicht normal ist, hat die Eigenschaft, dass jeder
ihrer Punkte eine Hé&ufungsstelle fiir die Punkte

P_,(), w=1,2,3,..))

ist, wo y einen beliebigen endlichen Punkt der komplexen y-Ebene. von
einem einzigen hochstens abgesehen, bezeichnen kann.

Man hat hier zwischen zwei verschiedenen Fillen zu unterscheiden, je
nachdem ob in (3,6) das Zeichen = oder < gilt.

Im ersteren Falle reduzieren sich die Grenzfunktionen der normalen
Funktionenfamilie (3,5) auf die endlich vielen Konstanten (3,4). die Fix-
punkte der attraktiven Zyklen. Nach Fatou existiert dieser Fall sicher
dann, wenn alle Verzweigungspunkte von P_;(y) zum Normalgebiet D(P)
gehoren. Aus jedem Polynom der genannten Art kann man durch eine
hinreichend kleine Variation der Koeffizienten neue Polynome ableiten,
welche die nédmlichen Eigenschaften fortwahrend besitzen. Fatou [2] hat
auch die bisher unbewiesene Vermutung ausgesprochen, der genannte Fall
sollte als allgemeiner Fall angesehen werden, weil andere. singuldre Idlle
wahrscheinlich nur dann auftreten konnen, wenn die Koeffizienten des
Polynoms (2,1) einer gewissen diskontinuierlichen Menge im betreffenden
Koeffizientenraum angehoren.

Jedenfalls kommt ein singuldrer Fall vor, wenn unter den Grenzfunktio-
nen auch nichtkonstante analytische Funktionen existieren und ferner,
wenn die Anzahl der konstanten Grenzfunktionen unendlich ist.

Ein triviales Beispiel von einem singulidren Fall mit nichtkonstanten
Grenzfunktionen hat man in den linearen Polynomen

Ply)=¢"y +p, /27 irrational ,

wo die Fixpunkte allerdings indifferent sind. Ein allgemeineres Beispiel fiir
einen solchen Fall hat S1EGEL [10] beim Zentrumproblem gegeben. Beispiele
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von Polynomen mit unendlich vielen konstanten Grenzfunktionen liefern
u.a. die von uns [4, 6] behandelten Binome

Py)=y"+p

bei singulirem Wert des Parameters p. Sie haben die bemerkenswerte
Eigenschaft, dass man aus ihnen durch eine hinreichend kleine Variation
des reellen Parameters p Binome ableiten kann, die attraktive Zyklen
beliebig hoher Ordnung besitzen.

4. Wir betrachten zum Abschluss den unendlich fernen Fixpunkt, der
bei nichtlinearen Polynomen stets attraktiv ist.

Weil fiir alle Zweige P_, (o) = oo gilt, ist das zugehorige Attraktions-
gebiet D_ stets vollstdndig invariant. Nach der allgemeinen Theorie ist
D, stets einfach zusammenhingend (Typus A) oder unendlich vielfach
zusammenhédngend. Im letzteren Falle besteht der Rand von D, entweder
aus unendlich vielen Kontinuen (Typus B) oder aus einer unendlichen
diskontinuierlichen Punktmenge (Typus (). Ein Kriterium fiir die Existenz
eines bestimmten Typus ergibt sich aus dem Folgenden [1, S. 165].

Es seien

(4>1) 01502550

die Verzweigungspunkte von P_;(y). Man hat den Typus A, wenn keiner
der Punkte (4,1) zu D_ gehort, den Typus C, wennsie alle zu D_ gehoren.
In den iibrigen Fillen liegt der Typus B vor.

Im Falle des Typus A besteht der Rand K von D_ aus einem Konti-
nuum, das die Fixpunkte aller attraktiven Zyklen umschliesst. Als ein-
fachsten Spezialfall (Untertypus A4,) kann derjenige angesehen werden,
wo es einen einzigen endlichen attraktiven Fixpunkt o« bei (2,1) gibt,
dessen Attraktionsgebiet D, vollstdndig invariant ist. In diesem Falle ist
K eine Jordankurve, welche den gemeinsamen Rand von D, und D
bildet. In den anderen Fillen enthilt der Rand K beim Typus 4 un-
endlich viele Doppelpunkte.

Es sei wieder « ein attraktiver Fixpunkt von (2,1) mit dem zugehdorigen
unmittelbaren Attraktionsgebiet D, . Bekanntlich enthélt der Rand K,
von D, wenigstens einen repulsiven Fixpunkt ¢, der gleichzeitig zum
Rand von D, gehort.

Es sei ferner P_j(y) ein Zweig von P_,(y), welcher das Gebiet D,
auf sich selbst abbildet und gleichzeitig den Punkt ¢ invariant ldsst. Ist
dann 1, ein im Gebiet D, verlaufender Kurvenbogen, dessen Endpunkte
@ ,b der Bedingung b = P(a) geniigen, so bilden die aus 2, durch Iteration
von P(y) bzw. P_ (y) erhaltenen Bildbogen 1,,%_, zusammen eine
beziiglich P(y) und P_,(y) invariante Linie
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(£2) =3

mit den Eigenschaften

(4,3) lim 4, =«, lmi_, =gq.
Die Linie 4,, welche eine endliche Lédnge besitzt, verbindet den attrak-
tiven Fixpunkt « mit dem repulsiven Fixpunkt ¢, der somit fiir das
Gebiet D, wie auch fir D, ein erreichbarer Punkt ist.

Man kann das obige Ergebnis noch verallgemeinern, indem man den
attraktiven Fixpunkt « von (2,1) durch die Fixpunkte

(4,4) O 3 Kgsee s &

u

eines attraktiven Zyklus ersetzt, dessen zugehdrige Gebiete einen repulsiven
Fixpunkt ¢ von (2,1) als gemeinsamen Randpunkt haben. Fiir jedes der
genannten Gebiete ist ¢ gleichzeitig ein erreichbarer Punkt, welcher resp.
mit den Punkten (4,4) vermittels gewisser in den zugehorigen Gebieten
verlaufenden Linien 7, verbunden werden kann, die aus einander durch
eine zyklische Permutation erhalten werden.

Wir bemerken zum Abschluss, dass beim Typus C keine attraktiven
Zyklen von endlichen Punkten existieren.

Beispiel. 7; = 2 — p. Beireellem p > — 1 ist D, von Typus C
fir p > 2 und sonst vom Typus 4. Speziell fiur p << § liegt der Unter-
typus 4, vor [4].

Beispiele von Polynomen héheren Grades findet man in unseren Arbeiten
[6] und [7].

III. Einige Eigenschaften der ¢-Funktionen

5. Die Nullstellen der Ableitung ¢'(z).
Es sei ¢ ein repulsiver Fixpunkt von (2,1) und ¢(z) = ¢(z,q) eine
zugehorige ganze Losung der Gleichung

(5,1) g(kz) = P(p(2)) ,
wo

9(0) =¢, k=Plg), ¢'(0)5*0.
Aus der durch Differentiation erhaltenen Gleichung
(5,2) ky'(kz) = P'(¢(2)) ¢'(2)

geht hervor, dass mit z, zugleich alle Punkte
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(5,3) z, = k'z, w=1,2,...)

Nullstellen von ¢'(z) sind.
Aus (5,2) folgt umgekehrt

¢'(z) = % P (99 (%)) ¢ (%)

und hieraus fir ¢'(z,) = 0,

2o R
entweder ¢’ 7;) = 0 oder P'((p %) = 0.

/

Im ersteren Falle gilt

?o Z
entweder ¢’ 2 = 0 oder P’ (p(ﬁ) =0

usw. Wegen ¢’(0) # 0 muss schliesslich fiir eine Zahl 7 gelten

/

” (_;g) 20, pf(;; (’j;,)) —o.

%o
= z, und gelangen zum

Wir setzen T ”

Satz 1. Man bekommt alle Nullstellen von ¢’'(z) aus
(5,4) z,, = k'z, v=1,2,...),

wo z, die Gesamtheit der z-Werte zu durchlaufen hat, fir welche die
Gleichungen

(5,5) ¢(z,) ==, Pl)=0

gelten. Die Punkte (5,4) liegen bei reellem k" auf gewissen vom Nullpunkt
ausgehenden Strahlen, sonst auf logarithmischen Spiralen.

Eine Ausnahme bildet derjenige spezielle Fall, wo P’(y) eine einzige
Nullstelle vy, besitzt, die zugleich ein Picardscher Ausnahmewert von
@(z) ist. Dann hat P(y) den Ausdruck

P(y) =a 4 bly — yy)" ,

und die zugehorige gp-Funktion reduziert sich auf eine Exponentialfunktion.

6. Die inverse Funktion

(6,1) z=y(y)
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von ¢(z) ist eine unendlich vieldeutige Funktion, deren zugehérige Rie-
mannsche Fliche algebraische Verzweigungspunkte in den Bildpunkten

Py = 9(,,,)

der Nullstellen von ¢’(z) besitzt. Fiir den durch die Bedingung (q) = 0
eindeutig bestimmten Hauptzweig von (6,1), welcher der Schroderschen
Funktionalgleichung

(6,2) P(P(y) = kip(y)
geniigt, gilt nach Prcarp [8] die Darstellung
(6,3) Ply) = lIm k" [P_,(y) — q] .

n—> o

Beispiele. Bei der Funktion ¢ = ¢ mit der Funktionalgleichung

#(22) = ¢*(2)
ergibt sich aus (6,3) fiir die inverse Funktion, den Hauptzweig des Loga-

rithmus Iog y, die Darstellung
logy = lim 2" [y"*" — 1].

n—>ow

Es sei zweitens P(y) = 32 — p, wo p reell und > — 1. Wegen P_,(y)
=1 P + y ergibt sich aus (6,3) die Darstellung

@(y)=limk"h/z)+2l/p+"'+Vp+y—q

n— oo

fir die inverse Funktion der zum repulsiven Fixpunkt ¢ = 1+ P+
gehorigen Lésung der Funktionalgleichung

p(kz) = ¢*(2) —p, wo k= 2q.

7. Die asymptotischen Werte von ¢(x, q).

Es sei wieder ¢(z, ¢) die zum repulsiven Fixpunkt ¢ von (2,1) gehorige
@-Funktion und z = §(y) der Hauptzweig ihrer inversen Funktion. Durch
§(y) wird die Umgebung des Punktes y = ¢ konform auf eine Umgebung
des Nullpunktes z = 0 derart, abgebildet dass die Abbildung ¥y, = P(y)
in die umkehrbar eindeutige, lineare Abbildung

(7,1) 2 = kz

transformiert wird.
Es sei nun (4,4) ein Zyklus attraktiver Punkte, deren Gebiete D, den
Punkt ¢ als gemeinsamen Randpunkt haben. Den dort liegenden Linien
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2, entsprechen in der z-Ebene gewisse vom Nullpunkt ausgehende un-
endliche Linien [,, die von (7,1) miteinander zyklisch permutiert werden
und auf denen die Funktion ¢(z,q) die asymptotischen Werte (4,4) besitzt.
Die genannten Linien haben im allgemeinen die Form einer logarithmischen
Spirale.

Man bekommt eine Abschitzung fiir die Anzahl der asymptotischen
Werte von ¢, wenn man von dem nach (2,2) geltenden Ausdruck

n

p(k"2) = Pu(g(2) = (g™ + - -

ausgeht, woraus fir |z| = 1,|k"| =r eine Ungleichung von der Form
(7.2) |plhnz)| < €™
erhalten wird, wo C eine endliche Konstante bezeichnet. Wegen
log m
=S ek

folgt hieraus fir |z =7
llog p(z)| =< 1tlog C .

Aus dem bekannten Satz von DExjoy —AHLFORs folgt hieraus der
Satz 2. Fiir die Anzahl N der endlichen asymptotischen Werte von
@(z,q) gilt die Abschitzung

2 log m
(7,3) N =

2 <
20 = Jog 1k

Es sei nun L ein unendlicher Weg, wo ¢ den asymptotischen Wert «~
hat. Dann hat ¢ auf dem Weg KL den asymptotischen Wert P, (x).
Weil es nun nach dem obigen Satz nur endlich viele asymptotische Werte
gibt, muss fiir einen Wert n

P, (x) =x

gelten. Wir haben somit den

Satz 3. Die asymptotischen Werte von ¢ bestehen aus den Fix-
punkten von gewissen Zyklen von (2.1).

Diese Zyklen sind wenigstens bei den normalen Polynomen attraktiv.

Zur Begrindung des zweiten Teiles unseres Satzes bemerken wir, dass
bei den normalen Polynomen die Verzweigungspunkte von w(y), welche
mit den Bildpunkten der Verzweigungspunkte von P_, (y) zusammenfallen,
innerhalb des Normalgebietes des Polynoms liegen, wihrend die repulsiven
(und indifferenten) Fixpunkte stets zum Rand des Gebietes gehdren. Die
Bildpunkte der repulsiven Fixpunkte in der z-Ebene liegen daher im
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Endlichen, und sie kénnen deshalb keine asymptotischen Werte von ¢
darstellen. :

Beispiel. P(y) =y*—p, p=reell > — 1. Weil k= 2q fir den
repulsiven Fixpunkt =14 V4 1+ p ist, so ergibt sich aus (7,3)
N =1 fir p> 0. Tatsichlich ist N =1 nur fir p < £, sonst ist
N = 0. Fir p =< 0 hat die Abschétzung (7,3) keine praktische Bedeutung.

8. Gegenseitige Abhingigkeit der verschiedenen ¢-Funktionen.

Es sei
(8’1) Gi:95---59n
ein repulsiver Zyklus von (2,1). Fiir die zugehérigen g-Funktionen
(8,2) ¢, (2) = ¢z, 9,),
also fiir die Losungen von
(8.3) 2 (kz) = P, (@, (2)), wo k = I_T P/(q;) >

r=1

gilt der

Satz 4. Die Funktionen (8,2) werden aus einander zyklisch aus
(8,4) Pu11(2) = Plg, (2)
erhalten.

Beweis. Aus
@1 (kz) = P, (¢, (2)), 71(0) =q

ergibt sich fiir die Funktion ¢, (z) = P(¢,(2))
g2 (k2) = P(gy (k2)) = P(P,(¢1(2) = P, (P(1(2)) = Po(92(2)) , ¢2(0) = ga,

usw. In analoger Weise kann man den folgenden etwas allgemeineren Satz
beweisen.

Satz 5. Essei S ein mit P vertauschbares Polynom, also PS = SP.
Ist dann ¢y(z) eine zum repulsiven Fixpunkt ¢; von (2,1) gehérige Losung
von

¢1(kz) = P(gy(2))
so gibt
@2 (2) = Sgy(2))

eine zum Fixpunkt ¢, = S(g;) gehérige Losung.
Beispiel Ply)=ay +y™, Sy) =ey.

Wegen
PS = asy + ey™, SP = acy 4 e™y™
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ilt PS — SP, wenn &"~ ' = 1. Ist somit ¢(z) eine Losung der Gleichung
g ¥ g

p(kz) = ag(z) + ¢" (@) ,
so hat diese Gleichung gleichzeitig die Losungen

2xiv
A OF w=1,2,...,m—2).
IV. Die Funktionalgleichung ¢(kz) = a@(z) + ¢™(2) .

9. Es handelt sich im folgenden zuerst um die Untersuchung der Itera-
tion des Polynoms

(9,1) Ply)=ay +y", (m = 2)
wo der Parameter @ reell und positiv angenommen wird. Im einfachsten
a

Falle m = 2 kann das Polynom durch die Substitution y = & — B

in das Polynom
a2
W N . _ - _ =
x=a>—p, WO 1 5
transformiert werden, welches wir schon frither [4] ausfiihrlich behandelt
haben.

10. Typus von D .
Aus der durch Differentiation erhaltenen Gleichung
Py)=a-+my ' =0

bekommt man fiir die Verzweigungspunkte der inversen Abbildung P, ()
den Ausdruck

(10,1) 0, = 0&n_1 (r=0,1,2,...,m—2)
2l
wo &, ; = €' und
m— 1 a ‘)lf""-l
(10,2) @ =g¢=0a I\ - .

Der aus (10,1) durch n-fache Iteration erhaltene Bildpunkt hat offenbar
einen Ausdruck von der Form

(10,3) o =b,0,,

wo b, eine von » unabhingige reelle Grosse bezeichnet.
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Es sei m zuerst eine gerade Zahl, in welchem Falle o reell und negativ
ist. Aus

m — 1 m—1 am—l
oY = P(o) = ap 1—( )

- mm
geht hervor, dass fiir
mm,r’m—l
m—1
o <0 ist. BEs ist P(y) = 0 fiir y =0 und fir y = — Via=5.

Ferner ist das Minimum von P(y) gleich g, das in einem Punkt des Inter-
valls (0,b) erreicht wird.

Weil b < P(y) =0 fiir b <y =<0, so gilt allgemein |o™] < b und
der Typus von D_ ist A.

Es sei nachher a > m, Dam ist ¢® >0, und die Grossen o
bilden eine monoton wachsende Folge von positiven Gréssen. Der Grenz-
wert lim o™, der offenbar einen Fixpunkt von (9,1) liefert, kann nur

n-—>w

unendlich sein. Der Typus von D_ ist jetzt C.

Es sei zweitens m eine ungerade Zahl, in welchem Falle alle Punkte
o, imaginér sind. Wir setzen y = of, wo ¢ reell ist, und erhalten fiir das
transformierte Polynom aus (9,1) den Ausdruck

(10,5) Qt) = t(a 4 o™ "),

WO

(10,6) "l = — o (m — 1)1
> 154 - mm .

Das Polynom @(f) hat als reelle Nullpunkte die Punkte

t =10, t e
_-7_:ta?

und sein Maximum # = + 1 bzw. Minimum # = — 1 wird in einem
[ my My )
Punkt des Intervalls (0 T bzw. |0, — 0 erreicht.

Wir bezeichnen nun mit d die positive Wurzel der Gleichung

QM) = —1

und betrachten zuerst den
Fall d =1. Aus a+ o™ ' = — 1 und (10,6) erhélt man zur Bestim-
mung von ¢ die Gleichung
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(10,7) at=my " (a+ 1),

m
welche die negative reelle Doppelwurzel ¢ = — 1 besitzt. Die an

diesem Punkt gezogene Tangente der Kurve y = a™ schneidet diese Kurve
noch in einem Punkt @ = my > m, welcher die einzige reelle positive
Wurzel der Gleichung (10,7) liefert. Weil fiir a = m,; die Grossen
t,t,t,,... alternierend gleich —1 und -1 sind, so ist fir a = m, das
Gebiet D_ vom Typus 4.

Im Falle d > 1 gilt fir |t| <d allgemein |t.| <d, und D, ist
vom Typus A4.

Schliesslich ist im Falle d <1 fiir ¢ =1

< ) < ...

und lim t, = oo, der Typus somit C.

Zusafnmenfassend bekommt man also den

Satz 6. Der Typus von D, ist A fir ¢« = o, und C fir o> on
Hier ist bei geradem m

mim—1

m

0 = m, = ————
2 m — 1

und bei ungeradem m
W, = Mg > My ,

wo my die einzige positive reelle Wurzel der Gleichung
m m—1

a™ = my " (a + 1)

bezeichnet.
Zum Beispiel fir m =2 ist m, =4 und fir m =3 ist

my = %V/B . omg=3.
11. Bestimmung der attraktiven Fixpunkte der Abbildung (9,1).
Aus der Gleichung
Ply)=ay —y" =y

bekommt man als Losungen neben y = 0 die gesuchten Fixpunkte

(11.1) g, =0 —a)" e, 0=0,1,2,...,m—2).
Sie liegen auf dem Kreis |y| = |¢| und gehdren zu den Strahlen

2y + 1
(11,2) argy = — T T = 0,
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deren zugehdrige Geraden beziiglich (9,1) invariant sind. Diese Invarian-
teneigenschaft haben auch die dazwischen liegenden Strahlen

29

m — 1

(11,3) arg y =

T =0, .
Aus dem Ausdruck
S,=a+mg@ ' =a -+ m(l — a)

des zum Fixpunkt ¢, gehorigen Multiplikators geht hervor, dass die
Punkte (11,1) gleichzeitig attraktiv fiir

11,4 1 m_——[— !

(11.4) seSm= LT

. . . . . m .
sind, sonst repulsiv oder indifferent. Speziell fiir @, = . 1 ist der

Multiplikator gleich null.
Der Fixpunkt y = 0 ist attraktiv fir « <1, repulsiv fir a > 1
und indifferent fiir a = 1.

12. Attraktive Zyklen héherer Ordnung.
Nach der allgemeinen Theorie konnen attraktive Zyklen zweiter oder
héherer Ordnung nur fiir die Parameterwerte

(12,1) my < a < onm

existieren, und ihre Anzahl ist nach dem Satz von Nr. 2 héchstens m — 1.
Wir betrachten im folgenden etwas niher die Zyklen zweiter Ordnung,
deren Fixpunkte als Fixpunkte der Abbildung y, = P,(y) der Gleichung

(12,2) alay 4 y") + (ay + y")" =y

geniigen. Nach Fortlassen des Faktors y und durch Einsetzung
Yy l=t—a

gelangt man zur Gleichung

(12,3) gty =" —at™ at — 1 =0,

deren triviale Wurzel ¢ = 1 die Fixpunkte von (9,1) liefert. Elementare
Betrachtungen zeigen, dass von den iibrigen Wurzeln von (12,3) stets
zwei, t;,% , reell und positiv sind mit den Eigenschaften

<<l <ty<a.

Bei ungeradem m hat (12,3) noch die negative reelle Wurzel ¢ = — 1,
welche stets zu einem repulsiven Zyklus fiihrt.
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Zur Bestimmung der attraktiven Zyklen gehen wir von dem Gleichungs-
paar
(12,4) Yo=Y, %=1

aus, welches die indifferenten Zyklen mit dem Multiplikator S = + 1
liefert. Das Gleichungspaar (12,4) ist, wie leicht einzusehen, dquivalent mit

gty =0, g)=1,

welches nur die einzige Losung ¢ = 1 besitzt.
Ferner ergibt sich aus

Yo = (a + my™") (@ + my! ") =0
zur Bestimmung der Nullzyklen fiir « die Gleichung
(12,5) a"tt = mIr @ — a) ,

welche neben « = a, eine einzige reelle und positive Lsung besitzt
fiir die a-Werte des Intervalls
(12,6) my < a<<m_; <My,
wo fiir @ = m_, ein indifferenter Zyklus mit dem Multiplikator § = — 1
vorkommt. Wegen der stetigen Abhiingigkeit des Multiplikators S vom
Parameter « ergibt sich aus dem Obigen der

Satz 7. Die Abbildung (9,1) besitzt attraktive Zyklen zweiter Ordnung

sicher fiir die Parameterwerte (12,6).
Die Anzahl solcher Zyklen ist genau m — 1, und ihre Fixpunkte

v

G =4 En- > 0 = Q0 em_1
sind auf den Strahlen (11,2) so gelegen, dass zwischen ihnen stets ein
repulsiver Fixpunkt ¢, von (9,1) vorhanden ist.
13. Als Beispiel betrachten wir den
Fall m = 3. Jetzt lautet die Gleichung (12,3)
#h—aBt+at —1=20,

welche neben ¢ = -+ 1 die positiven reellen Wurzeln

/a2

a , ) ,
t=3 =+ ] g T
besitzt, denen die rein imaginidren y-Werte

g =£iVar, uf=xiVa®
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entsprechen. Die den Werten ¢ = F 1 entsprechenden y-Werte

nE=+iVa+1, gF=+iva—1

sind ebenfalls imaginr.
Man hat hier drei Zyklen zweiter Ordnung

210> —m) s Zo(ass), Zs(—na, — 73)
resp. mit den Multiplikatoren
S;=(2a+ 3?2, S=8=9—2a2.

Hieraus geht hervor, dass 2 stets repulsiv ist, wahrend X, und X,
attraktiv sind fir die a-Werte des Intervalls

2 <a<< \/ 5 s
welches mit (12,6) identisch ist.

14. Iteration von (9,1). Es sei zuerst @ < 1, in welchem Falle der
Nullpunkt y = 0 der einzige endliche attraktive Fixpunkt von (9,1) ist.
Man kann zeigen, dass das zugehorige vollstdndig invariante Attraktions-
gebiet aus dem Inneren einer geschlossenen Jordankurve K besteht,
auf welcher simtliche repulsiven Fixpunkte (9,1) gelegen sind. (Vgl. Fatou
[1, S. 100], wo der Fall @« =} eingehend behandelt worden ist.)

Es gehore zweitens der Parameter ¢ zum Intervall (11,4), in welchem
Falle die Fixpunkte ¢, attraktiv sind. Elementare Betrachtungen zeigen,
dass jetzt auf den Strahlen (11,2) die Gleichung
(14,1) lim y, = q,

n— oo
fir die Punkte einer vom Nullpunkt ausgehenden und den Punkt ¢, ent-
haltenden Strecke =7, giiltig ist, wihrend auf den Strahlen (11,3)
(14,2) lim y, = oo
fiur y = 0 gilt. Es gehort somit die Strecke 7, als ganzes zum unmittel-
baren Attraktionsgebiet D, von g,, wihrend die Strahlen (11,3) als ganzes
zum Gebiet D, gehoren. Dabei ist der Nullpunkt ein gemeinsamer
Randpunkt fiir alle genannten Gebiete.

Es gehore drittens @ zum Intervall (12,6).

Fiir jeden Strahl (11,2) ist der dort liegende Fixpunkt ¢, von (9,1)
jetzt repulsiv und gemeinsamer Endpunkt fiir zwei Strecken 7,7, von
(11,2), welche den attraktiven Fixpunkt ¢, bzw. ¢." von P,(y) als inneren
Punkt haben.
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Auf den Strecken 7,7, welche von (9,1) miteinander vertauscht
werden, gilt bzw.

lim yZnZQt//’ hm y2n=qz"

Die genannten Strecken gehéren als Ganzes zum Attraktionsgebiet D;y
bzw. D, bei Iteration von Py(y).
Ubrig ist noch der Fall

(14,3) my << On,

wo bei (9,1) attraktive Zyklen beliebig hoher Ordnung existieren kénnen.
Wir konnen hier allerdings auf diesen Fall, wo schon fiir m = 2 Erschei-
nungen sehr komplizierter Natur vorkommen, nicht niher eingehen [4].

15. Die asymptotischen Werte von ¢(z, q).

Wir betrachten zuerst den Fall ¢ = 0, wo k= a > 1. Wird die zu-
gehorige Funktion ¢(z) = @(z, 0) gemiss ¢'(0) = 1 normiert, so bekommt
man eine fiir die reellen z-Werte reelle ganze Funktion mit den folgenden
Eigenschaften.

Die Funktion ¢(z,0) hat auf den Strahlen

2y + 1
T = o

1 ; =
(15,1) arg z 1 ,

den asymptotischen Wert ¢,, wenn 1 <a <m;. Auf den Strahlen
arg z = @, gilt jedenfalls fir ¢ > 1

(15,2) lim ¢(z,0) = .

Z2—> 0

Die zum Fixpunkt ¢, gehérige Losung ¢,(z) = ¢(z, g,) existiert nach
Nr. 12 fiir
m; <a<<m_ und fir a <1.

In den beiden Fillen ist die aus ¢,(z) abgeleitete Funktion

(15,3) , () = €7 g, (")

eine fiir reelle t-Werte reelle Funktion. Sie geniigt der Gleichung
v, (kt) = ay, (1) — v (1)

und sie besitzt fiir reelle ¢ die Grenzwerte

(15,4) lim y,(f) = e q,, lim y,(t) =e""q, .

t—>—o0 t— 0

Dies gilt auch fir a <1, wo ¢, =0, ¢, = co zu setzen ist.
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Aus (15,3) folgt nachher, dass die Funktion ¢,(z) auf den Strahlen
arg z = - o, resp. die asymptotischen Werte ¢, und ¢," besitzt. Auf den
Strahlen argz = + @, gilt fortwihrend (15,2).

Was den oben ausgeschlossenen Fall @ > m_, betrifft, konnen wir hier
nur folgendes bemerken.

Weil fiir a > o, keine attraktiven Zyklen existieren, hat dann ¢(z)
keinen endlichen asymptotischen Wert. Dies gilt wenigstens im Falle m = 2
auch fiir die Werte (14,3) des Parameters, wo zwar attraktive Zyklen belie-
big hoher Ordnung existieren konnen, die zugehérigen Attraktionsgebiete
D aber die Fixpunkte ¢,,0 niemals als Randpunkte besitzen. Bei solchen
Parameterwerten bekommt man jedenfalls ganze Funktionen mit endlichen
asymptotischen Werten, wenn die Funktionalgleichung (1,5) durch eine
allgemeinere von der Form

p(kz) = P (9p(z))
ersetzt wird.
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