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Zur Charakterisierung harmonischer und subharmonischer Funktionen
durch Mittelungsprozesse

l. Einleitung. Es bedeute X einen Raum und AIX) einen auf
X definierten X'unktionenraum. Wir bezeichnen mit r die Elemente
von X und f :lf@)) (ueX ) dieElementevon AIX) undnen-
nen f(*) die Komponenten von f . Es r+'ird grundsätzlich angenom-
men, dass die durch f vermittelte Abbildung von X reellwertig ist,
d. h. dass der Rang von f in R bz'vr,. ^R enthalten ist. Dabei
soll hier unter ^R die nach links durch den Punkt - oo kompaktifi-
zierte reelle Zahlengerade bedeuten.

Ist AIX) ein linearer Raum und die Abbildung

(l.l) T: AIX)-->^R

im Sinne der Gleichungen

T(fr*fr) - Tfr+Tf, (f',freAtxl)
€R)

linear, so wird T , wie iiblich, als linearer Operator bezeichnet.
Es seien jetzt Tr, T, zu,ei auf AlXl gegebene Operatoren und

Yr, Y, die durch die Gleichungen

(1.2)

und (fiir ),

(1.3)

(1.4)

bzw,

(1.5) Y2: {f lf e Alx),Trf - o}

definierten (nach Voraussetzung nicht leeren) Teilmengen von AIX).
Dann sollen die Operatoren T1 , Tz als äquivalent bezeichnet werden,
\rrenn Yr: Yz ist. Eine ähnliche Bezeichnung soll gelten, wenn man
in (I.a) und (1.5) die Bedingungen Trf:O bzu,. Trf:O durch
Tr,f Z 0 bzw. Trf 2 0 ersetzt. fn der vorliegenden l{ote wird X eine
feste offene Teilmenge O des z-dimensionalen euklidischen Raumes Rn

(n 2 | ) bedeuten, und 1[O] eine geeignet gewählte Menge reellwertiger,
insbesondere harmonischer und subharmonischer Funktionen. Gegenstand
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der vorliegenden Arbeit sollen zunächst Äquivalenzfragen zwischen den
klassischen Operatoren von Laplace und Blaschke-Privaloff sowie eines

allgemeineren Operators, der nach H. A. Schwarz benannt, wird, bilden 1).

Die letzten lrTummern der Arbeit befassen sich mit entsprechenden Fragen
in Riemannschen Räumen sowie mit Anwendungen auf einige einfache
Klassen elliptischer partieller Differentialgleichungen.

2. Vorbereitende Tatsachen. Im folgenden soll r : (ur, . . ., Nn)

einen Punkt von R" bedeuten, und llrll dessen Norm ("i+ . . .*r2ftz .

Ferner soll bei gegebenen Vektoren l)r,...,t)^ (m>L) von Rn

mit dem Anfangspunkt in 0 H*: (0r, ...,bÅ das entsprechende
lokale Koordinatensystem des durch br, . . . , h^ definierten linearen
I-Interraumes bedeuten. Danach gehen die Systeme Hn: (br, ...,b^)
und Hy: (hr, . . . ,b*) durch Translation auseinander hervor.

Nachfolgende Sätze, welche die Existenz bestimmter Klassen von
Vektorsystemen mit vorgeschriebenen Symmetrieeigenschaften sichern,
sind fiir die Entwicklungen dieser Årbeit von grundlegcnder Bedeutung:

Hilfssatz 1. Es sei, n2 L ganz. Dann hat d,as Gleichungssystent

tl

/-r t'l,t'

-'ILt-t

f- *,,, *o*
11-l

(2'L) n+L

L**, -lc:l

n /&+I

al!r*r* *r,

1 ('i:1r.,.r%+1),

I
(i, + k; 'i,k- 1,...,11+l),

(tr: 1, '. . rfi),

(u-2)

i,+ 1)')(l''|)- 1''" 
'?L)

stets ei,ne reelle Lösung.
Bewe'is. Da fiir n:1, Nr :L, razt--1 genornmen n'elderr

kann, so darf man ohne weiteres n ) | annehmen.
Man nehme nun &n, dass die (reellen) Elemente !l*, der Jlatrix (y*")

(lc : l,.,nl o :1,..., n-l)demGleichungssr-stem(2,I)rnit n-l
anstelle von n geniigen. Setzt man dann

1,.. n 
)

1. tt-l t

1, .) tL )

I

;:t1n -yt)t'

1)

==0

s. L7 ff.Man vgl. [1],

(k - 1,.. .2n- L )
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und fi64ryo: I , so geniigen die ror, wie man ohne weiteres nachpriift,
dem Gleichungssystem (2.1).

Allgemein liefert die Ausgangsmatrix

durch Induktion die Matrizen

(2.2) Ao: An-t

0

(n - 2,3,

mit ),;]r: (tlzl(n2-\)tt2 Dabei bedeutet die rechte Seite eine Matrix
mit n*L Zeilen und n Spalten, und zwar so, dass die mit t"-1,
multiplizierte Matrix A,-, von der ((nll)-ten) Zeile 0 ,0, . . . ,0 , I
und der (n-t'en) Spalte -lln,-I1r,...,-lln,L umrahmt wird.
Der Leser kann feststellen, dass

A2:

ist.
Bezeichnet man allgemein das innere Produkt zweier Vektoren a, b

(in dem dazugehörigen Raum) durch (o, b) , so kann man den Inhalt
des Hilfssatzes I in geometrischer Sprache auch folgendermassen formu-
lieren:

Hiltssatz 2. Bei, gegebenem ganzzahl'igen n 2 I eri,stiert in RE ei,n

Vektorsystem (Gr, . . . , oo+r) mit d,en Digenschaften:
l. Es gilt

('-,

A,: (j,)

il

(2.3) (o, , or) -

I
; (i,+k)

1 ('i: k)
(i , k - 1, ,n*L)

2. Man definiere m'it Hilfe der Vektoren

(2.4) On - (on,.. ., an^) (k - L., ,%*L)
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il,i,e Vektoren

(2.5) ai : (arr,...,o1^atyi) ( i:1,...,n).
Dann bi,lilet il,as Vektorsystem G:r, . .. , 0l+r) , wobei,

(2.6) ol+r:]oi,...,a,)
ist, ein ,i,n R"+r orthogonales Vektorsystem.

Der Vektor [oi , . . . , oj] in R*+r hat dieselbe Bedeutung wie das
äussere Produkt [o , b] (oder auch a A b ) in RB und wird durch
den iiblichen Prozess aus der Matrix

(2.7) 14 : (a*r) (:-:' ' '1*')
t, - l, ... tn I

mit Hilfe der n quadratischen Unterdeterminanten n-ter Ordnung
(unter Einbeziehung der Orientierungsverhältnisse) konstruiert. Die Nor-
mierung des Systems (ai , . . . , a!.+r) von R"+r wird durch folgenden
Satz festgelegt:

Hiltssatz 3. Man setze

(2.8)

(2.9)

und

(2.10)

Dann ist (c., . . . , c,+r) orthonormal 'i,n R"+r .

Bewe'is. I{ach Definition ist

a|+t: (Ar,.,.,Åo+r)

wobei (-l)o+'/o gleich derjenigen Unterdeterminante ist, die man
aus M durch Streichung der /c-ten Zeile erhält. Andererseits gilt nach
einem klassischen Satz von Gram 2)

Å!, : l(o*,o")l (l<p,a {nll; p,v * k),
wobei rechts die Determinante der in X'rage kommenden inneren Produkte
(o;, o*) bedeutet. Somit wird

2) Man vgl. etwa [3], S. 21.
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Å?:

Man addiere
einander ztt
Gleichung

(2. I 1)

und somit

I

I
n

I
%

1

11
n 'rL

jetzt, in der
der zweiten,

ai:

1

n

I
n

I
%

1

IL

1

n

(lr,r: 1,.. .,h)

I
'l?.,

I
7L

I
7L

I
n

I
I
7L

111
a-

n%n

letzten Determinante rechts die erste Zeile nach-
dritten, . . . , n-tert Zeile. Dann erhält man die

I

"+l
n*l

n ö*'

(2.12) ai: Lfl:
tt 

rLn

Das liefert die Gleichung

ln,lr\"
llol*,ri':\ 

" ),
d. h.

;cr,..., c,]2 : 11.ai,..., io'"]': (;*,aillai*r1P : t.

Da nun andererseits mit Riicksicht auf Hilfssatz I (mit al" anstelle rt')
sowie auf die Definition von oo+r die Gleichungen

und

(c* , c,+r) : ),"+' (go, [oi ,

gelten, rnuss das Vektorsystem
sein.

Da das Yektorsystem (o, , . .

k - 1, ,n)

..,0;]>-0 (k:1,...,%)

(Cr,. .,C,,+1) orthonormal in R"+r

. ) o,) in R' , dessen Existenz durch
gesiehert ist, einer beliebigen orthogo-

(i,,k: I,.. .,tu)
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nalen Transformation (in R" ) unterworfen werden kann, so ist das Vektor-
system (cr, . . . , c,+r) nicht eindeutig bestimmt. Wir gehen darauf
nicht näher ein.

3. Der Operator B von H. A. Schwarz. Es sei O eine fest ge-
gebene offene, nicht leere Teilmenge.von R'. Wir ordnen jedem Punkt
fr von O ein (lokales) Vektorsystem

(3.1) E*: (br,...,b,4)
zu mit den Eigenschaften (2.1), insbesondere mit der Eigenschaft

(3.2)

(3.3)

('i: k)

(i + k)'

I
I
n

und schreiben hH, fiir das Vektorsystem (hbr,...,hb^+r). Die
Gesamtheit sämtlicher Vektorsysteme Hn mit den Eigenschaften (3.2)
wird im folgenden durch $, bezeichnet. X'alls eine Abkiirzung erfor-
derlich ist, wird anstelle H, und b" die Schreibweise H bzw. S
verwendet.

Definition 1. Im folgend,en soll, beileuten:
l. S(r,r) d,ie offene (n-d,i,mensi,onale) Kugel um ilen Punlct n DonL

Ra.d,i,tcs r .

2. {Y- ilen Ranil, aon S(u , r) .

3. S@ , r) d,ie abgeschlossene Kugel um n aom Rad;ius r .

4. Ftir reO, & d,i,egrössteoffeneKugelun?, fr, d,ie,in O liegt.
Der Rad.ius von & ist stets positiv oder f oo .

Definition 2. Bei gegebenem r e O soll,

gesetzt uerden. Dabei u;ird, aora?Lsgesetzt, dass h
di,e Punkte n + h lr,lr in ,S" l,iegen.

Definition 3. F'tir jedes n e O und jedes

rator §0, f@) durch die Glei,chung

§o geu(illlt w,ird, dass

H* e b* ui,rd, der Opr-

(3.4)

d,efini,ert.

Fiir ??, - I
fntervallen von
d.ruck von H. A.

2n

und somit O gleich einer Yereinigung von offenen
R1 st'immt dieser Operator mit, dem klassischen Aus-
Schwarus)

3) Man vgl. etwa [5], S. 341 f.
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h2

iiberein. Der Operator surf@) wird hier als der schwarzsche operator
bezeichnet werden.

Innerhalb 6* köruren folgende operationen definiert werden:

L Die Operation

§/(") - lim §r, f (*)

(3.5)

(3.6)

(3.7 )

(1.r )

h+0

Dabei wird die Bildung, sofern nichts gegenteiliges vermerkt wird, unter
Heranziehung sämtlicher En durchgeftihrt.

2. Die Operation

§/(") - ti* §u, f@)
h+0

Ist §/(r) : S f(*) ,so wird dafiir ,S/(") geschrieben. Diese Schreib-

weise auf der linken Seite einer Gleichung soll im folgenden stets zum

Ausdruck bringen, dass der Grenzwert existiert und gleich dem Ausdruck

auf der rechten Seite ist.

4. Der Laplaeesche uni[ iler Blasehke-Privaloftsche operator. wäh-
rend die Definition des operators so*f lediglich an die Bed,ingung

I e ClOl gekniipft ist, erford.ert die Definition des Laplaceschen operators

die Zugehörigkeit von f zrt der Menge crlo) der zweimal stetig

differenzierbaren Funktionen in O .

Delinition 4. Der (Vektor-)Operator

I a a \

soll, d,er Hami,lton- bzw. iler Nabla'Operator heissen. Setzt man A :Yz :
(V ,V> , so soll d,er Operator

a2 a2(4.2) tl : g,+ ... + U4: O'.,+ ... + A:"

d,er Laplacesche Operator he'i,ssen.

Im folgenden wird der Operator 4 auf Funktionen von C'IO)

angewandt.
Defintion 5. Es bezei,chne C 10) d,i,e Gesqnttheit scim,tl,icher auf O

d,efini,erten Funkti,onen f mit d,en Ei,genschaften: t) - co 
-( f < +q ,

2) f i,sthatbsteti,gnachoben. Essei, f eqp), xeo und S(x,h)c9"'
Dunn wird, gesetzt
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(4.3 )

(4.4)

urLd

(4.5)

Pnf(x) - +, [ ,fn * h y) - f(*)] d*(y) ,
tb I

"r6

,r* 0

Pf(")- tir" Pnf(r).

Dabe'i bedeutet At den Rand no??, §(0 , I ) ,

und d*(y) das durch die Glei,chung

y einen Punkt aon Ai

(4.6)
n
I

J
eå

normierte .fuIasselem,ent aon Aå , Das Integral rechts ist i,m allgeme,inen im,
Lebesgueschen S,i,nne zu nehmena) .

Die Operatoren P^f(") , P f(") und P f(") werden als Blaschke-
Privaloffsche operatoren hezeichnet. rst Lf@ : P f(r), so wird dafiir
kt;rz P f(*) geschrieben. Legt man zunächst den Raum Crlol zrt-
grunde, so erhebt sich die X'rage nach der Äquivalenz der Operatoren s,
Å und P . Die Äquivalenz von P f und A f ist bekannt und
wird in der Brelotschen Monographie [l] in grosser Allgemeinheit behandelt.
In der nächsten Nummer soll zunächst die Äquivalenz von B und ,4

gezeigt werden.

5. Detinition der harmonischen Funktion. Zusammenhang mit dem
Operator S. Wir bringen zunächst die Definition der harmonischen
X'unktion:

Definition 6. Die i,n O d,efinierte reelluertige Funktion I heisst
d,ort harmoni,sch, wenn sie d,ort d,ie Eigenschaften besitzt:

1. Si,e gentigt far hi,nreinhend, kleine t'-r der Gleichunq

(5.1) f (*' ) - e<*'-"'Y'f (*)

(lolcale Entwi,ckelbarlceit i,n eine lconaergente Taylor-Reihe).
2. Bi,e gentigt i,n jed,em Punlat r aon O der (Laplaceschen) Diffe-

rentialglei,chung

(5.2) Å f(")
firf,.^.*t*)

n
YL

h_L

4) Zur allgemeinen Orientierung vgl. man tll und [6].
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Der Raum der auf o definierten harmonischen }'unktionen wird im
folgenden durch HlOl bezeichnet werden. Es gehört zu den klassischen

Ergebnissen der Theorie der harmonischen Funktionen, dass der Raum

HlOl mit folgendem Funktionenraum iibereinst'immt:

(5.3) Llol: {f I f e cLlol, Ål:o}.
Unser Ziel ist der Beweis des Satzes:

satz 1. (Äquivalenzsatz.) Man d,efini,ere ilen lunlcti,onenraum §to]
ilurch d,ie Glei,chung

(5.4) s[o]: {f lf e1lo1, s/<0 und S/>0}.
Dann 'ist §t0l : HlOl.

Mit anderen Worten: Jede stetige Funktion I in O, die in jedem

Punkt u lron O den Ungleichungen §/(r) < 0 und §/1r1 > O

geniigt, ist, harmonisch in O .

Wir beweisen zunächts den Satz:

Satz 2. Eiir jed,es f e CLlOl gilt d,ie Gleichung

(5.5) Sf(r): /f(*).

Beweis. Es sei H : (br, . . . ,\^ar) ein System aus S mit

\r": (ht,...,h^) (k: 1,..',n+L)' Dann ist'
hk

nll

L{f<"ah\*)-f(*)}h:l

Nun ist

und

n+L hz ryi|t: h» (b*, v) f@) + 7_I, (b*, v)'f(") + o(h') .

n+l n+l n n ryiI

n+l n-LI n

å (tr, v )' f(*) : Ä D,f, 
a.^)' f@)

rL 
,..t nt, n %+1 å

-" I ib'*'h',') f*u*,- - n . »-,ö''*fxix1"
),, pr-1 tu i' 

' g':L

Somit ist

(5.6) §0, f@) : A f(") + o(1) .

Das beweist den Satz 2.
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Zu bemerken wäre hier, dass beim Grenziibergang h -> 0 das vek-
torsystem H : (br, . . . , b.+r) festgehalten werd.en kann. Im allge_
meinen jedoch gilt (S.6) unabhängig von E .

6. Der Äquivalenzsatz. Es bedeutet fiir die nachfolgenden Ent-
wicklungen offenbar keine Einschränkung der Allgemeinheit, wenn man
O zusammenhängend, d. h. ein Gebiet nimmt.

Da aus dem Satz 2 die Ungleichung LIO) e_ SIO) und somit
ätol q stol folgt, so geniigt es zum Beweis d". Sutr"* t, tedigticn aie
Ungleichung SlOlgHlOl zu beweisen.

Es sei roe O, §(ro , r) C s,o und a die harmonische X'unktion in
S(ro , r) mit den (stetigen) Randwerten f(r) auf dem Rande !y." von
S(ro , r). Man setze bei gegebenem e ) 0

g"(r) : l@) - u(*) f ellr-zoll2 : g(r) | ellr-rrllz ,

und nehme an, die Ungleichung

(6.1) §/1r1 > o

gelte in jedem Punkt von O. Dann wird wegen (5.5)

(6.2) Ss"@) ä (za*l)e.
Es sei mrn

ll4: sup{9"(*) | r€§(ro,r) },
und fiir ein rr€ S(*o,r) , g"(rt) : M .

Dann wiirde wegen

soug"(r) : ?orlAwrs"(r)_ g"(r)J 
=#LM - Ml : o

die ungleichung §g"(rr) { 0 folgen, was d.er ungleichung (6.2) *.id.er-
spricht. Somit gilt

sup{ g"(r) | r € §(ro ,r)} < fi., g,(.t') ,
llr-ro l+r

d. h. (wegen u(r) - f(r) --> 0 ftir llr-roli ---> r )

l@) - a(r) * ellr-rollz { e 12.

Das liefert durch Grenziibergang die Ungleichung

(6.3) f(r)<a(r) (reS@o,r)).
Durch Anwendung des gleichen Verfahrens auf die Funktion

u(r) - f(u) * ellr-*ollz ,
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erhält man entsprechend

a(r) < J@) (u € B(ro, r) ) ,

und mithin in Verbindung mit (6.3)

(6.4) f(r):u(x) (r€B(ro,r) ).

Das beweist die Ungleichung §tol E HLOI .

Somit ist folgender Satz bev'iesen worden:
Satz 3. Jed,e i,n O reel,lwerti,ge, stetige ?unhtion I mit d,en Eigen-

schaften S/ > o und, §/ < 0 i,st hurmonisch 'i,n O .

Nachfolgender Satz kann als Yerallgemeinerung des klassischen

Gauss'schen Mittelwertsatzes angesehen werden:
Satz 4. Man orilne jed,em Punkt n 1)o?L O ein festes, ied,esmal,

aon n abhringi,ges Velctorsystem H* : (bt, . . . ,b*+r) zu unil nehme an,

d,ass il,i'e nunktion f e CIO) d,ie Ei,genschaft

(6.5)

besi,tzt. Dann i,st f harmoni,sch 'itt, O .

Da die Bedingung (6.5) schwächer als die Gauss'sche Bedingung

(6.6) 
| t<. *hy) da(y) : f(*)

oö

ist, folgt daraus, dass (6.6) erst dann aus (6.5) folgt, wenn letztere fiir alle

Systeme H* von b" gilt.

7. Die subharmonische Klasse. Verallgemeinerung des Kriteriums von
Blaschke-Privalott. Zunächst sei die Definition d.er subharmonischen

X'unktion in R" vorangeschickt:
Definition 7. Eine quf O defi,ni.erte numerische ?unlction f soll,

subharmonisch he'i,ssen, wenn sie folgend,en Bed,i,ngungen genilgt:

(1) f(*) € ^R : [-oo, -loo) , f(r) #-a .

(2) f ist halbsteti,g nach oben.

(3) Es sei, r ei,n beliebiger Punkt aon O und S(r ,r) C &. Fer-

ner se'i h ei,ne i,n S@ , r) steti,ge und in §(r , r) harmonische Xunlcti,on

mit f < h auf d,em Rand, 9i aan S(r , r) . Dann gi,lt d,ie Unglei,chung

f <h 'i,n S(r,r).
Die Gesamtheit sämtlicher auf O subharmonischen X'unktionen wird

durch XlOl bezeichnet.
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Der Satz von Blaschke-Privaloff (Brelot [I]) kann nun folgender-
massen formuliert werden:

Satz 5. (Blaschke-Privaloff.) Es se,i f e CIO) . Genilgt d,ann f
i,n ;jed,em Punkt n iler Menge

(7.1) Os;: {*l *e O, -a <f(") < *.o}
d,er Beil,i,ngung

so ist f subharmonisch ,in O .

Wegen 
"f + - * ist die Menge Oo nicht leer.

Das Kriterium von Blaschke und Privaloff hat ein Analogon im Raum
qg sämtlicher auf O definierten, nach oben halbstetigen (numeri-
schen) X'unktionen f l-cn.

Satz 6. Es se,i, f eClO). Geniigt ilann f d,er Ungleichung

(7 .2)

(7.3)

(7 .4)

in jeilem Punlct n uon Oo, so i,st f subharmonisch i,n O .

Beweis. Es geniigt offenbar zu beweisen, dass die Bedingung (7.3) die
Bedingung (3) der Definition 7 impliziert. Es bezeichne ro einen Punkt
r,on Oo und §(zo, r) c &o eine Kugel um ro vom Radius r ) 0 .

Man konstruiere eine in S(ro , r) harmonische Funktion h mit stetigen
Randwerten > f auf Q'*o . Wir setzen, ähnlich wie vorhin, bei gegebe-
nem e) 0

g,(x) - f(") - lr(*) + t ll*-nrll,,

und bilden S g,@) in jedem Punkt von Oo in /S. Da (7.3) gilt,
so existieren fiir beliebig kleine å Systeme h H mit endlichem
So*f@). Nun folgt aus

und

(7.5)

§0, g"(r) - Sorf@) §0, h(r) + 2 n e

somit wieder (wegen S lt,(r) - 0 )

Daraus
kann.
S(ro , r)

folgt, dass g, in keinem Punkt von Oo ein Nlaximum haben
Somit gibt es mindestens eine Cauchy-Folge lynl? von Oa in

mit den Eigenschaften:

Ic-+ f o

Ic+f co
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Nun ist f hatbstetig nach oben und somit auch 9,

Folge, dass

llr-roll-+r
(m e §(ro ,r))

gilt und wegen

w ird

g"(r) : f(") - h(r) * ellr-rollz { e rz ( r € §(zo, r) ) .

Der Grenziibergang e -+ 0 liefert den Beweis I < h in S(ro , r) und

somit die Erfiillbarkeit der Bedingung (3) der Definition 7.

Der Vorteil des Operators S gegeniiber dem Operator P Yon

Blaschke-Privaloff liegt an erster Stelle darin, dass er ausser dem Grenz-

iibergang h --> 0 keine weiteren Mittelungsprozes§e, wie etwa den

Differentiations- bzw. Integrationsprozess benötigt'.
Aus der Tatsache, dass man durch Integration von Sor- f(r) iiber

sämtliche Hn den Operator Pof(*) erhält, folgt,, dass dje X'orderung

§/(") > 0 in gewisser Hinsicht schwächer als die Bedingung P f1r1 > o

ist. Darauf soll jedoch hier nicht näher eingegangen werden.

8. Der Fall eines Riemannschen Raumes. Die vorherigen Entwick-
lungen lassen sich ohne Schrvierigkeit auf Riemannsche Räume iibertragen.

Wir erinnern zunächst kurz an folgende Begriffsbildungen:
unter einer rz-dimensionalen Mannigfaltigkeit wird allgemein ein topo-

logischer separierbarer Raum x verstanden, dessen Punkte mindestens

eine Umgebung besitzen, die zu der offenen z-dimensionalen euklidischen

Einheitskugel homöomorph ist 5) . Es wird vorausgesetzt,, dass X eine

abzählbare Uberdeckung { U,}I besitzt, derart, dass jede offene Teil-
menge von x sich als vereinigung von Mengen Ui darstellen lässt.

Da mit U e{UJ? zugleich die Abbildung r-->(rr,...,n") in die

Einheitskugel §(0, 1) (ausfiihrlicher: (r'(r) ,.. . ,r"(r)) ) gegeben wird,
so lässt sich die Gesamtheit der Funktionen f auf X durch die

Gleichung

, fr")

Das hat, zrrr

ll"-rol l-+r

(8.1)

definieren. Die Funktion f ist definiert auf X , wenn sie in der

umgebung jedes Punktes von r durch die vorschrift (8.I) definiert ist.
fst r }0 ga,rLz, so bedeutet die Schreibweise f eC', dass I (aus-

gedriickt durch die lokalen Koordinaten nt , . . . , n^ stetige Ableitungen

5) Zar allgemeinen Orientierung vgl. man [9].
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von der Ordnung k { r hat. Insbesondere bedeutet C die Gesamt-
heit sämtlicher stetigen X'unktionen auf X .

Wird U durchzweiKoordinatensysteme (r1 ,...,n") und(r'1 ,...,n',)
(kurz: (*o) und (*'n) ) gegeben, so werden die Transformationssysteme

(k:1r.. . rfr)

im allgemeinen durch X'unktionen frk , n'k hergestellt, die in C' (r > B )
liegen. Bei jeder Transformation von der Art (8.2) (lokale Koordinaten-
transformation) wird angenommen, dass beide Determinanten

I a*'*
t_
I a*'

I arr'lt_t' I o*"1

(8.3)

m'it gni : grn

soll 'tm, Sinne

(8.2)

(8.5)

, fr")

, fr'n)

von Null verschieden sind.
Delinition 8. Ein Ri,emannscher Raum, wi,rd, auf einer n-di,mensi,onalen

Mannigfalti,glceit X d,urch d,ie Vorgabe e,iner positiu d,efi,niten quad,ratischen
Differentialform

, Tit, : Tit (*' ,

der Gleichung
, no) - gin(r) gegeben$) . D'ie ?orm (8.3)

(8.4) d,sz : o- ffiff o*'. fl,s', : g'o, d,*', d*',

inaariant sein.
Wir schreiben im folgenden Mn fiir den dadurch definierten Rie-

mannschen Raum und nehmen an, dass die gi* mindestens einmal
nach den jeweiligen lokalen Koordinaten stetig differenzierbar sind.

Delinition 9. Es wi,rd, geschri,eben:7)

(1) g filr d,i,e (positi,ue) Deterntinante d,er g;u .

(2) gtr f,tir d,ie Ausd,rache A;af g , wobei, A,r d,as algebrai,sche Komple-
ment aon (g*) in bezug auf {li* ist. Belcanntli,ch gelten d,i,e Gl,eichungen

gtt' g 
*n ör* f 1 (i'

I o (;
E s gilt stets g*' : gik

c) A-Is Nachschlagswerk fii'r den klassischen Tensorkalkiil kann man [2] benutzen
Sowohl in (8.3) wie auch später wurdo im Einklang mit der bekannten Yorschrift des
TensorkalkiiLls bei mehrfach auftretenden Indizes das Summationszeichen weggelasson.
In solchon Fällen ist dann stets iiber den betreffonden (stummen) fndex von I bis m

zu summieren.
z) Man vgl. l2), S. 27 ff.
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(3) li, fu, die Ausdrilcke (Gamma-Symbole) aor?, Ci

I,lkt1 [kt\ I (o.q**-oe,*_as*\(8.0) ,r','LrJ :i i i:rs*\ii+#-or*1.
(4) A fu, deru allgemeinen Laplacesclr,en Operator

(8.7) J-',I a \

t s an*\ V s so' a*') '

a2 a2

afrntrL -l-"'+ afr"afr"- alr+"'+ al-

iiber.

hri,staff el

Neben diesen Definitionen wird im folgenden noch das Differential-
gleichungssystem

dzri(8.8) * +

mit der Bedingung

(8.9)

benötigt t) .

. drk dxtTi :0 (i,k- 1)....r%)t tet d,s d,s

d,ri drk

9. Vorbereitenile Tatsachen. Es bezeichne O eine nicht leere offe-
ne Teilmenge von M" , I eine reellwertige, zweimal stetig differenzier-
bare Funktion in bezug auf die jeweiligen lokalen Koordinaten (also

f eCzlo)), r einen festen sonstbeliebigen Punkt von O und 7 einen

geodätischen Kurvenbogen durch n mit dem durch die Gleichung
gr"€i€k:l normiertenTangentenvektor 6:(f1 ,...,t") in r. Die
Bogenlänge s von y soll von fr aus gemessen werden. Dann kann
man die Koordinaten der Punkte y: (A',...,U") Yon y in der
Umgebung von fi in der X'orm e)

rr{.y;(sfl,...,sP)

darstellen, wobei die Vi dem System (8.8) geniigen, und die Bedingungen

V,;(0 , . . . , 0) : 0 , (d,yld,s)":o : ,pi\, . . . , 0) : 6' (i, : | , . . . , h ) erfiillen.

8) Man vgl. l3l, S. 40 ff.
g) Eine ausgezoichnete Darstellung der Riemarurschen Zentralkoordinaten findet

der Leser in den Weylschen llommentaren in [4].

2
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Bekanntlich definieren die
Parallelverschiebung von €

Eine leichte Rechnung b

(9. 1)

ri * ,!; die (infinitesimale)

Gleichungen

Gleichungen
längs y .

estätigt nun die

(+\ : r.n€r\ds ,l ":o

System (8.8))und (mit Rticksicht

(e.2) - (f *n*, - lt f "-) €* €' .

varianten Komponenten €i von € durchFiihrt man in (9.2)

die Gleichungen

ein, so lässt sich

(9.3)

bringen.
Diese Gleichung, die praktisch die zweite Richtungsderivierte von f

in r auf y gibt', bildet die Grundlage der weiteren Untersuchung.

10. Der Operator §. Die Ubertragung des Operators §r, auf
Riemannsche Mannigfaltigkeiten erfordert lediglich den Begriff der Paral-
lelverschiebung des Tangentenvektors auf einer geodätischen Linie durch
den Punkt n. Die Vektorsysteme H:(br,...,b^+r) liegen ietzt
im Tangentialraum von M" in r und bestimmen durch ihre Vektoren

br,...,bo+r (die hier die Rolle der Eh flbernehmen), jed'esmal die
n*l n-Tupel lt:(r1,r,..,,g^) (k:1,...,n*L), die jedes-

kkk
mal von s und der Anfangsrichtung b*:(h,....,*") abhängen.

Es sei jetzt f reellwertig auf einer offenen Punktmenge O von
M" . Wir setzen im Anschluss an die Entwicklungen von 3

auf d"as

(#),:,

die ko

(s.2) in

(#),

€t- 9i*€*

die Form

(10. 1)

und definieren den Operator §"r auf O durch die Gleichung

2n
(10.2) S,, f(") : ,, {A,rf(") - f(*)}
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Hat man die
S/(") , ,S f@)

(10.3)

(r0.4)

und

( I 0.5)

Definition von s H (bei gegebenem H * ), so lassen sich
und S f(") durch die Gleichungen

S f(") - lim §,, f(*) ,

s-+0

S f@) - Iim s", f(")

s f(*) -= iS 
§,, f(")

definieren. Letztere Gleichung setzt voraus, dass der Grenzwert rechts
existiert, d. h. dass §/(r) : §/1r; gilt.

Definition 10. Di,e in O c M" d,efini,erte reel,lwerti,ge Xunkti,on f
wi,ril il,ort al,s harmonisch bezei,chnet, wenn s'i,e in jed,em Punlct n uon O

ili,e Ei,genschaften hat :
1. Di,e Ableitungen f*n,, (genommen i,n bezug auf ili,elokalen Koorili-

naten) eristi,eren in jedem Punlct r uon O untl, s'i,nd' ilort stetig.

2. Es gilt

( 10.6)
1 Al A \

in Xed,em Punkt aon O .

Dass in der Definition 10 die lokale Darstellbarkeit von I im Sinne
der Gleichung (5.1) nicht zugrundegelegt wird, liegt darin, dass die 9*
im allgemeinen nicht analytische Funktionen der lokalen Koordinaten
sind.

Man kann hier jedoch ohne Schwierigkeit das Analogon des Satzes 2
beweisen:

Satn 7. Ei)r jeiles f e C'zlo) gilt d,ie Gleichung

(10.7) §/(") : / f(") .

Dabei wird, / ilurch (8.7) gegeben.

Beweis. Es sei I eCzlol. Dann ist

J - (n*I) lim §"rr f@)

und. somit wegen 
s+o

n+1

l, h, h, - <b: , Y);> :
-k:l k lc

fg" (f *,*, - l!, f u") t , h'7 ,

n*1

-n» k:L

n+L

" 
(u: l)

0 (u*t)

- g,' (f *,x)t - l!, f .r,)s/(")

(r' ,l - I )... ,%),
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Die Heranziehung der Identitäten 10)

(r0.8) sn rfr +;r* (l s s,\ : o

liefert nun durch Einsetzen

s/(r) : e,, f*n, - **(t/ s s*,) f-,

I a L- .af\: 
\/ o '.-\{ 

s s*;') : a f(*) '

Somit gilt tiir jedes r e O

Af(r):o + §/(r):0 (/elzlo)).
Der Beweis, dass aus B/(r) : 0 in O stets / f(r) : O folgt,

kann genau so gefiihrt werden, wie die entsprechende Behauptung fiir den
Raum R". Voraussetzung daftir ist hier die Existenz der Funktion a
in der Umgebung jedes Punktes fi von O , elwa innerhalb einer Kugel
S@ , r) in O , welche auf Q'* stetige Randwerte > f besitzt und
der Potentialgleichung / a : 0 (wobei / durch (10.6) gegeben wird)
geniigt. Ist die Existenz von o gesichert, so liefert die Wahl

g"(A) : l(y) _ a(y) * e Sit (yt_ri) (yo_*n)

mit !*: gi*(r) das Analogon der X'unktion 0" von 6. Die Durch-
fiihrung des Beweises, unter Heranziehung der Operatoren A"n uncL B,,
dieser Nummer, stösst auf keine Schwierigkeiten und wird dem Loser iiber-
lassen.

11. Nochmals der Blaschke-Privaloftsche Satz. Wird die Existenz
der X'unktion o (lokal) vorausgesetzt, so können sowohl der Blaschke-
Privaloffsche Satz als auch der Satz 5 auf die Räume Mn iibertragen
werden. Zunächst ist die Bedeutung des Operators Pnf(r) in dem Sinne
zu modifizieren, dass hier anstelle des fnfugrals rechts in (a.3) der Ausdruck

(11.r)

mit

und

- f (")\ d*G)

v : kpr,

etwa [7], S. 119.

1r
,,J {f@*,p)
e;

'o) Man vgl.

, V*)



A. DrNenas, Charakterisierung subharmonisehor Funktionen 2l

Vk: Vk(s41 ,".,sf") (lc:1,2,"',n)

genommen wird. Dabei gilt wieder

r/*(0, "',0) : 0 ' Ylr(O '"'' 0) : 6o 
'

und

(1 1.2) 91" Ei tk : I ( g* : g*(r) ) '

f,'erner stellt d.o(€) , ähnlich wie vorhin, das durch die Bedingung

r
I do(E) : I

lr
normierte Masselement der euklidischen Kugel (11.2) in § im Tangen-

tialraum von Mtu in r' dar.
Mit Hilfe des operators P"f(*) kann der satz 5 dadurch verallge-

meinert werd.en, d.ass man dort (unter der Annahme .f € O tO] ) die Un-

gleichung (7.2) durch die Ungleichung

(rr.3) ti^e"1l61 2 o

ersetzt.
Auf den Beweis dieses satzes ra,ird hier nicht eingegangen werden 11).

Nachfolgender satz stellt das Analogon des satzes 6 fflr den B,iemannschen

Raum Mn dar:
satz 8. Das Di,richletsche Problem sei (im Kleinen) lösbar in M" .

Es sei, f eClO) und

(11.4) §./1r1 
= 

o

i,n jed,em Punkt u der Menge

(11.5) Oo: {ru1xe O, -q <f(r) < *"o}'
Dann gi,lt f eHlOl.

Der Beweis'die*es Satzes verläuft nach dern Yorbild des Beweises des

Satzes 6 und Heranziehung der Funktion

s,(y) : f(y) - h(y) * e g*(r) (t/t-*') (yo-*)

bei fest gegebenem r in Oo und y€§(;u,r)c&' Hierbeibedeu-

tet ä , ähnlich wie in 7, eine (in bezug auf den operator (4) von 8) harmo-

nische Funktion mit Randwerten > f auf !x" . Bildet man wieder

S S,@) ('w'obei ,S durch (10.4) gegeben wird), so erhält man wegen

t') Man vgl" [I l, S. l8 f'
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Sh1r1 :O die Ungleichung Sg"@)2(nit)e> 0. Der Rest des Be-
weises erfordert eine Wiederholung der Schliisse in T.

Die Iokalen Eigenschaften von §"r, insbesondere die Definition d.er
Operatoren § , § und B können einfacher begriindet lverd.en, wenn
man die Riemannsche n'orm des Bogenelements von Mn zugrundelegt 12),

welche den vorteil besitzt, dass die lokalen (Ausgangs-)Koordinaten-
systeme orthogonal werden. rch begntige mich hier mit dieser Andeutung.

12. Anwendung auf die Theorie der elliptischen partiellen Difterential-
gleichungen. Das in den vorherigen Nummern entwickelte Kriterium
fiir subharmonische Funktionen ohne Heranziehung d.es rntegralbegriffs
lässt sich zunächst, ohne wesentliche Schwierigkeiten auf Lösungerl von
Diff'erentialgleichungen von der n'orrn

(12. 1)

in einem Gebiet o von trln anwenden und ermöglicht den Nachweis
der Existenz einer Lösung unter schwächeren Voraussetzungen als d"ies
bisher der X'all war.

§atz9. Es sed g(r,y) (x:(*r,...,n,)) ei,ne steti,ge Xu,nktion
uon (r , A) i,n R" X R und, f e,ine auf O c R" d,efini,erte reelluer-
tige steti,ge Uunhtion aon r mit d,er Ei,qenschaft

(12.2)

Dann ist f zweimal stetig d,i,fferenz,i,erbar und, geniitgt d,er Differenti,al-
gl,ei,chung (12.1).

Es bezeichne in der Tat (D eine (lokale) Lösung der poissonschen
Differentialgleichung

(12.3)

Marr setze

Å A@) :-. g(r ,f ('r)) (r€§(ro,r) )

und somit § 9(r) < 0 und § V,1r; > o gilt. Daraus folgt, d.ass v
harmonisch in §(ro, r) und somit in O ist. Das hat zur Folge, d.ass

f zweimal stetig differenzierbar in O ist uncl rnithin gilt, ) f(r) :
B f(r) : g(r , f(x)). Das beweist den Satz g.

Der Satz g kann dazu benutzt werden, nun die Existenz yon differenzier-
baren Lösungen der Schrödingerschen Differentialgleiclrung
- ,1 -M"" vgl. [2], S. 234 ff.
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(t2.4)

( 1 2.6)

(12.7)

Snznt
,4v + -ii-@-*U)y,: ()

wobei ?Tt, t h , il physikalische Konstanten sind und
tion ist'13), Iediglich unter deu Voraussetzungetr

8 nz vtt
§y'+ -w-@-

8 nz'wt,sv+ i{- Vt-

tl eine Ortsfunk-

(12.5)

mit einom stetigen V t ztJ beweisen. Der Beweis ist eine unmittelbare
tr'olgerung des Satzes g und wird hier nicht wiederholt, werden'

Da der Satz 9 auch dann gilt, u'enn die Dimension n gleich Eins

genommen wird, so scheinen die B,aum-Zeit-Yorgänge in der Natur weniger

mit der zweimaligen Differenzierbarkeit der in Frage kommenden n'unk-

tionen zusammenzuhängen, als mit, einer Oszillationseigenschaft des

Operators § (im euklidischen und Riemannschen Raum), welche die

Ungleichungen (I2.2) und (I2.5) und (ftir etu'a die Zeitdimension)

U)y,= 0,

tt

mit' einern Parelmeter ). zur Folge hat,.

durch (3.5) gegeberr 14).

Folgende Bemerkung diirfte noch von Interesse sein: Bekanntlich 15)

fiihrt das Bntwicklungsproblem einer Funktion f in R' auf die Reihe

Y;lYz* . . . von Hyperkugelfunktionen, die r,'ied-erum auf Atr ein-

geschränkt, mit, dem Problem der Entwicklung einer auf der Einheitskugel

f? +...+€3:t definierten Funktion in eine Reihe Xt*Xrt...
zusammenhängt, wobei die einzelnen Xr" den Gleichungen

,:l Jfr + k (k1-n,-2) X* --: t)

Dabei \,Yerden S , ,S in (12.6)

(;t,€()[ )

geniigen, r,yobei ) den operator (-1) von 8 fiir die oberfläche der n-dimen-

sionalen euklidischen Kugel (c1. h. fiir t2l ; bedeutet,. Man setze

F(*):å;#a
,u) Näheres iiber die Schrödingersche Differentialgleichung findet der Leser in

jedom Buch iiber Theoretische Physik.
14) Dass ich hier dieses Beispiol get'ählt, habe, lag an meinern \A-unsch zu demon-

strieren, dass dor Ablauf der Naturvorgänge auch ohno den Begriff der Differenzier-
barkeit erfasst rvorden kann.

,u) Zur allgomeinen Oriontierung vgl. man etwa [7], §. 182 ff.
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und bilde §,8'(r) . Lassen sich hier Sätze beweisen, die die klassischen
Sätze von Riemann tiber trigonometrische Reihen verallgemeinern? Eine
ontsprechende X'rage lässt sich stellen, wenn m&lr rnter Zugrundelegung
des Operators §,n von l0 das Analogon der Riemannschen Sätze fiir die
Entwicklungen von n'unktionen nach den Eigenfunktionen einer Sturm--
Liouvilleschen Differentialgleichung beweisen kann. In diesem I'alle
wiirden die Eigenwerte ).* der in X'rage kommenden Differential-
gleichung die Rolle der k (k{n--z) iibernehmen. Das ist aber auch
alles, was man augenhlicklich dazu sagen kann.

Zum Sohluss möchte ich Herrn H. Begehr in Berlin fiir Hilfe bei der
Korrekturarbeit danken.

tr'reie Universität Berlin
Deutschland
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