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Zur Charakterisierung harmonischer und subharmonischer Funktionen
durch Mittelungsprozesse

1. Einleitung. Es bedeute X einen Raum und A[X] einen auf
X definierten Funktionenraum. Wir bezeichnen mit 2 die Elemente
von X und f=[f(x)] (x€X) die Elemente von A[X] und nen-
nen f(x) die Komponenten von f. Es wird grundsatzlich angenom-
men, dass die durch f vermittelte Abbildung von X reellwertig ist,
d.h. dass der Rang von f in R bzw. TR enthalten ist. Dabei
soll hier unter "R die nach links durch den Punkt — oo kompaktifi-
zierte reelle Zahlengerade bedeuten.

Ist A[X] ein linearer Raum und die Abbildung

(L.1) T: A[X]— "R

im Sinne der Gleichungen

(1.2) T(fi+f) = TH+Th  (fifo €AIX])
und (fir A€R)

(1.3) T(f) =2Tf

linear, so wird 7', wie iiblich, als linearer Operator bezeichnet.
Es seien jetzt T,, T, zwei auf A[X] gegebene Operatoren und
Y,, Y, die durch die Gleichungen

(1.4) Y, ={fIf€A[X], T\ f=0}
bzw.
(1.5) Yzz{fleA[X:|>T2f:O}

definierten (nach Voraussetzung nicht leeren) Teilmengen von A[X].
Dann sollen die Operatoren 7', T, als dquivalent bezeichnet werden,
wenn Y, =Y, ist. Kine dhnliche Bezeichnung soll gelten, wenn man
in (1.4) und (1.5) die Bedingungen 7,f=0 bzw. T,f=0 durch
T.f=0 bzw. Ty f =0 ersetzt. In der vorliegenden Note wird X eine
feste offene Teilmenge O des n-dimensionalen euklidischen Raumes R™
(m =1) bedeuten, und A[O] eine geeignet gewihlte Menge reellwertiger,
insbesondere harmonischer und subharmonischer Funktionen. Gegenstand
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der vorliegenden Arbeit sollen zuniichst Aquivalenzfragen zwischen den
klassischen Operatoren von Laplace und Blaschke—Privaloff sowie eines
allgemeineren Operators, der nach H. A. Schwarz benannt wird, bilden ?).
Die letzten Nummern der Arbeit befassen sich mit entsprechenden Fragen
in Riemannschen Réumen sowie mit Anwendungen auf einige einfache
Klassen elliptischer partieller Differentialgleichungen.

2. Vorbereitende Tatsachen. Im folgenden soll x = (x;,..., )
einen Punkt von R" bedeuten, und |z dessen Norm (2 ... ta?)l2,
Ferner soll bei gegebenen Vektoren §;,...,Hm (m =1) von R
mit dem Anfangspunkt in 0 H.,=(9;,...,bm) das entsprechende
lokale Koordinatensystem des durch b,,..., . definierten linearen
Unterraumes bedeuten. Danach gehen die Systeme H, = (§;,..., hm)
und Hy, = (§;,..., hm) durch Translation auseinander hervor.

Nachfolgende Sétze, welche die Existenz bestimmter Klassen von
Vektorsystemen mit vorgeschriebenen Symmetrieeigenschaften sichern,
sind fiir die Entwicklungen dieser Arbeit von grundlegender Bedeutung:

Hilfssatz 1. Es sei n=1 ganz. Dann hat das Gleichungssystem

Yoai, =1 (t=1,...,n+1),

pn=1

- l . .

lei#xm:-—g (tk; 1,k=1,...,0+1),
(2'1) n41

a/ku 0 (lu:]" ’n)?
=1
n ntl (=)

wy T ] 0 (:u‘ 4 p
stets eine reelle Losung.

Beweis. Da fir n=1, x, =1, &y= —1 genommen werden
kann, so darf man ohne weiteres »n > 1 annehmen.

Man nehme nun an, dass die (reellen) Elemente y, ~ der Matrix (y,,)

(k=1,...,n; oc=1,...,n—1)dem Gleichungssvstem (2.1) mit n—1
anstelle von = geniigen. Setzt man dann
(‘7?,2—1‘)1/2 (l;:l,...,n )
Yoo = \Tpz | Yo o=1,....n—1
1
Xpn = — — (k=1,...,n)
n
Emyye = 0 (k=1,...,0n—1)

1) Man vel. [1], S. 17 ff.
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und 2,4, = 1, so geniigen die ,,, wie man ohne weiteres nachpriift,
dem Gleichungssystem (2.1).
Allgemein liefert die Ausgangsmatrix

E)

durch Induktion die Matrizen

1
(2.2) 4, = [P daa —5 (n=2,3,...)
0 1

mit A7}, = (m/(n*—1))2. Dabei bedeutet die rechte Seite eine Matrix
mit n+1 Zeilen und =« Spalten, und zwar so, dass die mit A,
multiplizierte Matrix A4, ; von der ((n+1)-ten) Zeile 0,0,...,0,1
und der (n-ten) Spalte —1/n,—1/n,...,—1/n,1 umrahmt wird.
Der Leser kann feststellen, dass

vs 1

2 2

4= | V31
2 2

0 1

ist.

Bezeichnet man allgemein das innere Produkt zweier Vektoren a, b
(in dem dazugehérigen Raum) durch <a,b), so kann man den Inhalt
des Hilfssatzes 1 in geometrischer Sprache auch folgendermassen formu-
lieren:

Hilfssatz 2. Bei gegebenem ganzzahligen n =1 existiert in R™ emn
Vektorsystem (ay, ..., 0,,;) mit den Eigenschaften:

1. Es gilt

(is=Fk)

(2.3) i, 0y = (t,bk=1,...,n41).

— S| -

(i=1Fk)
2. Man definiere mit Hilfe der Vektoren

(2.4) G = (@ s+ -« s Mkn) (k=1,...,n+1)
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die Vektoren

(2.5) 0 = Gy, Quyy) (i=1,...,n).
Dann bildet das Vektorsystem (ay, ..., q,.;), wobei
(2.6) a = [ar,...,a]

ist, ein in R"T' orthogonales Vektorsystem.

Der Vektor [a,,...,a,] in R"*!' hat dieselbe Bedeutung wie das
dussere Produkt [a,b] (oder auch a A b) in R3 und wird durch
den iblichen Prozess aus der Matrix

(2.7) M = (au) (k 1""’n+1>
l=1,...,n
mit Hilfe der = quadratischen Unterdeterminanten n-ter Ordnung
(unter Einbeziehung der Orientierungsverhéltnisse) konstruiert. Die Nor-
mierung des Systems (aj,...,qa,,;) von R"' wird durch folgenden
Satz festgelegt:
Hilfssatz 3. Man sefze

(2.8) zzanH (A>0),

und bilde das Vektorsystem (¢, ..., c¢c,.,) mit

(2.9) G =4a  (k=1,...,n)
und

(2.10) Copr = [C, o0y C] = 2% [y, ..., aa].
Dann ist (¢, ..., Cyyq) orthonormal in R"F'.

Bewers. Nach Definition ist
a:«.+1 = (4dy,...,4,51)

wobei (—1)**! 4, gleich derjenigen Unterdeterminante ist, die man
aus M durch Streichung der k-ten Zeile erhdlt. Andererseits gilt nach
einem klassischen Satz von Gram 2)

M=o, 00 (1=u,v=ntl;u,vsk),

wobei rechts die Determinante der in Frage kommenden inneren Produkte
{a;, axy bedeutet. Somit wird

2) Man vgl. etwa [3], S. 21.
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Man addiere jetzt in der letzten Determinante rechts die erste Zeile nach-

einander zu der zweiten, dritten, ..., n-ten Zeile. Dann erhélt man die

Gleichung
1 |n+1
2 —
(2‘11) Ak_n+1 n wy (ﬂ’v_l) ;n)
und somit
n-1)1
(2.12) Ai=(+n)— (k=1,...,m)
n
Das liefert die Gleichung
, (n4-1\"
ot = (2,
d. h.
2 ! 5 a R " )n fo2
[e1yee s P =T[Aay,...,20,F = (m o, a2 = 1.

Da nun andererseits mit Riicksicht auf Hilfssatz 1 (mit aa

anstelle @)
sowie auf die Definition von a,,,

die Gleichungen

<ci’ck>=;“2<a1{7ali>=6ik (2,]6:1,,71,)

und
<ck7cn+l> = ;1-"+1<a,:,[a;,..-,0,’,]> =0 (k: 1""’71’)
gelten, muss das Vektorsystem (c;,...,c¢,,;) orthonormal in R™* !
sein.
Da das Vektorsystem (a;,...,a,) in R", dessen Existenz durch
den Hilfssatz 1 fiir jedes n =1 gesichert ist, einer beliebigen orthogo-
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nalen Transformation (in R™) unterworfen werden kann, so ist das Vektor-
system (¢;,...,C,,;) nicht eindeutig bestimmt. Wir gehen darauf
nicht niher ein.

3. Der Operator S von H.A. Schwarz. Es sei O eine fest ge-
gebene offene, nicht leere Teilmenge von R"*. Wir ordnen jedem Punkt
x von O ein (lokales) Vektorsystem

(3.1) H. = (f)l e bn+l)
zu mit den Eigenschaften (2.1), insbesondere mit der Eigenschaft
1 (i=k)
(3.2) By by = L ,
Tn (FR)

und schreiben A H, fir das Vektorsystem (9,,...,%20%,,,). Die
Gesamtheit simtlicher Vektorsysteme H, mit den Eigenschaften (3.2)
wird im folgenden durch §. bezeichnet. Falls eine Abkiirzung erfor-
derlich ist, wird anstelle H, und . die Schreibweise H bzw. 9
verwendet.

Definition 1. Im folgenden soll bedeuten:

1. S(x,r) die offene (n-dimensionale) Kugel um den Punkt z wvom
Radius r.

2. &, den Rand von S(x,r).

3. S(x,r) die abgeschlossene Kugel um « wvom Radius r.

4. Fur €0, 8. die grisste offene Kugel um =z, die in O liegt.

Der Radius von S, ist stets positiv oder -+ co.

Definition 2. Bei gegebenem =z € O soll

nt1

1
(3.3) A flx) = mkzlf(x + h )

gesetzt werden. Dabei wird vorausgesetzt, dass h so gewdhlt wird, dass
die Punkte z -+ kY. in S, liegen.

Definition 3. Fir jedes x €0 wund jedes H,. € 9. wird der Ope-
rator S,y f(x) durch die Gleichung

2
(3.4) Surf(@) = =5 [ f(@) — f(@)]

definiert.

Fir n=1 und somit O gleich einer Vereinigung von offenen
Intervallen von R! stimmt dieser Operator mit dem klassischen Aus-
druck von H. A. Schwarz 3)

3)  Man vgl. etwa [5], S. 341 f.
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fla+h) + fla—h) — 2 f(2)
h2

(3.5)

iiberein. Der Operator S,gf(x) wird hier als der Schwarzsche Operator
bezeichnet werden.

Innerhalb . konnen folgende Operationen definiert werden:

1. Die Operation
(3.6) S fl@) = lim Sy f(2) -

h—>0

Dabei wird die Bildung, sofern nichts gegenteiliges vermerkt wird, unter
Heranziehung simtlicher H, durchgefiihrt.

2. Die Operation

(3.7) 8 f@) = lim Sy f(@)

Ist Sf(x) = S f(x) ,so wird dafiir S f(x) geschrieben. Diese Schreib-
weise auf der linken Seite einer Gleichung soll im folgenden stets zum
Ausdruck bringen, dass der Grenzwert existiert und gleich dem Ausdruck
auf der rechten Seite ist.

4. Der Laplacesche und der Blaschke—Privaloffsche Operator. Wih-
rend die Definition des Operators S,zf lediglich an die Bedingung
f€C[0] gekniipft ist, erfordert die Definition des Laplaceschen Operators
die Zugehorigkeit von f zu der Menge C*0] der zweimal stetig
differenzierbaren Funktionen in O .

Definition 4. Der (Vektor-)Operator

P
(4.1) V=g omm) = @)

\

soll der Hamilton- bzw. der Nabla-Operator heissen. Setzt man A = <\/? =
(N ,N7> , so soll der Operator

02 02

—_ — 1 !
= 3T .- T 523
ox] ox,

(4.2) A

der Laplacesche Operator heissen.

Im folgenden wird der Operator A auf Funktionen von C?[0]
angewandt.

Defintion 5. Es bezeichne /Q’ [0] die Gesamtheit simtlicher auf 0
definierten Funktionen f mit den Eigenschaften: 1) —oo =f <+
2) f ist halbstetig nach oben. Es sei f€C[0], x €0 und S(z,h)C Ss-

Dann wird gesetzt -
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(4.3) Pif(z) = hi f [f@ + hy) — f(2)] deo(y) ,
5

(4.4) P f@) = lim P, f(z)

und o

(4.5) P f(z) = R Pif(x).

Dabei  bedeutet Q5 den Rand wvon S(0,1), y einen Punkt von 0}
und do(y) das durch die Gleichung

(4.6) / do(y) =

25

normierte Masselement von £y . Das Integral rechts ist im allgemeinen im
Lebesgqueschen Sinne zu nehment) .

Die Operatoren Py f(x), P f(x) und P f(x) werden als Blaschke—
Privaloffsche Operatoren bezeichnet. Ist P f(x) = P f(z), so wird dafiir
kurz P f(x) geschrieben. Legt man zunichst den Raum C2[0] zu-
grunde, so erhebt sich die Frage nach der Aquivalenz der Operatoren S,
A4 und P. Die Aquivalenz von Pjf und Af ist bekannt und
wird in der Brelotschen Monographie [1] in grosser Allgemeinheit behandelt.
In der nédchsten Nummer soll zunichst die Aquivalenz von S wund A
gezeigt werden.

5. Definition der harmonischen Funktion. Zusammenhang mit dem
Operator S. Wir bringen zunédchst die Definition der harmonischen
Funktion:

Definition 6. Die in O definierte reellwertige Funktion f heisst
dort harmonisch, wenn sie dort die Eigenschaften besitzt:

1. Sie geniigt fir hinreichend kleine ' —ax der Gleichung

(5.1) f@) = ===V>f)

(lokale Emntwickelbarkeit in eine konvergente Taylor-Reihe).
2. Sie geniigt in jedem Punkt x won O der (Laplaceschen) Diffe-
rentialgleichung

(52) = O B S0 = 3 fule) =

%) Zur allgemeinen Orientierung vgl. man [1] und [6].
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Der Raum der auf O definierten harmonischen Funktionen wird im
folgenden durch H[O] bezeichnet werden. Es gehort zu den klassischen
Ergebnissen der Theorie der harmonischen Funktionen, dass der Raum
H[O] mit folgendem Funktionenraum iibereinstimmt:

(5.3) L0] = {fI f€C0], Af=0}.

Unser Ziel ist der Beweis des Satzes:
Satz 1. (Aquivalenzsatz.) Man definiere den Funktionenraum S[O]
durch die Gleichung

(5.4) S[0] = {f| f€C[0], Sf<0 und Sf=0}.

Dann ist S[0O] = H[O].

Mit anderen Worten: Jede stetige Funktion f in O, die in jedem
Punkt 2 von O den Ungleichungen Sf(x) <0 und Sfx) =0
geniigt, ist harmonisch in 0.

Wir beweisen zunichts den Satz:

Satz 2. Fir jedes f€C?*0] gilt die Gleichung

(5.5) Sf) = Af()
Beweis. Es sei H=(h,,...,0,,,) ein System aus § mit
De=(hy,. .., ha) (k=1,...,n+1). Dann ist
k k

S {fw + 1) — f@)

k=1
n41 h2n

wil
= 13 <, VO f@) 5 3 B, O + o).

Nun ist
ntl ntl n n n4l

2, B VoS = DY hfal = >[X 1 ]f =0,
und

ntl ntl n

k; e, )22y = k; [; ili' 3x,~,]2f(x)

2 P n+1l =n

:l,;:fbﬂ RiFy f"u"l = Z’;l 6/’.# fx;.x,u .
Somit ist
(5.6) S f(@) = A f(x) + o(1

Das beweist den Satz 2
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Zu bemerken wiire hier, dass beim Grenziibergang % —>0 das Vek-
torsystem H = (§,,...,9,,,) festgehalten werden kann. Im allge-
meinen jedoch gilt (5.6) unabhéingig von H .

6. Der Aquivalenzsatz. Es bedeutet fiir die nachfolgenden Ent-
wicklungen offenbar keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn man
O zusammenhiingend, d. h. ein Gebiet nimmt.

Da aus dem Satz 2 die Ungleichung L[O] c S[O] und sorit
H[O]c 8[0] folgt, so geniigt es zum Beweis des Satzes 1, lediglich die
Ungleichung S[O] € H[O] zu beweisen.

Es sei 2,€0, S(z,,r)C S, und v die harmonische Funktion in
S(%y,7) mit den (stetigen) Randwerten f(z) auf dem Rande Q. von
S(zo, 7). Man setze bei gegebenem &> 0

9.(%) = f(x) —v(@) + ele—x? = g(x) + slo—z/?,
und nehme an, die Ungleichung
(6.1) Sf@ = 0
gelte in jedem Punkt von O. Dann wird wegen (5.5)
(6.2) §g.@) = (n+1)e.
Es sei nun

M = sup{g,(x)| x €S(x,7)},

und fiir ein x, €S(xy,7), g¢,(v,) =M.
Dann wiirde wegen

2n 2n
Sur9.(01) = 77 [n 0.(w2) —0,(@)] =5 [M — M] = 0

die Ungleichung Sg.(x;) <0 folgen, was der Ungleichung (6.2) wider-
spricht. Somit gilt
sup{ 9.(2) | ©€8@e. 1)} = lim  g,(v),

d.h. (wegen w»(x) —f(x) =0 fir [a—z) —7r)
f@) — v(@) + ela—ag2 < &2,
Das liefert durch Grenziibergang die Ungleichung
(6.3) f@) = o) (2 €8, ).
Durch Anwendung des gleichen Verfahrens auf die Funktion

v(@) — f@) + e llx—a?,
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erhdlt man entsprechend

v@) = fl@) (v €8(x%,1)),
und mithin in Verbindung mit (6.3)
(6.4) fx) = v(x) (x €8xy, 7)) .

Das beweist die Ungleichung S[O] € H[O] .

Somit ist folgender Satz bewiesen worden:

Satz 8. Jede in O reellwertige, stetige Funktion [ mit den Eigen-
schaften Sf=0 wund Sf=0 -ist harmonisch in O .

Nachfolgender Satz kann als Verallgemeinerung des klassischen
Gauss’schen Mittelwertsatzes angesehen werden:

Satz 4. Man ordne jedem Punkt x wvon O ein festes, jedesmal
von x abhdingiges Vektorsystem H.,= (f;,...,9,,1) zu und nehme an,
dass die Funkiion f€ C[O] die Eigenschaft

(6.5) lim Spm f(x) = 0

h->0

besitzt. Dann ist [ harmonisch in O .
Da die Bedingung (6.5) schwicher als die Gauss’sche Bedingung

(6.6) /f(l‘ +hy) doy) = f)

2;
ist, folgt daraus, dass (6.6) erst dann aus (6.5) folgt, wenn letztere fiir alle
Systeme H, von 9. gilt.

7. Die subharmonische Klasse. Verallgemeinerung des Kriteriums von
Blaschke — Privaloff. Zuniichst sei die Definition der subharmonischen
Funktion in R™ vorangeschickt:

Definition 7. Eine auf O definierte numerische Funktion f soll
subharmonisch heissen, wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:

(1) fx) € "R =[—w,+x), f(x)=—own.

(2) f ist halbstetig nach oben.

(3) Es sei x ein beliebiger Punkt von O wund S@,rc S.. Fer-
ner sei h einein S(x,r) stetige und in  S(x ,r) harmonische Funktion
mit f=h auf dem Rand €, wvon S(x,r). Dann gilt die Ungleichung
f=h in S,r).

Die Gesamtheit simtlicher auf O subharmonischen Funktionen wird
durch /I\i [O] bezeichnet.
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Der Satz von Blaschke—Privaloff (Brelot [1]) kann nun folgender- .
massen formuliert werden:

Satz 5. (Blaschke—Privaloff.) Es set f€C[0O]. Genigt dann f
in jedem Punkt x der Menge

(7.1) Oy :={2|2€0, —0 <flx) < +0}
der Bedingung
(7.2) P f(z)

v

0,

so st f subharmonisch in O .

Wegen f== —o ist die Menge O, nicht leer.

Das Kriterium von Blaschke und Privaloff hat ein Analogon im Raum
9’\ [O] sémtlicher auf O definierten, nach oben halbstetigen (numeri-
schen) Funktionen f= —oo.

Satz 6. Es sei f€ /0\[0]. Geniigt dann f der Ungleichung

(7.3) Sfl) =0

i jedem Punkt x wvon O, so ist f subharmonisch in O .

Beweis. Es geniigt offenbar zu beweisen, dass die Bedingung (7.3) die
Bedingung (3) der Definition 7 impliziert. Es bezeichne z, einen Punkt
von O, und S(z,,r)c S eine Kugel um 2, vom Radius »> 0.
Man konstruiere eine in  S(z,,7) harmonische Funktion % mit stetigen
Randwerten = f auf £ . Wir setzen, dhnlich wie vorhin, bei gegebe-
nem &> 0

(7.4) 9.(@) = f@) — h(x) + & [le—z,f?,

und bilden Syg.(x) in jedem Punkt von O, in S. Da (7.3) gilt,
so existieren fiir beliebig kleine % Systeme & H mit endlichem
Sy f(x) . Nun folgt aus

Sin 9.(2) = Supf@) — Spgh(x) + 2ne
und somit wieder (wegen Sh(z)=0)
(7.5) Sg(x) = Sfx) +2ne = (n+1)e.

Daraus folgt, dass ¢, in keinem Punkt von O, ein Maximum haben
kann. Somit gibt es mindestens eine Cauchy-Folge [y]7 von O, in
S(xy,r) mit den Eigenschaften:

1. limy, =2 € S(w,,r)— 0,.
k— 40
2 lim g, () = M = sup{g,.(x)| « €S(x,,7) }
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Nun ist f halbstetig nach oben und somit auch g¢,. Das hat zur
Folge, dass
g.2) = lim g(2) (2€8%,n)

[e—x||>r
gilt und wegen
lim  (f(z) — h(@)) = 0
[x—2l|>7
wird
g.(x) = fl@) — k(@) +elle—xlf = er® (2 €8(x,7)).

Der Grenziibergang &0 liefert den Beweis f=h in S(z,,7r) und
somit die Erfiillbarkeit der Bedingung (3) der Definition 7.

Der Vorteil des Operators S gegeniiber dem Operator P von
Blaschke —Privaloff liegt an erster Stelle darin, dass er ausser dem Grenz-
iibergang h-—>0 keine weiteren Mittelungsprozesse, wie etwa den
Differentiations- bzw. Integrationsprozess benotigt.

Aus der Tatsache, dass man durch Integration von Sum, f(x) {iiber
simtliche H, den Operator P, f(x) erhilt, folgt, dass die Forderung
S f(x) =0 in gewisser Hinsicht schwicher als die Bedingung Pfx)=0
ist. Darauf soll jedoch hier nicht ndher eingegangen werden.

8. Der Fall eines Riemannschen Raumes. Die vorherigen Entwick-
lungen lassen sich ohne Schwierigkeit auf Riemannsche Rdume tibertragen.
Wir erinnern zunichst kurz an folgende Begriffsbildungen:

Unter einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit wird allgemein ein topo-
logischer separierbarer Raum X verstanden, dessen Punkte mindestens
eine Umgebung besitzen, die zu der offenen n-dimensionalen euklidischen
Einheitskugel homomorph ist3) . Es wird vorausgesetzt, dass X eine
abzéhlbare Uberdeckung {U,}y besitzt derart, dass jede offene Teil-
menge von X sich als Vereinigung von Mengen U; darstellen ldsst.
Da mit U €{U;}¥ =zugleich die Abbildung «—(2',...,2") in die
Einheitskugel S(0,1) (ausfiithrlicher: (2'(x),...,2"(x))) gegeben wird,
so ldsst sich die Gesamtheit der Funktionen f auf X durch die
Gleichung

(8'1) f(.%‘) :f(a:l,...:x")

definieren. Die Funktion f ist definiert auf X, wenn sie in der
Umgebung jedes Punktes von « durch die Vorschrift (8.1) definiert ist.
Ist »=0 ganz, so bedeutet die Schreibweise f€C", dass f (aus-
gedriickt durch die lokalen Koordinaten at,...,2" stetige Ableitungen

5) Zur allgemeinen Orientierung vgl. man [9].
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von der Ordnung % < r hat. Insbesondere bedeutet C die Gesamt-
heit sdmtlicher stetigen Funktionen auf X .

Wird U durch zwei Koordinatensysteme (21,...,2") und (z'1,...,2™)
(kurz: («¥) und (2™)) gegeben, so werden die Transformationssysteme

xh o= @, ..., 2"

(8.2) (k=1,...,n)

k= k@, ..., 2™
im allgemeinen durch Funktionen a*, x* hergestellt, die in C* (r = 3)
liegen. Bei jeder Transformation von der Art (8.2) (lokale Koordinaten-
transformation) wird angenommen, dass beide Determinanten

ox'k oxk

Lo o

b

von Null verschieden sind.

Definition 8. Ein Riemannscher Rawm wird auf einer n-dimensionalen
Mannigfaltigheit X  durch die Vorgabe einer positiv definiten quadratischen
Differentialform

(8.3) ds? = gy da'dx® (¢,k=1,...,m)
mit G o= gn, Ga = ga(@,...,a") = gu(x) gegeben®). Die Form (8.3)
soll im Sinne der Gleichung
s ox' ox* e 1 o
(8.4) ds® = gu mga?;dl‘w dx't = Goer dx'™ dx

mvariant sein.

Wir schreiben im folgenden M" fiir den dadurch definierten Rie-
mannschen Raum und nehmen an, dass die g mindestens einmal
nach den jeweiligen lokalen Koordinaten stetig differenzierbar sind.

Definition 9. Es wird geschrieben:7)

(1) g far die (positive) Determinante der gu, .

(2) ¢* far die Ausdriicke Aulg, wober Ay das algebraische Komple-
ment von (ga) n bezug auf g ist. Bekanntlich gelten die Gleichungen

. L Il (e=kFk)
(8.5) g’”gﬂk:é;czéikzlo (i#k).

Es gilt stets gH = g™ .

6)  Als Nachschlagswerk fiir den klassischen Tensorkalkiil kann man [2] benutzen
Sowohl in (8.3) wie auch spéter wurde im Einklang mit der bekannten Vorschrift des
Tensorkalkiils bei mehrfach auftretenden Indizes das Summationszeichen weggelassen.
In solchen Fillen ist dann stets iiber den betreffenden (stummen) Index von 1 bis n
zZu summieren.

)  Man vgl. [2], S. 27 ff.
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(8) I} far die Ausdricke (Gamma-Symbole) von Christoffel

1 iﬂ{li ={kl1 1 (8ng 1. 6gk;).

(8.6) 29 | u i J - gg oz’ - ot oa

(4) A far den allgemeinen Laplaceschen Operator

(8.7) \/ P (\/gg ax)

Dieser geht fir gu = 0a in den klassischen Operator
02 02
oo T T aa

S

iber.
Neben diesen Definitionen wird im folgenden noch das Differential-
gleichungssystem

dx . dak dat

(8.8) —a A Th o =0 (i k=1,...,n)
mit der Bedingung
(8.9) gikflf@ =
ds ds
benotigt 8) .

9. Vorbereitende Tatsachen. Es bezeichne O eine nicht leere offe-
ne Teilmenge von M", [ eine reellwertige, zweimal stetig differenzier-
bare Funktion in bezug auf die jeweiligen lokalen Koordinaten (also
f€C?[0]), x einen festen sonst beliebigen Punkt von O und y einen
geoditischen Kurvenbogen durch x mit dem durch die Gleichung

g £ & =1 normierten Tangentenvektor &= (&,...,&") in xz. Die
Bogenlinge s von p soll von a aus gemessen werden. Dann kann
man die Koordinaten der Punkte y = (y',...,%") von y in der

Umgebung von 2z in der Form ?)
& (s £, .., s &)

darstellen, wobei die v; dem System (8.8) geniigen, und die Bedingungen
(0, ...,0) =0, (dyids),—y =v;(0,...,0) =& (i=1,...,n)erfillen.

8)  Man vgl. [3], S. 40 ff.
9)  Eine ausgezeichnete Darstellung der Riemannschen Zentralkoordinaten findet
der Leser in den Weylschen Kommentaren in [4].

2
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Bekanntlich definieren die Gleichungen 2f + y; die (infinitesimale)
Parallelverschiebung von & lings y.
Eine leichte Rechnung bestétigt nun die Gleichungen

5=0

(9.1) (CAp—
' ds =
und (mit Riicksicht auf das System (8.8))

il e g
(9.2) Tt)ey = Ut — Lhif) £ 8.
Fithrt man in (9.2) die kovarianten Komponenten & von & durch
die Gleichungen

éi = gi,u 5/4
ein, so ldsst sich (9.2) in die Form
d2f ky " 1
(9'3) @ P =4 (kaxl - Fklfx-"‘) é:v 5
bringen.

Diese Gleichung, die praktisch die zweite Richtungsderivierte von f
in x auf y gibt, bildet die Grundlage der weiteren Untersuchung.

10. Der Operator S. Die Ubertragung des Operators S,; auf
Riemannsche Mannigfaltigkeiten erfordert lediglich den Begriff der Paral-
lelverschiebung des Tangentenvektors auf einer geodétischen Linie durch
den Punkt z. Die Vektorsysteme H = (f);,...,},,;) liegen jetzt
im Tangentialraum von M" in z und bestimmen durch ihre Vektoren
B1s..., 0., (die hier die Rolle der & iibernehmen), jedesmal die
n+1 n-Tupel = (p,,...,y,) (k=1,...,n41), die jedes-

k k k

mal von s und der Anfangsrichtung Y. = (h,,...., k) abhingen.
k k

Es sei jetzt f reellwertig auf einer offenen Punktmenge O von
M". Wir setzen im Anschluss an die Entwicklungen von 3

ntl

1
(10.1) Amf@) = 7 Y flety)

und definieren den Operator S,z auf O durch die Gleichung

2n
(10.2) S fle) = —{Admfl@) — fl@)}.
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Hat man die Definition von sH (bei gegebenem H, ), so lassen sich
Sfx), Sf(x) und Sf(x) durch die Gleichungen

(10.3) 8 f(x) = lim S,y f(2)
(10.4) 8 fz) = lim 8,z f(x)
und

(10.5) S f(z) = lim S f(x)

definieren. Letztere Gleichung setzt voraus, dass der Grenzwert rechts
existiert, d. h. dass Sf(x) = Sf(x) gilt.

Definition 10. Die in O cC M" definierte reellwertige Funktion f
wird dort als harmonisch bezeichnet, wenn sie in jedem Punkt x won O
die Eigenschaften hat:

1. Die Ableitungen fug (genommen in bezug auf die lokalen Koordi-
naten) existieren in jedem Punkt = wvon O wund sind dort stetig.

2. Es gilt

(10.6) A f(z) \/ P k(\/gg"’ = [@ )

i jedem Punkt von O .

Dass in der Definition 10 die lokale Darstellbarkeit von f im Sinne
der Gleichung (5.1) nicht zugrundegelegt wird, liegt darin, dass die g
im allgemeinen nicht analytische Funktionen der lokalen Koordinaten
sind.

Man kann hier jedoch ohne Schwierigkeit das Analogon des Satzes 2
beweisen:

Satz 7. Fir jedes f€C2[0] gilt die Gleichung

(10.7) Sf) = 4f(x)
Dabei wird A durch (8.7) gegeben.
Beweis. Es sei f€C*0]. Dann ist

n+l
= (n+1) lim Sst(x) = nz [gw (fxfx’ - F'rulfxﬂ) iLv fl] ’
>0 k=1
und somit wegen

ntl ., — (v=1)
ibvfl:<bﬂ’bl>= (’V,Z=1,‘..,7I,),
=t 0 (v=£1)

8f@) = g" (fou — Tlifon) -
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Die Heranziehung der Identitdten 10)

(10.8) g I+ \/ 5 ( O Wag) =

liefert nun durch Einsetzen

S f) = g" xrxz+v 7 ( \/gg“’

Vgax (Vgg“ )= A f(@).

Somit gilt fiir jedes x €0
Af@) =0 = Sfx) =0 (feCO]).

Der Beweis, dass aus Sf(x)=0 in O stets A4f(x)=0 ~{folgt,
kann genau so gefiihrt werden, wie die entsprechende Behauptung fiir den
Raum R*. Voraussetzung dafiir ist hier die Existenz der Funktion v
in der Umgebung jedes Punktes 2 von O, etwa innerhalb einer Kugel
S@,r) in O, welche auf (] stetige Randwerte =f besitzt und
der Potentialgleichung Av =0 (wobei A durch (10.6) gegeben wird)
geniigt. Ist die Existenz von v gesichert, so liefert die Wahl

= f) Y) + e ga (' —2) (yF—a*)

mit  gg = gik(x) das Analogon der Funktion ¢, von 6. Die Durch-
fithrung des Beweises, unter Heranziehung der Operatoren A,; und S,z
dieser Nummer, stosst auf keine Schwierigkeiten und wird dem Leser iiber-
lassen.

11. Nochmals der Blaschke—Privaloffsche Satz. Wird die Existenz
der Funktion v (lokal) vorausgesetzt, so kénnen sowohl der Blaschke—
Privaloffsche Satz als auch der Satz 5 auf die Ridume M"™ iibertragen
werden. Zunichst ist die Bedeutung des Operators P f(x) in dem Sinne
zu modifizieren, dass hier anstelle des Integrals rechts in (4.3) der Ausdruck

(11.1) = ——/{fx—}-zp (@)} dw(&)
" mit
Y = (W15 vn)
und

10) Man vgl. etwa [7], S. 119.
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v o= p(s &, ..., 88 (k=1,2,...,n)
genommen wird. Dabei gilt wieder
w0, ...,0) =0, y(0,...,0) = &,
und
(11.2) g E& =1 (ga = gul(®)) .

Ferner stellt dw(£) , dhnlich wie vorhin, das durch die Bedingung

/dm(é) =1

Q2%
normierte Masselement der euklidischen Kugel (11.2) in & im Tangen-
tialraum von M™ in a dar.
Mit Hilfe des Operators P, f(x) kann der Satz 5 dadurch verallge-
meinert werden, dass man dort (unter der Annahme f€C [0]) die Un-
. . . N\
gleichung (7.2) durch die Ungleichung

(11.3) lim P, f(x) = 0
>0
ersetzt.

Auf den Beweis dieses Satzes wird hier nicht eingegangen werden ).
Nachfolgender Satz stellt das Analogon des Satzes 6 fiir den Riemannschen
Raum M" dar:

Satz 8. Das Dirichletsche Problem sei (im Kleinen) losbar in  M".
Es sei f€ /C\’[O] und

(11.4) Sf@) = 0
in jedem Punkt x der Menge
(11.5) 0, = {2l 2€0, —w < fla) < +oo}.

Dann qilt f€ /f\l [o7.
Der Beweis dieses Satzes verlduft nach dem Vorbild des Beweises des
Satzes 6 und Heranziehung der Funktion

9.(y) = ) — My) + & gale) (ff =) (F—*)

bei fest gegebenem a in O, und y €S ,ryc 8,. Hierbei bedeu-
tet A, dhnlich wie in 7, eine (in bezug auf den Operator (4) von 8) harmo-
nische Funktion mit Randwerten =f auf ). Bildet man wieder
Sg.(x) (wobei § durch (10.4) gegeben wird), so erhilt man wegen

m Man vgl [1). 5. 18 f.
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Sh(x) =0 die Ungleichung Sg,(x) = (n+1)e> 0. Der Rest des Be-
weises erfordert eine Wiederholung der Schliisse in 7.

Die lokalen Eigenschaften von S, , insbesondere die Definition der
Operatoren S, S und 8 konnen einfacher begriindet werden, wenn
man die Riemannsche Form des Bogenelements von M" zugrundelegt 12),
welche den Vorteil besitzt, dass die lokalen (Ausgangs-)Koordinaten-

systeme orthogonal werden. Ich begniige mich hier mit dieser Andeutung.

12. Anwendung auf die Theorie der elliptischen partiellen Differential-
gleichungen. Das in den vorherigen Nummern entwickelte Kriterium
fiir subharmonische Funktionen ohne Heranziechung des Integralbegriffs
lisst sich zunéichst ohne wesentliche Schwierigkeiten auf Losungen von
Differentialgleichungen von der Form

(12.1) Au = g(x,u)

in einem Gebiet O von R"™ anwenden und ermdoglicht den Nachweis
der Existenz einer Lésung unter schwicheren Voraussetzungen als dies
bisher der Fall war.

Satz 9. Es sei g(x,y) (a=(xy,...,%)) eine stetige Funktion
von (x,y) in R'XR und [ eine auf OC R™ definierte reellwer-
tige stetige Funktion von «x mit der Eigenschaft

Sf) = gz, f(x))
8 f() z, f(x))

Dann ist f zweimal stetig differenzierbar und gewiigt der Differential-
gleichung (12.1).

Es bezeichne in der Tat @ eine (lokale) Losung der Poissonschen
Differentialgleichung

(12.2) (2€0).

v IA

(12.3) AD@) = g, flx)) (2 €8xy, 7).

Man setze ¥(x) = f(x) — @(x) und beachte, dass (wegen S @(x) = a(z) )
8 W ) = Sf@) = AP@) = 5f(w) — gle. fle) .
S ¥(@) = Sfx) — A D) = = S f(x) ,f(‘r))

und somit S P(x) =0 und 8§ Y(x) =0 gilt. Daraus folgt, dass ¥
harmonisch in = S(x,,r) wund somit in O ist. Das hat zur Folge, dass
J zweimal stetig differenzierbar in O  ist und mithin gilt .1 f(x) =
S f(x) = g(x, f(x)) . Das beweist den Satz 9.

Der Satz 9 kann dazu benutzt werden, nun die Existenz von differenzier-
baren Losungen der Schrodingerschen Differentialgleichung

2)  Man vgl. [2], S. 234 ff.
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wobei m , h,E physikalische Konstanten sind und U eine Ortsfunk-
tion ist13), lediglich unter den Voraussetzungen

8aZm
Sy + 3 E-U)yp =0,
(12.5)
_ 8 12 m I
Sy+ p (E-U)y =0

mit einem stetigen 1y, zu beweisen. Der Beweis ist eine unmittelbare
Folgerung des Satzes 9 und wird hier nicht wiederholt werden.

Da der Satz 9 auch dann gilt, wenn die Dimension n gleich Eins
genommen wird, so scheinen die Raum-Zeit-Vorgénge in der Natur weniger
mit der zweimaligen Differenzierbarkeit der in Frage kommenden Funk-
tionen zusammenzuhingen, als mit einer Oszillationseigenschaft des
Operators S (im euklidischen und Riemannschen Raum), welche die
Ungleichungen (12.2) und (12.5) und (fiir etwa die Zeitdimension)

Syt) + 2yt
Syt) + 2ylt) = 0

mit einem Parameter 7 zur Folge hat. Dabei werden S .8 in (12.6)
durch (3.5) gegeben 14).

Folgende Bemerkung diirfte noch von Interesse sein: Bekanntlich %)
fithrt das Entwicklungsproblem einer Funktion f in R" auf die Reihe
Y,+Y,+ ... von Hyperkugelfunktionen, die wiederum auf Q4 ein-
geschriinkt, mit dem Problem der Entwicklung einer auf der Einheitskugel
&4 ... +& =1 definierten Funktion in eine Reihe X,+4+X,+ ...
zusammenhingt, wobei die einzelnen X, den Gleichungen

1A

(12.6) (tER)

(12.7) AXy +k(k4n—2)X, = 0

geniigen, wobei .| den Operator (4) von 8 fiir die Oberfliche der n-dimen-
sionalen euklidischen Kugel (d. h. fiir ;) bedeutet. Man setze

- k()
F) = ,,.Zl L(AE;T:E) (v € .Q(I) )

1) Néiheres iiber die Schrodingersche Differentialgleichung findet der Leser in
jedem Buch iiber Theoretische Physik.

14)  Dass ich hier dieses Beispiel gewihlt habe, lag an meinem Wunsch zu demon-
strieren, dass der Ablauf der Naturvorginge auch ohne den Begriff der Differenzier-
barkeit erfasst werden kann.

15)  Zur allgemeinen Orientierung vgl. man etwa [7], S. 182 ff.
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und bilde S F(z). Lassen sich hier Sédtze beweisen, die die klassischen
Satze von Riemann iiber trigonometrische Reihen verallgemeinern? Kine
entsprechende Frage ldsst sich stellen, wenn man unter Zugrundelegung
des Operators S,z von 10 das Analogon der Riemannschen Sitze fiir die
Entwicklungen von Funktionen nach den Eigenfunktionen einer Sturm—
Liouvilleschen Differentialgleichung beweisen kann. In diesem Falle
wirden die Eigenwerte 4. der in Frage kommenden Differential-
gleichung die Rolle der k (k+n—2) iibernehmen. Das ist aber auch
alles, was man augenblicklich dazu sagen kann.

Zum Schluss mochte ich Herrn H. Begehr in Berlin fiir Hilfe bei der
Korrekturarbeit danken.

Freie Universitdt Berlin
Deutschland
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