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Vorwort

Meinen hochverehrten Lehrerrt, Herrn Prof. Dr. Olli Lehto und lferrn
Prof. J)r. K. I. Virtanen sowie Herrn Prof. Dr. Jus-qi Väisälä will ich hier
meinen aufrichtigen Dank fiir ihre unermiidliche Hilfsbereitschaft aus-

sprechen.
Ferner sei mit Dankbarkeib erwähnt, dass rtiese Arbeit durch zwei

Stipendien von dem n'innischen Kulturfcrnds und durch ein Staatsstipen-
dium fiir junge Wissenschaftler finanziell gefördert worden ist.

Helsinki, im Juni 1967.

TepaNr Kuuser,o



Einleitung

Die quasikonformen Abbildungen sind eine Art Verallgemeinerung der
konformen Abbildungen. Wie infinitesimale Kreise durch konforme Ab-
bildungen eines Gebietes auf ebensolche iibergefiihrt werden, so werden sie

durch die differenzierbaren quasikonformen Abbildungen (Grötzsch [6])
auf infinitesimale Ellipsen abgebildet, und zwar so, dass die Dilatationen,
d.h. die Achsenverhältnisse der Bildellipsen, eine endliche obere Grenze

haben. Die allgemeinen quasikonformen Abbildungen werden etwas anders

definiert, sie haben verallgemeinerte Ableitungen und die Dilatations-
bedingung soll nur fast iiberall erfiillt sein (vgl. III.2).

Es erwies sich als ein zentrales Problem der Theorie der quasikonformen
Abbildungen zu untersuchen, ob es quasikonforme Abbildungen gibt, die
in Punkten eines Gebietes vorgegebene Dilatationen und Dilatations-
richtungen haben (vgl. II.1). Dieses Existenzproblem ist in Spezialfällen friih
vor der allgemeinen Theorie der quasikonformen Abbildungen gelöst wor-
den. Schon im Jahr 1822 zeigt'e Gauss in seiner Kopenhagener Preisschrift

l+] die lokale Existenz fiir quasikonforme Abbildungen mit einer reell-
analytischen komplexen Dilatation. Seitdem haben Korn f9l und Lichten-
stein l15l das Existenzproblem fiir Hölderstetige komplexe Dilatationen
erledigt, uud der Fall stetiger komplexer Dilatationen erhielt, seine Lösung
in Lavrentieff [11] (fiir den Zusammenhang zwischen quasikonformen Ab-
bildungeir und der Lavrentieffschen Abbildungsklasse s. Näätänen [18]).
Die endgiiltige Lösung des Problems ist von Morrey [17] gegeben, die
Bedeutung seiner Resultate ftir die Theorie der quasikonformen Abbildungen
u.urde jecloch erst in den 50er Jahren gemerkt (vgl. hierzu auch Martio [16]).
Yon den späteren Bev-eisen seien nur diejenigen von Bojarski [3] und
Lehto-Virtanen [3] genannt.

Unsere Absicht ist es, hier dem Existenzsatz der quasikonformen Abbil-
dungen einen einfachen und dwchsichtigen Berveis mit den Methoden der
klassischen X'unktionentheorie zu geben.

Im ersten Kapitel werden die quasikonformen Abbildungen von Grötzsch
definiert.

Das folgende Kapitel ist den reell-analytischen quasikonformen Ab-
bildungen gewidmet. In diesem Fall können wir das lokale Existenzproblem
auf eine gewöhnliche Differentialgleichung zuriickfiihren. Diese Methode
ist auch von Ahlfors-Sario [1], S. 125 ff., angewandt worden.
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fm dritten Kapitel wird der allgemeine Existenzsatz bewiesen. Hin-
sichtlich der Funktionen mit verallgemeinerten Ableitungen verweisen rrir
auf das diesbeziigliche Kapitel von Lehto-Yirtanen [14]; unsere Normali-
tätsbetrachtungen sind denjenigen von H. RöhrI in Hurwitz-Courant [7]
ähnlich.

Zum Schluss definieren wir sog. quasikonforme Mannigfaltigkeiten. Mit
Hilfe des Existenzsatzes wird gezeigt, dass jede quasikonforme Mannig-
faltigkeit auch eine analy"tische Struktur hat.

Es sei noch bemerkt, dass tiber die vorhandenen Ausfiihrungen schon
friiher in Lehto [12] referiert worden ist.

I. Reguläre quasikonforme Abbildungen

I.l. Differenzierbare Abbi,ld,ungen Es sei / eine komplexe Funktion, die
in einem Gebiet G der komplexen Ebene C differenzierbar ist. Dann
können wir ihr totales Differential d,f mit Hilfe der Differentiale dz :und

d2 darstellen,

(1)

(2)

(3)

Die X'unktionen f, lund fr, die auch durch ä,/ und lrf bezeichnet werden,
heissen die kompl,eren Ableitungen yor. /. Mit den partiellen Ableitungen

/" und l, stehen sie im folgenden Zusammenhang:

f*:f,*f* f,:i(f,-fr).
Punkte, wo die Jacobische ?u,nktionald,eterminante

Jf : lf,'i' lfrl'
der Abbildung / einen nichtverschwindenden Wert hat, heissen reguliir.
Wenn z ein regulärer Punkt, ist und / in einer Umgebung yorvu) : f{")
eine inverse Abbildung g hat, so ist auch g im Punkt w differcnzierbar
und regulär, und die Ableitungen von g haben die Ausdriicke

I.2. Quasi,konforme Abbildttngen Nach Grötzsch [6] definiert man die
regulären quasikonformen Abbildungen u'ie folgt:

Definition 1. Eine stetig differenzierbare und homöomorphe Abbildung
f : G ---> G' zwischen den komplexen Gebieten G und G' ist eine regukire
guasi,konforme Abbild,ung, falls sie im Gebiet G eine positive n'unktional-
determinante hat und ihre mar'i,male Enzentriz'itcit
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(4)

kleiner als eins ist.

lcf - .äp ifrlf,l

Unter der maxi,malen Dil,utut'i,on eir,er quasikonformen Abbildrrg "f
wird die Grösse

Kf:(l +kll$ kr),11K1a co,

verstanden. Wegen der Gleichungen (3) ist auch die Umkehrung g von /
quasikonform und hat dieselbe maximale Exzentrizität und Dilatation wie /'

AIle quasikonformen Abbildungen mit einer maximalen Dilatation nicht
grösser a1s K heissen K-quasilconform. Die J(-Quasikonformität, einer
Abbildung f : G --> G' ist offensichtlich damit gleichbedeutend, dass alle

Richturrgsableitungen lof von / im Gebiet G der Ungleichung

la"fP { KJr

(5)

(6)

(7)

geniigen. Daraus folgt, dass auch die zusa,mmengesetzhe Abbildung /r"/,
der ff,-quasikonformen Abbildungen f, eine (1(rKr)-quasikonforme Ab-
bildung ist. Wir bemerken noch, dass die l-quasikonformen Abbildungen
konform sind und umgekehrt.

I.3. Mod,ul e'iner Kuruenscha,r. Es sei l" eine Schar stetig differenzierbarer
Kurven in einem Gebiet G c C. Alle solchen nichtnegativen Borelschen
X'unktionen p, die der Ungleichung

ftir jede Kurvs y der Schar f
zulassi,gen ? u,nkt'ionen. Der flI odul

geniigen, bilden die ?amil'ie FV) der
\ron f wird als die untere Grenze

/,

definiert. Der Modul ist nur von der Schar J", nicht von dem enthaltenden
Gebiet G abhängig. Fiir J-'c J- gilt offenbar M(l') < lVg).

Es sei f : G -+ G' eine reguläre /(-quasikonforme Abbildung. fst I eine
Kurvenschar im Gebiet G, I' : f(l) ihre Bildschar, g' eine Funktion
von n(f') und q : (p' " f) (KJirtz, so gilt wegen der I)ngleiclrung (6)

(8)

ldrl

r
lul g) - inf I Q' d'zFs!

{r =lr'
f (v)

gehört also zu I g). Ausfiir alle Kurven yef, und A
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I e'a'" rr [ ,^: 
" J 

(Q,)rdr,

f (G)

Auch die I-Imkehrung
die Ungleichungen

von f ist K-quasi-

1

K tvrg)<M(f(r)) <Ktvrv)

fiir die Moduln von J- und f' : fg). Insbesondere folgt aus (9), dass

der Modul unter konformen, d.h. l-quasikonformen Abbildungen, invariant
bleibt, der }fodul ist also eine lconforme Inaariante.

L4. Verzerrung. Es sei l- : fr,, die Schar aller stetig differenzierbaren
Jordankurgen, die im Kreis Br(0) : {z: lzl < q} die Punkte 0 und z,

lzl: d, von dem Rand ABr(0) des Kreises trennen. Wir definieren in
4 (0) eine tr'unktion q, durch

IlQn irl) , i=l

Llzd , i=!

JedeKurve y eI kanninzweiTeile Tr:T -Br(0) wd yr:yfiBr(0)
zerlegL werden. X'iir 7, erhalten wir

folgt deshalb lW V)
konform, nnd somit

(e)

und so ist clie Fun
die Lrngleichung

< K lvr(r').
erhalten rvir

)_cl ,

<d.

Anderseits Jresteht Tz aus offenen
auf ABd (0) liegen. Ein einfacher

lutg (cti) arg 1ö;) i gibt auch fiir ??i

Bcgen t'li, deren Errdpunkte il;, b

\rergleich der I-,,änge von ??i mit

I
I ,!o',d= 

,

I
v

I)aher hatr:en w-ir

1

ZI

,l Itl

7

ulässig. Eine Integration von qä gibt
@ld) * nla ffir den UIodul rron f.

1i
I I 2n 

I{r,
ktion
lw (l-)

Qo fiir f z

lftl

I J r/ arg (z)
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Die Schar f enthält auch alle Kreisbogen {z : lzl : r}, d a, a q.,

die im Kreisring R : Bc1O1 - f, tOl liegen. AIso erhalten wir mit Hilfe
der Schwarzschen Ungleichung fiir jede n'unktion q € -f'(l-)

Daraus folgt, dass der Modul von I : lr,, nicht kleiner sein kann als

(Llzn)Log(qlil,), und wir haben somit die Ungleichungen

Iolqrt

I o / I r rz\

( d,Logo,f *or)'>(,"* #)'

(10)

bewiesen.
HäIt eine reguläre /{-quasikonforme Abbildung f :Bt(0)->.B"(0) den

Nullpunkt fest, so bildet sie lr,, a:uf einen TeiI von {,ra, ab. Dann gilt
lyegen (9) die Ungleichung M(fq,,) < K M(1,,y6) und weiter nach (10)

woraus wir die Yerzerrungsungleichung

1

lf@)lrl < A lrlql', A - exp (n'12)(1 1)

erhalten. fn der Tat gilt (11) mit A : 4, der Beweis erfordert jedoch um-
ständlichere Betrachtungen (vgl. Lehto-Virtanen [14], S. OZ;. Ubrigens
folgt aus der Ungleichung (ll), dass kein beschränktes Gebiet (-quasi-
konform auf die ganze Ebene C abgebildet werden kann.

Unter Anwendung der konform invarianten Metrik

können wir die IJngleichung (11) in der

, zLrzzeBr(0) ,

Form
1

(I3) ö(f(zr) ,f(zr)) I A ö(2, , zr)E

schreiben, die fiir alle regulären K-quasikonformen Selbstabbildungen /
des Einheitskreises B, (0) giiltig ist.
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II. Reell-analytische quasikonforme Abbildungen

fl.l. Jeder regulären quasikonformen Abbildung 
"f 

: G -> G' kann durch
*y: frlf, eine stetige Funktion, die komplere Di,latation \ von f, zu-
geordnet ryerden. Sie bestimmt die Abbildung / bis auf eine konforme
Abbildung. X'alls nämlich / und g quasikonforme Abbildungen desselben
Gebietes G sind, so gilt in G die Gleichung %l: Ns gena,u dann, wenn /
und g durch eine konforme Abbildung ä verbunden sind, d.h. I - h. g
ist.

Wir können umgekehrt eine beliebige in einem Gebiet G messbare
X'unktionen N,

(14)

eite komplere Di,latation, rnit der marimal,en Erzentrizi,trit k, und der
marimal,en Di,latation K*: (l + k,.)lQ - k,) nennen. Es gilt dann zu
untersuchen, ob es eine z-quasikonforme Abbildung von G gibt, d.h. ob
die Beltramisch,e Gleich,u,r'tg

( 15) f- - ,f,
in G eine homöomorphe Lösung hat. Um dieses Problem erledigen zu kön-
nen, ist es nötig, den Begriff der Quasikonformität, auf eine umfangsreichere
Abbildungsklasse als die Diffeomorphismen zu erweitern. In dem Spezialfall
reell-analytischer komplexer Dilatationen kommt man jedoch ohne irgend-
eine Erweiterung der Abbildungsklasse aus.

II.2. Reel,l-analytisclte lcomplere Dilqtationen Wenn die komplexe
Dilatation z in einem Gebiet G reell-analytisch ist, so kann sie in einer
Umge[1q irgendeirres Punktes zo e G durch eine Potenzreihe in z - zo

und z - ?o dargestellt u,erden. Durch diese Potenzreihendarstellurrgen
wird auch eine analy'tische x'unktion y zweier komplexen Yeränderlichen
erklärt, die in einer Umgebung äc C X C von i : {(u, a) : a :,ti,, u, € G}
definiert ist und der Gleichung

x@ '2): x(z)

fiiralle z €G geniigt.Weil lrl < I iri G gilt,sokönnenwirweiteryor&us-
setzen, dass auch lXl < | in H ist. Der Beltramischen Gleichung (15)
entspricht danrr eine in H definierte ana\rtische partielle Differential-
gleichung

(16) ty : L(r ,U)t* .

Denn ist I eine Lösung von (16), so wird durch f(z): t(z,Z) eine Lösung
/ de.r Beltramischen Gleichung gegeben.
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um d.ie Gleichung (16) zu lösen, untersuchen wir in ä ihre charak-

teristikengleichung
dr

w: x@'y)

Bekanntlich können wir jedem Punkt (no, l,o) € "E/ eine Umgebung U x V

so zuord,nen, dass es fiir alle (u, a) e tl x v eine der Anfangsbedingung

g(a): zr geniigende Lösung r: g(Aiu,u) vor. (17) in V gibt', die eine

analy,tische Funktion aller seiner Argumente in v x u x 7 ist. setzt man

n - h(y,t) - g(A ) no * t, Yo * t),

11

(ti)

(18)

sogiltdieGteichungh(!o+t,t):ro*fidentischfiirallefineiner
I)mgebung des Nullpunktes von C. Wir erhalten daraus durch Differentia-

tion im Punkt f : 0

- L@o,Uo)Ih,(Yo,0):L'
Da aber lx@o,ao)l < t ist, so ist ä,(y6,0) von NulI verschieden. In einer

Umgebung W C H von (rs, Ao) können wir also I als eine analytische

Funktion t:t(r,a) aus der Gleichung (18) lösen. Dann gilt es in w
identisch h(y,t(r,A)): r, und folglich haben wir

h,(A,t)t*(r,y): l,
h,(y , t) tr(r , U) * hy(y , l) : 0

fiir alle (r,ile W, t:t(r,g). -Lbet h ist eine Lösung von (I7), und es

gilt also in W

tr(*,y) : X@, U) t"(t,A), t"(r,Y) t' O .

Ist insbesond.ere (rs, ys) : (zs, 2r), zo e G, so ist die reell-analytische Funk-

tion /(z) : t(2,2) eine Lösung der Beltramischen Gleichung (I5) in einer

Llmgebung des Punktes zo. x'iir die x'unktionaldeterminante von / gilt
lregen (2) die Formel

Jr: (t - l*l') lil' .

Nunist l,@o):t*(zo,lo)10, alsoauch Jf)0, undsomitist / ineiner
Umgebung D von zo homöomorPh.

Es sei nun y ein abgeschlossener analytischer Bogen in G, d.h. 7 ist
BiId des Intervalls [0, 1] C R bei einer homöomorphen, reell-analytischen

Abbildung mit einer nichtverschwindenden Ableitung. Nach dem vorigen

existiert in einer umgebung D jedes Punkte§ z0 von y eine z-quasi-

konforme Abbildung /. weil / reell-analytisch ist, so gibt es in einer

Umgebung D' c D von zo auch eine konforme Abbildung, die auf y n D'
mit / iibereinstimmt. wenn in einer umgebung von zo eine konforme



12 Arrn. Acad. Sci. Fennica A. I. 409

Abbildung g gegeben ist, können wir also eine konforme Abbildung å
und eine umgebung D" c D von zo finden, so dass die z-quasikonforme
Abbildung h " f in D" definiert ist und auf 7 o D" mit g iibereinstimmt:

Hiltssatz 1. sei x eine im Gebiet G reell-analytische komprexe
Dilatation. Dann existiert in einer umgebung Do jedes punktes ?o

von G eine reell-analytische z-quasikonforme Abbildung .f0. .l4renn y
ein abgeschlossener analytischer Bogen ist, zoe y, können Do und /.
so bestimmt werden, dass /, auf dem Bogen T I Do mit einer vorgegebe-
nen konformen Abbildung iibereinstimmt.

Gibt es im Gebiet G eine quasikonforme Abbildung / mit d.er reell-
analytischen komplexen Dilatation z, so muss / nach dem obigen satz
eine reell-analytische Funktion mit einer nichtverschwindenden Funktional-
determinante sein. rm folgenden nennen wir solche Abbildungen reell,-
analytische quasilconfornte Abbildungen. IJnter reell-analytischen quasikon-
formen Funldi,onen werden entsprechend alle (nicht notwendig homöo-
morphen) Lösungen irgendeiner reell-analytischen Beltramischen Gleichung
verstanden. Es ist zu bemerken, dass es quasikonforme Abbildungen gibt,
die freilich reell-analytische X'unktionen, dabei aber keine reell-analvtischen
quasikonformen Abbildungen im Sinne unserer Definition sind. Als Beispiel
dient die quasikonforme Abbildung f i C -+ C, f(z) : zzZ.

rr.3. Mit Hilfe der uniformisierungstheorie könnten wir nun auch den
globalen Existenzsatz fiir reell-analytische komplexe Dilatationen aus Hilfs-
satz I folgern (vgl. hierzu Lehto-virtanen [I4], s. 205). Die Anwendung
der allgemeinen Uniformisierungstheorie wird aber hier durch eil direktes
verfahren vermieden, das der Methode der analytischen x'ortsetzung
ähnlich ist.

Essei x eineimKreis 4(0), 0 <q < oo, definiertereen-analytische
komplexe Dilatation mit der entsprechenden maximalen Dilatation K.
wir untersuchen die Menge Ä aller solchen Radien , 4 q., woftir es eine
z-quasikonforme Abbildang f, des Kreises .8,(0) gibt. Da kein endlicher
Kreis -I{-quasikonform auf c abgebildet werden kann (vgr. r.4), können
wir jede Abbildung /, vermöge des Riemannschen Abbildungssatzes so
normieren, dass sie den Kreis B,(0) auf einen Kreis -8,,(0) abbildet, den
Nullpunkt festhält und dort die Bedingung

(1e)

erfiillt.
Wenn r, §,

Abbitdung des

Gleichung

r ( s, zwei Radien aus R sind, so ist f,rl: eine konforme
Kreises 8",(0), und wegen der Bedingung (lg) gilt die
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a,$".f:)(0):1.
X'iir einen Radius r € "B bilden also die konformen Abbildungen l" " fi ,

r { s e R, eine normale X'amilie in 8",(0) (vgl. Behnke-Sommer [2],
S. 388). Wenn nun eine wachsende X'olge r. e R gegen r konvergiert,
so konvergiert deshalb eine Teilfolge der z-quasikonformen Abbildungs-
folge /,, gleichmässig auf kompakten Mengen gegen eine z-quasikonforme
Abbildung / von B,(0). Somit enthält die Menge R auch ihre obere
Grenze sup -8.

Wir betrachten einen Kreis Å : B,(0), g ) r € -8, und eine z-quasi-
konforme Abbildung / von / auf sich. Nach Hilfssatz f gibt es in einer
Umgebung U" jedes Punktes a des Randes AÅ von / eine z-quasi-
konforme Abbildung go; so dass sie den Bogen 0A n A " identisch auf sich

selbst abbildet und g,(Z n (J,) : Z n g,(U") ist. Die zusammengesetzte
Abbildung f " gi ist, dann in g"(A O U,) konform, und. kann deshalb mit
Hilfe des Schwarzschen Spiegelungsprinzips iiber den Bogen Al n U,
zu einer konformen Abbildung ä, fortgesetzt werden. Der Punkt a },at
also auch eine solche Kreisumgebung B(a) c U", dass ho in g"(B(a))
definiert ist. Die Abbildung fo: ho o g, stimmt dann in Å i B(a) mit f
iiberein und gibt folglich eine z-quasikonforme Fortsetzung von I in
,4 U B(a). Ha,ben B(a) und .B(ä) einen nichtleeren Durchschnitt, so gilt
f": fo in / n B@) n B@) und daher auch in B@) n B(b). 'Wir können
also I zv einer z-quasikonformen X'unktion g in die I)mgebung

u:Åu"Yuoo(o)

von Z fortsetzen. Weil alle Restriktionen gl / :/ und Sl B(a) : f,
homöomorph sind und g(Z n A@)) : Z n g@@)) ist, so ist g homöo-

morph a;uf. Z. Es sei V c U eine kompakte Umgebung von Z. W"it g lokal
homöomorph in [/ ist, bilden die Punkte p e g(V), deren Urbikl in V
aus einem Punkt besteht, eine in g(V) offene Menge 7I/'. Es sei I/ das Ur-
bild von 14" in V. Da g homöomorph auf Z ist und S(V - Z1n g@1 : A
gilt, so ist W eine Umgebung uo, tl. Die Restriktion von g atf l{z ist
ein Homöomorphismus, besonders können wir einen Kreis B" (0) C W, r < s,

finden, so dass gl B"(0) eine z-quasikonforme Abbildung ist. Daraus folgt,
dass sup A nicht kleiner als q sein kann. Also ist q : sup A € J?, und
wir erhalten den folgenden

§atz 1. Es sei x eine reell-analytische komplexe Dilatation, die in einem
Kreis B definiert ist. Dann gibt es eine reell-analytische z-quasikonforme
Abbildung / von B auf sich, und alle z-quasikonformen Abbildungen von
B sind von der Form ä " f, wo ä konform ist.

13
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Auf diesen Linien könnten wir den Satz auch fiir allgemeinere Gebiete

als Kreise beweisen. Um unnötigen Komplikationen vorzubeugen, haben

wir ihn nur in dem Umfang begriindet, der fiir uns beim Berveis des allge-

meinen Existenzsatzes erforderlich ist.

III. Allgemeine quasikonforme Abbildungen

IlLl. Verallgemeinerte Ableitungen Eine im Gebiet G messbare

Funktion / heisst lokal integri,erbar, wenn sie auf jeder kompakten Menge

I c G integrierbar in bezug auf das Lebesguesche X'lächenmass ist. Eine
messbaren'unktion f gehörtin G lolcal,zu LP, f eL!(G), wenn l/lP in G

lokal integrierbar ist. Die Konuergenz wfud in LP" (G) so definiert, dass eine

Folge /^ dann gegen eine tr'unktion / in L! (G) konvergiert, wenn ;f,
auf jeder kompakten Menge F c G gegen f in LP (I) konvergiert. Die
Folge /, ist lolcal in LP beschriinld, wenn sie in jedem L'@) beschränkt ist.

Eine stetige Funktion f besitzt im Gebiet G ueral,lgemei,nerte LP-Ablei-
tungen, falls / absolut stetig auf Geraden in G ist und die fast iiberall
existierenden partiellen Ableitungen f" und f, lokal zu LP gehören

(Lehto-Virtanen I-I41, S. 150 ff.). Die verallgemeinerten komplexen
Ableitungen werden dann durch

f,: L(1. - if,) , fz : hff" + il) ,

definiert.
Aus Hilfssat,z 6.2,Lehto-Virtanen [4], S. 152, folgl, dass eine stetige

Funktion / dann und nur dann im Gebiet G verallgemeinerte -LP-Ableitun-
gen hat,, wenn es zwei X'unktionen g,helf@) gibt, die ftir alle stetig
differenzierbaren Funktionen g mit einem kompakten Träger in G den

folgenden Gleichungen

f
lffv,*gdd,zz-o

J
(20)

f
lUvr*hdd,zz- 0,

J

geniigen. Die verallgemeinerten Ableitungen /, und /, stimmen dann als
Elemente von L! (G) mit g und ä iiberein. Diese Form der Definition der
verallgemeinerten Ableitungen riihrt von S. L. Sobolew her (vgl. [20],
s. 4r ff.).

Es sei /, eine X'olge von Funktionen, die lokal in LP beschränkte
verallgemeinerte Ableitungen hat. Konvergiefi f" gleichmässig auf kom-
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pakten Mengen im Gebiet G gegen eine X'unktion /, so folgt aus (20),

dass auch / verallgemeinerte ZP-Ableitungen in G hat und dass die verall-
gemeinerten Ableitungen von f, schwach in LP gegen /. und f, kon'
vergieren.

Fär eine Funktion I -it verallgemeinerten ,tl-Ableitungen gelten die

Greenschen Formeln (vgl. Lehto-Virtanen [4], S. 156)

:

drz ,

rro D, D c G, ein Jordangebiet mit einem rektifizierbaren Rand 0D ist'.

Aus der ersten Groenschen X'ormel und dem Moreraschen Satz folgt, dass

eine Funktion / mit verallgemeinerten Zl-Ableitungen dann und nur dann
in einem Gebiet G analytisch ist, wenn sie in. G der Cauchy-Ri,emannschen

Gleicltu,ng

f': o

gentigt.

lII.2. Verallgemei,nerte Lösungen d,er Beltramischen Gleichung. Sei %

eine irn Gebiet G definierte komplexe Dilatation (vgl. II.1). Eine stetige
Fnriktion I mit verallgemeinerten Z2-Ableitungen in G ist eine aeral,l-

gentei,nerte Lösung der Beltramischen Glei,chung (15), wenn ihre Ableitungen

./, nnd f, in L!(G) der Gleichung geniigen.

Definition 2. Ist x eine messbare komplexe Dilatation im Gebiet G,

so heissen alle verallgemeinerten Lösungen der Beltramischen Gleichung

la: xf'

x-qtr,ctsilconforme ?unkti,onen, die homöomorphen Lösungen sind x-quas'i'
konfor m e Abbild,ung en,

Es ist zu beachten, dass reguläre quasikonforme Abbildungen auch
gemäss der neuen Definition quasikonform sind. X'iir äquivalente Definitio-
nen der quasikonformerr Abbildungen und n'unktionen, siehe z.B. Gehring

[5], Lehto-Virtanen [4], insbesondere S. 176 und 194. Aus IILI folgt
iibrigens, dass eine quasikonforme X'unktion dann und nur dann in einem
Gebiet G analytisch ist, wenn ihre komplexe Dilatation fast iiberall ver-
sehwindet.

15

l,u,
OD

lro'
OD

z,;, I f, ar,

2i I f,
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Sei / eine z-quasikonforme Abbildung des Gebietes G, und & die
entsprechende maximale Hxzentrizität. Da / verallgemeinerte -Lz-Ablei-
tungen besitzt, so ist sie ein absolut stetiger Homöomorphismus (vgl.
Lehto-Virtanen [14], S. 158). Nullmengen werden also durch / auf Null-
mengen bezogen, das Bild einer messbaren Menge / ist messbar, und wei-
terhin gilt fiir das Lebesguesche Flächenmass m die Transformationsformel

(21)

(23)

m(f(A)) : 
{fi*zz: {

Wir erhalten daraus

,fo und l', auf einer

(22)
-L,L

die folgenden Abschätzungen fiir die lz-Norrnen von
kompakten Menge IcG:

!
!

Es sei f : G ---> G' eine z-quasikonforme Abbildung und g eine in (]'
definierte X'unktion mit Z2-Ableitungen. Dann besitzt auch die zusammen-
gesetzte Funktion h: g . f verallgemeinerte Zl-Ableitungen (Lehto-
Virtanen [4], S. 159), und es gilt in Ll(G)

Vermöge der Gleichung (21) gilt ftir jede kompakte Menge I c G

frr
(r - tczl I l@,"1)il2 dzz I I l@ "f),, J,itzz : I lg,l, drr.

J,I JF F f(F)

Gleicherweise sehen wir, dass auch die anderen Glieder auf der rechten
Seiten der Gleichungen (23) Zl-Funktionen sind. Die Funktion h : g 

" f
hat also verallgemeinerte Z2-Ableitungen. Ist g insbesondere eine )"-

quasikonforme X'unktion, so ist attch h quasikonform und hat eine kom-
plexe Dilatation fi, die die Gleichung

(f, * T"r0 ",fl) p : v"l, ti(i." f)
erfiillt und deren maximale Exzentrizität der Ungleichung

(21) k,,

geniigt. Ist g analvtisch, d.h.
komplexen Dilatation, so hat h

. k,. + ki
-\\ 

1 + k,k^

quasikonform mit einer verschu,ind.enden
dieselbe komplexe Dilatation % wie f.
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IIL}. Ewi,stenzsatz der quasi,konJbrmen Abbi,l,il,ungen. Im Einheitskreis
A : &(0) sei eine komplexe Dilatation x, mit

suPlzl :fr<r

gegeben. Vermöge der Sätze von Lusin und Stone-Weierstrass können wir
eiueFolge ,41 vonPol;rnomenin z und 2 mit suplx"ll ft finden,dieim
Mass gegen z konvergiert. Nach Satz I gibt es fiir jedes zo eine reell-
analytische z,-quasikonforme Abbildung /, des Einheitskreises A auf
sich, die den Nullpunkt festhält. Diese Abbildungen /, samt ihren Um-
kehrungen g" sind .K-quasikonform, K: (l + k)l$ - k), und so gelten

wegen (13) die Ungleiehungen 
r

lf^@) - f*(z')l < 2 A ö(2, z')E
I

lg"@) - g"(z')1, < 2A ö(z,z')K

fiir alle z. z' e A. Also bilden sowohl f^: A --- Z ds g^: A --Z eine
gleichgradig stetige X'amilie, die nach dem Satz von Ascoli-Arzelä normal
ist. Die Folgen /, und g" können deshalb so gewählt werden, dass sie in
zl gleichmässig auf kompakterr Mengen gegen stetige Funktionen / und g

konvergiere", 
"f(0) 

: 9(0) : 0.

Die Funktion ö ist durch (12) auch auf / x Z definiert und stetig,

nnd es giit ö(2, z') : I genau dann, wenn (2, z') zu / X (/ - /) gehöft.
Gibt es Punkte z,z' e / mit lf(z)l < 1, lf@')l:1, so erhalten wir also

aus (13) 
1

r: ö(J@),f(z')) < A ö(2,"')r

Die Pnnlite z € zl mit f(z) ei - Å bilden folglich eine offene und ab-
geschlossene Menge, und lregeu /(0) : 0 muss diese llenge leer sein. In
derselben \Veise zeigt man, dass auch g eine Abbildung von A in sich ist.
Fiir jedes z €.4 gilt ferrrer 

r

ö(2, g. l@)) :r,j" r(r, o l^@), g, 
" l@)) < e nm ö(f,("),f(z))E : O,

gleiclreru-eise ö(z,f , g(z)):0. AIso sind / und g inverse Abbildungen
voneinander und somit Homöomorphismen des Einheitskreises / auf sich
seibst.

\\'egen der Ungleichungen (22) sind die Z2-Normen der verallgemei-
nerten Ableitungen von f^ und g, beschränkt, und so haben auch / und
g verallgemeinert'e Z2-Ableitungen, clie in L'(Å) schwache Grenzwerte
der Ableitungen von /, und g, sind (vgl. III.I). Da aber zo im Mass

L7
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gegen z konvergiert, so konvergiert wegen der trz-Beschränktheit von
0,f* aach 0rl*: x,Oof, schwach gegen xJ,. Die X'unktion / ist also eine

verallgemeiner"te Lösung der Beltramischen Gleichung und somit eine

z-quasikonforme Abbildung.
Die Umkehrfunktion g vorr f hat Z2-Ableitungen, und da g o f : ;4

ist, so folgt aus den Formeln (23), dass fiir die X'unktionaldeterminanten
.,I1 und "I, die Gleichung

(Jt"f)Jf:L
fast iiberall gilt. Also sind ./y und J, fast iiberall von NulI verschieden,

und auch g ist eine quasikonforme Abbildung mit der fast iiberall definier-
ten komplexen Dilatation

1- (rf, lf)"s(25)

(26)

(27)

Weil / " g : id, ist, verschwindet die komplexe Dilatation von /o g tllld
deshalb auch die komplexe Dilatation von f'o g fiir jede in / definierte
z-quasikonforme x'unktion f'. Alle z-quasikonformen x'unktionen des

Einheitskreises / sind also von der Form ä o /, wo h eirre analytische

X'unktion ist.
Die obigen Resultate erweitern sich ohne weiteres fiir alle endlichen

Kreise, und dadurch können 'w,ir die lokalen Eigenschaften der quasi-

konformen Abbildungen beherrschen. Besoriders folgt daraus, dass die

umkehrung einer quasikonformen Abbildung quasikonform ist, dass z'nei

z-quasikonforme Abbildungen desselben Gebietes durch eine konforme

Abbildung verbunden sind und dass die Funktionaldeterminante irgendeiner

quasikonformen Abbildung fast iiberall r-on Null verschieden ist. Wenn

eine Abbildung ,f sorrohl il- als i-quasikonform ist, so mus§ folglich
x : ). fast iiberall gelten. Darum hat, eine quasikonforme Åbbildung

J : G --> G' eine durch ihre komplexe Dilatatiort x1 eindeutig bestimmte

maximale Exzentrizitdt

kf : .rI; ess lzl;

und maximale Dilatation Kr: {L - kl,Q - kl. Fiir zusammenge§etzte

Abbildungen gilt fernerrvegen (24)

Iif ., < Krlis

Zunächst, werden rvir beweisen, dass jeder in der ganzen Ebene C

definierten komplexen Dilatation z eine z-quasikonforme Abbildung von

C entspricht. Dabei wird auch das Existenzproblem ftir alle ebenen Gebiete

vollständig erlecligt. Denn ist eine komplexe Dilatation x, it einem Gebiet

G c C definiert, so können wir sie in C erweitern, indem wir z.B. x : 0

ausserhalb G selozen. Sobaldwireine z-quasikonformeAbbildung ,f yon C
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haben, gibt die Restriktion von / auf G eine z-quasikonforme Abbildung
von G.

Sei nun eine komplexe Dilatation x in der ganzen Ebene C gegeben.

In jedem Kreis B.(0), I { r ( oo, existiert dann eine z-quasikonforme
Abbildung /,. Diese können so gewählt werden, dass sie den Nuilpunkt
festhalten und d.ass die konformen Abbildun gen J" " 7i durch A,(f,. li ) (0) : I
normiert sind.' Wie auf S. t3 können wir deshalb eine Folge rn --> oo

finden, so dass die Abbildungen ;[,, gleichmässig auf kompakten Mengen

gegen eine z-quasikonforme Abbildung / von C konvergieren.
Die Umkehrung /':/(C)-+C ist eine quasikonforme Abbildung mit einer

komplexen Dilatation p. Wir setzen F : 0 ausserhalb /(C); es gibt dann
eine p-quasikonforme Abbildung g : C + C. Die Abbildung g o f : C -> C

ist dann konform, und deshalb gilt g(/(C)) : a. Da aber g ein Homöo-
morphismus von C ist, so muss auch /(C) : C sein. Wir haben also bewie-

sen:

Satz 2. (Existenzsatz) Jeder komplexen Dilatation x irt C entspricht
eine z-quasikonforme Abbildung von C auf sich selbst.

Sei G c C ein einfach zusammenhängendes Gebiet. Wie rvir gesehen

haben, gibt es fiir jede quasikonforme Abbildung ;f von G eine quasi-

konforme Abbildung g:C-> C, die auf G dieselbekomplexeDilatation z
hat wie f. Diese gestattet eine Darstellung f :h"g:G->C, wo h

konform ist. trYeil g ein Homöonrorphismus von C auf sich selbst ist, so

sind. vermöge des Riemannschen Abbildungssatzes G und g(G), also auch

G und f(G) zaeinander konform äquivalent. Wenn umgekehrt G' zu G

und somit zt g(G) konform äquivalent ist, so gibt es eine konforme Ab-
bildung å, so dass G durch fu o ! x-luasikonform a:uf G' bezogen rvird.
Wir haben also den Riemannsohen Abbi,ld,ungssatz fiiLr x-quasikonforme

Abbildungen als eine Folgerung des Existenzsabzes erhalten:

Korollar 2.1. Das einfach zusammenhängende Gebiet G kann dann und
nur dann z-quasikonform auf ein anderes Gebiet G' abgebildet rverden,

wenn G und G' konform äquivalent sind.

Korollar 2.2. Die z-quasikonformen tr'unktionen in einem Gebiet G

sind genau diejenigen X'unktionen /, die sich aus einer analytischen Funk-
tion h und einer z-quasikonformen Abbildung g zusa,mmensetzen,

f:h"g.
Beweis: Ist g: G--->G' eine z-quasikonforme Abbildung, so verschwin-

det die komplexe Dilatation von / o g* fiir jede z-quasikonforme Funktion

/ von G.

r9
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IV. Quasikonforme Mannigfaltigkeiten

In Analogie mit der Definition der analytischen Struktur und der Rie-
mannschen X'läche können wir quasikonforme Strukturen und quasi-
konforme Mannigfaltigkeiten definieren. Unter Anwendung des Existenz-
satzes lässt sich jedoch erweisen, dass wir jede quasikonforme Mannigfaltig-
keit mit einer analytischen Struktur versehen können. Dieses Resultat
zeigt, dass das Abzählbarkeitstheorem von T. Radö auf quasikonforme
Mannigfaltigkeiten erweitert werden kann. (X'iir die im folgenden benutzten
Begriffe und Bezeichnungen der Theorie der Mannigfaltigkeiten wird auf
Lang [10] verwiesen.)

Definition 3. Sei X eine zweidimensionale reelle Mannigfaltigkeit,
die das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt. F.in Atlas
D: {(I/",VoiUo*go(Uo)CC),u €1} von X definiert einelokal,quasi-
Itonforrne Strulctur auf X, falls es ftir jedes a € -I eine endliche Konstante
K" gibt, so dass alle Abbildungen ?o " q;, P € I, aluf 7B(U*O Up) I(*-quasi-
konform sind. Wenn noch alle Ko, a € .f, unter einer endlichen Schranke
K liegen, so definiert D eine K-quasi,bonform,e Struktur atf X. Die mit
einer quasikonformen Struktur 0 versehene Mannigfaltigkeit X wird
durch Xr bezeichnet.

Sind alle Abbildungen go o gi in der obigen Definition konform, so

definiert' D eine analytische Struktur auf X. Xo ist dann eine anal5.,tische
Mannigfaltigkeit, und ist X zusammenhängend, so ist X, eine R,iemann-
sche lliiche. Umgekehrt ist jede Riemannsche Fläche eine quasikonforme
Mannigfaltigkeit. Wir werden später sehen, dass zusammenhängende quasi-
konforme Mannigfaltigkeiten in ger.r-issem Sinne nicht allgemeiner sind als
Riemannsche Flächen.

Fiir iokal quasikonforme )Iannigfaltigkeiten XD, Xl., kann der Begriff
einer quasikonformen Funktion folgendermassen definiert lrerden:

Definition 4. Die tr'uuktion ,f , I.-. -' Xi., i*t lokal qu,asikonform, falls
fiir jede kompakte l\fenge E c Xr. alle Funktionen qj of o Vi, ,j e D',

Wenn alle n'unktionen p', " f " Vi arf g,,(U , . f* (Li *)) I(-quasikonform
sind, so wird / K-quasikonfoma genannt.

Fiir ein ebenes Gebiet G ist die lokale Quasikonformität einer Funktion
f :G-->C dazu äquivalent, dass / auf jedem Teilgebiet H mit einer
kompakten abgeschlossenen Hiille E c G quasikoriform ist.

Der Zusammenhang zwischen quasikonformen }lannigfaltigkeiten und
Riemannschen Flächen geht aus dem folgenden Satz herr-or:
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§atz 3. Fiir jede lokal quasikonforme Mannigfaltigkeit Xo gibt es

eine analytische Struktur !I au{ X, so dass die identische Abbildung
id,: Xr, * Xr lokal quasikonform ist,. Insbesondere sind die Abbildungen
po des Atlas D ff"-quasikonform in Bezug auf 2[.

Beue'is. Wir können wenigstens gewissen Untermannigfaltigkeiten von
X, eine analytische Struktur geben, z.B. wird eine solche auf jede Koordi-
natenumgebung UocX durch die Abbildung goiUo--->qo(U)cC
indeizierr,. Wir definieren eine halbgeordnete n'amilie ff der offenen anal,g-
tischen Untermannigfalti,gkeiten R von X wie folgt: R gehört zu 3,
wenn die Restriktion ieder Abbildune go € §, auf I eine /fo-quasikon-
forme Abbildung ist, und R < R', wenn R c R' und die Inklusions-
atrbildung i, : R ---> -E' konform ist.

Es sei @ eine linear geordnete Unterfamilie von 8. Die Vereinigung

o':.yr'
ist eine offene lJntermannigfaltigkeit von X. Weil die analytischen Struk-
turen von A € @ miteinander kompatibel sind, können wir auf -Eo eine
analytische Struktur definieren, so dass die Inklusionen i : R'-'> 40, -B € @,

konform sind. Die Abbildungen g* € D sind dann /(o-quasikonform auf
,Ilo und .Bo gehört zu 8. Eine beliebige linear geordnete Unterfamilie 6
hat also eine obere Grenze in $, und aus dem Zornschen Lemma folgt
die Existenz einer maximalen analytischen Mannigfaltigkeit .B- e 8.

Es seien Uo eine Koordinatenumgebung des Atlas CI und
!I: {(Yo, ,po: Vn--->lt,p(V)cC, P eJ} ein Atlas der maximalen analy-
tischen Mannigfaltigkeit -8,,. Da R^ zu $ gehört, so sind alle Abbildung-
en y,1.qi aff q,(U*nYi K*-quasikonform. Weil zwei Abbildungen

TB, 1!re W in Vrn V? durch die konforme Abbild.ung gp" t/.rr* verbunden
sind, so haben die quasikonformen Abbildungen VB"gi und gr.Ef in
go(U n fi V i n Zr) dieselbe komplexe Dilatation. Es gibt also in Vo(Uo n 8-)
eine messbare komplexe Dilatation z, so dass alle Abbildungen ?f . qi in
V*(U*n Vp) z-quasikorrforrn sind. Setzen rvir noch x : 0 ausserhalb

go(Uofl A-), so gibt es nach dem Existenzsatz eitte z-quasikonforme
Abbildung f , V*(U*)-+C . Die Restriktion der Abbildung V : J o go a:of

.B- ist also konform, und der Atlas !I' : ?i U {(U", T i Uo-+ ?(U") C C)}
definiert eine analytische Struktur auf R' : R^U Uo. Da die Abbildung

V : f o Eo auf Uon R^ in bezug a:uf R^ € $ konform ist und da anderer-
seits die komplexe Dilatation von / ausserhalb Vn(Uo fl .E-) verschwindet,
so sind alle Abbildungen g),, lp* : gt; " Vi o;f- auf yt(l*n U B) Kp gtasi-
konform. Also ist auch .B' ein Glied der X'amilie 8. E. gilt jedoch R^ I R',
und da -B- maximal ist, so miissen wir .B' : A- U Uo: R^ haben. Die
analytische Mannigfaltigkeit, -B- enthält somit jede Koordinatenumgebung

2L
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U" € CI und muss folglich gleich X sein. Weil -B- zu $ gehört, so hat ihre
analy'tische Struktur !I die gewiinschten Bigenschaften.

Wir sind nun imstande, eine Verallgemeinerung des Abzählbarkeits-
theorems von T. Rad6 zu beweisen:

Korollar 3.1. Alle lokal quasikonformen Mannigfaltigkeiten sind para-
kompakt.

Beweis. Die Parakompaktheit einer endlichdimensionalen Mannigfaltig-
keit X ist damit gleichbedeutend, dass alle Zusammenhangskomponenten
von X das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfiillen. Wenn nun X" eine lokal
quasikonforme Mannigfaltigkeit ist,, so können wir sie mit einer analytischen
Struktur !I versehen. Dann sind alle Zusammenhangskomponenten von
X, Riemannsche X'lächen und erfiillen also nach dem Satz von Rad6 [19]
das zweite Abzählbarkeitsaxiom, woraus die Behauptung folgt.

Uber das Problem der Abzählbarkeit
faltigkeiten vgl. Kneser [8].

Mathematisches fnstitut
Ilniversität Helsinl<i

und Parakompaktheit von Mannig-
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