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Einleitung

Die quasikonformen Abbildungen sind eine Art Verallgemeinerung der
konformen Abbildungen. Wie infinitesimale Kreise durch konforme Ab-
bildungen eines Gebietes auf ebensolche iibergefiihrt werden, so werden sie
durch die differenzierbaren quasikonformen Abbildungen (Grotzsch [6])
auf infinitesimale Ellipsen abgebildet, und zwar so, dass die Dilatationen,
d.h. die Achsenverhéltnisse der Bildellipsen, eine endliche obere Grenze
haben. Die allgemeinen quasikonformen Abbildungen werden etwas anders
definiert, sie haben verallgemeinerte Ableitungen und die Dilatations-
bedingung soll nur fast iiberall erfiillt sein (vgl. III.2).

Es erwies sich als ein zentrales Problem der Theorie der quasikonformen
Abbildungen zu untersuchen, ob es quasikonforme Abbildungen gibt, die
in Punkten eines Gebietes vorgegebene Dilatationen und Dilatations-
richtungen haben (vgl. IL.1). Dieses Existenzproblem ist in Spezialfillen friih
vor der allgemeinen Theorie der quasikonformen Abbildungen gelést wor-
den. Schon im Jahr 1822 zeigte Gauss in seiner Kopenhagener Preisschrift
[4] die lokale Existenz fiir quasikonforme Abbildungen mit einer reell-
analytischen komplexen Dilatation. Seitdem haben Korn [9] und Lichten-
stein [15] das Existenzproblem fiir Holderstetige komplexe Dilatationen
erledigt, und der Fall stetiger komplexer Dilatationen erhielt seine Losung
in Lavrentieff [11] (fiir den Zusammenhang zwischen quasikonformen Ab-
bildungen und der Lavrentieffschen Abbildungsklasse s. Nadtinen [18]).
Die endgiiltige Losung des Problems ist von Morrey [17] gegeben, die
Bedeutung seiner Resultate fiir die Theorie der quasikonformen Abbildungen
wurde jedoch erst in den 50er Jahren gemerkt (vgl. hierzu auch Martio [16]).
Von den spiteren Beweisen seien nur diejenigen von Bojarski [3] und
Lehto—Virtanen [13] genannt.

Unsere Absicht ist es, hier dem Existenzsatz der quasikonformen Abbil-
dungen einen einfachen und durchsichtigen Beweis mit den Methoden der
klassischen Funktionentheorie zu geben.

Im ersten Kapitel werden die quasikonformen Abbildungen von Grétzsch
definiert.

Das folgende Kapitel ist den reell-analytischen quasikonformen Ab-
bildungen gewidmet. In diesem Fall konnen wir das lokale Existenzproblem
auf eine gewohnliche Differentialgleichung zuriickfithren. Diese Methode
ist auch von Ahlfors—=Sario [1], S. 125 ff., angewandt worden.
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Im dritten Kapitel wird der allgemeine Existenzsatz bewiesen. Hin-
sichtlich der Funktionen mit verallgemeinerten Ableitungen verweisen wir
auf das diesbeziigliche Kapitel von Lehto—Virtanen [14]; unsere Normali-
tdtsbetrachtungen sind denjenigen von H. Rohrl in Hurwitz—Courant [7]
dhnlich.

Zum Schluss definieren wir sog. quasikonforme Mannigfaltigkeiten. Mit
Hilfe des Existenzsatzes wird gezeigt, dass jede quasikonforme Mannig-
faltigkeit auch eine analytische Struktur hat.

Es sei noch bemerkt, dass iiber die vorhandenen Ausfithrungen schon
frither in Lehto [12] referiert worden ist.

I. Reguldre quasikonforme Abbildungen

L.1. Differenzierbare Abbildungen. Es sei f eine komplexe Funktion, die
in einem Gebiet G der komplexen Ebene C differenzierbar ist. Dann
konnen wir ihr totales Differential df mit Hilfe der Differentiale dz und
dz darstellen,

(1) df(z) = f.(z)dz + f:()dZ, z€Q.

Die Funktionen f, und f., die auch durch 0,f und 0.f bezeichnet werden,
heissen die komplexen Ableitungen von f. Mit den partiellen Ableitungen
J. und f, stehen sie im folgenden Zusammenhang:

=L+ =1L f)

Punkte, wo die Jacobische Funktionaldeterminante
@) AR
der Abbildung f einen nichtversch\undenden Wert hat, heissen reguldr.
Wenn 2z ein reguldrer Punkt ist und f in einer Umgebung von w = f(z)
eine inverse Abbildung ¢ hat, so ist auch g im Punkt w differenzierbar
und regulér, und die Ableitungen von ¢ haben die Ausdriicke

g.(w) = (fJ7)) (2),

3)
g:(w) = — (filJy) () -

L1.2. Quasikonforme Abbildungen. Nach Grotzsch [6] definiert man die

regulidren quasikonformen Abbildungen wie folgt:

Definition 1. Eine stetig differenzierbare und homéomorphe Abbildung
f:G@— G zwischen den komplexen Gebieten G und G ist eine reguléire
quasikonforme Abbildung, falls sie im Gebiet G eine positive Funktional-
determinante hat und ihre maximale Exzentrizitit
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(4) k= sup FZA

kleiner als eins ist.

Unter der maximalen Dilatation einer quasikonformen Abbildung f
wird die Grosse

(5) Kp=(1+ k)1 — k), 1 <K< o0,

verstanden. Wegen der Gleichungen (3) ist auch die Umkehrung ¢ von f
quasikonform und hat dieselbe maximale Exzentrizitit und Dilatation wie f.
Alle quasikonformen Abbildungen mit einer maximalen Dilatation nicht
grosser als K heissen K-quasikonform. Die K-Quasikonformitdt einer
Abbildung f:G— G’ ist offensichtlich damit gleichbedeutend, dass alle
Richtungsableitungen d,f von f im Gebiet G der Ungleichung

(6) [0uf? < KJ;

geniigen. Daraus folgt, dass auch die zusammengesetzte Abbildung f; o f;
der K,-quasikonformen Abbildungen f; eine (K,K,)-quasikonforme Ab-
bildung ist. Wir bemerken noch, dass die 1-quasikonformen Abbildungen
konform sind und umgekehrt.

1.3. Modul einer Kurvenschar. Essei I' eine Schar stetig differenzierbarer
Kurven in einem Gebiet G c C. Alle solchen nichtnegativen Borelschen
Funktionen ¢, die der Ungleichung

(7) /QIdZi =1

7
fiir jede Kurve y der Schar I' geniigen, bilden die Familie F(I') der
zulissigen Funktionen. Der Modul von I' wird als die untere Grenze

(8) M(I') = inf /92 d?
F(I)
¢
definiert. Der Modul ist nur von der Schar I, nicht von dem enthaltenden
Gebiet G abhingig. Fiur I”c I' gilt offenbar M(I") < M(I).
Essei f: G — @' eine regulire K-quasikonforme Abbildung. Ist I eine
Kurvenschar im Gebiet &, I” = f(I') ihre Bildschar, ¢’ eine Funktion

von F(I") und o= (o' f) (KJy", so gilt wegen der Ungleichung (6)

/QIdZI z/wlz! 1

7 f@)
fir alle Kurven y €I, und p gehort also zu F(I'). Aus

4
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/ ?dz = K | (o)2d%
G f©)

folgt deshalb M(I') < K M(I"). Auch die Umkehrung von f ist K-quasi-
konform, und somit erhalten wir die Ungleichungen

1

(9) & M) = M(f(I) < K M(T)

fir die Moduln von I" und [” = f(I'). Insbesondere folgt aus (9), dass
der Modul unter konformen, d.h. 1-quasikonformen Abbildungen, invariant
bleibt, der Modul ist also eine konforme Invariante.

1.4, Verzerrung. Essei I'= I', . die Schar aller stetig differenzierbaren
Jordankurven, die im Kreis By (0) = {z:|z] < ¢} die Punkte 0 und =z,
|z] =d, von dem Rand 0B,(0) des Kreises trennen. Wir definieren in
B, (0) eine Funktion g, durch

‘ 12aiz2), 12| >d,
Qo =
11/2d , 2l <d.

Jede Kurve y € I' kann in zwei Teile y; = y — B,(0) und y, = v N B,(0)
zerlegt werden. Fiir y; erhalten wir
/ d arg (z)

1 ldz| 1
oldzl = 57 iz — 22
et Y1

71

Anderseits besteht 5, aus offenen Bogen 1;, deren Endpunkte ;b
auf 0B,;(0) liegen. Ein einfacher Vergleich der Lidnge von ; mit

larg (a;) — arg (b;)| gibt auch fir

~ 1 ! ~ i
/ 0y ' dz > P / d arg (z) .

il i
Daher haben wir

1

27

[ i
/(Zarg(z)i =1,

o/

J evidel =

v

und so ist die Funktion g, fiir I" zulissig. Eine Integration von g gibt
die Ungleichung M (") < (1/2x)log (q/d) + =/4 fir den Modul von I
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Die Schar I' enthilt auch alle Kreisbogen {z:|z| =17}, d <r <q,
die im Kreisring R = B,(0) — B4(0) liegen. Also erhalten wir mit Hilfe
der Schwarzschen Ungleichung fiir jede Funktion ¢ € F([I')

(ﬁ/gzdzz> (R/T‘2d2z> > <J9drd¢> =
(/gdlog (r)f;rd¢>22 <log %)2

Daraus folgt, dass der Modul von I'= I, nicht kleiner sein kann als
(1/27) log (¢/d), und wir haben somit die Ungleichungen

Y roe L~ ) < — 1
(10) 27.[ Og Iz] S“‘ ( q,z) —

bewiesen.
Hilt eine regulire K-quasikonforme Abbildung f: B,(0) — B, (0) den
Nullpunkt fest, so bildet sie I, auf einen Teil von I ;. ab. Dann gilt

q-*

wegen (9) die Ungleichung M(I, ) < K M(I, ;) und weiter nach (10)

1 low L < K( 1 . r Jt)
an 08 o =K \an 8 e T )
woraus wir die Verzerrungsungleichung

1

(11) f@)rl < Alzjg, A= exp (%2)

erhalten. In der Tat gilt (11) mit 4 = 4, der Beweis erfordert jedoch um-
standlichere Betrachtungen (vgl. Lehto— Virtanen [14], S. 67). Ubrigens
folgt aus der Ungleichung (11), dass kein beschrinktes Gebiet K-quasi-
konform auf die ganze Ebene C abgebildet werden kann.

Unter Anwendung der konform invarianten Metrik

Z]_"‘zz

(12) 6(7"1 s 22) = s %152 € Bl (O) ’

1 — 2z,

konnen wir die Ungleichung (11) in der Form
1

(13) 8(f(z1) » fza)) < A d(zy , 2)©

schreiben, die fiir alle reguliren K-quasikonformen Selbstabbildungen f
des Einheitskreises B, (0) giiltig ist.
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II. Reell-analytische quasikonforme Abbildungen

IT.1. Jeder reguliren quasikonformen Abbildung f: @ — G’ kann durch
% = [;|f, eine stetige Funktion, die komplexe Dilatation % von f, zu-
geordnet werden. Sie bestimmt die Abbildung f bis auf eine konforme
Abbildung. Falls ndmlich f und g quasikonforme Abbildungen desselben
Gebietes G sind, so gilt in G die Gleichung »; = %, genau dann, wenn f
und g durch eine konforme Abbildung % verbunden sind, d.h. f=hog
ist.

Wir kénnen umgekehrt eine beliebige in einem Gebiet (' messbare
Funktionen ,

(14) sup || =k, <1,

eine komplexe Dilatation mit der maximalen Exzentrizitit k, und der
maximalen Dilatation K, = (1 + k,)/(1 — k,) nennen. Es gilt dann zu
untersuchen, ob es eine x-quasikonforme Abbildung von G gibt, d.h. ob

die Beltramische Gleichung
(15) fi = zfz

in G eine homdomorphe Lésung hat. Um dieses Problem erledigen zu kon-
nen, ist es notig, den Begriff der Quasikonformitét auf eine umfangsreichere
Abbildungsklasse als die Diffeomorphismen zu erweitern. In dem Spezialfall
reell-analytischer komplexer Dilatationen kommt man jedoch ohne irgend-
eine Erweiterung der Abbildungsklasse aus.

I1.2. Reell-analytische komplexe Dilatationen. Wenn die komplexe
Dilatation x in einem Gebiet G reell-analytisch ist, so kann sie in einer
Umgebung irgendeines Punktes 2z, € G durch eine Potenzreihe in 2z — z,

und z—z, dargestellt werden. Durch diese Potenzreihendarstellungen
wird auch eine analytische Funktion y zweier komplexen Verinderlichen
erklirt, die in einer Umgebung H € € X C von G = {(u,v):v=a, v €G}
definiert ist und der Gleichung

2z, 2) = =(2)

fiir alle z € G geniigt. Weil |x] < 1 in G gilt, so kénnen wir weiter voraus-
setzen, dass auch |y| <1 in H ist. Der Beltramischen Gleichung (15)
entspricht dann eine in H definierte analytische partielle Differential-
gleichung

(16) ty = Z(Q’ ’ y)tx .

Denn ist ¢ eine Losung von (16), so wird durch f(z) = #(z, Z) eine Losung
f der Beltramischen Gleichung gegeben.
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Um die Gleichung (16) zu lésen, untersuchen wir in H ihre Charak-
teristikengleichung

(17) 7P .(x:y)'

Bekanntlich kénnen wir jedem Punkt (z,, y,) € H eine Umgebung U X V
so znordnen, dass es fiir alle (u,v) € U X V eine der Anfangsbedingung
g(v) = u geniigende Losung x = g(y; », v) von (17) in V gibt, die eine
analytische Funktion aller sener Argamente in V' X U X V ist. Setzt man

(18) x="hy,t)=gly;z +t,Y% +1),

so gilt die Gleichung h(y, + t,t) = %, 4t identisch fiir alle ¢ in einer
Umgebung des Nullpunktes von €. Wir erhalten daraus durch Differentia-
tion im Punkt ¢ =0

— 2@ > Yo) + MYy, 0) = 1.

Da aber |y(xg, %) < 1 ist, so ist %,(y,, 0) von Null verschieden. In einer
Umgebung W H von (xy,y,) konnen wir also ¢ als eine analytische
Funktion ¢ = #(z,y) aus der Gleichung (18) lésen. Dann gilt es in W
identisch h(y, t(x, y)) = «, und folglich haben wir

Iy , t)tu(x,y) =1
hl(y ’t) ty(x s y) + ky(y ,8) =0

fir alle (z,y) € W, t = t(x,y). Aber h ist eine Losung von (17), und es
gilt also in W

ty(x,?/)zl(x:?/)tx(x,y), tx(xay)7£0~

Ist insbesondere (g, %) = (20» %)s 2o € G, so ist die reell-analytische Funk-
tion f(z) = t(2, %) eine Losung der Beltramischen Gleichung (15) in einer
Umgebung des Punktes z, Fiir die Funktionaldeterminante von [ ogilt
wegen (2) die Formel

Tr= (1 — |xP) |f.2

Nun ist f,(2)) = t.(20 %) # 0, also auch J;> 0, und somit ist f in einer
Umgebung D von 2z, homdomorph.

Es seinun y ein abgeschlossener analytischer Bogen in &, d.h. y ist
Bild des Intervalls [0, 1] R bei einer homdomorphen, reell-analytischen
Abbildung mit einer nichtverschwindenden Ableitung. Nach dem vorigen
existiert in einer Umgebung D jedes Punktes z, von y eine x-quasi-
konforme Abbildung f. Weil f reell-analytisch ist, so gibt es in einer
Umgebung D’ € D von z, auch eine konforme Abbildung, die auf y N D’
mit f iibereinstimmt. Wenn in einer Umgebung von z, eine konforme
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Abbildung g gegeben ist, konnen wir also eine konforme Abbildung %
und eine Umgebung D" € D von z, finden, so dass die »-quasikonforme
Abbildung %o f in D" definiert ist und auf » N D" mit ¢ iibereinstimmt:

Hilfssatz 1. Sei x eine im Gebiet @ reell-analytische komplexe
Dilatation. Dann existiert in einer Umgebung D, jedes Punktes Zo
von G eine reell-analytische x-quasikonforme Abbildung f,. Wenn
ein abgeschlossener analytischer Bogen ist, z, €y, konnen D, und Jo
so bestimmt werden, dass f, auf dem Bogen y N D, mit einer vorgegebe-
nen konformen Abbildung iibereinstimmt.

Gibt es im Gebiet G eine quasikonforme Abbildung f mit der reell-
analytischen komplexen Dilatation x, so muss f nach dem obigen Satz
eine reell-analytische Funktion mit einer nichtverschwindenden Funktional-
determinante sein. Im folgenden nennen wir solche Abbildungen reell-
analytische quasikonforme Abbildungen. Unter reell-analytischen quastkon-
Jormen Funktionen werden entsprechend alle (nicht notwendig homéo-
morphen) Losungen irgendeiner reell-analytischen Beltramischen Gleichung
verstanden. Es ist zu bemerken, dass es quasikonforme Abbildungen gibt,
die freilich reell-analytische Funktionen, dabei aber keine reell-analytischen
quasikonformen Abbildungen im Sinne unserer Definition sind. Als Beispiel
dient die quasikonforme Abbildung f:C —C, f(z) = #2%.

I1.3. Mit Hilfe der Uniformisierungstheorie kénnten wir nun auch den
globalen Existenzsatz fiir reell-analytische komplexe Dilatationen aus Hilfs-
satz 1 folgern (vgl. hierzu Lehto— Virtanen [14], S. 205). Die Anwendung
der allgemeinen Uniformisierungstheorie wird aber hier durch ein direktes
Verfahren vermieden, das der Methode der analytischen Fortsetzung
dhnlich ist.

Essei # eineim Kreis B,(0), 0 < ¢ < oo, definierte reell-analytische
komplexe Dilatation mit der entsprechenden maximalen Dilatation K.
Wir untersuchen die Menge R aller solchen Radien r < ¢, wofiir es eine
x-quasikonforme Abbildung f, des Kreises B,(0) gibt. Da kein endlicher
Kreis K-quasikonform auf C abgebildet werden kann (vgl. 1.4), kénnen
wir jede Abbildung f, vermdge des Riemannschen Abbildungssatzes so
normieren, dass sie den Kreis B,(0) auf einen Kreis B..(0) abbildet, den
Nullpunkt festhélt und dort die Bedingung

(19) 2.f:(0) =1
erfiillt.
Wenn r, s, r <s, zwei Radien aus R sind, so ist fso f:— eine konforme

Abbildung des Kreises B, (0), und wegen der Bedingung (19) gilt die
Gleichung
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2.(f,o £)0) = 1.

Fiir einen Radius r € B bilden also die konformen Abbildungen f, o f. ,
r < s €R, eine normale Familie in B, (0) (vgl. Behnke—Sommer [2],
S. 388). Wenn nun eine wachsende Folge 7, € R gegen r konvergiert,
so konvergiert deshalb eine Teilfolge der x-quasikonformen Abbildungs-
folge f, gleichmissig auf kompakten Mengen gegen eine x-quasikonforme
Abbildung f von B,(0). Somit enthélt die Menge R auch ihre obere
Grenze sup R.

Wir betrachten einen Kreis 4 = B,(0), ¢ > r € R, und eine x-quasi-
konforme Abbildung f von A auf sich. Nach Hilfssatz 1 gibt es in einer
Umgebung U, jedes Punktes a des Randes 04 von A eine x-quasi-
konforme Abbildung g., so dass sie den Bogen 94 N U, identisch auf sich

selbst abbildet und ¢, (ZI N U.,) = 40N g.(U.) ist. Die zusammengesetzte
Abbildung fog, ist dannin g,(4 N U,) konform, und kann deshalb mit
Hilfe des Schwarzschen Spiegelungsprinzips tiber den Bogen a4 N U,
zu einer konformen Abbildung %, fortgesetzt werden. Der Punkt « hat
also auch eine solche Kreisumgebung B(a)C U., dass h, in ¢.(B(a))
definiert ist. Die Abbildung fi = ko ¢a stimmt dann in A N B(a) mit f
iiberein und gibt folglich eine x-quasikonforme Fortsetzung von f in
AU B(a). Haben B(a) und B(b) einen nichtleeren Durchschnitt, so gilt
fo=/fu in AN B(a)N B(b) und daher auch in B(a) N B(b). Wir konnen
also f zu einer x-quasikonformen Funktion g¢g in die Umgebung

U=A4AU U Ba)

a€od
von A fortsetzen. Weil alle Restriktionen gl 4 =f und g|B(a)=fa
homdomorph sind und g(4 N B(a)) = an g(B(a)) ist, so ist g homdbo-
morph auf A. Essei V. U eine kompakte Umgebung von 4. Weil g lokal
homéomorph in U ist, bilden die Punkte p € g(V), deren Urbild in ¥V
aus einem Punkt besteht, eine in g(V) offene Menge W’'. Es sei W das Ur-
bild von W’ in V. Da ¢ homomorph auf A ist und g(V — 4_1) n g(E) =0
gilt, so ist W eine Umgebung von A. Die Restriktion von g auf W ist
ein Homdomorphismus, besonders kénnen wir einen Kreis B,(0)c W, r <s,
finden, so dass ¢| B,(0) eine x-quasikonforme Abbildung ist. Daraus folgt,
dass sup R nicht kleiner als ¢ sein kann. Also ist ¢ = sup R € R, und
wir erhalten den folgenden

Satz 1. Essei » eine reell-analytische komplexe Dilatation, die in einem
Kreis B definiert ist. Dann gibt es eine reell-analytische x-quasikonforme
Abbildung f von B auf sich, und alle »-quasikonformen Abbildungen von
B sind von der Form Ao f, wo k konform ist.
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Auf diesen Linien kénnten wir den Satz auch fiir allgemeinere Gebiete
als Kreise beweisen. Um unnétigen Komplikationen vorzubeugen, haben
wir ihn nur in dem Umfang begriindet, der fiir uns beim Beweis des allge-
meinen Existenzsatzes erforderlich ist.

II1. Allgemeine quasikonforme Abbildungen

111.1. Verallgemeinerte Ableitungen. Eine im Gebiet G messbare
Funktion f heisst lokal integrierbar, wenn sie auf jeder kompakten Menge
F c G integrierbar in bezug auf das Lebesguesche Flichenmass ist. Eine
messbare Funktion f gekort in G lokal zw LP, f € L? (@), wenn |f[P in G
lokal integrierbar ist. Die Konvergenz wird in LI (G) so definiert, dass eine
Folge f, dann gegen eine Funktion f in LP((G) konvergiert, wenn f,
auf jeder kompakten Menge F C G gegen f in LP(F) konvergiert. Die
Folge f, ist lokalin LP beschrinkt, wenn sie in jedem LF(F) beschrinkt ist.

Eine stetige Funktion f besitzt im Gebiet G wverallgemeinerte LP-Ablei-
tungen, falls f absolut stetig auf Geraden in G ist und die fast iiberall
existierenden partiellen Ableitungen f. und f, lokal zu LP gehoren
(Lehto—Virtanen [14], S. 150 ff.). Die verallgemeinerten komplexen
Ableitungen werden dann durch

L=3f—U), =3+,

definiert.

Aus Hilfssatz 6.2, Lehto— Virtanen [14], S. 152, folgt, dass eine stetige
Funktion f dann und nur dann im Gebiet G verallgemeinerte LP-Ableitun-
gen hat, wenn es zwei Funktionen ¢, € LF(G) gibt, die fiir alle stetig
differenzierbaren Funktionen ¢ mit einem kompakten Triger in ¢ den
folgenden Gleichungen

/(j¢z + g‘P) d*% =0 5
(20) ¢

/(fsvs + hy) P2 = 0,

G

geniigen. Die verallgemeinerten Ableitungen f, und f; stimmen dann als
Elemente von LP(G) mit g und % iiberein. Diese Form der Definition der
verallgemeinerten Ableitungen rithrt von S. L. Sobolew her (vgl. [20],
S. 41 ff.).

Es sei f, eine Folge von Funktionen, die lokal in LP beschrinkte
verallgemeinerte Ableitungen hat. Konvergiert f, gleichmaéssig auf kom-
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pakten Mengen im Gebiet G gegen eine Funktion f, so folgt aus (20),
dass auch f verallgemeinerte LP-Ableitungen in G hat und dass die verall-
gemeinerten Ableitungen von f, schwach in L? gegen f, und f. kon-
vergieren.

Fiir eine Funktion f mit verallgemeinerten L!-Ableitungen gelten die
Greenschen Formeln (vgl. Lehto—Virtanen [14], S. 156)

/fclz_Zz/f @z,
/fdz_— /fdzz

wo D, Dc @, ein Jordangebiet mit einem rektifizierbaren Rand oD ist.
Aus der ersten Greenschen Formel und dem Moreraschen Satz folgt, dass
eine Funktion f mit verallgemeinerten L!-Ableitungen dann und nur dann
in einem Gebiet G analytisch ist, wenn sie in G der Cauchy-Riemannschen
Gleichung

f:=0

gentligt.

I11.2. Verallgemeinerte Losungen der Beltramischen Gleichung. Sei
eine im Cebiet @ definierte komplexe Dilatation (vgl. IL.1). Eine stetige
Funktion f mit verallgemeinerten L?-Ableitungen in G ist eine verall-
gemeinerte Losung der Beltramischen Gleichung (15), wenn ihre Ableitungen
f. und f. in L}(G) der Gleichung geniigen.

Definition 2. Ist x eine messbhare komplexe Dilatation im Gebiet @,
so heissen alle verallgemeinerten Losungen der Beltramischen Gleichung

f:' = zfz

#-quastkonforme Funktionen, die homéomorphen Loésungen sind x-quasi-
konforme Abbildungen.

Es ist zu beachten, dass reguldre quasikonforme Abbildungen auch
gemiiss der neuen Definition quasikonform sind. Fiir dquivalente Definitio-
nen der quasikonformen Abbildungen und Funktionen, siehe z.B. Gehring
[5], Lehto—Virtanen [14], insbesondere S. 176 und 194. Aus III.1 folgt
iibrigens, dass eine quasikonforme Funktion dann und nur dann in einem
Gebiet @ analytisch ist, wenn ihre komplexe Dilatation fast iiberall ver-
schwindet.
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Sei f eine x-quasikonforme Abbildung des Gebietes ¢, und £ die
entsprechende maximale Exzentrizitit. Da f verallgemeinerte L2-Ablei-
tungen besitzt, so ist sie ein absolut stetiger Homdomorphismus (vgl.
Lehto— Virtanen [14], S. 158). Nullmengen werden also durch f auf Null-
mengen bezogen, das Bild einer messbaren Menge A4 ist messbar, und wei-
terhin gilt fiir das Lebesguesche Fldchenmass m die Transformationsformel

1) m(f(A)) = / Jpd = f (1 — B | SR

A A

Wir erhalten daraus die folgenden Abschitzungen fiir die L2-Normen von
f, und f. auf einer kompakten Menge F C G-

/!f12d2” <M
F

_— 1 — kz b
(22)
[ < 0 200

Essei f:G — G eine »-quasikonforme Abbildung und g einein G’
definierte Funktion mit L?-Ableitungen. Dann besitzt auch die zusammen-
gesetzte Funktion A = gof verallgemeinerte L!-Ableitungen (Lehto—
Virtanen [14], S. 159), und es gilt in L!(Q)

hy= (g o N f. + (g0 ) -«

= (g.o/) i+ (g2 ) f.-
Vermoge der Gleichung (21) gilt fiir jede kompakte Menge F C ¢

(1_k2/l g.of) fl2d% < /[g flsz2z~/|g]2clz7.
F

S(F)
Gleicherweise sehen wir, dass auch die anderen Glieder auf der rechten
Seiten der Gleichungen (23) LZ-Funktionen sind. Die Funktion % = go f
hat also verallgemeinerte L32-Ableitungen. Ist g insbesondere eine A-
quasikonforme Funktion, so ist auch % quasikonform und hat eine kom-
plexe Dilatation g, die die Gleichung

(fo+ frlho ) n = ofe + [ulho f)
erfiilllt und deren maximale Exzentrizitdt der Ungleichung
k,+ k,
b, = 1+ kk,

geniigt. Ist ¢ analytisch, d.h. quasikonform mit einer verschwindenden
komplexen Dilatation, so hat % dieselbe komplexe Dilatation = wie f.

(23)

(24)
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I11.3. Existenzsatz der quasikonformen Abbildungen. Im Einheitskreis
A = B,(0) sei eine komplexe Dilatation z mit

sup |#| =k <1
a

gegeben. Vermoge der Sétze von Lusin und Stone—Weierstrass konnen wir
eine Folge #, von Polynomen in z und Z mit sup |%,| <k finden, die im
Mass gegen x konvergiert. Nach Satz 1 gibt es fiir jedes », eine reell-
analytische #x,-quasikonforme Abbildung f. des Einheitskreises A auf
sich, die den Nullpunkt festhidlt. Diese Abbildungen f. samt ihren Um-
kehrungen ¢, sind K-quasikonform, K = (1 4 k)/(1 — k), und so gelten
wegen (13) die Ungleichungen

1
fal2) = ful2)] < 24 6(z,2)F
19.(2) — gu(2)] < 24 8z, 2)F

fiir alle z 2" €4. Also bilden sowohl f,:4— A als Gn:d— A eine
gleichgradig stetige Familie, die nach dem Satz von Ascoli— Arzela normal
ist. Die Folgen f, und g, konnen deshalb so gewéhlt werden, dass sie in
A gleichmiissig auf kompakten Mengen gegen stetige Funktionen f und g¢
konvergieren, f(0) = g(0) = 0.

Die Funktion ¢ ist durch (12) auch auf A x A definiert und stetig,
und es gilt d(z,2") = 1 genau dann, wenn (z,2’) zu 4 X (A_— A) gehort.
Gibt es Punkte z,2" € 4 mit |f(z)] < 1, |f(z")] = 1, so erhalten wir also

aus (13)
1

1= 0(f(z) . (') < Aoz, 2)~.

Die Punkte z € A4 mit f(z) € 4 — I bilden folglich eine offene und ab-
geschlossene Menge, und wegen f(0) = 0 muss diese Menge leer sein. In
derselben Weise zeigt man, dass auch ¢ eine Abbildung von A4 in sich ist.
Fir jedes z €4 gilt ferner

1

D= g o f() = lim 8(gu o fu(2) , gu o f(2)) < A lim 8(fule) , f())X =0,

gleicherweise 0(z, fo g(z)) = 0. Also sind f und g inverse Abbildungen
voneinander und somit Homéomorphismen des Einheitskreises 4 auf sich
selbst.

Wegen der Ungleichungen (22) sind die L?*-Normen der verallgemei-
nerten Ableitungen von f, und ¢, beschrinkt, und so haben auch f und
g verallgemeinerte L2-Ableitungen, die in L*4) schwache Grenzwerte
der Ableitungen von f, und g¢. sind (vgl. IIL.1). Da aber x, im Mass
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gegen x konvergiert, so konvergiert wegen der L>-Beschrinktheit von
a.f, auch a.f, = x,0.f, schwach gegen zxf,. Die Funktion f ist also eine
verallgemeinerte Losung der Beltramischen Gleichung und somit eine
x-quasikonforme Abbildung.

Die Umkehrfunktion g von f hat L2-Ableitungen, und da go f = id
ist, so folgt aus den Formeln (23), dass fiir die Funktionaldeterminanten
Jy und J; die Gleichung

Tsof) Jp=1

fast iiberall gilt. Also sind J; und J, fast iiberall von Null verschieden.
und auch g ist eine quasikonforme Abbildung mit der fast tiberall definier-
ten komplexen Dilatation

(25) A= —(#f/fd)e9.

Weil fog = id ist, verschwindet die komplexe Dilatation von fog und
deshalb auch die komplexe Dilatation von f’og fiir jede in A definierte
z-quasikonforme Funktion f’. Alle x-quasikonformen Funktionen des
Einheitskreises 4 sind also von der Form hof, wo h eine analytische
Funktion ist.

Die obigen Resultate erweitern sich ohne weiteres fiir alle endlichen
Kreise, und dadurch konnen wir die lokalen Eigenschaften der quasi-
konformen Abbildungen beherrschen. Besonders folgt daraus, dass die
Umkehrung einer quasikonformen Abbildung quasikonform ist, dass zwei
#-quasikonforme Abbildungen desselben Gebietes durch eine konforme
Abbildung verbunden sind und dass die Funktionaldeterminante irgendeiner
quasikonformen Abbildung fast iiberall von Null verschieden ist. Wenn
eine Abbildung f sowohl x- als A-quasikonform ist, so muss folglich
» = J fast iiberall gelten. Darum hat eine quasikonforme Abbildung
f:G— @ eine durch ihre komplexe Dilatation x; eindeutig bestimmte
maximale Exzentrizitdt

(26) ky = sup ess 'xy,
G

und maximale Dilatation KA;= (1 — k) (1 — k). Fiir zusammengesetzte
Abbildungen gilt ferner wegen (24)

(27) K, , < KK, .

Zunichst werden wir beweisen, dass jeder in der ganzen Ebene C
definierten komplexen Dilatation x eine x-quasikonforme Abbildung von
C entspricht. Dabei wird auch das Existenzproblem fiir alle ebenen Gebiete
vollstéindig erledigt. Denn ist eine komplexe Dilatation x in einem Gebiet
G c € definiert, so konnen wir sie in € erweitern, indem wir z.B. xz = 0
ausserhalb @ setzen. Sobald wir eine x-quasikonforme Abbildung f von C
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haben, gibt die Restriktion von f auf @ eine x-quasikonforme Abbildung
von G.

Sei nun eine komplexe Dilatation x in der ganzen Ebene C gegeben.
In jedem Kreis B,(0), 1 <r < oo, existiert dann eine x-quasikonforme
Abbildung f,. Diese konnen so gewéhlt werden, dass sie den Nullpunkt
festhalten und dass die konformen Abbildungen f,of; durch 9,(f.f; ) (0)=1
normiert sind: Wie auf S. 13 kénnen wir deshalb eine Folge 7, — o
finden, so dass die Abbildungen f,n gleichmaéssig auf kompakten Mengen
gegen eine x-quasikonforme Abbildung f von C konvergieren.

Die Umkehrung f*: f(C)—C ist eine quasikonforme Abbildung mit einer
komplexen Dilatation u. Wir setzen u = 0 ausserhalb f(C); es gibt dann
eine u-quasikonforme Abbildung g¢:C — C. Die Abbildung gof:C—C
ist dann konform, und deshalb gilt ¢(f(C)) = C. Da aber g ein Homdo-
morphismus von C ist, so muss auch f(C) = C sein. Wir haben also bewie-

sen:

Satz 2. (Existenzsatz) Jeder komplexen Dilatation » in C entspricht
eine x-quasikonforme Abbildung von C auf sich selbst.

Sei G c C ein einfach zusammenhédngendes Gebiet. Wie wir gesehen
haben, gibt es fiir jede quasikonforme Abbildung f von G eine quasi-
konforme Abbildung g:C — C, die auf G dieselbe komplexe Dilatation
hat wie f. Diese gestattet eine Darstellung f=hog:G —C, wo &
konform ist. Weil ¢ ein HomGomorphismus von C auf sich selbst ist, so
sind vermoge des Riemannschen Abbildungssatzes G¢* und g(G), also auch
G und f(G) zueinander konform édquivalent. Wenn umgekehrt &' zu G
und somit zu ¢(¢) konform dquivalent ist, so gibt es eine konforme Ab-
bildung %, so dass G durch hog x-quasikonform auf G’ bezogen wird.
Wir haben also den Riemannschen Abbildungssatz fir x-quasikonforme
Abbildungen als eine Folgerung des Existenzsatzes erhalten:

Korollar 2.1. Das einfach zusammenhéngende Gebiet G' kann dann und
nur dann x-quasikonform auf ein anderes Gebiet G’ abgebildet werden,
wenn G und G’ konform &dquivalent sind.

Korollar 2.2. Die x-quasikonformen Funktionen in einem Gebiet ¢
sind genau diejenigen Funktionen f, die sich aus einer analytischen Funk-
tion A wund einer x-quasikonformen Abbildung ¢ zusammensetzen,
f=hog.

Beweis: Ist g: G — G eine x-quasikonforme Abbildung, so verschwin-
det die komplexe Dilatation von fog  fiir jede %-quasikonforme Funktion
f von G.
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IV. Quasikonforme Mannigfaltigkeiten

In Analogie mit der Definition der analytischen Struktur und der Rie-
mannschen Fldche koénnen wir quasikonforme Strukturen und quasi-
konforme Mannigfaltigkeiten definieren. Unter Anwendung des Existenz-
satzes ldsst sich jedoch erweisen, dass wir jede quasikonforme Mannigfaltig-
keit mit einer analytischen Struktur versehen konnen. Dieses Resultat
zeigt, dass das Abzidhlbarkeitstheorem von T. Radé auf quasikonforme
Mannigfaltigkeiten erweitert werden kann. (Fiir die im folgenden benutzten
Begriffe und Bezeichnungen der Theorie der Mannigfaltigkeiten wird auf
Lang [10] verwiesen.)

Definition 8. Sei X eine zweidimensionale reelle Mannigfaltigkeit,
die das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt. Ein Atlas
Q={(Uy ¢: Uy— @, (U,) CC),x €I} von X definiert eine lokal quasi-
konforme Struktur auf X, falls es fiir jedes « € I eine endliche Konstante
K, gibt, so dass alle Abbildungen ¢, o ¢;, €1, auf ¢,(U,NU,) K,-quasi-
konform sind. Wenn noch alle K,, « € I, unter einer endlichen Schranke
K liegen, so definiert £ eine K-quastkonforme Struktur auf X. Die mit
einer quasikonformen Struktur & versehene Mannigfaltigkeit X wird
durch X bezeichnet.

Sind alle Abbildungen ¢, o ¢; in der obigen Definition konform, so
definiert & eine analytische Struktur auf X. X ist dann eine analytische
Mannigfaltigkeit, und ist X zusammenhédngend, so ist X eine Riemann-
sche Fliche. Umgekelirt ist jede Riemannsche Flidche eine quasikonforme
Mannigfaltigkeit. Wir werden spéter sehen, dass zusammenhéingende quasi-
konforme Mannigfaltigkeiten in gewissem Sinne nicht allgemeiner sind als
Riemannsche Flachen.

Fiir lokal quasikonforme Mannigfaltigkeiten X, X¢., kann der Begriff
einer quasikonformen Funktion folgendermassen definiert werden:

Definition 4. Die Funktion f:X_. - X_. ist lokal quasikonform, falls
fiir jede kompakte Menge E c X alle Funktionen ¢/ o foqy, ¢, €L/,
¢y €L, im Inneren von ¢, (ENT, N f(U))c € quasikonform sind.
Wenn alle Funktionen ¢ ofog¢y auf ¢, (U;ef (U})) K-quasikonform
sind, so wird f K-quasikonform genannt.

Fiir ein ebenes Gebiet @ ist die lokale Quasikonformitit einer Funktion
f: G —C dazu dquivalent, dass f auf jedem Teilgebiet H mit einer
kompakten abgeschlossenen Hiille /1 ¢ ¢ quasikonform ist.

Der Zusammenhang zwischen quasikonformen Mannigfaltigkeiten und
Riemannschen Flidchen geht aus dem folgenden Satz hervor:
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Satz 3. Fiir jede lokal quasikonforme Mannigfaltigkeit X, gibt es
eine analytische Struktar A auf X, so dass die identische Abbildung
id : Xy — X lokal quasikonform ist. Insbesondere sind die Abbildungen
@, des Atlas £ K, -quasikonform in Bezug auf 9.

Beweis. Wir konnen wenigstens gewissen Untermannigfaltigkeiten von
X, eine analytische Struktur geben, z.B. wird eine solche auf jede Koordi-
natenumgebung U, c X durch die Abbildung ¢,:U,— ¢, (U,)CC
indazierv. Wir definieren eine halbgeordnete Familie § der offenen analy-
tischen Untermannigfaltigkeiten R von X wie folgt: R gehort zu ),
wenn die Restriktion jeder Abbildung ¢, € O auf R eine K -quasikon-
forme Abbildung ist, und R < R’, wenn RcC R’ und die Inklusions-
abbildung ¢: R — R’ kouform ist.

Es sei & eine linear geordnete Unterfamilie von . Die Vereinigung

R,=UR
Re®
ist eine offene Untermannigfaltigkeit von X. Weil die analytischen Struk-
turen von R € @ miteinander kompatibel sind, kénnen wir auf E, eine
analytische Struktur definieren, so dass die Inklusionen ¢: R — R, R € @,
konform sind. Die Abbildungen ¢, € &, sind dann K -quasikonform auf
R, und R, gehort zu . Eine beliebige linear geordnete Unterfamilie
hat also eine obere Grenze in §, und aus dem Zornschen Lemma folgt
die Existenz einer maximalen analytischen Mannigfaltigkeit R. € .
Es seien U, eine Koordinatenumgebung des Atlas £ und

U= {(Vy w;: Vy—py(Vy)cC, BE€J} ein Atlas der maximalen analy-
tischen Mannigfaltigkeit R,.. Da R. zu § gehort, so sind alle Abbildung-
en y,oq, auf ¢ (U,NV,) K,quasikonform. Weil zwei Abbildungen
vy p, €A in VNV, durch die konforme Abbildung y; oy, verbunden
sind, so haben die quasikonformen Abbildungen ;0 ¢y und o, 0@y in
¢ (Uy NV, N V) dieselbe komplexe Dilatation. Es gibt alsoin ¢, (U, N R,,)
eine messbare komplexe Dilatation x, so dass alle Abbildungen ;0 ¢y in
7. (U, N V,)  x-quasikonform sind. Setzen wir noch x = 0 ausserhalb
9 (Uy N R), so gibt es nach dem Existenzsatz eine x-quasikonforme
Abbildung f:¢,(U,) —C . Die Restriktion der Abbildung y = fo ¢, auf
R, ist also konform, und der Atlas A" =AU {(U,,»: U, —p(U,) C C)}
definiert eine analytische Struktur auf R’ = R, U U,. Da die Abbildung
p=foq, auf U, N R, inbezugauf K,k € F konform ist und da anderer-
seits die komplexe Dilatation von f ausserhalb ¢ (U, N E,) verschwindet,
so sind alle Abbildungen ¢, o 9™ = @ 0 @y © [~ oauf p(U,NU ;) Kgquasi-
konform. Also ist auch R’ ein Glied der Familie . Es gilt jedoch E,, < R/,
und da R, maximal ist, so miissen wir R’ = R,, U U, = R,., haben. Die
analytische Mannigfaltigkeit R, enthilt somit jede Koordinatenumgebung
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U, € & und muss folglich gleich X sein. Weil R, zu & gehort, so hat ihre
analytische Struktur A die gewiinschten Eigenschaften.

Wir sind nun imstande, eine Verallgemeinerung des Abzihlbarkeits-
theorems von T. Radé zu beweisen:

Korollar 3.1. Alle lokal quasikonformen Mannigfaltigkeiten sind para-
kompakt.

Beweis. Die Parakompaktheit einer endlichdimensionalen Mannigfaltig-
keit X ist damit gleichbedeutend, dass alle Zusammenhangskomponenten
von X das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom erfiillen. Wenn nun X eine lokal
quasikonforme Mannigfaltigkeit ist, so konnen wir sie mit einer analytischen
Struktur A versehen. Dann sind alle Zusammenhangskomponenten von
X,y Riemannsche Flidchen und erfiillen also nach dem Satz von Radé [19]
das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom, woraus die Behauptung folgt.

Uber das Problem der Abzihlbarkeit und Parakompaktheit von Mannig-
faltigkeiten vgl. Kneser [8].

Mathematisches Institut
Universitat Helsinki
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