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1. Introduetisn

Soit -O rur espa,ce vectoriel nonn6. I)dsignons par L(E) l'algöbre des

applications lindaires continues de .0 dans E. La topologie uniforme de

L(D) est engendr6e par la norme usuelle qui ddfinit sur L(E) une structure
d'algöbre norm6e. En dehors de cela, nous considdrons sur L{E) la structure
sous-jacente d'espace vectoriel norm6.

Soient maintenant A , B e L@) et considdrons l'application liniaire
T --> AI'B de l'espace vectoriel normd Z(,U) dans lui-m6me. Auparavant
l'auteur a prouvd ([4], p. 6) un thdoröme dont, le cas particulier est le suivant:
Soient A +0 et B * 0; pour que l'application lindaire 1'--+ATB soit
pr6compacte, il faut et il suffit que les applications A et B soient toutes
les deux prdcompactes. Il en ddcoule immddiatement, le corollaire suivant:
Pour que l'application lindaire T ---> A?A de L(E) dans L(E) soit
prdcompacte, il faut et il suffit que .4. soit une application prdcompacte
de -U dans -8.

Egalement, on peut se poser la question sur les conditions sous lesquelles
l'application lin6aire T --+ ATB soit de rang fini. Si ,4 + 0 et B * 0,

une condition ndcessaire et suffissante est que les applications ,4. et B
soient toutes les deux de rang fini, comme on peut facilement, d6montrer.
Encore plus particuliörement, pour que l'application lindaire T->ATA
soit de rang fini, il faut et il suffit que A soit de rang fini.

Ces thdorömes nous ont couduits aux ddfinitions des 6l6meuts compacts
et de rang fini donn6es au-dessous. Il faut noter que la d6finition d'un
6l6ment compact dans une algöbre norm6e commutative donnde dans [2]
difföre essentiellement de la nötre.

2. Pr6liminaires

Une algöbre normde .B est une algöbre associative mulie d'une fonc-
tiorr u--+ll*ll telle que R (consid6rd comme espace vectoriel) soit, un
espace vectoriel norm6 et telle que ll*All <llrllllyll, pour tous r,y e R.
Le corps de base de .B peut ötre le corps r6el ou le corps complexe; -B

peut avoir un 6l6ment unit6 ou non. Nous disons qu'une application de -E

dans .IJ est un opdrateur dans 11, si elle est lin6aire et continue pour la
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structure d'espace vectoriel de R. Une application lindaire d'un espace
vectoriel norm6 dans un autre est dite prdcompacte, si elle transforme la
boule unitd en un ensemble prdcompact. Les opdrateurs prdcompacts dans
un espa,ce vectoriel norm6 .E forment un iddal bilatöre ferm6 dans l'algöbre
L(E) de tous les op6rateurs dans .8.

3. Les 6l6ments compacts et les 6l6ments de rang fini de R.

Soit -E une algöbre normde et' a ln 6l6ment de .8. Ddsignons par
B(a) l'application n--+ana de .E dans .8. L'application B@) est 6videm-
ment lindaire et continue. Si cet op6rateur est pricompact, nous disons que
a est un öldment compact de .8. I)6signons par C l'ensemble de tous les
6l6ments compacts de J?. Nous disons qu'un 6l6ment a, € A esL de rang

fini, si l'opdrateur p(o) est de rang fini et nous ddsignons par "F l'ensemble
de tous ces 6l6ments. Evidemment nous &yons F c C.

Il peut arriver que .n' : Q : A; I'algöbre L(E), oir .E est un espace
vectoriel normd de dimension finie, en donne un exemple. Ilais il peut
aussi arriver que -t' : C : {0}, A + {0}. Il est ainsi, par exemple, dans
le cas oir -B est l'algöbre des fonct'ions rdels continues dans l'intervalle
[0, l] et normdes par la m6trique de la convergence uniforme (cf. l2l p. 280).
Pour avoir un exemple oir toutes les inclusions dans {0} C .ä' C C C R
sontpropres, onpeutprendrepour ä l'algöbre L(E), oi E est unespace
hilbertien de dimension infinie.

Proposition 1. L'ensemble C est ferm6.
Soit o CA et (a6) unesuitetelle e.ue ape C & d,h--->a,, pour k-> oo.

Nous avons pour un r € -B arbitraire:

lla6ra6 - axall: ll@* - a)ra1, { ar.(a* - a)ll

S ll@o - a)*anll I llar(a* - a)ll

< (llao - allllanll -f lloll llar, - all) lirll < Mllan - all llrll ,

oi M est un constant. Il en ddcoule que llB(ar) - §(a)ll -+ 0, pour k --> q'.
Comme les p(ar) sont prdcompacts, il en rdsulte que B(a) est pr6compact
et donc, par la ddfinition, n est un 6l6ment compact.

Corollaire. L'adhdrence F de 7' est, contenue dans C'.

Proposition 2. Tout 6l6ment compact idempotent, de .E est de rang
fini.

En effet, de qz 
- e, iI d6coule que

§(a)' - §(a); comme l'opdrateur §(a)
est de rang fini.

q,zl:ctz : ef,e,, pour tous fr e R, ou
est pr6compact cela entraine qu'il

Ann. Acatl. §ci. I'ennica:
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Proposition 3. Si a est un 6l6ment compact (resp. de rang fini) et
,u tt 6l6ment arbitraire de -8, les 6l6ments au et' ua sont compacts

(resp. de rang fini).
Les applications r "> a,u,fia,u et * -'-> uafruq, sont, toutes les deux com-

posdes de trois opdrateurs dont un est p(o). La proposition rdsulte alors

clu fait que les opdrateurs prdcornpaets (resp. de rang fini) de rB forment
un iddal bilatöre.

4. Un exemple

Si a et å sont tous les deux des 6l6ments compacbs (resp. de rang fini),
l'opdrateur r --> anb n'est pas n6cessairement, prdcompact (resp. de rang
fini); nous allons en donner un exemple.

Soit donc t: Et@ Ez, otr D, el .8, sont des espaces hilbertiens
proprement dits, c'est ä dire, isomorphes ä 12, et, soib R : {T e L@) |

T(E)c Er;. Choisissons une projection A €.8 de rang fini et f {0} et
B e R tel que B(Er) : Er, B est une isomdtrie dans -8, et B(Er): {0}.
L'application T '--> ATA est de rang fini et I'application T --> BTB est

identiquement, : 0, donc aussi de rang fini. Dans le sens de la d6finition
dans le n:o pr6cddant, A et, B sont donc tous les deux des ildments de

rang fini de "B et å fortiori des 6l6ments compacts de .8. Mais l'application
T -> ATB de A dans -B n'est pas prdcompacte, comme on peut aisement

vdrifier directement ou sur la base du thdoröme 3 en [4].

5. Sur certains iddaux ilans R

La proposition 3 exprime le fait que les ensembles C et I sont stables

pour la multiplication dans -R. Mais, en gdndral, ils ne sont pas des iddaux,
comme le montre l'exemple dans le n:o prdcddant.

Convenons de ddsigner par Co (resp. par -Fo) I'ensemble do tous les

6l6ments compacts (resp. de rang fini) a e R, tels que les applications lin6-
aires r --> ae;b et u --> bra de .B dans -E sont prdcompactes (resp. de

ra,r.ig fini) pour tous ä € C (resp. pour tous ä €.8). En s'appuyant sur le
fait que les opdrateurs prdcompacts dans -E forment un ensemble fermd
on d6montre facilement que Co est ferm6.

Proposition 4. C, eh Io sont des id6aux dans ä.
Soient a,a'€Co (resp. a,a'eFo), beC et ueR; puisque les

opdrateurs pr6compacts (resp. de rang fini) forment un id6al bilatöre, on

v6rifie imm6diatement que toutes les applications lindaires fr --> aurb,
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fr ---> bfr&u, fr ---> 1tufrb, fi --> bfru,a,, & --> (a I a')rb et r --> bnla { a') sont
pr6compactes (resp. de rahg fini), d'oir la proposition.

Soit ä un iddal dans ,E; nous convenons de dire que fl est un c-id6al
(resp. un ,f:iddal), si l'opdratetr n ---> arb dans -B est un opdrateur pr6-
compact (resp. de rang fini), pour tous tr,, b e H. Evidemment, tout c-iddal
est contenu dans 0 et tout J-idöal est contenu dans 1. Les iddau,x C'o

et 1, consid6r6s au-dessus sont des exemples de c-iddaux, re$p. de /-iddaux.
La proposition qui suit en donne d'autres exemples.

Proposition 5. Si n est un 6l6ment compaot, de .B (resp. un 6l6ment
de rang fini de 1?), l'iddal bilatöre H(a) engeldrd par cu est, un c -id6al
(resp. un f -idöal).

Pour la ddmonstration il faut observer que tout 6l6ment de Ir'(a) peut
se mettre sous la forme

'na f ua ! u,u -l L rro nuu ,

oir z estunnombreentier et ,u,u,.tlk,urE- R. Si a,€C (resp. ae I)
ef, z1 , z, e H@), l'application lindaire il ---> zgzz peut donc se mettre sous
la forme d'une somme, oil chaque membre est une application composde
dont un facteur est l'opdrateur B@). Puisque les opdrateurs prdcompacts
(resp. de rang fini) dans B forment un id6al bilatöre, il en r6sulte que
l'opdrateur r ---> zlnzz est pr6compact (resp. de rang fini). La proposition
est ainsi ddmontrde.

Proposition 6. Quel que soit le c-id6al (resp. /-id6al) ä dans R,
il existe un c-id6al (resp. un /-iddal) maximal "f contenant 11.

En effet, on peut facilement vdrifier que l'ensemble ordonnd des c -
id6aux (resp. des l'-id6aux) contenant .tI est inductif; Ia proposition est
ainsi une consdquence du th6oröme de Zorn.

Proposition 7. Pour qu'il existe un seul c -idial (resp. / -id6al) maxi-
mal dans -8, il faut et il suffit que C soit un c -iddal (resp. que -E soit
un /-id6al).

La suffisance de la condition 6tant 6vidente, nous supposons que ,I
estl'unique c -id6al (resp. /-iddal) maximal. Pour tous a€C (resp. ae I)
l'id6al H(a) esb un c -iddal (resp. un /-id6al), d'aprös la proposition 5;
donc H(a)cJ. En consdquence

C: U H(a)c"/ (resp. ,F, : U H(a) cJ).

comme J c c,r".;. J c r),ceta entrain:lr" c : J (resp. I :,I),
donc C est un c -id6al (resp. un /-iddal).

On peut noter que dans le cas otr C (resp. ,F,) est un c -id6al (resp.
un /-iddal), il est identique ä l'iddal C, (resp. .Fo), consid6rd plus haut.
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6. Sur certains annulateurs dans R

On sait que pour un opdrateur prdcompact A le noyau de I - A (I
est I'op6rateur identique) est de dimension finie et le rang de 1 - ,4 est

de codimension finie. Pour une algöbre normde arbitraire A, nous aYons

les rdsrltats suivants.
Proposition 8. Soit a tn 6l6ment, compact dans R, et soit e vn

6l6ment idempotent de -8, tel que e : a,e oll e : ea; alors e est de rang

fini.
En effet, ea et ae sont, des 6l6ments compacts d'aprös laproposition 3;

cela entraine, en vertu de la proposition 2, que e est de rang firri.
Proposition 9. soit a un 6l6ment compact de -B et soit rz un 616-

ment de R tel q.0Le u : Qrt : ua; alots ?, est de rang fini; la dimension

clu sons-espace vectoriel {z € R lu: ua,: q,u) est finie.
Pour tous re R nolrs aYon§, d'aprös l'hypothöse, a(uru)a:1lfi14

donc le rang de l'opdrateur §(u) esb invariant sous l'op6rateur p(a); en

consdquence, c'e§t, un sou§-espace vectoriel de dimension finie, puisque p(a)

est prdcompact. Cela signifie que u est de rang fini'
Pour tous 'n € -E tels que u : ct'tl, : xto, nolls aYons allcl, : u. L'es-

pace vectoriel form6 pa,r ces 6l6ments est donc invariant sous p(o); en

consdquence sa dimension est finie.
Proposition 10. Soit -B une algöbre normde avec 6l6ment unitd notd

par I et soil, a un 6l6ment compact de rB. I{otons par trra le sous-espace

vectoriel de J? form6 par les 6l6ments ru tels qrte all, : uo, et, (I - a)hu :0
(# : l, 2, . . .). Il existe alors rur nombre naturel p tel que y'y'6 : /y'o,

pour lous lt:7 P.
Snpposons qtt'un tel p n'existe pas; cela signifie que y'y', c lfz c ' ' '

c Nr, C ' ' ' , oir toutes les inclusions sont propres. Par un lemme cle

Ii,iesz ([3], p. 96), nous pouYons choisir dans chaque /L un 6l6ment 16, tel
que llrrll :r et llr*-ull)$, pour tous z€Är*-r.Soit d(ft; posons

a : rk - (r,frpa I aria: (1 - a')r* * a,fr;e, : (1 - a) (L I a)rn * ax;a.

Alors, a e N^-r, et, en consdquence,

llcr - all : llauo, - ariall ) ts 
,

qui est absurde, puisque l'opdratet.tr p(a) est compact. La proposition se

trouve ainsi ddrnontrde.
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