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[lber die Werteverteilung pseudonalytisaher Funktionen*

Einleitung

L. Bers hat in mehreren Veröffentlichungen l2l-l4l eine X'unktionen-
bheorie fiir die pseudoanalytischen X'unktionen entwickelt. Diese X'unk-
tionenklasse wird dadurch charakterisiert, dass sie anstelle von I und d

zwei beliebige Funktionen F(") und G(z) enthält, sowie mit zwei
X'unktionen auch deren Linearkombinationen mit reellen Koeffizienten
und dass eine pseudoanalytische X'unktion an ihren Nullstellen komplex
differenzierbar ist.

Definition. Zwei, komplere lwnktionen I(z) und, G(") heissen erzeu-

gend,es Paar, wenn sie i,n ied,er koru,pakten Teilmenge des betrachteten Gebietes

gleichmrissig Höld,erstetig sind, und, wenn

(0.1)

(0.2)

'ist,

Dann kann jede komplexe ZahL als reelle
und G(r) dargestellt werden, insbesondere
Funktion:

w(z) _-. @(r) ?(*) + Y(r) G(r) ,

Linearkornbination Yon E (*)
a,uch eine beliebige komplexe

@ , V reell.

Definition. Ei,ne ltomplexe ?unlrt'ion w(z) hei,sst i,m Gebi,et G pseud,o-

anal,yti,sch (1. Art) bezii:glich d,es erzeugend,en Paares F(z) und' G(z),

falls fiir alle zo € G iler Grenzwert

(0.3) lim
z-+.zo

w(z) @(ri F(r) V(rr) G(r)
ry-ryt<r pO

- *10(z) - @(r)

d(r,cp@) 
I

Ttl,:,': w(zo)

eri,sti,ert. u(z)
tion 2. Art.

+ i, V(z) ltei,sst pse'udoanalytisclte Funk-

{< Vortrag, gehalten im Kolloguium
Mathematischen Vereinigung tr'innlands
August, 1966 veranstaltet wurde.

uber rnathemat'isclte Analys'is, das von de
in Otaniemi (bei Helsinki) vom 27. bis 31.



L. Bers hat gezeigt, dass aus der Existenz -vorr io(") die Differenzier-
barkeit von @(") und V(") folgt. Mit den bekannten Ableitungen

a tla a\ a tta a\(o'4) a" 
: z\a- o w)' az: z\a* o *)

gelten die Differentialgleichungen

(0.5) @rn*vrG:0, @,F+Y,G:iu,
woraus man mit
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G r+iG(0.6) -r{io:7, y--E_dG

das System

(0.7) @x:rV*+oYy, @r:-oV,arV,
oder in komplexer Form

(0.8) a, : yi,

herleitet. *(z) ( g const,.) erweist sich (Bers [3], S. 228 ff.) als innere
Abbildung, die bis auf isolierte Punkte lokal quasikonform ist rnit der
Dilatation

| *'vz | * * I o,(0.e) x(z):, 11,:--'- --I - ly,. 2o

Sind X(") und G(") reell differenzierbar, so geniigt nach Bers l3l,
S. 218, mit den Definitionen

,t FGr-GF,la:AF+BE Å:_-2iJ "

(0. l0) oder
/1 _ GF=-FG-az:AG-TBG B: .rtl

und

E1,,,-AF+B,F 1:!!:-!J:
2i,/1

(0.11) oder
/1 - : GF'-FG'
tiz:AG+BG B__ 2i/

jede pseudoanalytische Funktion t. Art den Differentialgleichungen
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(0. 12) 8fr,
-

h

?"D - bu;Ä

v)a,
v)u

Setztman w- u{,iu, soist(0.I2)
chungssystem

einern elliptischen Differentialglei-

(0.14)

(0. 15)

(0. 16)

»t(n,y)u*ap(n,
an(n , A) Lc + azz(n ,

äquivalent. Die Theorie der pseudoanalytischen X'unktionen ist daher als
Funktionentheorie des Systems (0.1a) aufzufassen. Solche Systemesind
(ähnlich wie die Systeme (0.7)) vom Standpunkt der partiellen Differential-
gleichungen aus viel untersucht worden, ich nenne die Arbeiten von W.
Ilaack und G. Hellwig t6l-t7l sowie I. N. Vekua (zusammenfassend [13]).
LeLzterer entwickelt in [13] eine Theorie der pseudoanalytischen Funktionen
mit verallgemeinerten (Sobolevschen) Ableitungen in geeigneten -L, -Räu-
men. Dem entsprechen erzeugende X'unktionen X(") und G(z) mit
solchen Ableitungen.

Die isolierten Singularitäten pseudoanalytischer X'unktionen w(z)
lassen sich wie bei analytischen X'unktionen als hebbare Singularitäten,
Pole oder wesentliche Singularitäten klassifizieren. In der Umgebung
letzhercr gilt der Satz von Casorati-Weierstrass (Bers [3], S. 238, \rekua
Ir3], s. 121).

In der Umgebung r.on Null- und Polstellen von w(z) hat man dtrs Ver-
halten (Bers [3], S. 237 ff.)

(n,go)

wodurch die Vielfachheit von NuIl- und Polstellen angegeben wird. ir(",
ist iibrigens gleichfalls eine pseudoanalytische X'unktion t. Art beziiglich
eines sogenannten »Nachfolgerpaares» Xr(") und Gr(z) , dessen Existenz
Bers ([3], S. 233 ff.) bewiesen hat, insbesondere gilt

falls I(z) und G(") differenzierbar sind.
Uber die Werteverteilung pseudoanalytischer Funkt,ionen in der IJm-

gebung wesentlicher Singularitäten sind im allgemeinen keine besonderen
Aussagen zu erwarten, da iiber die Funktionen F(z) und G(") zuwenig
vorausgesetzt wird. Man kann jedoch eine Werteverteilungstheorie ent-
wickeln, wenn man die Annahme eines Wertes a durch w(z) mit Bers
wie folgt definiert:
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Definition. w(z) nim,nf in zo deru W ert cL : aL + i n, gena,ll dann

to(z) - a, ? (zo) J a, G(zo)

Die Vi,elfachheit d,er a -Stelle sei gleich d,er Vi,elfachh,eit rl,er l{ull,stel,le uon
w(z) - o,r?(z) - arG(z) in zo.

Es handelt sich also um eine Annahme der Werte relativ zum erzelJ-
genden Paar, während ,(z) die Werte direkt annimmt. Fiir die quasi-
meromorphen X'unktionen,(") iiegt bereits eine S,'erteverteilungstheorie
vor, insbesondere die von G. af Hällström [9]-lt0l.

Demgegeniiber wird hier die Heranziehung der pseudoanalytischen
X'unktionen l. Art eine Formulierung des l. Hauptsatzes der Wertever-
teilung erlauben, in der das Restglied leicht und befriedigend abgeschätz|
werden kann. Da die Vielfachheit der a -Stellen definiert ist, lässt sich
der 2. Hauptsatz unter Beriicksichtigung der mehrfachen Stellen direkt
in integrierter X'orm herleiten. Dabei ergibt sich das entsprechende bessere

Restglied gegeniiber der von G. af Hällström verwendeten Methode der
Uberlagerungsflächen von L. Ahlfors (ll2l, Kapitel XIII), bei der ein
unintegrierter 2. Hauptsatz gewonnen u,ird, der dann integriert ryerden
kann (4. Dinghas l5l). Allerdings erfasst G. af Hällströrn alle quasimero-
morphen Funktionen, was hier nicht gelingt.

Der Beweis des 2. Hauptsatzes yerwendet die von L. Ahlfors [1] angege-
bene Methode. Eine Ableitung entsprechend der urspriinglichen Form
von R. Nevanlinna l11l scheint an der Abschätzung der Schmiegungs-
funktion von ut1z7 I w1z1 zu scheitern.

Da bei einer konforuren Abbildung die Pseudoanalytizität erhalten
bleibt (Bers [3], S. 220) und sich die Koeffizienten A und B in (0.I2)
nur mit der Ableitung der Abbildungsfunktion multiplizieren, wird im
folgenden das Normalgebiet im X'alI einfachen Zusammenhangs zugrunde
gelegt:

(0. 17)

(0. 18)

Die entsprechenden Entwicklungen frir mehrfach zusammenhängenie
Gebiete (G. af Hällström l8l) lassen sich auch hier durchfiihren.

t, Der erste Hauptsatr,

Voraussetzung. In KR @gl. (0.18)) seien X(") und, G(z) lold,
gleichmassig Höld,erstetig und, bi,s auf isol,ierte Punkte steti,g d,i,fferenz,ierbar,

in d,er Umgebung d,ieser Punltte seien die Ableitungen uon I(z) und, G(")
beschrcinkt. Ds sei
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(zeKo)

Ufrt v't+ v,t+ t''t+

Die Konstanten M , Ao und K kann man auch auf K, be-

zidnen, fiir die Abhängigkeit von r ergibt sich dann aus dem 1. Haupt-
satz eine geeignete Wachstumsforderung. Da diese Bedingungen fiir die

Beweise unwesentlich sind, werden sie nicht explizit formuliert.
Die Differenzierbarkeitsforderungen können dahin abgeschwächt, wer-

den, dass X(z) und G(z) verallgemeinerte Ableitungen in einem geeig-

neten .L, -Raum haben sollen, wie bei Vekua [13] vorausgesetzt rvird.
Dieses Ergebnis erhält man durch Grenziiberga,ng von stetig differenzier-
baren erzeugenden Paaren auf Grund der Konvergenzsätze von Bers ([3],

S. 22S ff.). Die Durchfiihrung soll aber unterbleiben.
Im folgenden ist w(z) stets eine pseudoanalytische X'unktion (1. Art,

f, const.) und a(z) : *w(z) die zugehörige quasimeromorphe Abbildung.
Definition. Es sei far a/ : ct/L * i a,

(1.1)

(1.2)

(1 .3)

d,'ie pseudoanalytische Fu,nlttion mit ax(a) : ct . Iiir a: @ sei, ouch

0(: @.

x(z) == a, F (z) -l- a,, G(z)

I
ru(r , a) - n{r, co) - ,;

-fachen a -Stelle

die Anzahl der
r , mit d.er jew'ei-

von w(z) hat also n(r) eine (n-1) -fache Nullstelle.
Wie riblich sei n(r,a)- n(r,a,w) "-.- n(r,a,,u)

a.Ste}1en(i*entSprechendenSinn)\ronu(z)inl,l<
Iigen Vielfachheit gezählt.

X'iir eine pseudoanalytische Funktion gilt offenbar das Argument-
prinzip (vgl. auch Bers [2] und Vekua [13]). Also folgt fiir w(z) - a(z)

+0,oo auf l"l:,

I
'rrl:,

d, arg (r.u - o)

Die isolierten, daher endlich vielen Stellen, an denen n@) und G(z)

wie w(z) - a(z) eventuell nicht stetig differenzierbar sind, stören offenbar
nicht. Man schliesse diese Punkte erst durch kleine Kreise aus, deren

Radius man dann gegen Null gehen lässt. Die zusätzlichen Integrale
gehen dabei gegen I{uIl oder liefern, wenn es sich um eine I{ulI- oder PoI-
stelle handelt, nach (0.15) den gewiinschten Betrag.
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Nun ist frir eine stetig
Polarkoordinaten r und

also

Zusammen mit (0.12)

(1.4) ntr , ct) - n(r ,

differenzierbare Funktion
p

f(z)- u{'iu mit

1

-7'*+i

+ry'WL -2Re{u-,.T 1

II,l': 7''* ["'

rA f
lri:,

[" * +".1),

folgt aus (I.3)

oo)

12
log Ir, - xi dp l^+'T:lo,lRell +

lri:,

An dieser Stelle sei auf den Unterschied hingev'iesen, der durch die \rer-
wendung von w(z) - a(z) anstelle von co(z) - o entsteht. Der letzte
Summand in (l.a) hat Restgliedcharakter, insbesondere hängt er vorl w(z)
und cL nur noch mit einem Faktor vom Betrag Eins ab. Eidir o(z) - a
wiirde dort a, I (» - a) anstelle von A + B (fi - d) I @ - ") stehen.
Mit (0.8) erhielte rnan dann yarf (ot-a), ftir 7->0 bei r->R
ha.t dies auch Restgliedcharakter. dem entspricht bei der Dilatation
x -> I . Die wesentliche Abhängigkeit von @ und a liesse sich jedoch
nicht ohne weiteres beseitigen.

Definition. Es sei,

(1.5)

( r.6)

(1.7)

nL(?^raru)

m(r, oo , w)

!{(, ,0 , u)

I
2n

I
2n

J
0

,l,ros#*e

,l,ros 6;=)de'

n(t,a,,w) - n(0,a,'w)

(a + co ),

Dabei bezeichnet la
Kugel . m(r,&,u) ist
grössten Beiträge dort,
nahe l{ull ist.

Sei nrln ro kleiner

clt * n(0,0,w)logr

, b) den chordalen Abstand auf der Rienrannscherr
eine Schmiegungsfunktion, denn sie erhält ihre

wo w(z) - a(z) klein ist, d. h. dort, wo a\z) - a,

als die Absolutbeträge aller von z - 0 verschie-
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denen NuIl- und Polstellen von w(") - a(z) , danr. ergibt sich aus (1.4)

durch fntegration von ro bis r

(I.S) N(r,a) - n(0,a)logroJ- m(r,a) - m(ro,a)

: ff(r, oo) - n(0 , a) log rs -l m(r , a) - m(ro, o)

I ru(r , a ,a(z)) - m(ro, a , a(z))

r I f f tl *-a1 ')

-;R"1JJ ;lo+B w-o,ldoi ,

ro<lzl<r

wobei d,o das X'lächenelement der Ebene ist.
Definition. Ds sei,

(1.9) l'rr(0) , a(O)lo : lim lw(z) , a(z)f r-"Q'"'')

und,

(1.10) [u(0) , oo]o : hm lw(z), ool r-"(0'o'') ,

uobei, nur frir zo(0) : a(0) bzw. oo etwas Neues herausbommt. Unter
Berti,,cksichtigung aon (1.10) sei d,ann

(1.11) T*(r,w): n/(r, @,u) lm(r, @,w) * log[rz(0) , m]r.

Mit dieser Definition erhalt m&n aus (I.8) durch den Grenzäbergang
,rs-O den

1. Hauptsatz. Zu jed,er i,n KR (rSl. (0.18)) pseud,oanalytischen

Eunktion w(z) eristiert e'ine nur uon w(z) abhd,ngige Xunktion T*(r)
so dass ftir alle end,lichen od,er unend,lichen a

(1.12) N(r,a,w) + m(r,a,L0) + log lu(0),ot(0)lo

: Tx(r,w)*K(r,a,w)
gi,lt unter Beri)cksichtigurLg uon (1.9) bzw. (1.10). Das Restglied' K(r ,a,w)
h,o.t rl,i,e Form 

K(r , o , w) : 0

und f*, cc + co

(1.13) K(r,a,u)

:-- m(r, @ , x(z)) + log ["(0) , co]

r*"1[! +l^+8=10,1
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X,iir K(r,a,w) (o + *) erhiiltman d,ie Abschritzung

(r.r4) lK(r ,a,*)r ! y-f **.* (r + 4 M,) +råe tot40a

mit den Konstanten M , K und, lo au,s (1.1).

Ersetzt man in (1.14) M , K und lo durch von r abhängige
Konstanten, so wäre K(r , a , w) : o(T*(r)) zu fordern, um den Rest-
gliedcharakter zu erhalten.

Es sei darauf hingewiesen. dass fiir die Aufstellung von T*(r , w) und
fiir den Vergleich von Null- und Polstellen mittels des l. Hauptsatzes die
explizite Kenntnis von E(") und G(z) nicht notwendig ist. sogar die
Existenz wird nicht benötigt, solange w(z) einer Differentialgleichung
vom T;ry (0.12) geniigt.

Beweis. Zu beweisen ist nur noch die Abschätzung (i.la). \l'egen
l(fr - d) l@ - a)l : I und (I.1) in Verbindung mit (0.10) erliätt rnan

Ir t f f rt w_d1 I

r;R"1JJ;L^*u*-;)d,i(1.15) ",tå,

=: [[),A,+tBt)do {Y-K
uo 

"ul i' I Lto

X'erner ist ndt a:at*iaz

-logla(z), ool : å 4, ,, I lar\(z) | arG(z)!z)

< iJs @i +*log (1 f 4M,).,2

Die Anrvendung auf log [a(0) , co] und m(.r , a , a(z)) ergibt zusammen
mit (1.15) die gewiinschte Abschätl.;tng (I.14).

Als nächstes soll die verbindung mit der charakteristik von Ahlfors-
Shimizu hergestellt werden, diese ist rvie folgt definiert:

Detinition. §(r) sei d,as T'erhciltnis d,es sphririschen lnhaltes uon
a(lzl < r) zur Oberfldche d,er Riemannschen Kugel^

i sol
(1. 16)

heisst Charukteri.sti,k aon Ahl,fors u,nd, Shimizu.
Diese charakteristik ist von G. af Hätlström bei seinen rrntersuchungen

verwendet worden, T(r) ist nattirlich eine konvexe n'unktion von logr .
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Satz l. Es gi,lt

lr*(,) - r(r)l < ff * lr,r|n L' (2 + I M'))

mit

(1.17) 
":'4max{l 

,4M'}(> t).
Llo

Beweis. Wie iiblich wird der I. Hauptsatz (1.12) mit, dem sphärischen
X'lächenelement h(a) nrultipliziert und iiber die o -Kugel fl integriert.

Wegen

I r r lror
;J J N(r'a)d't(a): J;d't: r(r)

und (l.ra) 
"rhatt 

*å 
o

(1.r8) i"*(r) - T(r)l

lltK I I
/-t a

- 
1 I t t r, ,(n. .,\ r L-,.^r t-o,,/o\ n t{\\t\ ,I-l I

+ ; I J J (nt(r, a) * log lw(O), o(0)l) rtr{r$ 
1 

.

E

Um hier das restliche fntegral abzuschätzen, muss lw(z) , t(z)) mit
la(z) , af in Verbindung gebracht werden: Aus at : @ + i V und
w:@X+VG folgt

t_
(1.19) o, : / (Im{o G} + t,Im{w I}) .

Fiir a*a rvird
I

l, - al < Z l*-orl (lnl + IGI)

und

Alco-al(I.20) lw(z),a(z)l )\'tr -: (lrl + Gl) \h + l,a' {1 '-r'
I{un ist aber

L { lw(z)l' : I + l@I +VG1' < 1 + lrl'(lrl + ;Gl)'

< (t + lol2)max{1 , (l-E'l + lGlf},
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also nach (1.20) mit einer entsprechenden Abschätzung ftir a(z)

A l*Q) al

I

Dies gilt auch fiir a, - oo : denn

lu(z),*l': |+lwt, >I+sr,(tr1 +pl),
k»-a12 I

> ffi+a1 > 
Vlto(z) '@)''

Die letzte Ungleichung folgt aus der Definition (f .17) von L sofort fiir
2Mllo>1. fst jedoch 2M<Ao soistwegen /o{M, sicher
M>2, also ,:8M'lÅr>SM und damit L2>4M2. Z:ugleich
hat man L>L.

Somit gilt fiir alle endlichen oder unendlichen e,

Diese auch fiir das Weitere wesentliche Ungleichung dient nun zum Berveis
des Satzes. Es ist

(1.21)

Daraus ergibt sich

t lf r(I.23) o S ; J J *tr,a)dt(a) 
= r+togl.

(1.22) und (1.23) liefer., ,åu--"n mit (1.18) die Behauptung von Satz l,

(1.22)

2. Eigenschaften von T(r , w), Charakterisierung der rationalen
Funktionen

Bei gegebenen F(") und G(z) sind innerhaib der Menge der pseudo-
analytischen X'unktionen nur Linearkombinationen mit, reellen Koeffizien-
ten möglich. Daher kann man iiber das Verhalten der Charakteristik bei
der Zusamnrensetzung von Funktionen vorerst nur folgendes aussagen:

- n J -J 
log 

w, , th(a)
r;r L r
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SatZ 2. a) WL , . . . 7 ?t)y1 se'i,en pseudoanalgtisChe

zellge?Lden Pa,ar ? (z) , G(r) . DaTtn gi,lt

b) Flir reelles k 'i,st

2]VIK
',T(r , k u) T(r , w)l < llog ltull + /, * Iog

Be'LL,e'is. Die Aussagen ergeben sich ftir T*(, ,

lytischer I'unktionen ([12], S. L72), den Ubetgang zlr

Satz 1.

fst c eine komplexe Zahl und gentigt u(z) der

(0.12). so erfrillt c tu(z) die Gleichung

Funktionen zum er-

(, -, B ) .

le L'(2 + 8 lW')) .

rc) wie inr tr'all ana-
T (, , LD) ermöglicht

D iffere n t i al g Iei c hu n g

(2.I) (cw)z : A(cw)* (, i)Wt,
cl. h. der Koeffizient B hat sich um einen konstanten X'aktor vom Betrag
I geändert.

Betrachtet man Lf w ,so geniigt diese Funktion der Differentialgleichung

(;),: eA)**(- ,#)(;)(2.2)

Hier laut,en die neuen Koeffizienten - A und - B frz w-2 , letzteter
ist, an den NulI- und Polstellen von w(z) unstetig, aber beschränkt.

Nach Yekua [3], S. 128 ff., existieren zu A,B e Lr,z(E) (p> 2)
erzeugende X'unktionen I(") und G(") in C6-r1p(E) mit verallge-
nreinerten Ableitungen in Lp,2(E). Dabei giit die folgende

Definition. a) C,(E) i,.ct die Menge d,er in iler abgeschlossenen Dbene

glei,chmtissig Höld,ersteti,gen Funktionen zurut, Erponenten oc .

b) f@) e Lo,2(E) , falls f @) e Lrlzl ! r) und, f(z) lzi2-ab E

Lr('a121) .

Falls das hier betrachtete Gebiet der Kreis lz) < R : t ist, so stellt
A,B e Llizl !L) eine Bedingung dar, die nicht in (1.1) enthalten ist.
Ausserhalb von lzl : I kann man .4 und B etwa geeignet fortsetzen,

so dass die zweite Forderung in der Definition dann ohne Bedeutung ist'
Ist R: qt, so ist A , B e Lo(lzl {t) nach (1.1) erfiillt, jetzt

stellt aber die zweite X'orderung eine nicht selbstverständliche Bedingung
dar.

llacht man die Voraussetzung A , B e Lp,r(E), so existieren also

dazu gleichmässig Hölderstetige erzeugende X'unktionen, die nach Vekua

[3], S. 132, Formel (6.6), gleichmässig in der abgeschlossenen Ebene der
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Bedingung (0.1) geniigen. Damit erfiillen diese erzeugenclen Funktionen die
Forderungen aus (l.l) und sind wegen (0.12) bis auf isolierte Punkte stetig
differenzierbar.

Mit diesen neuen erzeugenden X'unktionen lässt sich dann die \tr'erte-
verteilung von c xo ( c komplex) und u)-t untersuchen:

Satz 3. Zusritzli,ch zu (1.1) sei,en Iu, Ir, G, , G, in Lp,2(E) , dann

sil,t

mit entsprechend, ged,euteten Charaltteristilcen.
Bewe,is. Der Beweis verläuft fiir T*(r) wieder wie im analytischen

X'all, auf Grund von Satz I kann matt z1r, f @) iibergehen.
Bers ([1], S. 88) und !'ekua (1131, S. 127) haben rationale pseudoana-

lytische n'unktionen erklärt und untersucht. Unter den Voraussetzungen
des Satzes 3 lassen sich die Ergebnisse von Vekua verwenden.

Detinition. Ei,ne pseud,oanalytische Eunktion heisst rational,, u;enn sie
,i,n d,er a,bgeschlossenen Ebene höchstens Pole besitzt.

Bers zeigt', dass unter seinen Yoraussetzungen a(z) : *w(z) jeden
Wert gleich oft annimmt, nach \rekua sind jedenfalls die Anzahlen der
NuIl- und Polstellen gleich. Hier lässt sich beweisen:

Satz 4. In (0.18) sei ,B: co , unil zustitzli,ch zu (1.1) gelte F,.I'r,
(],, G, e Lp,(t) . Dann ist w(z) genqlu d,ann rational, wenn

Tb.w\(2.3) lim inf 
ö 

( oo .

a(z) : *w(z) nimmt d,abei jed,en Wert glei,ch oft aru.

Beweis. Ist w(z) rational, so sei a:0 oder oo und a a u(*) .

Dann gilt

N(r,a) : Irrlogr (1 f o(1)), m(r,a) : O(l),
also

T(r) : -l/log r (1 f o(1)) ,

wobei -l'r die Anzahl der Null- oder Polstellen ist.
Aus (2.3) folgt andererseits

y"(r,a) : n(a,ao) : .l/ < co.

a(z) besitzt dann in der endlichen Ebene genau -l[ oo -Stellerr ?1 t. . . , zN.
Da a\z) eine innere Abbildung ist, muss (*(z) - oo)-1 in der Umgebung

(u) lT(r,cw) T(r,u))l < llogicll+O(L) (r-->A),

\
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von co beschränkt bleiben, weshalb co nach dem Satz von Casorati-
Weierstrass höchstens eine Polstelle von w(z) sein kann, w(z) ist also
rational.

X'iir rationale w(z) muss offenbar n(r , a) - N fiir r > ro@) sein
bis auf ct,: lt(rD) . w(q) wird aber einschliesslich in oo auch fi -mal
angenommen, so dass jeder Wert genau 1[ -mal auftritt.

Zum Abschluss dieses Paragraphen sei noch erwähnt, dass man eine dem
Weierstrass'schen Produkt analoge Zerlegwg fiir pseudoanalytische Funk-
tionen nicht erwarten kann, da die Menge dieser Funktionen nicht gegen
Muitiplikationen abgeschlossen ist.

\4regen des Ähnlichkeitsprinzips (2. B. Bers l3l, S. 237) hat, man jedoch
die Darstellung

ut(z) : H(z) e"@ ,

wo H(z) meromorph und s(z) stetig ist. H(") ist bis auf eine von NuIl
r.erschiedene Funktion bestimmt, man kann H(z) etwa als das den l[ull-
und Polstellen von za(z) entsprechende kanonische Produkt wählen. Damit
hat man einen Ersatz fiir die Produktdarstellung.

3. Der zweite Hauptsatz

15

Wie in der Einleitung erwähnt, soll
L,. Åhlfors tI] angegebenen W*g bewiesen
notrvenclig.

Definition. Es seien ilr , , aq ( q
LLtlewlli,clte ltomplefre Za,lilen. Dann sed

der 2. Ilaupt saLz auf dem YorI
werden. Dazu ist ein Hilfss aLz

(3"r)

u,nd

( 3.2)

( 3.3)

eo(a)

p(z)

lu(z) , e,(z)l-t
II

TTlt
y:L

q

-Ilv:L

: C [Izlog-e (8 If)

ntit der Konstante?a L aus (1.17) ; C uerde so bestimffit, dass

l.{
gilt, uobei, dn(a) das sphciri,sche Oberflachenelement d,er a -Kugel E se'i.
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F erner sei

%%d

(3.5)

Dann gilt der
§atz 5. Es 'i,st

(3.6) Tr(r) 
= 

1[2 Lzq+q T(r) + Oo

r.*): I trur+ .

l,l K? 
' 
a 

' 
w) so(a) d'r(a)

nfit M aus (1.1) und, L aus (1.17), Co ist eine aon M, ,Jo, I{, L
und, d,er gegensei,ti,gen Lage d,er a,r abhringi,ge Konstante.

Bewei,s. Man multipliziere den 1. Hauptsatz (I.12) mit go(a) und
integriere iiber die a -Kugel E . Wegen (1.1a) gilt

(3.7)

mit einer Konstanten CL (gteiche Abhängigkeit wie bei Co ); wegen (1.21)

hatman 
rr r(8.8) o 

= J,J toeL,r,o)sr(a)(l,r(a) ! cr.

Beriicksichtigt man (3.7) und (3.8) bei der Integration des 1. Haupt-
satzes, so erhäIt man

II(3.e) I I N(, , u) po@) d,r(a) 3 T*(r) * C, -f Cr.
tt

JJ

Nun gilt aber 
E

r r ia, r f ,ro^k,t\

J J n u, a) po@) d r (a) : J ; J J 1*, .- a,y 
a,

-E- 0 jzlqr

mit J als Funktionaldeterminante der durch ,(z) vermittelten Abbil-
dung der z -Ebene auf die Riemannsche Kugel. Aus (0.5) erhält rnan mit
leichter Rechnung

J : @"Y, - @rVn : 1it1z 7-t ,

also folgt zusammen mit (1.1)
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fr I iatff iop(3.r0) J,J *r, , a) Qo@) d,t(a) 2 * ! ; lr!, t; t n, 
po@) d,o.

Wegen (f.21) ist weiter

(3.11) ilr(a) 2 t-s il(z) > L-c .

Betrachtet, man nun die Funktionen

f(r) : rzlog+ (8 Lt r) : )"-, y,logny : g(a)

mit g:8lqz, so ist g(y) fiir A2ez monoton rvachsend, also fflr
y 2 8. Damit ist /(u) fidrr r >- L-c monoton wachsend, und das ergibt
mit (3.II), (3.2) und (3.3)

(3.12) so(«;) ) L-z'e@) .

Schliesslich ist noch nach (1.19) und (1.I7)

t * I«,1' < I + lwlz71-z (lrl + lGl)'

< (1 + lz'12) (max {t ,2 M I Aoh' < L'(L * l*i') ,

so dass zusammen mit (3.10) und (3.12) sowie der Definition (3.5) von
Tn(r) folgt

tt

J J 
n? , a) Qo@) d,t(a) 2 M-2 L-zc-E Tn(r) .

E

In Verbindung mit (3.9) und Satz I erhält man die Behauptung von Satz 5.

Bevor der 2. Hauptsatz formuliert und bewiesen wird, sei daran erinnert,
dass å@) wieder eine pseudoanalytische Funktion ist (vgl. (0.16)). Man
kann daher auch fiiruir@ eine Charakteristik definieren. Da beziiglich
,)r@) nur die Werte 0 und co interessieren, sind die zu den Koeffizien-
ten A und -E gehörigen erzeugenden Funktionen ohne Interesse,
wie im Anschluss an den 1. Hauptsatz bemerkt wurde. Es geniigt zu wissen,
dass ,4 und -å dasselbe Wachstumsr.erhalten wie A und B haben.

Definition. Es se'i,

/[r(r) : -l[(r, o,*) + 2 N(r, @,w)- i[(", @,d)).

Nr(r) zählt, die mehrfachen Steilen von w(z) mit um Eins verminderter
Vielfachheit. Damit kann der 2. Hauptsatz formuliert werden.

2.Hauptsatz. a1 ,..,tas (q>2) seien uerschied,ene, end,li,cheoder
unend,liche komplere Zahlen. Dann ist
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(3.r3) (q - z) T(r) : å ,t" , q,) - xr(r) f /?(r)
y:I

mit
/s\

(3.r4) A(r) < tr f o(r)l (log ry(r) * 7 tog r@) + o(log r)

Jalls r nicht'in einer Menge I mi,t

r
J nt')dr < a
I

li,egt, q(r) i,st steti,g und, positi,a, sonst beliebig. Es 'interess'ieren nur q(r) mi,t
ft

[,1@)d,r: .o.
J

Spezi,ell, gi,lt bei, enrlli,cher Ord,nung uon T(r) fiir alle r

(8.r5) R(r) : olor",, t': *''
R(r): r|,,,*=/ (A: r).

Selbstverständlich bleiben die iiblichen X'olgerungen iiber Defekte usw.
erhalten. Die Konstante 512 in (3.1a) kann za I verbessert werden,
allerdings erfordert das einige Rechnung.

Beweis. Der Beweis wird nur skizziert, man vergleiche ll2]. Aus
der Definition von -E(r) , dem 1. Hauptsatz und Satz 1 erhält man nach
Ieichter Rechnung

t f ( tåt )(3.16) R(r) : m J t"sin r;|_,*,laE I o(t) .

tä:,
Dabei hat man nur die Abschätzung (l.Ia) fiir K(r,a,,w) zu beriick-
gichtigen, so\,l-ie

r{(r,o,,io) : - l*" {ll+Q- u*)*} : ,,,, ,

,2,<t

letzteres wegen (0.11) und (1.I).
Auf Grund der bekannten lJngleichung

bb
L f tt f \

u_;J togf(r)d,r { tog \r_, J tela.1 (a <b,,f(") } 0 )

fotgt r,r*åmen mit (3.3) und (3.4)
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(8.r7) a(r) < ;r-(+uJ) *,.*(å,m(r,an)*ros,) *,,,,

= * r* (i ,;) ! 2bgr@) | o(t) .

Es gilt nun der
Ililfssatz. Iii,r ro ! n I r, sei, g(r) 7 L, stetig, monoton wachsend'

und, bis auf i,solierte Punhte d,ifferenzierbar. Dann ist d,as Ma,ss d,er Menge

t* I g'@) ) g(r)logzg(r), uo{r (rr}
nach oben beschrrinld.

X'iihrt man die Variable

i(3.r8) €(r) : I n(t) dt (ry (r) > 0 )
6

ein, so erhält man aus (3.r7) unter Verwendung des obigen Hilfssatzes
bis auf eine Ausnahmemenge

lE',I
R(r) < Troe;+Z (t f o(t))logd(r) f 21og r(r) lO(L).

Nochmalige Anwendung des Hilfssatzes liefert schliesslich die Behauptung
(3.1a) mit der Ausnahmemenge I ,

I

I q@d,r < a.
/

Der Beweis der Spezialfäl1e (3.15) soll ganz unterbleiben mit einem
Verweis auf die Literatur (ll2l, S. 257-258).

Technische Universität Berlin
Deutschland
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