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l. Einfiihrung

1. Mit R wird im Folgenden eine kompakte Riemannsche X'läche

bezeichnet, auf der eine endliche (eventuell leere) Menge von Punkten Pt

ausgezeichnet ist. I)in System von pa,a,rweise disjunkten Jordankurven

Ti,'i : 1,...,P (p > L), auf derpunktiertenFläche .B - {Pt} nennen

wir zulässig, wenn die Homotopieklassen der y; beziiglich der punktierten
X'läche R - {Pt} r,oneinander verschieden sind und keine derselben (bzw.

ihre abgeschlossene Hiille) einen Punkt auf -B enthält, auch nicht einen

der ausgezeichneten Punkte Pr.
Ferner bedeute q ein quad.ratisches Differential, das auf l? - {P,}

holomorph ist, endliche Norm

llpll : lq@)l dr dp1

besitzt 1) und dessen reguläre Trajektorien (die also nicht in einem Pol
oder einer l{ullstelle von g enden) geschlossene Linien und daher Jordan-
kurven sind: Wir nennen ein solches g k:urz ein quadratisches Differential
mit geschlossenen Trajektorien. Lassen wir diejenigen regulären Trajektorien
weg, die durch einen ausgezeichneten Punkt Pr gehen, in dern g jedoch

von null und unendlich verschieden ist, so liegen alle iibrigen auf -E - {P,}
und zerfallen in Homotopieklassen beziiglich der punktierten X'läche.

Jede Homotopieklasse iiberdeckt ein Ringgebiet Ri. Diese Ringgebiete
sind disjunkt und iiberdecken rB bis auf eine Nullmenge (gebildet von den
kritischen Trajektorien mit deren Endpunkten und den regulären Trajek-
torien, clie durch ein Pr gehen). Wir nennen sie clie charakteristischen
Ringgebiete von g auf I - {P,} und bezeichnen deren l\loduln mit
Mi . Jedem quadratischen Differential g mit geschlossenen Trajektorien
wird nun in nattirlicher Weise ein zulässiges Krrrvensystem auf ,B - iP,)
zugeordnet, indem man in jedem ,87 eine Trajektorie cr; beliebig aus-

zeichnet. Fatls jedes cvj zu einem Zi eines gegebenen zulässigen Kurven-
systems {yt)r:r,...,, homotop ist, wobei nicht, notwendig alle yi auf-
treten miissen, nennen wir g zum Sys+"em {yr)t:r,...,o gehörig. Kommt

1) Die Punkte Pr sind dann entweder Pole erstet Ordnung von I oder holomorphe

Stellen.
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unter den Homotopieklassen der ui diejenige eines 7i nicht vor, so sagen
wir. das betreffende Ringgebiet .Ei sei ausgeartet und setzen dessen Modul
XIi:0 .

In [2] wurde der folgende Satz bewiesen: Sei {2,},:r,...,n einzulässi-
ges System von Jordankurven auf -R - {P,}, und m : (mr,.,. ,fltp)
ein beliebiger nicht-negatiyer Einheitsvektor: rh )- 0. Dann gibt es ein
auf ^B - {Pr} holomorphes quadratisches Differential g endlicher l{orm,
mit geschlossenen Trajektorien, das zum System {Zr} gehört, und dessen
charakteristische Ringgebiete Rr C R - t&) Moduln fuI; haben, die im
Verhältnis XIr;Mr:.,.;Mo : ffiL:lrlz:...irnp stehen. g ist bis auf
einen positiven Zahlfaktor eindeutig bestimmt. 2)

2. Ist, nun ein zuiässiges Kurvensystem {yr)r:r,...,, auf R - {Pr\
beliebig gegeben, so wird demnach jedem Einheitsvektor nt mit lauter
nicht-negativen Komponenten ein Modulvektot M : (Mr, Mz,. . ., lllp):
), m eindeatig zugeordnet. fn dieser Arbeit soll gezeigt werden, dass die
von den Vektoren M beschriebene »lVlodulfläche» IJt ftir p 2 2 stelig
und stark konvex ist und mit Einschluss des Randes eine sich stetig verän-
dernde Tangentialbene besitzt, deren Normalenvektor a : (a\, a!,.. .,a])
ist. Hier bedeutet ai die untere Grenze der Längen

lp?)1ttz ldzl

aller zu yi auf ,B - {Pr} homotopen geschlossenen Kurr.en T , und
g ein festes, dem Vektor rzr entsprechendes quadratisches Differential.
Xs ist zweckmässig, den unbestimmten positiven Zahlfaktor durch die
Bedingung llgll : I festzulegen: Wir bezeichnen die Menge der so nor-
mierten, zum System {Z;} gehörigen Differentiale mit l- . Dadurch. ist
auch die Länge -von a und nicht nur dessen Richtung eindeutig bestimnit"
Ist 7/; * 0, so ist a; : l*;l gleich der Länge einer zu yi hornotopen
geschlossenen Trajektorie lron g . IIit Hilfe eiuer solchen Fläche ,Jt
wird in Nr. 8 ein Resultat bewiesen, das in [2]. S. l2{, r,erwenclet, jedoch
nur andeutungsweise in einer Anmerkung berviesen ryurcle.

3. Ist ,E von analytischen ,fordankurven berandet, ryobei nun auch
auf dem Rand ausgezeichnete Punkte liegen diirfen, so geht marl zat
Verdoppelung iiber. Wegen der Eindeutigkeit der Lösung p und der
Symmetrie der Verdoppelung, ist auch E s1'mmetrisch, und E@) d,zz

2) Die Lösung g ist per definitionem nur von denjenigen Kr:rven 7; abhängig,
.auf denen mi ) 0 isb.

I
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wird reell längs dem Rand. Unter den Kurven yi können nun auch Quer-
schnitte von A vorkommen; diesen entsprechen dann »ha1be» Ringgebiete,
i[. s. Streifen auf ä - {A}. Diese Verallgemeinerung wird im X'olgenden
jeweils nicht ausgefiihrt.

4. Die maximale Anzahl i[ von Kurven, die ein zulässiges System
enthalten kann, ist bei gegebenem Geschlechl g der X'läche und r aus-
gezeichneten Punkten .l[ : 3 (g-t) f r, ausser in den folgerrden Fällen:
g:0, r:2 (hieristoffenbar i[:0); g: l, f :0 (hierist -lI: t ).

Dies sieht man leicht durch Induktion nach g ein. Sei zunächst g : 0 .

fst r : 3, so ist i[ : 0, denneine beliebige Jordankurve y in R-{Pr}
ist auf der punktierten X'läche homotop zir einem Punkt von -B . In einem
der beiden Teile, in die -E durch y zerlegt' wird, liegt nämlich höchstens
ein ausgezeichneter Punkt. Sei nun r ) 3 und die X'ormel bewiesen fflr
r-l ausgezeichnete Punkte. Wir betrachten ein zulässiges Kurvensystem

Tr,Tz,...rTp und zerschneiden R längs Tt, Dadurch entstehenzwei
berandete X'lächen -8, und fir. Die beiden a,us /1 entstehenden Rand-
kurven von "8, und ä, behandeln wir wie ausgezeichnete Punkte. Be-
zeichnen wir deren Anzahlen rnib r, bzw. rr, so ist also rrlr, : r*2 ,

3 3 r, { r-l , a : 1,2 , und die beiden lllaximalzahlen sind daher
N,: r,-3. Somit wfud p { NrlM2*l : rL+r2-5: r-3. Ande-
rerseits kann man sofort ein Systenr von r-3 Kurven angeben, sodass

.l[ : r-3 ist.
Ist g : I und r : 0, und schneiden wir .R längs der (notwendig

nicht null-homotopen) Jordankurve y, alnf, so erhalten wir ein Ringgebiet,
das keine weitere Kurve zulässt. Daher ist ff : I .

Sei nun g > | , die Aussage bewiesen fiir X'lächen vorn Geschlecht g-l
und beliebiges r, und wiederum Tt,...,lp eirt zulässiges Kurvensystem.
Wir diirfen annehmen, dass eine der Kurven, etwa /r , die X'läche nicht
zerlegt, da wir sonst das System vergrössern könnten. Schneiden wir nun
-B längs y, anf, so erhalten wir eine X'läche vorn Geschlecht g-I mit
r+2 ausgezeichneten Punkten (die beiden Randkomponenten wieder
dantgezähk). Somit ist p, 13(g-z)*(r*2) *l: 8(g-t)lr.
Auch hier kann man leicht ein Kurvensystem mit y'f : 3 (g-t) * r
Kurven angeben.

2. Stetigkeit iles Moilulvektors M

5. X'tir ein festes zulässiges Kurvensystem {yr}r-r,...,p sei der Ein-
heitsvektor 11 : (mr, . . . ,rlp) beliebig gewählt (es diirfen einzelne rli : O

sein) und g dasjenige quadratische Differential, das zu nt gehört;
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M : ). m dq Modulvektor lron g . Wir betrachten eine beliebige X'olge
von nichtnegativen Einheitsvektoten m* -+ r, und zeigen, dass Er, --+ g ,

wo gh das zu m* gehönge Differential ist. Daraus folgt nach [2], Nr. 15

(S. 122), fiir die I\fodulvektoren M* der Different,iale E*: M* --+ M .

Wiirde Vk+E nicht gelten, so gäbe es ein e ) 0, sodass llgr-gll 2 e

fiir unendlich viele fr, und daher (wieder nach l2], Nr. f 5) eine Teilfolge
gri , die gegen eirr go konvergiert. go gehöre zu mo , and Mo : h mo
sei der entsprechende Modulvektor. Dann gplb M*;: )"htnni,---> Mo, daher
hr* \ and mlor+ ffi0. Da andererseits Tnki m , ist tn : trte, und
sorriit wegen der Eindeutigkeit g: go, im Widerspruch zu llgo-qll2e.
Also gilt qk+ E, und daher auc}r, M*- M .

Damit ist die Stetigkeit des Modulvektors M im abgeschlossenen
Winkelraurn nlr 2 0 bewiesen. Daraus folgt die Reschränktheit von M ,
und da M+0 fiir jede Richtung m,isl minlMl >0. In§4rvird
sich ergeben, dass das Minimurn von lMl nur im fnnern (d. h. wo alle
rrui ) 0 sind) angenommen wird.

3. Tangentialebene in den inneren Punkten von »t. Konvexität8)

6. Sei M ein innerer Punkt und M' ein beliebiger Punkt von $J| ,
g das zu M gehörige Differential und a:(a?,...,o;), wo o;: lail die
Länge einer geschlossenen, a) yi homotopen Trajektorie &i -vorr q (in
der Metrik lV@)l't'ld,zl) ist. Dann sind die Ringgebiete R', des zu M'
gehörenden Differentials g' ein Yergleichssystem fiir die Ringgebiete &
von g, und daher gilt (vgl. [2], Nr. 6)

f"la; <foltw,,
i:l i:l

und Gleichheit besteht nur, wenn Ri: & und also M! : M, fiir
,i: 1,...,p. Wir bezeichnen mit tc: (rr,...,rp) einen beliebigen Vek-
tor des p -dimensionalen reellen Raumes. Die Ebene -O :

lalu : \a! Mt

mit dem positiven Irlormalenvektor a:(ol ,...,o'r) hat den Punkt
t : M, und nur diesen, mit der X'läche IJt gemeinsam. Jeder andere
Punkt M' Tiegl auf derselben Seite von E wie der Nullpunkt. E ist,
somit Stiitzebene von IJt im Punkte M , and dies ist der einzige gemein-
same Punkt.

7. Die Ebene .E ist aber sogar Tangentialebene. fst, nämlich nun M'
ein von M verschiedener innerer Punkt der X'läche IJt, so gelten die bei-

s) Ein §pezialfall dieser Betrachtungen ist in [3], S. 657, vermorkt.
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den Ungleichungen

wo die ai
sind. Als

die Längen der geschlossenen Trajektorien des Differentials V'
Skalarprodukte geschrieben heisst das

(a, M'-M) < 0,

1a',M-M') = 
o,

wobei a':(o!r',..,,u'n') ist. Daraus folgt fiir den Einheitsvektor rr:
(M'-M)llM' -Ml : @, rt) { 0 und - (a, p) - (k, u) ! 0, da

a' : a*k mit lål+ 0 f:drr M' -> M . Somit ist

JyJ', /) : 0,

d. h. der Normalenvektor a auf der Stiitzebene ist auch Normalenvektor
auf der X'läche. Die Stetigkeit, r,on a in den inneren Punkten von IJt

wurde in [2], Nr. 15, bewiesen.

8. Damit lässt sich nun die in l2l, Nr. 19 (S. f24), ausgesprochene

Vermutung beweisen. Es seien -B und .B' homöomorphe Riemannsche

X'lächen, h : R --> R' ein Homöomorphismus von R auf R' , der die
ausgezeichneten Punkte Pr von .B in die ausgezeichneten Punkte Pi
von R' iiberfiihrt. Ein zulässiges Kurvensystem {yt)t:r,...,n auf
R - {P} wird. durch ä in ein zulässiges Kurvensystem {ZJ},:r,...,,
auf R' - {P;} iibergefiihrt, wo y', : h(yt) ist. Jedem nichtnegativen
Einheitsvektor m: (mt, ...,'ffip) entspricht je ein quadratisches Diffe-
rential V auf R - {P} und. V' auf R' - {P;} mit lVlodulvektoren
M: ),m, M' : ),'tn. I und l' sind stetige, positive X'unktionen von
nl im abgeschlossenen lfinkelraum mr20., und es gibt daher ein

rno: (ntor, . . . ,'nlop) mit minimalem Quotienten X' l)' . Seien etwa
ffiot,...,itros, 2{q{p, die von null verschiedenen Komponenten Yon

mo. Atfi der zum Kurvens;,stem {7;h:r,...,, gehörigen Modulfläche IJt6

ist daher Mo: \mo ein innerer Punkt, und aus der Minimaleigenschaft
folgt, dass die beiden Tangentialebenen an die X'lächen nfts und IJtå in
den Punktel Mo und Mi - 1!o nlo parallel sind. Das heisst, aber: ai, :
konst. ao;, i:1,.. ,,1, w.z.b.w. Wenn Q:1, ist die Aussage trivial.

4. Tangentialebene in den Randpunkten von ,lt

9. In jedem inneren Punkt von [Jt ist der Normalenvektor (t :
(o?,,...,o;), wo ai: leil die tänge einer. geschlossenen, 'zu yi auf
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R - {P,} homotopen
der Längen aller zv

10. IJm eine
len wir ztt jedem

Das ist gleichzeitig die untere Grenze
geschlossenen Kurven:

lv@)l't' ldzl ,

Trajektorie ist.
yi homotopen

ar : 
;:f, I

Die zweite Definition hat auch ftir solche rl einen Sinn, fiir die Mi: O

ist, und es soll nun zunächst gezeigt werden, dass der so definierte Yektor
auch am Rande stetig ist.

Wir betrachten allgemein eine X'olge gr von quadratischen Differen-
tialen endlicher Norm, die auf R - {Pr} holomorph sind und in Norm
gegen ein quadratisches Differential g konvergieret. yo sei eine geschlos-
sene, nicht notwendig doppelpunktfreie Kurve auf R - {Pt}, die nicht
zu einem Punkt von rB homotop ist, und a1o bzw. a die untere Grenze
der Längen aller za yo aluf R - {Pr\ homotopen geschlossenen Kurven
Z, gemessenin denMetriken lVo(")lrtrld,zl and lE@)lrt, idzl . Danngilt

!:oo: o-

Man könnte beweisen, dass in der abgeschlossenen Hiille der Kurven-
menge {7} eine kiirzeste existiert (eine solche geht i. allg. durch gewisse
ausgezeichnete Punkte Pr ). Der Beweis wird hier jedoch rnit Näherungs-
kurven gefiihrt.

fst y - yo eine beliebige rektifizierbare Kurve auf .B - {P,}, so gilt,

lvu(")l't' ldzl

und

lim
Ic+ oo

(.rgl. l2l, I{r. l5). Daraus folgt

lim sup
k+a

und da y beliebig ist,

Iv@)l't' ld"l

lv@)l't'ldrl ,

arcs 
!

! 
p*@)t't'td,t: 

/

h-+o

Ilngleichung in der
k-Lr2r... ein

anderen Richtung zu bekommen, wäh-

Tt -Tor sodass
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I pr@)l't'ldrl 
= 

.- + I
vk

ist. Diese 7r" können wir als geodätische Polygone, also stiickweise ana-
lytisch voraussetzen. X'erner iiberdecken wir rB durch ein festes System
von Parameterumgebungen U <-+ lzl < I . Dabei diirfen wir annehmen,
dass jede Nullstelle von p und jeder ausgezeichnete Punkt P3 (also ins-
besondere auch jeder Pol von g ) von genau einem U - U, iiberdeckt
wird und im Mittelpunkt' z,: 0 liegt, und dass diese U, disjunkt sind.

Sei nun T* eine beliebige unserer Kurven. Wir betrachten diejenigen
Intervalle yhi aaf y*, die mit Ausnahme ihrer Endpunkte ausserhalb
der Vereinigung U U, liegen, und die, falls die Endpunkte auf demselben
0U, liegert, nicht homotop sind (bei festen Endpunkten und beziiglich der
punktierten Bläche R - {Pt} ) zu einer alcrf 0U, gelegenen Kurve. Esgibt
nun ein ö > 0, sodass lq@)l> d ausserhalb U U, (bezogen auf einen
beliebigen der festgelegten Parameter). Aus gn --> E folgt, lq*(z)l > ö12

auf .B - U Un fiir alle hinreichend grossen k (vgl. [2], Nr. 15) und daher

r
ly*l* - llv*@)l't'ldrl

J
\- n,2i'ki

I w,t
\a 

^,

'i'ki

Aus der Beschränktheit der Längen ly*l* folgt daher die Beschränktheit
der Längen der Intervallsummen LrTr, gemessen in den lokalen Para-
rnetern. Da andererseits jeder dieser Bogen offenbar eine gewisse, vort k
unabhängige Mindestlänge hat, folgt die Reschränktheit der Anzahl dieser
fntervalle. Sei l/ eine solche vor. lc unabhängige Schranke. Wählen wir
in den LI , konzentrische kleinere Umgebungen Uj und bilden wir, analog
wie oben fiir die [],, die Teilintervaltu y'*,, aber diesmal beziiglich U:,
scr enthäIt offenbar jedes 7j, mind"estens eir- yxi, sod.ass die Schranke -ly'

auch fiir die Anzahl der y'o, gilt.
Wir können nun zu gegebenem e )' 0 die Umgebungen Uj so klein

wählen, dass deren Radien (: hiirzeste Verbindung zum lVlittelpunkt,
gemessen irr d.er g -Metrik) < al$ l/) sind. Ersetzen wir die zu d.en y'o,

komplementären Interr.alle y[, deren Endpunkte also je auf demselben
Ot)', liegen und die bei festen Endpunkten in eine Kurve a:uf OIJ o de-
formiert werden können, durch die beiden Radien, so erhalten wir eine
Kurve i*, die in der abgeschlossenen Hiille der Homotopieklasse von Z0

liegt, und fiir deren E -Lange daher gilt:

I
t_-r3
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Es gibt ein ö'> 0, sodass lq@)l> d' in A -Ua:, und daher wie

oben eine von tr; unabhängige Schranke M' fijrt die Längen

f
t ltdzt.

"Jyhi

Wir wählen kn ) 3/e so gross, dass fiir fr ) lco in R - U U'" gilf:

lltr(z)l't'- lE@)l't'l < elQ M') .

Dann sind folgende Ungleichungen erfiillt:

ar, ) ly*ln -i = )lr'*,',n -L
I: I lv'-'l- (I lz;,1 -Zlvi,)) - niit'-

ael
2 a- I-5-i> a-e.

Somit ist
lininfap2a,

q.e.d.

ll. Sei nun M : (Mt,. . . , Mo) ein Ranclpunkt von ffi, indem etwa

1,17,..,,Mq von null verschieden seien und Mr*r:..':Mp:0,
L { q { p_l . M' und M" seien innere Punkte. Die Normalenvekt'oren

bezeichnen wir nrit a , a' , a' . Darrn gilt zunächst:

i o:!'ui = f ,o::'u'; .

i?t iZt

In d.ieser Ungleichung kann rtan M'-> M gehen lassen, und man erhält

lo|' Mt { \a'!' M! .

i= I i: I

Andererseits können wir bei festem M', derl vektor M" ---> M gehen lassen,

wobei a" -, a geht,. Daraus folgt

L,? ai < .l.a! Mt,
r:l r:I

und dies wiederum auch dann, wentt M', ein Randvektor ist. wir können

daher in dieser ungleichung M und M' auf TJt beliebig wählen. Es

gelte nun fiir zwei Vektoren M und M' + M Gleichheit. Der Punkt
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fi: ).M+(L-),)M', 0<l<1, liegt wegen der Konvexität von

IJt zwischen dem Nullpunkt, und IJt . Andererseits liegt er auf der Ebene

\a!1rr*Mr) : o und damit ausserhalb ,Jt' Atrso ist *€SJt, 0 < )'

E f . Oi" Tangentialebene in einem inneren Punkt der Verbindungsstrecke

miisste daher die ganze Yerbindungsstrecke enthalten, was nach friiherem

unmöglich ist.
um schliesslich zu zeigen, dass in den Randpunkten auch die Tangen-

tialebene exist'iert und die Form \a! 1r'-M;) : 0 hat' können wir

vorgehen wie in Nr. 7 bei inneren Punkten.

5. Extremale Metrik

12. Yon J. A. Jenkins wurcle in [t] folgende Aufgabe gelöst: Auf
einer punktierten, kompakten Riemannschen Fläche R - {P.) ist ein

zufässiges Kurvensystem {Tr}r:r,...,, gegeben, und jeder Kurve 7; ist'

eirre Zahll q ) 0 zugeord.net. \\rir betrachten Metriken q(z) lal,zl a]uf R ,

sodass die Länge

e@) ldrl . ci

ist ftir y ,- yi auf R - {P,} : 1, . . ., F. Es soll in dieser Klasse

11

Ilq ll'

I
,'i

: l^l q'(z) dr dy

minimal gemacht werden. Die Lösung existiert und hat die Form
p(z) ld,zl : lq@)l't' ld,zl , fnr ein geeignetes, eindeutig bestimmtes quadra-

tisches Differential q mit' geschlossenen Trajektorien'
um sie zu find.en, kann man im Rahmen unserer Darstellung folgen-

dermassen vorgehen: Man legt eine Stiitzebene mit dem Normalenvektor
c : (r?,.. . , r],) an die zum system {7,}r:r,...,, gehörige X'Iäche [Jt (den

trivialen Fall c;:0, 'i,:1,...,p, schliessen wir aus). Beriihrt diese

Ebene die Fläche in einem inneren Punkt M , und ist fr ein nt M gehöri-

ges quadratisches Differential mit den Längen ä, , so ist ä : @1, . . . ,å,1)

der Normalenvektor auf SJt im Punkte M, und daher d: ),2 c. X'iir

,p:Q112 gilt u:ärl1:q, 'i,:1,...,?. Sei M:(Mr,...,Mr) ein
Randpunkt, etwa Mr,..., M, vorr null verschieden und Mc+r,...,Mo
gleich null, und wieder $ einzugehöriges quadratisches Differential. Dann
ist ät: )"q, i,:1,...,Q, und äi2).ci,'i,:g*1,...,P. X'iir

g:öl)'2 gilt Q,i:sr, i:1,...,ll , und at24, i:q+1,...,F.
Somit ist l7@)lttz ldzl in beiden X'ällen Vergleichsmetrik. Dass es die
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extremale ist, sieht man mittels der Schwarzschen Ungleichung: Man bildet
die radial aufgeschlitzten charakteristischen Ringgebiete von g auf der
X'läche R - {P} auf horizontale Rechtecke konform ab und berechnet
darin die Norm von g.

Universität Ziiy:c}a
Schweiz
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