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Uber quasirationale Funktionen auf parabolischen Riemannschen Flichen

Eine auf der Riemannschen Fliche F definierte komplexwertige Funk-
tion f heisst meromorph, wenn sie auf F bis auf Pole analytisch ist. Wenn
F kompakt ist, muss die Anzahl der Pole endlich sein, und f ist eine ra-
tionale Funktion, die alle Werte der erweiterten komplexen Ebene genau
n-mal annimmt, wo n endlich ist. Eine andere wichtige Eigenschaft von
rationalen Funktionen ist die Korpereigenschaft. Versucht man auf einer
nichtkompakten Fliche eine dhnliche Funktionenklasse zu definieren, so
ist es notwendig zu fordern, dass die Funktionen auf dem idealen Rande
sich geniigend reguldr verhalten. Ist die Riemannsche Flédche parabolisch,
erweist es sich als zweckmidssig zu fordern, dass diese »quasirationaleny
Funktionen in jedem Punkt des idealen Randes einen (endlichen oder
unendlichen) Grenzwert besitzen. Dadurch erhalten wir eine Menge von
meromorphen Funktionen, die u.a. eine endliche Valenz und die Korper-
eigenschaft haben. Sie haben auch einen engen Zusammenhang mit mero-
morphen Differentialen, die ausserhalb einer kompakten Menge quadratisch
integrierbar sind.

Einen Teil von den in dieser Arbeit vorkommenden Hilfssédtzen hat
M. Heins [3] in dem Fall bewiesen, dass die Riemannsche Fliache nur eine
Randkomponente besitzt. Ein Teil unserer Resultate gilt allgemeiner. als
wir hier formuliert haben (Roypex [10], [11], Ozawa [9]). Das vorliegende
Problem ist auch von Auarrors [1], Tsus1 [12] und vom Verf. [4], [5],[6],[7].
behandelt worden.

1. Die Randkomponenten einer Riemannsehen Flidche

1. Es sei F eine nichtkompakte Riemannsche Flidche. Unter einer
Randkomponente von F versteht man eine nichtleere Familie R von
Teilgebieten @ von F, welche die folgenden Eigenschaften besitzt ([2]
S. 82):

1° Gehort @ zu R, soist @ nichtkompakt.

2° Der Rand 0@ von @ € R ist kompakt.

3° Aus @y €R und @ D@, folgt Q ER.
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4° Wenn @, und @, zu R gehoren. so gibt es ein Gebiet Q € R so

dass QcCc @, NQ,.
5° Der Durchschnitt () @ ist leer.
QeR
Die Menge ) aller Randkomponenten von F heisst der ideale

Rand von F. Ist @ ein gegebenes Gebiet, so bedeutet (@) die Menge
aller Randkomponenten R, fiir welche @ € R gilt.

Die Riemannsche Flache F kann zu einem kompakten topologischen
Raum M = F U komplettiert werden, indem man in M als Basis
von offenen Mengen die folgenden Mengen wihlt:

1° Alle offenen Mengen von F .

2° Alle Mengen von der Form @ U 9(Q), wo @ zu einer Randkom-
ponente gehort.

Der so entstandene topologische Raum ist ein kompakter Hausdorff-
Raum, der die Fliache F als eine dichte Teilmenge enthiilt.

2. Lokale Eigenschaften von meromorphen Funktionen auf parabolischen
Riemannschen Flichen

2. Es sei @ ein nichtkompaktes Gebiet von F, dessen Rand 2Q aus
einer endlichen Menge von geschlossenen analytischen Kurven besteht,
und (@) der zugehérige Teil des idealen Randes. Eine Funktion f ist in
Q meromorph, wenn sie in @ bis auf Pole analytisch ist. Die Pole von f
konnen sich somit hochstens auf J(Q) hédufen. Ist w ein Punkt der er-
weiterten komplexen Ebene €, bezeichnen wir mit n(f.w. Q) die Anzahl
der w-Stellen von f in . wobei die k-fachen w-Stellen k-mal herechnet
werden.

Wir werden im folgenden nur parabolische Riemannsche Flichen be-
trachten. Eine Riemannsche Flache F ist parabolisch, wenn auf F keine
nichtkonstanten negativen subharmonischen Funktionen existieren. Auf F
ist dann das erweiterte Maximumprinzip der harmonischen Funktionen
giiltig.

3. Es sei also /' eine parabolische Riemannschie Fliche und @ ein
nichtkompaktes Teilgebiet von F. dessen Rand aus einer endlichen Menge
von geschlossenen analytischen Kurven besteht. Es sei ferner f eine
nichtkonstante in  beschriankte analyvtische Funktion: f(z) < 1. Wir
werden das Verhalten von / in der Nihe des idealen Randes (@) unter-
suchen.

Hilfssatz 2.1. Die Funktion n(f,w , Q) ist beschrinkt:

n(f,w.Q) =N
Sir alle weC .
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Beweis. Es sei ¢g(z,z) die Greensche Funktion von ¢ mit dem Pol
in 2 und w eine komplexe Zahl, so dass |w| = 1. Dann gilt wegen des
erweiterten Maximumprinzips in @ die Ungleichung

1 — @f(z)

fz) —w |’
Es sei nun w, eine komplexe Zahl, so dass |w,| <1, U(w,,r) eine Kreis-
umgebung von w, und z, ein fester Punkt von @, so dass f(z,) nicht zu

U(w, ,r) gehort. Dann folgt aus (2.1) fiir alle Punkte w € U(w,,r) die
Ungleichung

(2.1) > 9z, @) =log
f(xn) =w

2.2) S gee.n) = Max log G|
T = T w € Uw,,r) | f(z0) — w

Nun ist wegen des erweiterten Maximumprinzips

infg(zo ’ x) > 0 })
x€Q*

wo @Q*c @ und @ — @* kompakt ist. Dann folgt aus (2.2), dass die

Anzahl der w-Stellen von f in @ fir w € U(w,,r) beschrinkt ist. Weil
die Umgebungen U(w,,r) eine offene Uberdeckung der kompakten

Menge U(0, 1) bilden, folgt hieraus die Behauptung des Hilfssatzes.
Hilfssatz 2.2. Die Funktion f hat einen Grenzwert in jeder Randkom-
ponente R wvon I(Q) .
Beweis. Es sei R eine Randkomponente von 9(Q) und {Q.},
n = 1,2,... eine Folge von Teilgebieten von @, so dass Q. €R,(,,, C @,

und M @. = O. Dann ist die Menge K = ) f(@.) abgeschlossen und

n=1 n=1
zusammenhédngend. Es geniigt zu zeigen, dass sie nur einen Punkt enthilt.
Antithese: Die Menge K ist ein Kontinuum. Weil die Funktion =n(f, w, Q)
beschrinkt ist, gibt es einen Punkt w, € K, wo =(f, w, @) den Maximum-

wert Max n(f, w, @) erreicht. Hieraus folgt, dass es ein Kontinuum K, c K
weEK

und eine ganze Zahl m gibt, so dass w, € K, und f(@.) N K, = @. Wir
konnen K; so wihlen, dass das Komplement G = C — K, zusammen-
hingend ist und den Punkt w = oo enthilt. Es sei g(w, o) die Greensche
Funktion von G mit dem Pol in oo. Dann ist die zusammengesetzte
Funktion g¢(f(z), ) in @. harmonisch und positiv, und

inf g(f(z) , o) =0,
zeﬁm

weil g(w, o) auf K, den Grenzwert Null hat und K, C f(Q.) ist. Dies
steht mit dem erweiterten Maximumprinzip im Widerspruch, woraus folgt,
dass die Antithese falsch ist.
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Trivialerweise gilt auch das folgende umgekehrte Resultat:

Hilfssatz 2.3. Hat eine in @ analytische Funktion f einen endlichen
Grenzwert in einer Randkomponente R wvon @, so ist f in einem Gebiet
Q, € B beschrinkt.

Die Hilfssédtze 2.1 und 2.2 sind auch in der folgenden modifizierten Form
giiltig:

Hilfssatz 2.1.a. Ist die Funktion f in @ meromorph, und gibt es eine
komplexe Zahl a wund eine positive reelle Zahl M so dass in @ die Un-
gleichung

(2.3) f(z) — a|t < M bazw. |f(z)] < M

gilt, so ist die Funktion n(f,w,Q) in C beschrdnkt.

Hilfssatz 2.2.a. Unter derselben Bedingung wie im Hilfssatz 2.1.a. be-
sitzt die Funktion f einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert in jeder
Randkomponente von Q.

4. Es sei f meromorph in einer Umgebung ¢, einer Randkomponente
R (d.h. in einem Gebiet @, € R). Betreffend das Verhalten von f in der
Nihe von R gibt es zwei wesentlich verschiedene Fille:

1° Fiir eine Umgebung @ von R ist die Menge m eine echte Teil-
menge von C.

Es ist dann leicht einzusehen, dass fiir passende ¢ und 23/ die Bedin-
gung (2.3) erfiillt ist, woraus folgt, dass f in R einen Grenzwert besitzt.

2° Fiir alle Umgebungen ¢ von R stimmt die Menge f(¢) mit c
itberein.

In diesem Fall gilt das folgende Resultat:

Die Funktion f nimmt alle Werte von C, hochstens von einer Menge
von Kapazitdt Null abgesehen (kiirzer: bis auf Nullmenge), in jeder Umge-
bung von R wunendlich oft an.

Beweis. Es sei {Q.},n =1,2,... eine Folge von Mengen, so dass
Q.€R,Q,.,c @, firalle n und N Q.= 0. Die Mengen

n=1
E,={weCl |n(f,w,Q.) =0}

sind abgeschlossen, E, ,D E, fir alle n, und

{wel |n(f,w,Q) < ©o}= UE,.
n=1
Es geniigt zu zeigen, dass die Kapazitdt von E, fiir alle n gleich Null ist.
Antithese: Kap E, > 0 fiir ein m. Dann gibt es eine Teilmenge E,, C En
mit folgenden Eigenschaften: 1) E,, ist abgeschlossen, 2) Das Komplement



LAUrR MYRBERG, Uber quasirationale Funktionen 7

C — B! ist zusammenhiingend, 3) Die Kapazitit von K., ist positiv.
Wegen 3) existiert in ¢ — E,, eine harmonische Funktion u mit

w(@ — E,) = (0,1).

Dann ist die Funktion «* = wof in . harmonisch mit «*(@Qn) = (0, 1).
Weil aber f(Q.) = C fiir alle n ist, gilt «*(@,) = (0,1) fiir alle n = m .
Andererseits ist u* <1 auf 9Q,,,, was mit dem erweiterten Maximum-
prinzip im Widerspruch steht. Damit ist die Behauptung bewiesen. Zusam-
menfassend haben wir den folgenden

Satz 2.1. Es sei f meromorph in einer Umgebung @, einer Rand-
komponente R. Dann ist entweder

1° far eine Umgebung @ von R die Menge m eine echte Teilmenge
von C, oder

2° f(Q) = C furalle Q€ER.

Im ersten Fall hat f in R einen Grenzwert, im zweiten gilt fir alle @ € R
und fir alle w € C (bis auf Nullmenge) die Qleichung n(f,w, Q) = .

5. Mit Hilfe des vorigen Satzes erhalten wir das folgende Resultat
betreffend das Verhalten des Quotienten zweier beschrinkten analytischen
Funktionen:

Hilfssatz 2.4. Haben zwei beschrinkte analytische Funktionen f und g
(die micht identisch verschwinden) in einer Randkomponente R einen Grenz-
wert, so besitzt auch der Quotient flg in R einen (endlichen oder unendlichen)
Grenzwert.

Beweis. Es geniigt, den Fall zu betrachten, dass

lim f(z) = limg(z) = 0.

>R z>R

Es sei @ eine Umgebung von R, sodass f,g =0 in @ . Dann ist

[n(f/g,w,Q)=n(f—wg,0,Q)<oo

fiir alle w € C. Nach dem Satz 2.1 hat die Funktion f/g einen Grenzwert
in R.

Aus dem obigen Hilfssatz folgt unmittelbar das folgende allgemeinere
Resultat:

Hilfssatz 2.4.a. Sind f und g zwei nicht identisch verschwindende
meromorphe Funktionen, die in einer Randkomponente R Grenzwerte be-
sitzen, so hat auch der Quotient flg in R einen Grenzwert.

6. Mit Riicksicht auf den Satz 2.1 ist es natiirlich, die hebbare Singu-
laritit, den Pol und die wesentliche Singularitét einer meromorphen Funk-
tion in einer Randkomponente auf folgende Weise zu definieren:
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Definition 2.1. Die Randkomponente R ist fiir eine meromorphe Funk-
tion f
a) eine hebbare Singularitdt (im erweiterten Sinne), wenn lim f(z) exi-
stiert und endlich ist, =R
b) ein Pol (im erweiterten Sinne), wenn lim f(z) = oo ust,

z—>R

c) eine wesentliche Singularitit (im erweiterten Sinne), wenn lim f(z)
nicht existiert. =R

Hat die Funktion f in einer Randkomponente R einen endlichen
Grenzwert w, so setzen wir f(R) = w. Ist der Grenzwert unendlich, so
setzen wir f(R) = oo. Ist die Funktion f im Gebiet ¢, meromorph,
definieren wir den Wert f(R) in allen Randkomponenten R € I(Q,), wo
es auf die obige Weise moglich ist. Es gilt dann der

Hilfssatz 2.5. Die fortgeseizte Funktion ist stetig (in der Topologie von
M =FU9 bzw. von C) in allen Punkten von I(Q,), wo sie definiert ist.

Beweis. Es sei R, € J(Q,) ein Punkt, wo f(R,) endlich ist. Die Um-
gebungen von R, in M haben eine Basis von der Form {Q U 9(Q)},
wo @ € R,. Weil lim f(z) = f(R,) ist, gibt es fiir jedes ¢ > 0 eine Menge

s€F
>R,

Q, € R, sodass |f(z) — f(R,)| < ¢ fiir jedes z in @, gilt. Nach dem Hilfs-
satz 2.2 hat die Funktion f einen endlichen Grenzwert in jedem Punkt
R€I(Q,), und es gilt |[f(R) — f(R,)| =e. Somit ist die Ungleichung
If(z) — f(R,)] <& in allen Punkten z von @, U J(Q,) giiltig, und die
Funktion f ist in R, stetig. In derselben Weise kann der Fall f(R)) = oo
behandelt werden.

7. Wir definieren noch die Multiplizitdt des Funktionwertes f(R) in
einer Randkomponente R. Ist fir ein @ € B

N(f, Q) = Maxn(f,w, Q) ,

weC

definieren wir die Multiplizitit =(f,f(R), R) von f(R) durch die Formel
n(f, f(R) , R) = Min N(f, Q) .
QeR
Aus der Definition folgt sofort: Es gibt ein @, € R, so dass die Gleichung
n(f,f(R),R) = N(f,Q)

fiir alle Q € R mit @ C @, giltig ist.

8. Im Hilfssatz 2.1 wurde bewiesen, dass fiir eine beschrinkte Funktion
f die Anzahl «(f,w,Q) der w-Stellen beschrinkt ist. Wir wollen nun
genauer untersuchen, wie oft eine Funktion von beschrinkter Valenz
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wirklich einen gegebenen Wert w € C annimmt. Wir beweisen zuerst den
folgenden

Hilfssatz 2.6. Es seien ein Gebiet Q der Fldiche F wund eine Funktion
f gegeben, so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1° Die Menge @ ist nichtkompakt.

2° Der Rand 0Q wvon Q besteht aus einer endlichen Menge von geschlos-

senen analytischen Kurven.

3° Die Funktion f ist in @ meromorph.

Es seien ferner

4° K eine Komponente des Komplements von f(0Q) .

5° Qx eine Komponente von f1(K).

Dann aberdeckt die Komponente Qy alle Punkte von K (bis auf Null-
menge E), d.h. n(f,w,Qg) >0 fir w€K — K.

Beweis. Antithese: Die Kapazitdt der Ausnahmemenge ist positiv. Dann
gibt es eine Teilmenge E’ von E mit folgenden Eigenschaften: 1) £’ ist
abgeschlossen. 2) Das Komplement K — E’ ist zusammenhéngend.
3) Die Kapazitit von E’ ist positiv. Wegen 3) existiert in K — E’
eine harmonische Funktion % mit lim %(w) = 0 und sup# = 1. Dann

w>0K K—E
ist die Funktion u* = wof in Qg nichtkonstant, harmonisch und be-
0.

schrinkt, und lim u#*(z) = 0. Dies ist aber unmoglich, weil Qx ein Gebiet
>0QK
einer parabolischen Fldche ist. Die Antithese ist somit falsch.
Mit Hilfe des vorigen Hilfssatzes kann das folgende schérfere Resultat
erhalten werden:
Hilfssatz 2.7. Es sei angenommen:
1°—4° wie im Hilfssatz 2.6.

5° Qg st eine Komponente von f~Y(K), sodass Max n(f, w, Qx) =n < oo.
w€K
Dann iberdeckt die Komponente Qy (bis auf Nullmenge E.) alle Punkte
von K mn-mal.

Beweis. Es sei
E,={weK |n(f,w,Qk <k}, k=1,2,...

Es gilt BE,c E,c...,E, =K fir k> n, und die Kapazitit von K,
ist (nach dem Hilfssatz 2.6) gleich Null. Es geniigt zu zeigen, dass die
Kapazitdt der Menge

Dk:Ek+1—Ek={w€K[n(f>w’QK):k}

fir k=1,...,n—1 gleich Nullist. Antithese: Firein m(1 =m =<n — 1)
ist die Kapazitdt von D, positiv, von E, gleich Null. Dann gibt es
eine Menge D, c D, und eine Kreisumgebung U(w,,r)C K mit
folgenden Eigenschaften: 1) w, € D), , 2) D, ist abgeschlossen, 3) D, C

m
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U(w,,r), 4) Die Kapazitit von D, ist positiv, 5) Das Komplement
K — D, ist zusammenhingend, 6) Es gibt eine endliche Anzahl s (< m)
von Komponenten Qi von f(U(w,,)), so dass a) @i kompakt ist und
der Rand 9@} aus einer endlichen Menge von geschlossenen analytischen

Kurven besteht und b) die Menge .U Qi den Kreis U(w,,r) genau
m-mal tiberdeckt, 7) Max n(f ,w,lQ=Kl) > m . Wegen 7) gibt es noch
wenigstens eine Kompgzggég) Q' von fYU(w,,r)); andererseits sind
die Bedingungen des Hilfssatzes 2.6 erfiillt, wenn man statt der Mengen
Q,K und Qx die Mengen @ — LSJ Qi , U(w,,r) und Q3! betrachtet.

i=1
Nach dem erwihnten Hilfssatz iiberdeckt @3 alle Punkte von U(w, , r)
(bis auf Nullmenge). Nun iiberdeckt aber @j' die Menge D, nicht, was
wegen 4) zu einem Widerspruch fithrt. Die Antithese ist somit falsch, und
der Hilfssatz ist bewiesen.

3. Uber quasirationale Funktionen

9. Nach diesen lokalen Betrachtungen gehen wir zu den globalen
Eigenschaften von meromorphen Funktionen iiber.

Definition 8.1. Eine auf einer parabolischen Riemannschen Fliche F
meromorphe Funktion [ heisst quasirational (kurz QR), wenn sie in M =
FUD keine andere Singularititen als Pole besitzt, also speziell in einer
Randkomponente hichstens einen Pol (tm erweiterten Sinne) hat.

Es kann geschehen, dass auf einer gegebenen Riemannschen Fliche
nur konstante @QR-Funktionen existieren. Wir nehmen im folgenden an,
dass dieser triviale Fall nicht vorliegt, und beweisen einen Satz, der die
wichtigsten Eigenschaften einer @QR-Funktion enthélt.

Satz 3.1. Es ser [ eine auf einer parabolischen Riemannschen Fldche
F nichtkonstante QR-Funktion. Dann gilt:

1° f hat in jeder Randkomponente einen Grenzwert.

2° f hat eine beschrinkte Valenz: n(f,w,F) < N < « fir alle weC.

3° n(f,w,F)=N=Maxn(f,w,F) firale w€C —E, wo E eine

weC
Nullmenge ist.

4° f kann in der Form
1
f=at
1

dargestellt werden, wo f, ausserhalb einer kompakten Menge beschrdinkt
1st.
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Beweis. 1° Die Behauptung enthélt nur die Definition einer nicht-
wesentlichen Singularitat.

2° Weil f einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert in allen Rand-
komponenten besitzt, hat jeder Punkt z von M eine Umgebung @Q(2)
U 9(Q(z)), so dass f bzw. 1/f in Q(z) beschrinkt ist. Nach dem Hilfssatz
2.1.a ist dann die Funktion =n(f,w,Q(z)) in C beschrinkt:

n(f,w, Q) = n()

fiir alle w € ¢ . Die Behauptung folgt dann aus der Kompaktheit von M.

3° Essei U(w,,r) eine Kreisumgebung der w-Ebene, so dass n(f,w, F)

= N = Max «(f,w, F) fiir alle w in U(w,,r) gilt, die Menge f~(U(wy, 7))
wea

kompakt und ihr Komplement zusammenhingend ist. Dann hat die Kreis-

r
umgebung U(w(, ,—2—) die folgenden Eigenschaften: 1) Die Menge

r : r\
ft (U(wo , —;)) ist kompakt. 2) Die Menge f‘1(8U<wo , —2—)) besteht aus

einer endlichen Menge von geschlossenen analytischen Kurven. 3) Das

r 7
Komplement von aU | w, ,— | hat zwei Komponenten, K, = U |w,, | und
P 0:75 P 1 0579

/

K,, und Max n(f,w,F) = N fiir i =1,2. Dannist also fiir @, = f(K,)

w€ K;

Max n(f, w, Qx) = N. Aus dem Hilfssatz 2.7 folgt (wenn man K = K,
und Qg = Q, wihlt), dass die Menge @y, die Menge K, bis auf Null-
menge N-mal iiberdeckt. Auch die Menge K, ist von F N-mal iiberdeckt,
und die Behauptung ist bewiesen.

4° Es sei w, ein Punkt, so dass n(f,w,, F) = N ist. Dann gibt es
eine Umgebung U(w,,7), so dass die Menge f(U(w,,r)) kompakt ist.

1

Ausserhalb dieser Menge ist |f(z) — w, | >7 und |[f(z) — w,| < P
Bezeichnet man

fiz) = (f(z) — wo)™,

woraus

1
f(2)=wo+%

folgt, so ist |fi(2)] < L ausserhalb von f~1(U(w,,r)), und die Behauptung
ist bewiesen. !

Bemerkung. Nimmt die Funktion f den Wert oo genau N-mal an,
so ist f ausserhalb einer kompakten Menge beschrinkt.
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Wenn eine auf F meromorphe Funktion f nicht QR ist, so gibt es
wenigstens eine Randkomponente R, wo f keinen Grenzwert besitzt.

Nach dem Satz 2.1 stimmt dann die Menge ﬁQ_) fir alle @ € R mit C
tiberein, und n(f, w, @) = oo fiir alle w (bis auf Nullmenge). Wir haben
somit den folgenden

Satz 3.2. Ist die meromorphe Funktion f nicht quasirational, so nimmt
[ alle Werte w von C (bis auf Nullmenge) unendlich oft an.

10. Wir geben nun einige Bedingungen, unter welchen eine meromorphe
Funktion quasirational ist.

Satz 3.3. Hine auf F meromorphe Funktion f ist quasirational, wenn
eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

1° f st beschrimkt ausserhalb einer kompakten Menge.

2° Das Dirichletintegral

Dy_x(f) = / / @) do (K kompakt
F_K

ist endlich.
3° Der sphdrische Inhalt

// +If 2 10

derjenigen Riemannschen Fliche, auf welche die Funktion f die Fliche F
abbildet, ist endlich.

4° Die Funktion n(f,w,F) ist endlich in einer Menge E < C, deren
Kapazitdt positiv ist.

Beweis. 1° Nach dem Hilfssatz 2.2 hat f einen endlichen Grenzwert
in allen Randkomponenten von F und ist somit QR .

2° Auf einer parabolischen Riemannschen Fliche impliziert die Bedin-
gung 2° die Bedingung 1°.

3° Antithese: f ist nicht QR. Dann nimmt f (bis auf Nullmenge)
alle Werte w mit |w| <1 unendlich oft an, woraus folgt, dass das iiber
die Menge F, = {2z € F | |f(z)] < 1} genommene Dirichletintegral unend-
lich ist. Wegen

1
Ar(f) > 7 Dr(f)

gilt dasselbe auch fiir den sphéirischen Inhalt, was einen Widerspruch
enthalt.
4° Die Behauptung folgt aus dem Satz 3.2.
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11. Nach dem Satz 3.1 nimmt eine nichtkonstante @R-Funktion f

(bis auf Nullmenge) alle Werte w € C N-mal an, wo N = Max n(f,w, F)
w€C

ist. Wir konnen dieses Resultat noch prézisieren, indem wir fiir einen

gegebenen Wert w die Summe =n(f,w, F) + n(f, w, ) betrachten. Wir

beweisen zuerst den

Hilfssatz 3.1. Es sei f eine nichtkonstante QR-Funktion, w, ein
beliebiger Punkt von C und U(w,,r) eine Kreisumgebung von w,. Ist Q
eine Komponente von fY(U(w,,r)), deren Rand kompakt ist, so nimmt f
den Wert w, wenigstens einmal in Q U I(Q) an.

Beweis. Nach dem Hilfssatz 2.6 iiberdeckt die Komponente € (bis
auf Nullmenge) alle Punkte von U(w,,r). Es sei {w.},n=1,2,...
eine Punktfolge in U(w,,r) so dass n(f,w.,Q)> 0 fir alle » und
lim w, = w,. Weil die Menge @ U 9(Q) in der Topologie von M kompakt

ist, hat die Punktmenge f~'({w,.}) wenigstens einen Héaufungspunkt z,,
der entweder in @ oder in I(Q) liegt. Wegen der Stetigkeit von f in M
(Hilfssatz 2.5) ist f(z,) = w,. Gehort z, zu @, so liegt es in @, denn auf
0Q ist f(z) &= w,. Dieser Fall kommt natiirlich immer dann vor, wenn
@ kompakt ist.

Wir beweisen nun den

Satz 8.4. Ist N = Maxn(f,w,F) fir eine nichtkonstante QR-Funk-

weC
tion f, so gilt fir alle w € C die Gleichung
(31) n(faw>M):n(f>w:F)+n(f’w79)=N,

wo die w-Stellen von f sowohl auf F als auf O ihrer Multiplizitit nach
berechnet worden sind.

Beweis. Es sei w, ein beliebiger Punkt von C und U(w,,r) eine
Kreisumgebung von w,, so dass der Rand von f(U(w,, r)) kcempakt ist.
Nach dem Hilfssatz 3.1 hat f wenigstens eine w,-Stelle in @' U 9(Q")
fir jede Komponente @' (1 =1,...,n =< N) von [fYU(w,,r)). Wir
wéhlen die Zahl r, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 1) Fiir
jedes ¢ gibt es nur eine wy-Stelle in @' U I(Q'). 2) Fiir die kompakten

h
Komponenten @' (1 =1,...,4) gilt n(f,w,U @) =n(f,w,,F) fur
i=1

alle w € U(w,,r). 3) Fir die nichtkompakten Komponenten @7 (j =
h+-k

h+1,...,h+k) gilt n(f,w, U @) =n(f,w,,?) fir alle w€ U(w,,r)
i—ha1
bis auf Nullmenge E (Vgl. Nr. 7 und Hilfssatz 2.7). Es sei nun w; ein
Punkt von U(wo, r) — E so dass n(f,w,;,F)= N. Dann ist
h+k

f wy UQ f Wy » )’n(f’w1> U QJ = f wO"

j=h+1
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und
htk

h
n(f’wl’F):n(f’wl,‘ngi)"‘n(f’wl, U Qj)=N:

j=h+1
woraus folgt, dass

”(f’wo,F)+n(f’wo,9)=N-

Aus dem Satz 3.4 folgt unmittelbar das folgende

Korollar 3.1. Ist w ein Wert, so dass n(f,w, F) << N, so gibt es we-
nigstens eine Randkomponente R, so dass f(R) = w. Ist umgekehrt w ein
Wert, so dass f(R) = w fir eine Randkomponente R, soist n(f,w,F)<<N.
Die Kapazitit der Projektionsmenge f(0) des idealen Randes ist gleich Null.

Die zwei ersten Behauptungen folgen aus der Gleichung (3.1). Weil
fiir alle Werte w € f(9) die Grosse n(f, w, F) kleiner als N ist, folgt die
letzte Behauptung aus dem Satz 3.1.

12. Aus dem Hilssatz 2.5 und aus der Definition der @QR-Funktion
folgt der

Satz 3.5. Jede quasirationale Funktion (die tn alle Randkomponenten
fortgesetzt ist), ist in M = F U D (in der Topologie von M bzw. von O)
stetig.

Weil ferner die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient
zweier QR-Funktionen nach den bekannten Satzen der Theorie der Grenz-
werte und nach dem Hilfssatz 2.4 in jeder Randkomponente einen Grenz-
wert besitzen, haben wir den

Satz 3.6. Die quasirationalen Funktionen bilden einen Korper.

13. Es seien f und g zwei (nichtkonstante) @R-Funktionen, so dass
g beschriinkt ist ausserhalb einer kompakten Menge K mit f(K) N f(7)

=0, und N = Maxn(f,w, F). Esseien ferner w ¢ f(7) und z,(w),...,
weC
zy(w) die w-Stellen von f. Dann sind die symmetrischen Funktionen

Ry(w) = — 2 g(z(w)),

k=1

Ry(w) = Zkg(zi(w)) 9(z(w))

Ry(w) = (— )Y g(z(w)) . . . glex(w))

in 0 — (f(K) U f(?)) analytisch und beschrinkt. Weil f(7) eine Nullmenge
ist, sind siein f(?) analytisch. Weil sie ferner in f(K) bis auf Pole analytisch
sind, sind sie rationale Funktionen von w .
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Jeder Wert g(z,(w)) geniigt somit einer algebraischen Gleichung

gV + Ry(w)g™ '+ ...+ Ry(w) =0,

wo die Koeffizienten rationale Funktionen sind. Weil alle @ R-Funktionen
in der Form

+ 1
@ - —
g

darstellbar sind, wo ¢ ausserhalb einer kompakten Menge beschrinkt
ist, gilt das obige Resultat fiir alle QR-Funktionen.

Durch Ubergang zur Fliche F erhalten wir den

Satz 3.7. Sind f (== Konstante) und g zwei quasirationale Funktionen,
S0 1ist

ngof:

wo A algebraisch ist.

4. Uber meromorphe Differentiale

14. Neben den QR-Funktionen betrachten wir eine Klasse von mero-
morphen Differentialen, die mit den QR-Funktionen im engen Zusammen-
hang stehen. Unsere Absicht ist es, eine Klasse @ von auf einer para-
bolischen Riemannschen Fliche F meromorphen Differentialen zu de-
finieren, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

1° @ ist ein linearer Raum.

2° Ist f QR und gehért ¢dz zu @, so gehdrt auch fodz zu @ .

3° Aus

(4.1) /f |x(z) 2 do < o0 (K kompakt)

F—-K

folgt wdz € @ .

4° Ein Differential ¢dz € @ ist exakt: ¢dz = dF und F meromorph,
dann und nur dann, wenn F eine @ R-Funktion ist.

Betreffend die Klasse @ gilt der

Satz 4.1. Die Menge

D ={gdz | ¢ = fa},

wo [ quasirational ist und « die Eigenschaft (4.1) besitzt, erfiullt die Bedin-
gungen 1°—4°. Sie ist die engste von allen Mengen mit den Eigenschaften
1°—4°.
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Beweis. Die letzte Behauptung folgt daraus, dass jede Menge, die 1°—4°
erfiillt, fiir jedes « mit der Eigenschaft (4.1) und fiir jede QR-Funktion
f das Differential fxdz enthélt.

Beweis von 1°.

a) pdz € @ implizjert trivialerweise Copdz € @ (C Konstante).

b) ¢ dz, p.dz € @ impliziert (¢, + @) dz € @ . Beweis: Erstens ein
Spezialfall: Es seien ¢, = fo,p, = und K eine kompakte Menge, so
dass «,f die Bedingung (4.1) erfiillen und f die Form

1
f=ety

hat, wo f; ausserhalb K beschriankt ist. Hieraus folgt
1
(71 + ga) de = cﬁ+ﬂMm=Ka+f)a+4dz
1/

[ + filax + Al d:z € B,
i

1
weil die Grosse « + fi(ax + f) der Bedingung (4.1) geniigt und — QR ist.
1
Allgemeiner Fall: Es seien f,g QR und «,p wie oben. Dann ist

ntm=tet ot =t + L) =g,

wo nach dem obigen Spezialfall ¢dz = |x + g dz € ® und somit
g P @ I;

¢ = fiy ist, wo f; QR ist und «; der Bedingung (4.1) geniigt. Dann ist
aber

(p1 + ¢o) dz = f(fiy) dz = (ffy) vdz € D,

und die Behauptung ist bewiesen.
Beweis von 2°. Sind f,f;, @R und geniigt « der Bedingung (4.1),
so ist

filfx) dz = (fif) adz € D .

Beweis von 3°. Die Differentiale «dz, wo « der Bedingung (4.1) geniigt,
bilden einen linearen Unterraum von @ mit f= 1.

Beweis von 4°. a) Fiir jede QR-Funktion f gilt df € @. Beweis: Erstens
ein Spezialfall: Ist f beschridnkt ausserhalb einer kompakten Menge K,

so gilt
// —‘da< 0,

und df € @ nach der Bedingung 3°.
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1
Lo
ist. Nach dem obigen Spezialfall gilt df;, € ® und ferner

Allgemeiner Fall: Es sei f=a 4 wo f; ausserhalb K beschrinkt

1
df:—fidfleﬁb,

1
denn die Funktion — — ist QR .

1

b) Ist F meromorph und gehort dF zu @ (dh. dF = fadz, f ist
@R und « geniigt (4.1)), so ist F QR.

Beweis von b). Es soll bewiesen werden, dass F in jeder Randkompo-
nente R einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert besitzt. Fall I:
Es gibt eine Umgebung ¢ von R, so dass

/f [F'(z)2do < oo .
Q

Dann ist F in @ beschrinkt und hat in R einen endlichen Grenzwert.

Fall II: Es ist
// [F'(z)[2do = o
Q

fiir alle Umgebungen @ von R, woraus folgt, dass lim f(z) = oo ist.

>R

Es sei @ eine Umgebung von R, so dass 1) der Rand von ¢ kompakt ist
und aus einer endlichen Menge von geschlossenen Kurven I'(1) besteht,
auf welchen [f(z)] = 1 gilt (diese Normierung ist immer moglich, wenn

man statt f die Funktion Cf betrachtet); 2) Dy(x) = / / lx(z)2do < 0
Q

3) f(z) = 0, o in allen Punkten von Q U 9(Q), vom Punkte R abge-
sehen. Wir bezeichnen f(z) = r¢"?, F(z) = U + iV und

I't) ={z€Q] /) =1}, Q) ={z € Q| [f(z)| <t}.

Die Gebiete Q(¢) (die im allgemeinen nichtkompakt sind) bilden eine Aus-
schopfung von @, wenn ¢{— co. Die Kurve I'(f) ist kompakt, wenn ¢
zu einer offenen Teilmenge 4 des Intervalles (1, co) gehort, deren Kom-
plement das Lebesguesche Mass Null hat. Ist ¢ ein Punkt von A, bilden
wir ein Teilgebiet @Q(f,y) von @(f), dessen Rand aus I'(1), I'(f) und
aus einer endlichen Menge y von anderen geschlossenen analytischen Kur-
ven besteht, so dass die Menge @(f,y) kompakt ist. Die Funktion o sei
in Q(t,y) harmonisch mit den Randwerten 0 auf (1) und logt auf
I'(t) und y. Wir bilden das Integral
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I / /UdUd" L d /Uzd'
(E,y,A) = UdvV = e =57 @ ,

w =21 w =21 =1

wo & die konjugierte Funktion von o ist und 0 < A < log¢. Anderer-
seits gilt, wenn man

QU,y,4) ={2€Q(,y) |w(k) < i}

bezeichnet,

IF,(Z)Ide':I(t,V,A) —I(t,)/,o) ’
Q25 7)

woraus

/Uzdcb:f(t,y,())Jr//IF'(Z)IZdO'

=1 Qtr7s7)

2 di

19,0+ | [ pespao
Qtsys4)
< I(t,y,0) + 2Dy(x)

folgt. Durch Integration von 42 = 0 bis A = log ¢ ergibt sich hieraus

1 1
(4.2) 5 /Uzdcb -3 U =< [I(t,y,0) + 2Dy(x)] log t .
ruy )
Wir lassen nun die Kurvenmenge y gegen J(Q) konvergieren. Weil die

Funktion U in @ beschrinkt ist und die Fliche F parabolisch ist,

konvergiert das Integral / U?do gegen Null. Die Funktion o konvergiert

gegen die Funktion Iogy; f(z)|, und die Ungleichung (4.2) geht, weil die
Kurven I'(1) und I'(#) analytisch sind, in die Ungleichung

[ 1
/ Uy < / Udg - 2 [ f U4V + EDy()  log ¢
0 Q) (1)
=a + b'logt—+ c't?logt

’

iiber, wo a’,b’,¢’ Konstanten sind. Auf dieselbe Weise erhilt man die

Ungleichung
Vidp < a” + b"logt + ¢" 2 log ¢
I()

und durch Addition die Ungleichung
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|F(z)]2dp = /(U2 + V) dp <a -+ blogt+ ct2logt,
() I(t)

wo a,b,c Konstanten sind. Hieraus ergibt sich ferner, wenn ¢ grosser
als eine gewisse Zahl {, ist,

log* |[F(z)2dp < A" logt (A’ Konstante),
I(t)

wo logta die Grosse Max(log a, 0) bedeutet. Andererseits gilt nach dem
Satz des arithmetisch-geometrischen Mittels die Ungleichung

/ log* | F? dg / PP dg

() ()

= log*
de do
I() ()

+ log 2,

woraus (wenn ¢ grosser als eine gewisse Zahl ¢, = £, ist)

(4.3) log*|F| dp =< A" logt (A" Konstante)

I()

folgt, denn das Integral [ dp = d arg f ist beschrankt.

) a0
Es sei nun w eine beliebige komplexe Zahl und das Gebiet Q(t,y, 1)

und die Funktionen w,® wie oben. Aus dem Argumentenprinzip fclgt

d d
ﬁ:/log;F—w[dwz _/ﬁlogiF—wldw:— /darg(F—w)
=2:m(F,w,Q(t,y,;1))—/darg(F——w)
r{y

und hieraus durch Integration von A= 0 bis 1 =logt

logl# — w| do — /log{F — w| dé

Uy ()

log ¢
=2n/n(F,w,Q(t,y,?ﬁ))dl—logt- d arg(F — w),
0 r{n

woraus
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log ¢t
(4.4) 27 / n(F,w,Q¢,y,A)dr
0
= logt|F — w| do — log|F' — w| da + logt - /d arg(F — w)
I()Uy r(Q) (1)
folgt. Weil das erste Integral in der Form

log ¢

nF,w,Qt,y, ) di=nF,w,Qt,y)logt — > w(z)
F(zy) = w

geschrieben werden kann, sieht man leicht ein, dass es fiir y — 9(Q) gegen
das Integral
long ¢

/ n(lF ,w, Q(r)) dlogr

konvergiert. Das Integral / log*|F — w|d& dagegen konvergiert gegen

Y
Null. Aus (4.4) folgt dann
log ¢

25 / n(F,w, Q) dlogr

0

= /logﬂF—w] dep — /log|F——w]d(p—|—Iogt- /darg(F—w)

() Q) r(

und wegen (4.3) und der Ungleichung
log*[F — w| < log*|F| + log*|w]| + log 2,

wenn ¢ grosser als eine gewisse Zahl £, =, ist,

log ¢
n(F,w,Q(r)dlogr =< Alogt (4 Konstante).

0

Diese Ungleichung, die fiir alle ¢ = ¢, giiltig ist, fiir welche die Kurve I(t)
kompakt ist, zeigt, dass die Grosse n(F , w, Q(r)) fir r— oo beschrinkt
bleibt. Die Funktion # nimmt somit jeden komplexen Wert in @ nur in
einer endlichen Menge an, woraus folgt, dass F in R einen (endlichen
oder unendlichen) Grenzwert besitzt.
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5. Unterklassen von meromorphen Funktionen und Differentialen

16. Wir betrachten noch eine Teilmenge von QR-Funktionen und eine
Teilmenge von @.

Es sei f eine meromorphe Funktion, die ausserhalb einer kompakten
Menge K der parabolischen Riemannschen Fliche F den Ungleichungen

(5.1) 0<m=|flz) =M<

geniigt und somit QR ist. Dann ist die Funktion % = log|fl auf F bis
auf endlich viele logarithmische Singularititen harmonisch und geniigt
den Ungleichungen

logm < u < log M,

woraus folgt, dass

(5.2) F[J ]gradu]zdazlﬁ/!

Hilfssatz 5.1. Das Differential ~dz = dlog f hat die folgenden Eigen-
schaften:

1° // lx(2) 2 do << oo (K kompakt) .

< ©.

2° Die Perioden / wdz sind fur alle Zyklen y rein imagindr und von

4
der Form n2mi (n eine ganze Zahl).
3° Wenn der Zyklus d die Fliche zerlegt: F = F, U F,Ud, so dass

KcCF,, soist
/otdz:O.

d

4° Ist z =z, ein k-facher Pol (bzw. eine k-fache Nullstelle) von f, so
besitzt o in z, einen einfachen Pol mit dem Residuum k (bzw. -k).
5° Es gilt

n

/adz:u

7
fur jeaen Zyklus y, der ausserhalb einer gewissen kompakten Menge K liegt.
Beweis. 1° Folgt aus (5.2).

2° Folgt aus / adz = / dargf.
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3° Folgt daraus, dass / / xfdo < 0o und F parabolisch ist.
Fy

4° Beweis evident.

5° Es sei | eine Halbgerade in der w-Ebene von w = 0 bis w = oo,
so dass 1IN f(Y) = ©@. Dann hat die kompakte Menge K — f-1(I) die
behauptete Eigenschaft. Es sei ndmlich y ein Zyklus, der in F — K
liegt, und f(y) seine Projektionskurve. Dann gilt

/dlogf: /cllogw:O,
y f&

denn f(y) liegt in C —1.
Umgekehrt, wenn ein meromorphes Differential adz die Bedingungen
1° und 2° erfiillt, ist

eine meromorphe Funktion, die der Bedingung (5.1) geniigt. Das Diffe-
rential «dz hat auch die Eigenschaften 3° — 5°.

17. Wir beweisen noch einen Satz betreffend den Zusammenhang
zwischen den oben behandelten Klassen von meromorphen Funktionen
bzw. Differentialen.

Satz 5.1. 1° Die meromorphen Funktionen, die ausserhalb einer kom-
pakten Menge einer parabolischen Riemannschen Fliche F der Ungleichung
(6.1) geniigen, bilden eine multiplikative Untergruppe G wvon QR-Funk-
tionen.

2° Die meromorphen Differentiale mit den Eigenschaften 1° und 2°
(Hilfssatz 5.1) bilden einen linearen Unterraum @, von @ mit ganzzahligen
(reellen) Multiplikatoren.

3° Aus f€G folgt adz = dlogf€ @, und wumgekehrt: Aus «dz € @,

folgt f=¢“ca.
4° Die Menge der Funktionen von der Form

Af + B

(5.3) OF ¥ D

f€G,A,B,C,D komplexe Zahlen , |C]2 + |D]2 > 0
ist identisch mit der Menge der QR-Funktionen.

Beweis. Die Behauptungen 1°—3° sind evident.

4° Es sei f eine QR-Funktion und a,b zwei komplexe Zahlen, die
nicht zu f(9) gehéren. Dann gibt es eine kompakte Menge K von F und
die positiven reellen Zahlen m und M, so dassin F — K
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M

A

IA

m

| fz) — al
7o) bl

eine Funktion der Gruppe ¢, und

gilt. Dann ist aber f, = f:——/)
bfy —a

hi—1

ist von der Form (5.3). Umgekehrt, jede Funktion von der Form (5.3) ist
quasirational.

=
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