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Uber quasirationale Funktionen auf parabolischen Riemannschen Flächen

Eine auf der Riemannschen Fläche -F, definierte komplexwertige }-unk-
tion / heiss1u meromorph,wenr:. sie auf 7 bis auf Pole analytisch ist. Wenn
,F' kompakt ist, muss die Anzahl der Pole endlich sein, und / ist eine ra-
tionale Funktion, die alle \4rerte der erweiterten komplexen Ehene genalr
n-mal annimmt, wo n endlich ist'. Eine andere wiclitige Eigenschaft von
rationalen Funktionen ist die Körpereigenschaft. Versucht, man auf einer
nichtkompakten Fläche eirre ähnliche Funktionenklasse zu definieren, so

ist es notwendig zu fordern, dass die Funktionen auf dem idealen Rande
sich geniigend regulär verhalten. Ist die Riemannsche Fläche parabolisch,
erweist es sich als zweckmässig zu fordern, dass diese »quasirationalen»
X'unktionen in jedem Punkt des idealen Randes einen (endlichen oder
unendlichen) Grenzwert besitzen. Dadurch erhalten wir eine Menge von
meromorphen Funktionen, die u.a. eine endliche Yalenz und die Körper-
eigenschaft haben. Sie haben auch einen engen Zusammenhang mit mero-
morphen Differentialen, die ausserhalb einer kompakten Menge quadratisch
integrierbar sind.

Einen Teil von den in dieser Arbeit vorkommenden Hilfssätzen hat'
M. Hnrlrs [3] in dem n'ail bewiesen, dass die Riemannsche X'läche nur eine
Randkomponente besitzt. Ein Teil unserer Resultate gilt allgemeiner. als

wir hier formuliert haben (Rovonx [I0], [l], Oz,c.$,e [9]). Das vorliegende
Problem ist auch von Anr,r'ons [1], Tsu.rr [12] und vom Verf. [4], [5],[6],[7],
behandelt worden.

l. Die Randkomponenten einer Riemannsehen Fläche

1. Es sei f
Rand,konxponente

Teilgebieten A
S.82):

1o Gehört, A
2" Der R,and

3o Aus Qo e

eine nichtkompakte Riemannsche n'läche. Unter einer
von F rrersteht man eine nichtleere Familie R von
von ?, r,,l,elche die folgenden Eigenschaften besitzt (t2]

zlJ R, so ist, O nichtkompakt.
AQ von A €A ist kompakt.

B und QzQo folgt A €4.
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4o Wenn @, und Q, zt -E gehören, so gibt es ein Gebiet Q € -E so
dass QcQttQr.

5o Der Durchschniff n Q ist leer.

Die Menge :') ult."atäur,dkomponenten rron P heisst der id,eate
Rand, von 7' Ist Q ein gegebenes Gebiet, so bedeutot ?@) die Menge
aller Randkornponenten -8, fiir welche Q e R gilt.

Die Riemannsche Fläche -t' kann zu einem kompakten topologischen
Raum M : I U i) komplettiert werden, indem man in M als Basis
von offenen Mengen die folgenden Mengen wählt:

I' Alle offenen Mengen von .F.
2" Alle Mengen von der X'orm Q U ?(q , wo I zu einer Randkom-

ponente gehört.
Der so entstandene topologische Raurn ist ein kompakter Hausdorff-

Raum, der die X'läche -F' als eine dichte Teilmenge enthält.

2. Lokale Eigenschaften von meromorphen Funktionen auf parabolischen
Riemannschen Flächen

2. Es sei Q ein nichtkompaktes Gebiet von .ä', dessen Rand 0Q aus
einer endlichen Nlenge von geschlossenen analytischen Kurven besteht,
und ?19; der zugehörige Teil des idealen Bandes. Eine Funktion / ist in
Q meromorgtä, wenn sie in @ bis auf Pole analytisch ist. Die Pole von /
können sich sorrit höchstens auf l)(0) häufen. Ist tr: ein punkt der er-
weiterten komplexen Ebene e , bezeichnen wir rnit n(f , u- . Q) die Anzairi
der ro-Stellen yorl f 1" Q, wobei die fr-fachen z,-Stelleri Ä'-mal lrerecluret
werden.

Wir werden im folgenden nur parabolisclte Riemarursche I'lächen be-
trachten. Eine Riemannsche n-läclie .F' ist, parabolisch. nenir auf .I keirre
nichtkonstanten negativen subharrnonischen X'unktionen eristieren. Åuf .F

ist dann das erweiterte Maximumprinzip del harmonischen Funktionen
giiltig.

3. Es sei also -F eine parabolische Riemanusciie Fläche und A eiu
nichtkompaktes Teilgebiet von 7' dessen Rancl aus einer endlichen llenge
von geschlossenen analvtischen Kurven l-.esteht. Es sei fer.nel f eine
nichtkonstante in Q beschränkte analvtische Funktion: tf\") < l. Wir
werden das Yerhalten von .l' in cler Nähe des idealen Randes l)1Q) unter-
suchen.

Hilfssatz 2.1. Die Fu,nktion n(f , ta , Q) ist beschrcinkt:

faru,l,le we C

n(f,w,Q)<1r



Leunr MvnnnnG, Uber quasirationale Funktionen

Beweis. Es sei g(2, *) die Greensche X'unktion von @ mit dem Pol
in r und w ein;e komplexe Zahl, so dass lwl < l. Darur gilt wegen des
erweiterten Maximumprinzips in @ die Ungleichung

1 - mf@)

f(z) - u)

Es sei nun ?.{r0 eine komplexe Zahl, so dass lwol ! I , U(wo, r) eine Kreis-
umgebung yorr wo und zo ein fester Punkt von @, so dass f(zo) nidnt za
a@, n gehört. Dann folgt aus (2.1) fiir alle Punkte w e [](wo, r) die
Ilngleichung

(2.L)

(2.2)

Nun ist wegen des erweiterten Maximumprinzips

s€Q*

wo Q* c A und A Q* kompakt ist.

I r - frf(zo)

f@):* *eu@'fl i ,

0,

Dann folgt, aus (2.2), dass die

Anzahl der zo-Stellen von f i" Q fidrr w e U(wo, r) beschränkt ist. Weil
die Umgebungen U(wo, r) eine offene Uberdeckung der kompakten
Menge U(0 , 1) bilden, folgt hieraus die Behauptung des Hilfssatzes.

Hiltssatz 2.2. Die Xunlcti,on f hat einen Grenzwert ,i,n jed,er Rand,lcom-
ponente R aon 7(q.

Betuei.s. Es sei R eine Randkomponente von 7@) und {Q},
n : !,2, . , . eine X'olge von Teilgebieten von 0, so dass Q, e R ,Q,arc Q,

@@_

und (1 Q": A. Dann ist die Menge K : 
*(1 

f(Q) abgeschlossen und

,o.uåifrUängend. Es geniigt zu zeigert,dass sie nur einen Punkt enthält.
Antithese: Die Menge K ist ein Kontinuum. Weil die X'unktion n(f , w, Q)
beschränkt ist, gibt es einen Punkt wo e K, wo n(f , w, Q) den Maximum-
wert Max n(f , w, Q) erreicht. Hieraus folgt, dass es ein Kontinuum Koc K

w€K
und eine ganze Zahl m gibt, so dass r.uo € Ko und f(8Å n Ko: A. Wir
können .I{o so wählen, dass das Komplement G: A - Ko zusammen-
hängend ist und den Punkt L0 : @ enthält. Es sei g(w, q) die Greensche
Funktion von G mit dem Pol in @. Dann ist die zusammengesetzte
X'unktion g(f(z) , oo) in 0- harmonisch und positiv, und

inf g(f(z), oo) : 0 ,

,ed^

weil g(w, oo) auf 1(o den Grenzwert Null hat und Ko Cf@^) ist. Dies
steht mit dem erweiterten Maximumprinzip im Widerspruch, woraus folgt,
dass die Antithese falsch ist.
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Trivialerweise gilt auch das folgende umgekehrte Resultat:
Hilfssatz 2.3. Hat ei,ne 'i,n Q analytische ?unlction f ei,nen end,li,chen

Grenzwert 'i,n einer Rand,komponente R aon Q, so i,st f in ei,nem Gebi,et

Qo e R beschrd,nlct.

Die Hilfssätze 2.T wd.2.2 sind auch in der folgenden modifizierten X'orm
giiltig:

Hilfssatz 2.1.a. Ist d,i,e Eunkti,on f i,n Q rneromorgth, unil gi,bt es ei,ne

komplere Zahl a und, e'i,ne positiae reelle Zahl, M so d,ass in Q d,ie Un-
gleichung

(2.3) lf@ - all < M bzw. lf@l < toI

g,ilt, so ist iti,e ?unktion n(f , w , Q) dn ö beschrrinkt.

Ililfssatz 2.2.a. Unter ilerselben Bedingung w'i,e 'i,m Hil,fssatz 2.1.a. be-

si,tzt d,i,e Xunkti,on f ei,nen (enil,l,ichen od,er unend,lichen) Grenzwert in ieder
Rand,komgtonente aon Q.

4. Es sei / meromorph in einer Umgebung Qo einer Randkomponente
-E (d.h. in einem Gebiet Qo e R). Betreffend das Verhalten von / in der
Nähe von A gibt es zwei wesentlich verschiedene Fälle:

1o X'iir eine Umgebung 0 von -B ist die Menge /(Q) eine echte Teil-
menge von d.

Es ist dann leicht einzusehen, dass fiir passende a und nI die Bedin-
gung (2.3) erftillt ist, woraus folgt, dass f in R einen Grenzu'ert besitzt.

2' X'iir alle Umgebnngen Q von -E stimmt die Menge f@ mit A
iiberein.

fn diesem X'all gilt das folgende Resultat:
Die n'unktion / nimmt alle Werto von C-, höchstens von einer l{enge

von Kapazität Null abgesehen (kiirzer: bis auf Nullmenge), in jeder Umge-
bung von -B unendlich oft, an.

Beweis. Es sei {Q"} , n : 1,2, . . . eine Folge von }Iengen, so dass

Q*eR,Q,arcT^ ft alle n ora fr Q*: a. Die }lengen
n:1

E*:{weAlnff,w,Q):0}
sind abgeschlossen, Eo+r) E" fidr alle n,, und

{n e0 ln(f ,w, Qd 1"o} : ö 4,.

Es geniigt zu zeigen dass die Kapazitäl von En; rle n gleichNull ist.
Antithese: Kap E^ > 0 ftir ein rn. Dann gibt es eine Teilmenge E|c E^
mit folgenden Eigenschaften: 1) n* ist abgeschlossen, 2) Das Komplement
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0 - E^ ist zusammenhängend, 3) Die Kapazität von E^ ist positiv.
Wegen 3) existiert in d - E'* eirre harmonische Funktion u rrrrib

u(0 - E;) : (0, 1) .

Dann ist die X'unktiorytr,* : ry"f in 0- harmonisch nrit u*(8;: (0, l).
Weil aber f(U: d fiir alle n ist, gilt 'u*(Q.): (0, l) fiir alle n2m.
Andererseits ist z* < I auf 1Q^+r, was mit dem erweiterten Maximum-
prinzip im Widerspruch steht. Damit ist die Behauptung bewiesen. Zasam-
menfassend haben wir den folgenden

Satz 2.1. Es sei, f meromorph i,n einer Um,gebung Qo ei,ner Rand,-

komgtonente R. Dann 'i,st entweiler

to ft;'r ei,ne UmgebuTlg Q aon R il,i,e Menge f(Q) eine echte Tei,lmenge

aon A, od,er

2" l(Q):0 furalle Qe R.
Im ersten ?all hat f i,n R e'i,nen Grenzwert, im zwei,ten gi,lt fiir al,le Q e R

und,fur alle we A (bis auf Nullru,enge) ili,e Glei,chung n(f ,w,Q): a.

5. Mit Hilfe des vorigen Satzes erhalten wir das folgend.e Resultat
betreffend das Verhalten des Quotienten zweier beschränkten analytischen
Funktionen:

Hilfssatz 2.4. Haben zwe'i, beschrcinkte analyti,sche nunktionen f unil, g

(die ni,cht id,enti,sch aerschwind,en) in einer Rand,komponente R ei,nen Grenz-

wert, so besitzt auch il,er Quot'i,ent f lS i" R e'i,nen (end,lichen od,er unend,l'i,chen)

Grenzwert.
Beweis. Es geniigt, den X'all zu betrachten, dass

r,yf@: ,j* e@) : o .

Es sei Q eine Umgebung von .8, so dass I , g + o in 8. Dann ist

l"fflg,w,Q): n(f - w9,0,0) < oo

ftir alle ut e C. Nach dem Satz 2.I hat die Funktion f lg einerr Grenzwert
in -8.

Aus dem obigen Hilfssatz folgt unmittelbar das folgende allgemeinere

Resultat':
Hiltssatz 2.4.a. Si,nd, f urud, g zwei, nicht id,entisch aerschwi,nd,ende

meromorgthe Tunkti,onen, d,ie in ei,ner Rand,koru,ponente R Grenzwerte be-

s,i,tzen, so hat auch der Quoti,ent llg i," R e'inen Grenzwert.

6. Mit Riicksicht auf den Satz 2.1 ist es natiirlich, die hebbare Singu-
larität, den Pol und die wesentliche Singularität einer meromorphen X'unk-
tion in einer Randkomponente auf folgende Weise zu definieren:
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Detinition 2.1. Die Rand,lcomponente R i,st fltr eine meromorphe lunlc-
ti,on f

a) ei,ne hebbare Si,ngul,aritrit (im erwe'i,terten Si,nne), wenn limf(z) eri,-

stiert und, end,lich i,st, »R

b) ei,n Pol, (im erwei,terten Si,nne), usenn limf(z): a i,st,

c) eine wesentliche Singulari,trit (i,m erweiterten Sinne), wenn limf(z)
ni,cht eristiert. z+R

Hat die Funktion / in einer Randkomponente R einen endlichen
Grertzwert w, so setzen wir /(.8) : w. Ist der Grenzwert unendlich, so

setzen wir /(n) : oo. fst die Funktion / im Gebiet Q, meromorph,
definieren wir den Wert /(.8) in allen Randkomponenten R e?(Qi, wo
es auf die obige Weise möglich ist. Es gilt dann der

Hilfssatz 2.5. Die fortgesetzte Tunlttion ist stetig (i,n d,er Topol,ogie aon

M : I U? bzw. aon A1 in allen Punhten aon 719o1, wo sie ilefiniert ist.
Beweis. Es sei Roe71go1 ein Punkt, wo /(no) endlich ist. Die Um-

gebungen von .Bo h M haben eine Basis von der Form {Q U 7(q} ,

wo Q € .Br. Weil liryf@ : f(Ro) ist, gibt es fiir jedes e ; 0 eine Menge

z+R6

Q" e Ro so dass lf@ - /(&)l < e fiir jedes z ir Q" gilt. Nach dem Hilfs-
satz 2.2 hat die X'unktion / einen endlichen Grenzwert in jedem Punkt,
Re7(Q"), und es gilt lf@) -/(Ao)l S r. Somit ist die Ungleichung

lf@) -/(fi,)l =e 
in allen Punkten z .vorL Q"U7(8") giiltig, und die

X'unktion / ist in J?o stetig. In derselben Weise kann der X'all /(-Eo) : oo

behandelt werden.

7. Wir definieren noch die Multfuii,zitq,f des Funktionu.ertes /(.8) in
einer Randkomponente "8. Ist fiir ein Q e R

N(f ,Q): Max n(f ,w,Q),
ued

definieren wir die Mriltiplizität n(f ,f(R), -B) von /(-B) durch die Formel

n(f , f(R), a) : 
ät* 

ttf , 0l .

Aus der Definition folgt sofort: Bs gibt ein Qo € -8, so dass die Gleichung

n(f ,.f(R) , R) : I{(f ,Q)

fiiralle QeR mit Qc@o giiltigist.

8. Im Hilfssatz 2.1 wurd.e bewiesen, dass fiir eine beschränkte Funktion

/ die Anzahl n(f , w, @) der tr-Stellen beschränkt ist. Wir wollen nun
genauer untersuchen, wie oft eine Funktion von beschränkter Valenz
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wirklich einen gegebenen Wert w e 0 annimmt. Wir beweisen zuerst den

folgenden
Hilfssatz 2.6. Es seien e'i,n Gebi,et Q iler ?l,riche ? und, eine Eunlction

f gegeben, so ilass il,ie folgenilen Bed,ingungen erfiillt si,nd,:

1" Di,e Menge I i,st nichtlcompalct.
2" Der Rand, 0Q uon Q besteht q,us e'i,ner enil,li,chen Menge aon geschlos'

s enen analyt'i,schen Kuraen.
3" Die ?unkti,on f i,st i,n Q rneromorph.

Es sei,en ferner
4o K eine Komponente d,es Komptlements aon f()Q) .

5" Qx eine Komponente aon f-'(K) .

Dann iiberd,eckt d,ie Komponente Q* al,le Punkte aon K (bi,s auf Nul,l-
nxenge E), d.h. n(f ,w,Qå)0 fil,r we K-8.

Bewe'i,s. Antithese: Die Kapazität der Ausnahmemenge ist positiv. Dann
gibt es eine Teilmenge E' von E mit folgenden Eigenschaften: I) .&' ist
abgeschlossen. 2) Das Komplemenl K - E' ist zusammenhängond.
3) Die Kapazität von E' ist positiv. Wegen 3) existiert in K - E'
eine harmonische Funktion u mil lim u(w): 0 und sup ?r : I. Dann

ist die x'unktion u* : u " f in 0rl*lf"rrtr.onstant, rrufiärri*"it und be-

schränkt, und lim u*(z) :0. Dies ist, aber unmöglich, weil Q. ein Gebiet
z+)ey

einer parabolischen Fläche ist. Die Antithese ist somit falsch.
Mit Hilfe des vorigen Hilfssatzes kann d.as folgende schärfere Resultat

erhalten werden:
Hilfssatz 2.7. Es sei, angenommen:
7"-4 wie im Hilfssatz 2.6.

5" Qr'i,st ei,ne Komponente uon f-|(K), so dass 
Y?X "ff, 

w, Qå : n I cD.

Dann ilberd,eckt di,e Komgtonente Q* (bis auf n*ullmenge D") alle Punkte
uon K n-mal.

Bewe'is. Es sei

Er: {w e K ln(f ,w,Qx) < k),k : 1,2,. ..

Es gilt Erc Erc ..., E*: K fidrr k 2 z, und die Kapazitdui vor, E,
ist (nach dem Hilfssatz 2.6) gleich lrTull. Es geniigt ztt zeigen, dass die
Kapazität der Menge

Dt : E*+r - E* : {w e K I n(f , w, Qå : k}

ftir k : 1, . . ., n - | gleichNullist. Antithese: X'iirein m(l I m, ! n - l)
ist die Kapazität von D^ positiv, von E^ gleich Null. Dann gibt es

eine Menge D|cD* und eine Kreisumgebung U(*o,r)cK mit
folgenden Eigenschaften: I) woe D-, 2) D^ ist abgeschlossen, 3) D^c
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[](wr,r), a) Die Kapazität von D^ ist positiv, 5) Das Komplement
K - D^ ist zusammenhängend, 6) Es gibt eine endliche Anzahl s ({ m)
von Komponenten Q'u von l-'(l(*r, r)) , so dass a) Qi, kompakt ist und
der Rand OQi, aus einer endlichen Menge von geschlossenen analytischen

Kurven besteht und b) die Menge

nu,-m.al iiberdeckt, T) Max n(f ,w,

den Kreis U (r»o , r) genau

?rL . Wegen 7) gibt es noch

§

U Q,U
j- I

o e U(wo,rl

wenigstens eine Komponente 8i;' von /-1(U(wo,r)); andererseits sind
die Bedingungen des Hilfssatzes 2.6 erfiillt, wenn man statt der Mengen

Q,K lrnd. Q* dieMengen 0- U Q'u,t)1wr,r) und, @ir+r betrachtet.
i:1

Nach dem erwähnten Hilfssatz iiberdeckt Q",r+l alle Punkte von U(wo, r)
(bis auf Nullmenge). Nun iiberdeckt aber Qir+1 die Menge Di nicht, wa,s

wegen 4) zu einem Widerspruch ftihrt. Die Antithese ist somit falsch, und
der Hilfssatz ist bewiesen.

3. Uber quasirationale Funktionen

9. Nach diesen lokalen Betrachtungen gehen u,ir zu den globalen
Eigenschaften von meromorphen Funktionen iiber.

Definition 3.1. Eine auf ei,ner parabolischen Riemannschen Flciche I
meromorphe Uunktion f heisst quasirational (lturz QR), uenn si,e in f,l :
I U 7 loe,ine and,ere Singularitciten als Pole besi,tzt, also spez,i,ell in einer
Rand,lcomponente höchstens e,inen Pol (im erweiterten Si,nne) hat.

Es kann geschehen, dass auf einer gegebenen Riemannschen Fläche
nur konstante Q-E-X'unktionen existieren. Wir nehmen im folgenden an,
dass dieser triviale Fall nicht vorliegt, und beweisen einen Satz, der die
wichtigsten Eigenschaft'en einer QÄ-Funktion enthält.

Satz 3.1. Es sei f eine auf ei,ner parabolischen Riemunnschen Flciche
I ni,chtkonstante QH-Iunlcti,on. Dann gilt:

7' f hat i,n jeder Randkomponente einen Grenzu:ert.
2' f hat einebeschrcinkteValenz: n(f,u;,I) {.f-< oo ,far alle w€Ö.
3' n(f ,w,I): ff:Max n(f ,u,F) fiir alle u'eA - E, uo E e'ine

weC
Nullmenge'i,st.

4 f kann ,i,n d,er Eorm

I
f _a+ 

h
dargestellt werden, wo f, ausserha,lb einer kompakten Menge beschrcinkt
ist.
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Bewei,s. lo Die Behauptung enthätt nur die Definition einer nicht-
wesentlichen Singularität.

2. weil / einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert,in allen Rand-

komponenten besitzt, hat jeder Punkt z Yon' M eine Umgebung Q@)

U?@(z)), so dass f bzw. llf in Q(z) beschränkt ist' Nach dem Hilfssatz
2.1.a ist dann die X'unktion n(f ,w,Q@D in d beschränkt:

n(f ,w,Q@) < n(z)

e . Die Behauptung fotgt dann aus der Kompaktheit von M.
U (r»o , r) eine Kreisumgebung der w-Ebene, so dass n(f , w , I)
n(f , w , F) fiir alle w in II (uo , r) gilt, die Menge f-'(U (oo , r))

lement zusammenhängend ist. Dann hat die Kreis-

die folgenden Eigenschaften: 1) Die Menge

einer endlichen Menge von geschlossenen analytischen Kurven. 3) Das

Komplcmen t von Ou(*r,l\hat zwei Komponent en, Kr: ,(*r, i) ,*U

Kr, .rrndMaxn(f ,w,E): -lf fitu 'i:1,2. Dannistalsofidrr Q*,:f''(Kr)
wE Ki

Maxn(f ,*,Q*): N. Aus dem Hilfssatz 2.7 folgt (wenn man K: Kz

und Q* : Q*, wählt), dass die Menge Q*, die Menge J(2 bis auf Null-
menge -I[-mal iiberdeckt. Auch die Menge ,K, ist von -F'-tr[-mal iiberdeckt,
und die Behauptung ist bewiesen.

4o Es sei x»o ein Punkt, so dass n(f , wo, 7) : Iy' ist. Darur gibt es

eine Umgebung U(wo,r), so dass die Menge f-L(U(wo,r)) kompakt ist.
I

und lf@) - wol-r <;

fr(r) - (f (r) - wo)-' ,

woraus
I

f("):*o* 
111"1

folgt, so ist l/r(z)1 <1 urr.*"rhalb von f'\a«rh,», und. d.ie Behauptung
ist bewiesen.

Bemerlcung. Nimmt die X'unktion / den Wert o genau l[-mal an,

so ist / ausserhalb einer kompakten Menge beschränkt.

I1

ftir alle w e
3o Es sei

-JV-Max
komp.kt T;d ihr Komp

I r\
umgebung ,\uo,Z)

f-L(r(-,,;)) ist kompakt. 2) Die Menge r-Llr, (*,, ;)) besrehr aus

Ausserhalb dieser Menge ist lf @ - luo I > r

Bezeichnet man
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Wenn eine auf -F meromorphe X'unktion / nicht QR ist, so gibt es
wenigstens eine Randkomponente rB , wo / keinen Grenzwert besitzt.
Nach dem Satz 2.Lstimmt dann die Menge ftql *o alte e e R mib O
iiberein, lund. n(f , w, Q) : oo fiir alle w (bis auf Nullmenge). Wir haben
somit den folgenden

Satz 3.2. Ist d,ie meromorphe ?unlcti,on f ni,cht quas,i,rati,onal, so nimmt
f al,le Werte w aon ö @i,s auf Nul,l,menge) unend,lich oft an.

I0. Wir geben nun einige Bedingungen, unter welchen eine meromorphe
X'unktion quasirational ist.

Satz 3.3. Ei,ne auf n meromorpthe nunktion f i,st quasirational, wenn
eine d,er folgenilen Bed,ingungen erfti;ll,t ist:

7" f ist beschrrinlct ausserhulb einer kompakten Menge.
2" Das Di,ri,chl,etintegral,

ist end,lich.

3" Der sphriri,sche Inhalt
f f ta

A^(r\: I I J't"ll"ät\l): J,J 1t a yJ1"',tzrao

derjeni,gen Ri,emannschen Fld,che, auf welche die Funkti,on f di,e ?kiche I
abbild,et, ist end,li,ch.

4" Di,e Xunlcti,on n(f ,w,?) i,st end,li,ch,in einer Menge E c0, deren
Kapazi,trit gtositia i,st.

Beweis. Io Nach dem Hilfssatz 2.2 hat f einen endlichen Grenzr,r,ert
in allen Randkomponenten von .F' und ist somit Qfi.

2' Auf einer parabolischen Riemannschen n'läche impliziert die Bedin-
gung 2o die Bedingung 1".

3" Antithese: / ist nicht Q-rB. Dann nimmt / (bis auf Nullmenge)
alle Werte w mit lwl < L unendlieh oft an, \\-oraus folgt, dass das iiber
die Menge Ir: {z e I llf(z)l < 1} genommene Dirichletintegral unend-
lich ist. Wegen

I
Ar,(l) > Z Do,$)

gilt dasselbe auch fiir den sphärischen Inhalt, was einen Widerspruch
enthält.

4o Die Behauptung folgt aus dem Satz 3.2.

D,-*(f) : 
[ | V'@)i, do (K kompakt)
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11. Nach dem Satz 3.1 nimmt eine nichtkonstante Q.B-Funktion /
(bis auf Nullmenge) alle Werte w e ö I-mal an, wo -ly' : Max n(f ,w , F)

ist. Wir können dieses Resultat noch präzisieren, indem irtii fti" 
"irr"ogegebenen Wert zo die Summe n(f , w , l) + n(f , w ,71 betrachten. Wir

beweisen zuerst den
Hilfssatz 3.1. Es sei, I ei,ne ni,chtlconstante QR-Iunktion, u)o ein

bel,iebiger Puntct aon 0 und, [J(ws,r) ei,ne Kreisumgebung ao% wo. Ist Q
e'i,ne Komponente aon f-t(U(wo,r)), d,eren Rand, kompalct ist, so nimmt f
d,en Wert wn wen'i,gstens e'inmal i,n Q U 7191 an.

Bewei,s. Nach dem Hilfssatz 2.6 iiberdeckt die Komponente @ (bis
auf Nullmenge) alle Punkte von U(wo,r). Es sei {*"},n:1,f,...
eine Punktfolge in U(wo , r) so dass n(1, w" , Q) > 0 fiir alle n und

l* ," - lDo. Weil die Menge I U TtQl in der Topologie von M kompakt

ist, hat die Punktmenge f-L({w"}) wenigstens einen Häufungspunkt' zo,

der entweder in @ oder in ?(8) liegf. WegenderStetigkeitvon f in M
(Hilfssatz 2.5) ist l@o): ec,o. Gehört zo zt Q, so liegt es in @, denn auf
AQ ist /(z) * wo. Dieser Fall kommt natiirlich immer dann vor, wenn
O kompakt ist.

Wir beweisen nun
Satz 3.4. I st ItI -

tion f , so gi,lt fa, alle

n(f , u , lI): n(f , w , ?) + n(f , w ,?) - -nf ,

wo d,ie w-Btellen aon f sowohl auf X als auf 7 i,hrer Multi,pli,zi,trit nach
berechnet word,en sincJ.

Bewe'is. Es sei u)o ein beliebiger Punkt von A und U(wo,r) eine
Kreisumgebung von ?,0s1 so dass der Rand von f-'(U(wo, r)) kompakt ist.
Nach dem Hilfssatz 3.1 hat / wenigstens eine too-Stelle in 8'U7(Q')
fiir jede Komponent. Q' U - 1,. ..,tu{.0/) von f-'(U(wo,r)). Wir
wählen die Zahl r, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 1) Fiir
jedes i gibt es nur eine eoo-Stelle in Q' U Z@');2) X'iir die kompakten

Komponenten Qt$:L,...,h) gilt n(f ,w,,9r0') :n(f ,wo,I) fiir
alle w e U(uto, r) . 3) X'iir die nichtkompakten Komponenten Qj $ :

(3. 1)

den
Max n(f , w , ?) fu, eine rbichtkonstante QH-F'unk-
weZ
u e o di,e Gleichung

LI (uso , r)

wL ein

h+lt
h + 1,. ..,11 + k) gilt n(f ,w, U 8i)- n(f tuo,?1 ftir alle L0 e

bis auf Nullmenge fr (Vgl. N'r:?'""U Hilfss atz 2.7). Es sei nun
Punktvon [J(uo,r)-E sodass n(f ,uL,I):^r. Dannist

h h+k
rL(f ,wL, U Q\- n(f ,wo,?),n(f ,wr, U Qi)- n(f ,uo,?1

i:l j -h+t
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und.

n(f,uL,E)-n(f,

woraus folgt, dass

n(f, wo, X) + n(f , wo, 7) : -n'r.

Aus dem Satz 3.4 folgt unmittelbar das folgende
Korollar 3.1. Ist w e'in Wert, so d,ass n(f , * , X) < -nrr, so gibt es we-

ni,gstens eine Rund,lcomponente R, so d,ass f(R) : w. Ist umgehehrt w ein
Wert, so d,ass f(R) - w fUr e'ine Rand,komponente R , so ist n(f ,w ,I) < N .

Die Kapazitat d,er Projeldi,onsmenge f(?) d,es ,id,ealen Rand,es ist gleick Null,.
Die zwei ersten Behauptungen folgen aus der Gleichung (3.1). Weil

fiir alle Werte w e f p) die Grösse n(f , w, l,) kleiner als -ly' ist, folgt die
letzte Behauptung aus dem Satz 3.I.

12. Aus dem Hilssatz 2.5 und aus der Definition der @-E-n'unktion
folgt der

§atz 3.5. Jeile guas'irati,onale Tunktion (d,ie i,n alle Rand,ltomponenten

fortgesetzt i,st), i,st in M: IU? 1in d,er Topologie aon M bzw. aon 01

stetig.
Weil ferner die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient

zweier Q.E-Funktionen nach den bekannten Sätzen der Theorie der Grenz-
werte und nach dem Hilfssatz 2.4 in jeder Randkomponente einen Grenz-
wert besitzen, haben wir den

Satz 3.6. Di,e quasirationalen Xunlct'ionen bi,Id,en e'i,nen Körper.

13. Es seien / und g zwei (nichtkonstante) @.8-X'unktionen, so dass

g beschränkt ist ausserhalb einer kompakten Menge K mit f6) n fP)
:A, u:ad -l[: Max n(f ,w,-E). Esseienferner wef(?) urtd zr(w),...,

wed
z*(w) dte rz-Stellen von /. Dann sind. die symrnetrischen X'unhtionen

h

uL, U 8') +
i:1

h +lo

n(f , wL, U 8i) - -nrr ,
j -h+t

Rr(u)

Rr(w)

T{-i
L

li:1

\Li<k

g?n(rr)) ,

s(zt(w)) g(r*(u)) ,

R*(w): (- I)* g(zr(w)) . . .s@N@))

in A - (f(K) U f(7) ) analytisch und beschränkt. Weil 1171 eine Nullmenge
ist, sind sie in /(7) analytisch. Weil sie ferner in f(K) bis auf Pole analytisch
sind, sind sie rationale X'unktionen rron ?, .
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Jeder Wert g(zr(w)) geniigt somit einer algebraischen Gleichung

g* + Rr(*)g*-' + . . . + R*(w) : g,

wo die Koeffizienten rationale X'unktionen sind. Weil alle Q8-X'unktionen
in der Form

I
e+

g

darstellbar sind, wo g ausserhalb einer kompakten Menge beschränkt,
ist, gilt das obige Resultat fiir alle @Ä-Funktionen.

Durch Ubergang zur X'läche -F erhalten wir den

§atz 3.7. Bi,nil, f (fi Konstante) unil g zwei quas'irati,onale ?unldionen,
so ,i,st

g:A"f'
wo A algebraisch i,st.

4. Ufer meromorphe Ditferentiale

14. Neben den QB-X'unktionen betrachten wir eine Klasse rron mero-
morphen Differentialen, die mit den Q-E-Eunktionen im engen Zusammen-
hang stehen. IJnsere Absicht ist es, eine Klasse (D vor:, auf einer para-
bolischen Riemannschen Fläche I meromorphen Differentialen zu de-

finieren, die die folgenden Eigenschaften besitzt:
I' @ ist ein linearer Raum.
2o fst f QR und gehört gd,z zn @ , so gehört auc}a fgdz zu @ .

3o Aus

15

(4.1)

folgb ad,ze @.
4' Ein Differential gd,z e @ ist exakt: qd,z : d,I wd -F' meromorph,

dann und nur dann, wenn -F eine Q.E-Funktion ist.
Betreffend die Klasse @ gilt der
Satz 4.1. Di,e Menge

q:{qd,zlq:fo},

wo f quasi,rat'i,onal i,st unil u d,ie Ei,genschaft (4.1) besitzt, effill,t di,e Bed,i,n-

gungen 7"-4. Bi,e ist ilie engste aon allen Mengen mit den Eigenschaften
7"-4.
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Bewe'is. Die letzte Behauptung folgt daraus, dass jede Menge, die Io-4"
erfiillt, fiir jedes a mit der Eigenschaft (a.1) und fiir jede Q-B-X'unktion
/ das Differential fa.ilz erlt}o.ält.

Beweis von lo.
a) Ed,z € @ impliziert trivialerweise Cqdz e @ (C Konstante).
b) Erd,z , Erd,z e (D impliziert (V, * Vr) d,z e @. Beweis: Erstens ein

Spezialfall: Es seien gr: fa , gz: p und .K eine kompakte Menge, so

dass or , p die Bedingung (4.1) erfiillen und / die X'orm

If:"+i
hat, wo /, ausserhalb K beschränkt ist. Hieraus folgt

ll r\ I
@,,1 v,) dz : (fo -t il d": 

l(" * n) " + p) dz

:Ir"tf,@orfild,ze@,
Jr

weil die Grösse a I fr(auf p) der Bedingung (a.t) geniigt ooa ] Q-E ist.
Jr

Allgemeiner Fall: Es seien / , g QR und a , B wie oben. Dann ist

I o \
%* ez: f" * e0 : f\" + j p) : fe,

wo nach dem obigen Spezialfall qd,z: l" * I O) a", o und somit

V : fst ist, wo f, QR ist und a, der Bedingung ( .f ) geniigt. Dann ist
aber

@, * v) d,z : f(frar) dz : (ffr) ard,z e (D ,

und die Behauptung ist bewiesen.
Beweis von 2o. Sind /,f, QR und geniigt a der Bedingung (4.1),

so ist
fr(,ft) d,z : (frf) ad,z e @ .

Beweis von 3o. Die Differentiale xd,z, wo a der Bedingung (4.1)gentigt,
bilden einen linearen lJnterraum rron @ mit f - l.

Beweis von 4o. a) n'iir jede Q-B-Funktion f gilf dl € @. Beweis: Erstens
ein Spezialfall: Ist / beschränkt ausserhalb einer kompakten Menge K,
so gilt

l! l#,i
Bedingung 3o.und df e @ nach der
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d.enn die Funktion - * *t Or.
Jr

b) Ist .X' meromorph und gehört il? zl @ (d.h. il,F : fad,z, f ist
Q,B und or geniigt (4.1)), so ist .F Q-8.

Beweis von b). Es soll bewiesen werden, dass -F in jeder Randkompo-
nente R einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert besitzt. X'all I:
Es gibt eine Umgebrtr'g Q von -8, so dass

?all

J J lr'tz)lzd,o < oo.

a

Dann ist I in Q beschränkt und hat in .B einen endlichen Grenzwert.
Fall II: Es ist

AllgemeinerFall:Essei /: "++, 
wo ft ausserhalb K beschränkt

Jr
ist. I{ach dem obigen Spezialfall gilt d,f, € @ und ferner

I
df :- ad'fie @,

Jr

lt

| | lt't")lzito: ate'

fiir alle Umgebungen A von -8, woraus folgt, dass ltq,f(z) : co ist.

Es sei Q eine Umgebung von -8, so dass 1) der Rand von @ kompakt ist
und aus einer endlichen Menge von geschlossenen Kurven J-(r) besteht,
auf welchen lf@l: I gilt (diese Normierung ist immer möglich, wenn

man statt / die Funktior. Cf betrachtet); 2) Dr(a) : I I la@)12 d,o < oo ;
JnJ

s) f@ *0, @ in allen Punkten von QU?@), vom Punkte -B abge-

sehen. Wir bezeichnen f(z) : reiq , X@) : U I i,V wÅ

r(q:{ze Qllf@l:t}, Q(t):{ze Qllf@)l <,}.
Die Gebiete @(l) (die im allgemeinen nichtkompakt sind) bilden eine Aus-
schöpfung von Q, wenn t --> a. Die Kurve J-(l) ist kompakt, werur f
zu einer offenen Teilmenge ^4 des Intervalles (l , oo) gehört, deren Kom-
plement das Lebesguesche Mass l{ull hat. Ist f ein Punkt vor- A, bilden
wir ein Teilgebiet QQ,y) von QQ), dessen Rand. aus l-(I), f@ und
aus einer endlichen Menge y von anderen geschlossenen analytischen Kur-
ven besteht, so dass die Menge Q(t , y) kompakt ist. Die X'unktion ar sei

in Q(t,y) harmonisch mit den Randwerten 0 auf J-(1) und logt aaf
J-(f) und / . Wtu bilden das Integral
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f r da rd rr(t,y, 
^) 

: 
_l rron 

: 
-Jru dr d, : z n_l 

^uzda,
wo ol die konjugierte X'unktion von ar ist und 0 < ). < log f. Anderer-
seits gilt, wenn man

Q(t, y, 1) : {z e Q(t, y) | a(z) < 1}

bezeichnet,

woraus

td f rr
; * 

,,1 ^''o' 
: I(t '' 'o' * 

,1,/,r,l*'(z)12 
d'o

: I(t,y,o) I | | 171,1"pao
o(.N,a

<I(t,y,0)+tzDr(u)
folgt. Durchlntegrationvon ,1 : 0 bis )":log f ergibt sichhieraus

tfrf(4.2) z J uzaa - Z J uzda ! lr(t,y, 0) + tzDq(*)Jtogt.
I(t)Uy i"(1)

Wir lassen nun die Kurvenmenge / gegen ?1Q1 konvergieren. Weil die
Funktion U in A beschränkt, ist und die Fläche X parabolisch ist,

konvergiert das Integrat IU,aa gegen Nu]I. Die X'unktion o konvergiert

gegen die Funktion tog'1i:1"\ , und die Ungleichung (4.2) geht, weil die
Kurven J-(l) und J-(f) analytisch sind, in die Ungleichung

rrtrt
I u,a, = | u,ae a zl I uav y PDq(a)l rog rJ J LJ Jr'(') 

:l)u* b'togt *it'')^r,
iiber, wo a', b' , c' Konstanten sind. Auf dieselbe Weise erhält man die
Ungleichung

J,'0, 
{ a" * b" logt I c" tzlogt

l-(r)

und durch Addition die Ungleichung

| | v'@)t'do - I(t,r , A) - I(t ,r ,o) ,

Q(t, ),, y)
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r

J
r0)

wo a, b, c Konstanten
als eine gewisse Zahl to

dg { a * b log t + ctz logt ,

ergibt sich ferner, wenn f grösser

log t (A'Konstante),

/l

I

I «t'+ v')
J

r(r)

sind. Hieraus
ist,

lF (r)l' dv < A'ros* |
r(r)

m

1)

gt

e1

,.
rll

u)

dt

T,
fc

1,1)

c,r

t,
ip

na(

Q(t
nzi

,,F

na

3[

(F

t),

wo log+ a die Grösse Max(log a , 0) bedeutet. Andererseits gilt
Satz des arithmetisch-geometrischen Mittels die Ungleichung

rr
I los* lF l, dv I lF l, dv

J 
'ö lr' | *Y 

)
)l-(r)

r <log+ + llog2,
I d,e I d,p

J,{,» r'(r)

woraus (wenn f grösser als eine gerviss e Zahl tL Z to ist)

r
(4.3) I log+ l-E'l d,g < A' log t (A" Konstante)

,tal

rr
folgt, denn das fntugral I dg - I d arg f ist beschränkt,.

,{,t /,
Es sei nun w eine beliebig* komplexe Zahl und das Gebiet

und die Funktionen @ , ö wie oben. Aus dem Argumentenpri

d r f d r
J

6:). c,l:i

r

röl

und hieraus durch Integration von I - 0 bis 1 - log f

l'f
llosiP -uida llosir -uldaJJ

rQ) U y l'(1)
log trr2n I n@,u,Q$,7,1))d1 logf ' ld,ary(E-LtJ 

,1,t

woraus
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to; t

2n I n(l ,w,8(t,7,)\))dl
{

u)l d,ö | ^rlr - 
wl d,c,+ log r . I o ary(E - u:)

r(1) i,
erste Integral in d.er Form

F(zn): u;

d.en kann, sieht man leicht ein, dass es fiir y --> ?@) gegen

(4.4)

f

J
I'(t)Uy

folgt. Weil das

log t
/l

I

I n(F 'wJ

*"*.rl*ieben wer
das Integra I

log ,

I "@,w,Q?Dd,logr!
r

konvergiert. Das Integral / log+]-E - wld,a dagegen konvergiert gegen

Null. Aus (4.4) folgt dann 
Y

log ,
I

2n I n(E,w,Q(r))d,logr
{

rfr
JJJI(,) ll(r) J"(t)

und wegen (a.3) und der Ungleichung

log+|-E' - *l t log+l7l f log+ltal I log 2,

wenn f grösser als eine gewisse Zahl t, ) l, ist,

log ,
r
I "@,w,Q(r)) 

d,logr < Alogl (-4 Konstante).
J

Diese Ungler'"Ooo*, die fiir alle f ) f, giiltig ist, fiir welche die Kurve J'(f)
kompakt ist, zeigt, dass die Grösse n(X , w , Q(r)) fiir r -+ co beschränkt
bleibt. Die X'unktion -[' nimmt somit jeden komplexen Wert in Q nur in
einer endlichen Menge an, woraus folgt, dass F in R einen (endlichen
oder unendlichen) Grenzwert besitzt.
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5. Unterklassen von meromorphen Funktionen und Differentialen

16. \trir betrachten noch eine Teilmenge von @-B-X'unktionen und eine
Teilmenge von @.

Es sei / eine meromorphe X'unktion, die ausserhalb einer kompakten
Menge K der parabolischen Riemannschen n'läche .F den Ungleichungen

(5.1) o<m<lf(z)SM<a
geniigt und somit QA ist. Dann ist die n'unktion u : loglfl auf 7 bis
auf endlich viele logarithmische Singularitäten harmonisch und geniigt
den Ungleichungen

logm{u{logM,
woraus folgt, dass

(5.2) l! igrad u1zd,o: l!
dtosflz

ozl

sch,aften:

10

Hilfssatz 5.1. Das Di,fferential xd,z : il,logf hat d,i,e folgend,en Ei,gen-

I'_K

2' Die Period,en I oa" sind, .far atle Zylcten y rein imag,incir unil, aon
J
v

der Form n2ni (rt eine go,nze Zahl).
3" Illenn d,er Zyklus d, d,i,e Plciche zerl,egt: I - XrU FzU d, so d,ass

K c Er, so ,ist

^I

I adz: 0.
J

it

4" Ist z : zo ei,n lc-facher Pol, (bzw. ei,ne lc-fache Nullstel,l,e) uon f , so

besi,tzt a in zo einen einfachen Pol rnit rJent, Resid,uum k (bzw. -k).

5" Es gi,l,t

I ortz : tt

I
f iir jea,en Zylclus y, d,er ausserhalb einer gewissen ltompakten Menge K li,egt.

Beweis. lo X'olgt aus (5.2).

rr
2" .t'olgt aus I ad,z: I daryf .

JJ
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3' Folgt daraus, aruu / [ Wf U" ( o und .0' parabolisch ist.

"rrt
4o Beweis evident.
5o Es soi 7 eine Halbgerade in dor eo-Ebene :vott ,t0: 0 bis w : d) ,

so dass I n f(?) : b. Dann hat die kompakte 1lenge I{ : f-t(t) die
behauptete Eigenschaft. Es sei nämlich y ein Zykhx, der in F - K
liegt, und .f(7) seine Projektionskurve. Dann gilt

I ur.ry: I otogut:0,

' l0)

denn /(7) liegt in 0 - I .

Umgekehrt, wenn ein meromorphes Differential *dz die Bedingungen
1o und 2" erftillt, ist

fl") - "I'^'
eine meromorphe X'unktion, die der Bedingung (5.1) geniigt. Das Diffe-
rential adz hab aueh die Eigenschaften 3o - 5".

17. Wir beweisen noch einen Satz betreffend den Zusammenhang
zwischen den oben behandelten Klassen von meromorphen Funktionen
bzw. Differentialen.

Satz 5.1. l" Di,e meromorphen Eunld,ionen, il,ie ausserhalb ei,ner kom-
pakten Menge einer paraboli,schen R,i,emannschen Pkiche E d,er Unqleichung
(5.1) genligen, bi,ld,en ei,ne mul,ti,gtli,lrutiae Untergruppe G aon Q&-lunk-
tionen.

2" Di,e meromorphen Di,fferenti,ale mi,t d,en Ei,genschaften l" unil, 2o

(Hi,lfssatz 5.1) bililen einen linearen Unterraum @o aon (D mit ganzzahligen
(r eel,len) M ultiplikator en.

3" Aus f e G folgt ad,z : d,logf € (Do, und, umgekehrt: Aus ad,z e @,
I oil,

folgt f: e' eG .

4" Di,e Menge d,er Xunldio'tlen uon d,er norm

Af+B(5.3) Zfn,f eG, A,B,C,D kornplereZahletl,,lCl, + lrlr> 0

i,st i,ilenti,sch mit iler Menge d,er QR-Xunld,ionen.
Bewe,i,s. Die Behauptungen lo-3o sind evident.
4o Es sei / eine Qfi-X'unktion und a , b zwei komplexe Zahlen, die

nicht zu /(7) gehören. Dann gibt es eine kompakte Menge K von 7, und
die positiven reellen Zahlar. m rtnd lW , so dass in F - K
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f (z) ul

ffi:zl<tr
f-u,

gilt. Dann ist aber lr: '7_ O eine I'uuktion der Gruppe G , und

^ bh-a
r: f,-L

ist von der Form (5.3). Unigekehrt,, jede Funktion von der X'orm (5.3) ist
quasirational.

WL5
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