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Stellung der Aufgabe, Bezeichnungen und Lösungsmethoile

1. In einem beschränkten Gebiet der *y-F.bene (wir beschränken

uns auf den X'all der Ebene) seien in der iiblichen Schreibung (u : u(r , y),

u*: OulOr ,..., llt :'tt*n * urr) die zueinander adjungierten Differential-
ausdriicke

Llu):lu!au"*burlcu
Mla): la - (aa)" - (bu), I ca

: la - &a* - ba, * (c - a* - bt),

gegeben; OlOn bedeube die Ableitung nach der äusseren Normalen {"' §) .

Dann handelt, es sich um das Paar von Differentialgleichungen

t Llul | ).u :0 ,(r) 1 *yri*)'u:o,
wobei 7, ein Parameter ist; fidrr u wird eine Randbedingung

0u
(1a) *-l ou: O

gestellt; fiir u ergibt sich daraus die adjungierte Randbedingung

0a
(1b) An+ro:0 mit r:o-(ao+bP).

Gefragt wird nach allen Eigenrverten ). mit' zugehörigen Eigenfunkt'ionen
u, n, fior welche die beiden Differentialgleichungen und die Randbedingun-
gen erfiillt sind. Da mit ). u;nd u, o immer auch -,1 und u, -u Lö-
sungen sind, darf 1> 0 angenommen werden. Die Randbedingungen (1a)

und (tb) sind natiirlich im Courantschen Sinne zu verstehen: man vergleiche

dazu Courant-Hilbert [2], Seite 508 ff. Die Randintegrale, die im folgenden

auftreten, können nach Courant durch ein Gebietsintegral iiber einen Di-
vergenzausdruck ersetzt werden, was fiir die Existenzbeweise wichtig
ist; hier jedoch können und wollen wir die Randintegrale mitfiihren.

X'iir den Fall, dass die Randbedingungen durch u: 0 , a : 0 gegeben

sind, haben wir in einer friiheren Arbeit [3] das asymptotische Verteilungs-



Ann. Acad. Sci. Fennicre A. I. 4OI

gesetz, das heisst die Lorentz-Sommerfeldsche Vermutung, fiir die Eigen-
werte 

^p 
(p:1,2,...) bewiesen:

(2) ^ Afip r r r. LoF
,.P- 

r 
\,c.rr. r'-u 

4np

fw p * o, wobei f der Jordansche Inhalt des Gebietes ist. Dieser
Beweis setzte die Existenz von ztgehörigen Eigenfunktionen nicht voraus,
und arbeitete nur mit dem Begriff der Eigenfolge anstelle von Eigenfunk-
tion. Wir zeigen im folgenden, dass wir auf der Linie dieser Uberlegungen
auch fiir die jetzt vorliegenden Randbedingungen (fa) und (fb) das asymp-
totische Gesetz (2) begriinden können. Dabei treten gegeniiber der friiheren
Arbeit [3] neue Schwierigkeiten auf, die dadurch bedingt sind, dass ständig
gewisse Randintegrale auftreten, die besonders behandelt und abgeschätzt
werden miissen.

2. In den Bezeichnungen und in der Schreibung von Integralen (Unter-
driickung des jeweiligen Integrationselementes) schliessen wir uns weit-
gehend an die erste Arbeit an und iibernehmen deren Ergebnisse, soweit
dies möglich ist. O(1) und o(1) sind die bekannten Landauschen Symbole.
Ein flächenhaftes Integral wird stets durch zwei, ein linienhaftes stets durch
ein Integralzeichen angedeutet. So schreiben wir z. B. die integrale Bilinear-
form, v'elche zu unserer Aufgabe gehört, wie folgt:

(3) I@t, ; u) -

und analog die bekannten fntegrale

a1)Ltx buurl- cuu} + [ rau;
J| | {u*u*+ uyay -

Besitzt eine Integralform wie I (tc ; u)

den flachenhaJten Be'itrag durch I* (u

(u* u* + r,t-1. ,*y) , Dlu , uf - Dlul ,

UU , Hlu, , xlf - Hlul ,

ein Randintegral, so bezeichnen wir
; a), schreiben also

Dlu , a)-

Hlu,uf -

tl
tl
llnli'

I*(u ; u) : * tty?)y - auxLx bau, * cuuj

Mit J? bezeichnen wir den in Courant-Hilbert [2], S. 479, definierten Raum

9:{f I Hlfl<*, Dlf) <co}.

| | {u*'*
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Handelt es sich bei einer bestimmten Aufgabe um eine tr'amilie von Funk-
tionen ,f (im allgemeinen wird diese Familie durch eine X'olge /" gegeben

sein), deren H- und D-Integrale gleichgradig beschränkt sind, so

bezeichnen wir den betreffenden Raum durch -E:

(4)

J-1 > 0 und fr) 0 bezeichnen bei der betreffenden Aufgabe absolute

Konstante, die also von dem einzelnen Element / nicht, abhängen. Liegt
speziell eine n'unktionenfolge /" vor, §o driicken wir die gleichgradige

Beschränktheit von ä[/"] und Dlf"l auch durch

Hll\: o(t) , Dlf"): o(r)

aus. Ist, eine zweite Folge g" mit den gleichen Eigenschaften gegeben

Hlg"): O(L) , Dlg"f : O(L) ,

so driicken wir fiir die Folge von X'unktionenpa,aren (f" , g") diesen 'Iat-
bestand kurz durch

(f" ,9") e E

aus,
Gilt speziell fiir die X'olge /"

Hlf"f : o(r) , Dlf"): o(r) ,

so sagen wir: ;f" ist äquivalent' Null, in Zeichen

l" -o;
ähnlich schreiben rrir fiir zwei tr'olgen t" urlad g"

f"-g" falls f"-9"-0.
IIan sieht sofort, dass es sich um einen Äquivalenzbegriff handelt. Da im
folgenden häufig Paare von Funktionen bzw. X'unktionenfolgen (u^ , a" )

auftreten, so schreiben wir auch

(u",a") -(0,0) fiir lLo -0,'uo -0.

3. Das Gleichungspaar (1), zusammen mit' den Randbedingungen (la)
und (1b) ergibt sich als ein Euler-Lagrangesches Paar von Aussagen, das

zu dem folgenden freien Variationsproblem gehört: gesucht sind alle n'unk-

tionenpaare (u , a) mit IIzt ll' * llo ll' : 2 , fiir welche die Bilinearform
I(u;a) in (3) stationär wird:

(5) I(u; u) : stationär bei lluli' * llril' - 2



fn der Tat ergeben sich mit U2 als Multiplikator aus der Forderung

I(u; a) i{f | In + f | .\:: stationär

die noch nicht ausintegrierten »Variationsgleichungen»

l.

rn obei C , rl beliebige Elemente aus 0 sind. Wegen
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t(c;a): [[,-eutu)\ |'la' I,: 
J J \_5;uru))* J t\anf ,ol ,

t(u;rt):[[,-nt,ttt,1\ f la" I: 
J J \- q14u)) + J,l\ao+ o"J

folgen daraus die Gleichungen (l) und (1a) bzw. (fb). \Mie in l3l arbeiten
wir ausschliesslich mit den Gleichungen (6), welche nur die ersten Ablei-
tungen Yor' 'tL und o enthalten.

Das (5) entsprechende finite Problem fiir eine Bilinearform in 2n
Variablen ut,...,uo,ur,...)'t)n ist elementar lösbar (vergl. t3]).
Wir fiihren den transzendenten X'all auf diesen finiten zuriick, indem wir
uns zweier geeigneter vollständiger X'unktionensysteme Eo und g' be-

dienen und z. B. mit dem Ansatz

in die Form I (u ; u) hineingehen, wodurch

ln n \ n n

I(u;u): r(*I,"n v*;.l,r,r') : *1rZrli1,a;u^, 
Iin: r(qk;v')

entsteht. Die ge und yt' sind die Digenfunktionen eines gewöhnlichen
»Courantschen Variationsproblems», das zu der quadratischen Integralform
Elu , uf gehört, wo Elu, ol der symmetrische Teil von I(u; o) ist:

I
Ulu,af :, {I(u ; a) + I(a ;u)}.

fm Gegensatz zu f}f miissen wir hier zwei solche Variationsprobleme lösen,
nämlich fiir jede Randbedingung eines: die gh werden der Bedingung (Ia),
die g' der Bedingung (1b) geniigen. Dabei zeigt sich aber, dass der so

L^r V'

nt1_
j:1

die finite Form
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naheliegende Ansatz (7), bei welchem u wd o im vornhinein die geforder-

ten Randbedingungen erfiillen, in dieser Form nicht durchfiihrbar ist, weil

dann die Abschätzung gewisser Integrale schwierigkeiten macht. wir
verzichten d.aher auf eine Randbedingung, und machen demgemäss an

Stelle von (7) entweder derr »g-g-Ansatz»

(8)

mit den Yariablen

(e)

1Lr, , ar oder dual dazu den nt)-V-Ansatz»

trt 1Pk , Ui 1P'

mit den Variablen frk, Ai. Wie man daraus dann neue Paare (z , o) von

Funktionen gewinnen kann, bei denen sowohl z als auch a der richtigen

Randbedingung geniigt, wird sich im Laufe der Arbeit ganz von selbst

ergeben. Bei der weiteren Durchfiihrung halten wir uns zunächst an den

g-E-Ansatz (8), der uns fast Alles, was wir brauchen, Iiefern wird; jedoch

miissen wir an einer späteren stelle auch noch den rp-?-Ansatz beriick-

sichtigen.

Formale Beziehungen und Ungleichungen

4. Die irrtegrale Bilinearform I(u ; u) baut sich aus einem symmetrischen

.A.nteit Elu , af : Elu, 'ul und einem schiefsymmetrischen Anteil j(u ; a) :=

- j(u ; u) a:uf. Mit der Abkiirzung

lauten diese Anteile

å utsi
i:1

U:å
k:L

j:1trc:1

(11) j(";u) -
und es ist

(12)

(au* - uo*) + b (ruy - LLut)I ,

I(u, ; u) - Elu, al + i(u ; a)

Tn j(u; a) können wir durch partielle Integration erreichen, dass entweder

die Ableitungen rron o oder die von a nicht, auftreten: im ersten Fall
erscheinen die Ableitungen auf z »verlagert», im zweiten Fall auf a .

| | 
(It*'u*+

-+ ll.
1r

u-nuy-c*u,rs) +; l(o* r)u,u
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und ihre flächen-
h

orl'u\ 
'

Iuo I ,

jr(u ; u) ein, so

ir(u ; u)

ergibt sic

I
Z (a"*

(a" * br)

u,

a.

u) oder

: 
lnvu,ol+ + lr-,)*,1

: lrvu,ut--+ [r-,)*,]
re in der geschweiften bzw. eckig
die Abkiirzungen

'ezeichnen diese I'ormen mit ir(u ; a) bzw.
Beiträge durch j{(" ; a) hzw. j{(", ; a). Es

if(u;a): ll{.,u**buuy*
if(u ;,): | | 

l\.,u* * b uu, + +
n

j,(u;u) - j{(u;u)+ + I @ r)a

n

man in (12) fiir j(" ; a) entw'eder jr(u ;

sich

Etu,uf+ + lr-
I | 

(tt*u* { 14, ay -

Elu,al + | ,

| | 
(u*u* ! uyuy -

Wir b
hafte

(13)

(14)

(15)

(16)

Fiihrt
ergibt

+ jf (u;u),

+j{(u;u).

en Klammer benutzerr

a)I(u

I(u

die Ausdriic
im folgenden

a)

ckFiir
wir

r
c*uu) + 

J6?)'tL,

t)uu:j

c*rtt,)+ [ ,?t,,t).
I

(18)

Es gilt dann

(1e)

(20)

5. Essei C> 0

bzw. auf dem Rand

Lu,u)-

(17)

I (tc

I(u

eine Konstante derart, dass im abgeschlossenen Gebiet
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lol ,1bl ,l, I , lc*i, +@.*brl I= C

la**by cl ,lo-rl J:
Dann lassen sich jf ("; r) , jtr(u; r) und j(u; r) wie folgt abschäLzen:gilt.

(21)

(22)

(23) U@;a)l . cl{ufrlnf"l+ {WWW\.
Zur Abschälzang der Randintegrale dient die wichtige ungleichung von

Courant, gtiltig fiir jede im abgeschlossenen Gebiet stetige X'unktion I e O ,

(24)
n

J

hier sind c1> 0 und c, > 0 Gebietskonstante; sie gilt z.B. immer dann,

wenn der Rand stiickweise glatt ist und keine spitzen aufweist (treten

spitzen auf, so gilt sie, wie man d.urch einfache Gegenbeispiele belegen kann,

nicht mehr). Wir beachten, dass die rechte Seite den X'aktor lilfl e"t'
hält. In d.en späteren Anwendungen handelt es sich oft um die Abschätzung

eines Randintegrals I I o , welches zunächst nach der Schwarzschen

Llngleichung

rchl
Abs
tan,

SC

A
an§

eso .,

.S »S

abgeschatzt
abgeschatzt.
wir auf sie k

wird;
Da di

iessend wird jeder Faktor
chåtzang im folgenden häufi

rechts gemäss (24)

g auftritt, verweisen

6. Wir bezeichnen
»Ftihrungsintegral»

lJtZ alS dardabsch ätzlung»».

Energieintegrale

jeden quadratischen Integralausdruck mit, dem

Dtil: l l{(å)'+ 
(r,)'}

als »Energieintegral», also z. B. die Ausdriicke Elf , fl , {f , f\ , ll , f) ,

sowie die entsprechenden Ausdriicke, wenn man den Randbeitrag unter-

driickt. Die courantsche ungleichung zeigt, dass in einem Energieintegral

tatsächlich der durch D[/] gegebene Beitrag »fiihrt». x'flr später notieren

wir die folgenden Eigenschaften:
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l) X'iir die Elemenft f e E , wo E den durch (4) definierten Raum
bedeutet, ist ein Energieintegral gleichgradig beschränkt, d. h. es existiert
z.B. im Falle von Elf ,f) eine fiir diesen Ausdruck absolute Konstante
C* > 0, so dass

lELf ,fll < c>k

ist. X'iir den zugehörigen flächenhafben Ausdruck E*lf ,fl folgt eine solche
Schranke sofort aus der Voraussetzung, dass Hlfl < l, , Dlll S J', ist,
nach dem Muster der Abschätzungen fnr jf(u;a) und j{(u;a); fiir
den Randbeitrag ergibt sie sich aus der Courantschen Ungleichung.

2) Mit ä bezeichnen wir den X'unktionemaum ( f e O )

(25)

(26)

wo ./'> 0 eine absolute Konstante ist. Es ist dann jedes Energieintegral
fiir ein f eH nach unten beschränkt, was zum Beispiel fnr I$;,f) be-
deutet,: es existiert eine fiir dieses fntegral absolute Konstante "K > 0
derart, dass

fiir alle f e H ist. Der Beweis ist, in der folgenden Tatsache begriindet:
wird ein Energieintegral, fiir welches Hlfl < -f ist, absolut beliebig gross,
so entscheidet dariiber allein das X'iihrungsglied, was bedeutet, dass das
rntegral nur nach der positiven seite beliebig stark anwachsen kann. Der
strenge Beweis fiir die Bxistenz einer Konstanten K ) 0, fiir welche (26)
gilt, folgt am raschesten indirekt: im Gegenfall existiert eine X'olgo /"
mit I(f" ;1") -+ - oo ; wegen Hlf\ < f ist dann notwendig Dfl"l
nicht nach oben beschränkt, also fiir eine Teilfolge Dl-f") * f oo ; daraus
folgt aber I(f";f") -+ +co im \4'iderspruch zur Annahme, dass -I(/";/")
-> - oo. Dabei wurden implizit wieder die obigen Abschätzungen und die
Courantsche Ungleichheit benutzt.

3) X'iir den X'unktionenraum H in (2ö) gelten Åbschätzungen folgender
Art ftir jedes Energieintegral, wobei v-ir als Beispiel u.ieder I(f ; f) wählen:

(27 a)

hier sind /r* > 0 , K* ) 0 zwei fär das betreffende Energieintegral abso-
lute Konstante. Durchläuft / eine X'olge /" mit Dlf"l* @ , so gilt sogar

Dlf") '|N I (f" ; f") (fiir n -> co )

um nicht immer die dabei auftretenden Konstanten mitfiihren zu miissen,
schreiben wir später im X'alle einer Folge /" anstelle vorr Hlf") ( ,l- kurz
Hf,f"l : O(r) und fnr Q7a) entsprechend
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(27b) I Dlf"l : o(.rff" ; f")l) ,

4) Beschränken wir uns auf X'olgen .f" , *o lautet in neuer Schreibung
das Ergebnis unter 1): aus Hlf"f : O(l) und Dlf"f : O(1) folgt fiir jedes

Energieintegral z.B. {f ,f}, dass auch {1",f"}: O(1) ist' Nach 3) gilt
davon die folgende Umkehrung: aus Hlf"l: O(1) und {f",f"}: O(f)
folgt, dass auch Dlf\: O(l) ist. Wir deuten den dadurch gegebenen

Sachverhalt unmissverständlich so an:

5) fn der vorigen Schreibung gilt

I Hlf\: o(1)

I{/" ,f"} _ O(t) '

ganz entsprechend die Doppelaussage:

und analog fiir jedes andere Energieintegral anstolle von {l,f} . Der
Beweis in der Richtung von links nach rechts ergibt sich sofort. In der

umgekehrten B,ichtung erfolgt der Beweis so: nach $ isf Dlf"] : O(l),
also wegen Hlf"l: o(1) nach der Courantschen Ungleichun| Io(1")':
o(l) ; in

sind die linke Seite und die zweiletzten Integrale auf der rechten Seite ein

o(t) und folglich auch Dlf"l: o(L) . \7[rir erinnern daran, dass in der

Schreibung von § 2 die betreffende Folge /" äquivalent 0 i.Z. f" -0
ist.

wir vereinbaren noch folgende sprechweise: gilt fiir alle tr'unktionen

/ aus dem Raum (f eO)

H:{flHlfl<t,Dtll<oo}
und ein Energieintegra), z.B. I(f ;/), eine Abschätzung

ll(f;f)l < c*

( C* > 0 eine nur von dem B,aum ä , jedoch nicht von dem einzebren

Element / abhängige absolute Konstante), so sagen wir: dio betreffenden

n'unktionen sind »energiebeschränkt»t. 4) zeigt,, dass dann die X'unktionen /
einem Raum E , wie er in § 2 (4) definiert ist, angehören, und 1) zeigt, dass

umgekehrt alle / aus einem Raum E auctr energiebeschränkt sind-

Hlf"J:o(1) 
[__>

Dlf"l - oOl I

Hlf"l: o(1)'l 
-> | Hlf"l- o(1)

ll{ff:)'+ (r;)'}- llc*ff*)'+ 1,ff')'

11
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Die beiden zugeordneten Courantschen Variationsprobleme

7. Zt der integralen Bilinearform l(u;a) gehört die symmetrische
Rorm Elu, zl und zu dieser die quadratische Integralform Elu , ul. Auf
diese rntegralform lässt sich dann nach dem vorbild von courant eine
iibliche Variationsaufgabe griinden, in welcher sukzessiye in wachsender
Reihenfolge Minima auftreten. rm Gegensatz zu unserer friiheren Arbeit
l3] miissen wir aber jetzt entsprechend den zwei Randbedingungen (Ia)
und (rb) diese Variationsaufgabe zweimal ansetzen: einmal fiir die erste
Randbedingung, das andere IIal ftir die zweite Randbedingung. Wir er-
reichen dies, indem wir jeweils noch ein passendes Randintegral hinzu-
nehmen, wodurch das betr. Variationsproblem ein freies wird. Es sind
dies die in § 4 durch (17) bzrv. (18) gegebenen Ausdriicke, spezialisiert ftir
1):.u, bzw. u: a:

{u ,u} -- Elu , Lcf

la,a7 - Elu,aJ

(o- r)uz

(o- r)uz

,1t'-rq I
-J

1{'
,l
-J

\4/ir gelangen so zu zwei zugeordneten courantschen variationsproblemen
r und rr, die wir sogleich gena,u formulieren. wir diirfen und wollen diese
Probleme, welche naturgemäss viel einfacher sind als das urspriingliche
Problem fiir die Eorm I(u; z), als gelöst ansehen, und werden dann mit
ihrer Hilfe das Problem fnr l(u;o) lösen. Das bedingt, dass wir fiir die
Koeffizientenfunktionen a,b, c (a : a(r,A), . . .) die Voraussetzungen
als erfiillt annehmen mi.issen, die in Courant-Hilbert [2], Seite 476,
stehen. Fiir das folgende vergleiche man auch Courant-Hilbert ftl, Seite
345 ff.

8. Problem I. Es sei q e A und die quadratische Integralform vor-
gelegt:

{v,v}- Elp,vJ+ + J o-r)vz

- I [tw.l-+ @)2-JJ
Au,fgabe Ir.' IJnter allen Funktionen V e Q ,

Nebenbedingung

c*v2)+ lrv'.
welche der quadratischen

L2
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geniigen, ist eine solche gesucht, fiir welche der Ausdruck {E , g} ein Mini-
mum wird. Aus § 6 Absatz 2) und speziell aus der Beziehung (26) geht

hervor, dass diese Aufgabe sinnvoll ist, und dass jedenfalls eine untere

Grenze fiir den Ausdruck {p , V} existiert. Und da wir, wie oben gesagt,

diese und ebenso die folgenden Aufgaben als lösbar und gelöst ansehen

diirfen, so wird die untere Grenze 2,t7 von einer X'unktion 91 € J2 sogar

angenommen. Fiir die mimmierende x'unktion 91 ergibt sich dann sofort
die folgende noch nicht ausintegrierte Variationsgleichung

(28)

giiltig fiir eine beliebige X'unktion e e A . Speziell folgt aus (28) fiir C - VL

\4'egen llEtli': 1, dass {V',V'}: zr ist' Nehmen 'wir dariiber hinaus an,

dass E1 im Gebiet zweimal stetig differenzierbar ist, und dass auf dem

Rand der Ausdruck Ogtlln * o g' existiert, so folgt aus (28), wenn man die

Ableitungen von I vertreibt,, fiir f die Differentialgleichung nebst
Randbedingung

(2 e)

(30)

(31)

0wr

das Erfiilltsein der Randbedingung im Sinne von Courant, zu verstehen.

fndessen brauchen wir im folgenden dieses Resultat nicht, sondern nur die
nichtausint'egrierte Variationsgleichung (28) unter der Annahme, dass qr
existiert und 91 € O ist. trVir driicken (28) kurz dahin aus, dass wir sagen:

91 geniigt der betreffenden Variationsgleichung und im Hinblick auf (29)

der vorgeschriebenen Randbedingung (Ia). Nachdem so z, und e be-

kannt sind, kommen wir zur
Au.fglabe 1, ; Unter allen Funlit'ionen g € O , welche der quadratischen

Nebenbedingung

und der linearen Nebenbedingung

Hlv',v,] : o

geniigen, ist eine solche gesucht, fiir rvelche der Ausdru"k {p, g} ein Mini-
mum wird. Wie bei der Aufgabe 1, existiert hier ein llinimum z, und eino

zugehörige minimierende X'unktion E2 rrobei rvegen (30) notwendig
x, ! x, ist. Und f1drr qz gilt die zu (28) analoge Variationsgleichung

{v' , e) - %rHlv' , il- o ,

f beliebig aus .f) . n'iir C : Ez folgt speziell {q' ,8'\ : zr . Ebenso gilt,

die zu (29) analoge Differentialgleichung nebst Randbedingung, Alles zu

verstehen in dem oben präzisierten Sinne. Kurz gesagt: 92 geniigt der
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variationsgleichung (31) und der Randbedingung (ta). wegen der linearen
Nebenbedingung gilt

(32)

i. W.: gz ist »orthogonal» zu gL. Ferner folgt aber aus (Bf ) fiir e : Vz
wegen Hlq' , gzf : 0, dass auch {g1 , g2} : 0 ist.

Es ist klar, wie das verfahren weitergeht: beim nächsten schritt unter-
wirft man g ausser der Bedingung Hlg) : llqll, : I noch den zwei
linearen Nebenbedingun€{en HlE, , g) : 0 :girld, Hlgz , pf :0 und erhält
so ein neues Minimum xs und eine neue x'unktion gB, und so fort. Das
Verfahren bricht nicht ab und liefert eine nichtfallende x'olge vt_rn Eigen-
werten

mit zugehöriqen

Dabei gelten die

(33)

ftir jedes 6 € Q,

\Yeiter gilt, \4ras u'ir ohne
wachsen unb egronzt an, genarler,
Yermutung

(37)

fiir p + @.

9. Problem trI. I{ach dem Vorbild
wir uns hier kiirzer fassen. Es sei V e
form vorgelegt:

91 rVz,93, ! ".

Variationsgleichungen fiir i - l, 2,

sowie die Aussagen:

des vorigen
A und die

k

lc'

k

k;
im Courantschen Sinne

Beu,eis iibernehmen: die Eigenwerte %p

es gilt ftir sie die Lorentz-sommerfeldsche

4np

r-to fiir i+

)- lo fur i+
schliesslich gentigt v' der Randbedingung (1a)

0p'

O?L

(36)

Paragraphen können
quadratische fntegral-

L1
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lrp , rp) -

Aufgabe I Ir.' Unter
bedingung

Funktionen y e Q, welche der Normierungs-

Hlrpl: Il,pll' : I
geniigen, ist eine solche gesucht, ftir welche der Ausdruck lrp , ril ein
Minimum wird. Wie bei der Aufgabe .I, existiert ein Minimum p, und
eine zugehörige minimierende X'unktion rp1 . Die X'unktion g1 geniigt der

Variationsgleichung

lrl,' , ,t7 - pt Hlrp' , ril : 0

fiir jedes ,leQ. q- y1 liefert lrttl,rltrl:Ft. Ferner geniigt unter
entsprechenden Differenzierbarkeitsannahmen !,' der Differentialglei-
chung nebst Randbedingung

r
{(rp-)' * (rpr)' - c* y,'} + J r y)z .

frlrp ,

tl
allen

1r
d- z J(o- t)vP

(38)

Ary' + c* Vr * prrl,' -- 0 ,
0wL

A" + rvl:0.

Kurz: rp1 geniigt der zugehörigen Variationsgleichung (38) und der zweiten
Randbedingung (lb), zu verstehen im Courantschen Sinne.

Aufgobe LIr; Hier wird die analoge Aufgabe wie bei ,I1, gestellt mit
dem Zasafiz: tp hat ausser der Normierungsbedingorg ]lpll' : I noch der
linearen Nebenbedingwg HltpL , y) : 0 zu geniigen. Das liefert den näch-
sten Eigenwert pr, wo Ft 5 p2 ist, und die nächste Eigenfunktion rpz ,

wobei l:!',rl,'):p, ist1, ferner gilt Hltpl,tpzf :0 und lgl,rltzf :0.
Und wie beim Problem I ergibt sich eine nichtfallende Folge von Eigen-

werten

nebst' zugehörigen

Dabei gelten die Y

(3e)

fiir jedes rl e Q ,

(a0a)

(10b)

Eigenfunktionen

,lrr rVz r1p3, ' ".
ariationsgleichungen ftir i- I ,2

lrp, , ,tf - pi Hlrp, , rlj == 0

sowie die Aussagen:

(L ftir i-kHlrp,,vhf_io frir i+k
(u, fiir i-k

lrt,,rtnl_I;"fiir i+k
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schliesshch geniigt ,pt der Randbedingung (1b) im courantschen sinne

(aoc) ff*rei:o.
weiter gilt auch hier wie beim Problem r fiir die Eigenwerte po dasselbe

asymptotische Gesetz (Lorentz-sommerfeldsche vermutung) wie fiir die
?TP

fidrr p --> oo.
Dass in beiden x'ällen ftir die Eigenwerte dieselbe asymptotische x'ormel

gilt, bringt lediglich die bekannte Tatsache zum Ausdruck, dass B,andbe-
dingungen keinen Einfluss auf das asvmptotische \rerhalten der zugehörigen
Eigenwerte ausiiben.

10. Die beiden Tatsachen
f) die Probleme I und II sind freie Probleme (ohne Randbedingungen)
2) die Eigenwerte rvachsen iiber alle Grenzen (n** oo und ptu--> @

fii-r n--> @ ) ziehen bekanntlich nach sich, dass z.B. beim Problem I
(analog ist es beim Problem II) X'olgendes gilt:

Fiir eine X'unktion f e A mit, den »n'ourier-Koeffizienten»

at:Hlf,vt)
und der zugehörigen Sourier-Reihe (das zeichen - bedeutet in diesem
Zusammenhang eine Zuordnung)

gelten, wenn

f, - f-: ctivi

gesetzt wird, die sogenannten \rollstnrl*Oeitsrelationeir

HLf")->0, {f",f"}*o
ftir ?L + cc . Gleichl;edeutend damit sind die Aussagen

(ala) HlfJ: 7 ": ,,l
(41b) {f ,f}- Z*,e?.

1* p_

Fp= r

oo

f ^" ; aiTi
i-1
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(43)
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von diesen gilt die erste Gleichung fiir jedes stiickweise stetige f r0oit

Hlll< *.=nin" 
Folgerung aus der Relation (41b) wird später benutzt werden:

d,enken wir uns die B,elation (41b) fiir alle / aus dem x'unktionenratm E

in (4) gebildet, so ergibt sich aus dem in § 6 unter 1) iiber Energieintegrale

Gesagten, dass eine Abschätzung

(42) 2 "?,=M,^'+,y:nl.l

»gleichgradig» (d.h. die Konstant,e fuI > 0 ist von dem einzelnen .f €E
unabhängig) gilt'

Ansatz r.,vr Lösung der Aufgabe

Wir gehen mit dem »V-V-Ansatz))

tL tb

xL : Zrtr4n , a : I r, g' ,
h:L i:L

wo die Funktionen gi dem variationsproblem I entspringen, in die x'orm

I(u; a) hinein und erhalten die finite Bilinearform in den 2 n. Yariablen

%t,...r'il, Und U1 ,...r'0^'.

I(u;u1 :i il,oo,uo&:1i:1

mit -r* : I(vn; ?,) . wir fassen d.iese x'orm als quadratische x'orm ihrer

Variablen in einem 2 za -dimensionalen Raum -82" auf: dann gehört zu

ihr ein Spektrum von Bigenwerten mit zugehörigen Eigenvektoren, deren

Verhalten firr n-> oo wir studieren. Dabei normieren wir die Eigenvek-

toren in Ubereinstimmung mit der Normierung llzll'* ll'll' : 2 in (5)

gemäss

2"i+2,i:r.k:l i:l

Wir vereinbaren die folgende Schreiburg, wobei wir die Abhängigkeit von

n mit ausdriicken. Das Spekbrum der Eigenwerte sei nach wachsender

Grösse durch die Zahlen

(41)

gegeben; es ist symmetrisch zum ursprung, da mit einem i stets auch

-.1 Big"r*ert ist, und Iiegt vollständig vor, wenn man 'li bis '1| kennt,

die alle >z 0 sind. za dem Eigenwert 4 , 1;2 0 , gelrört ein Eigenvektor,

den wir so schreiben

,

L7
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t4: å ui*vu,
Ic: I

und den wir zu dem Paar

(45) (t4,v;)
zusammenfassen, wobei also diese Klammer den
Vektor mit den Koordinaten

2 n -dimensionalen

a;t,. . ., ux^, vir, . . ., yk
»darstellt». Dabei sprechen wir das x'unktionenpaar je nach Lage als »Eigen-
funktion» oder als »Eigenvektor» an; ein Mjssverständnis ist aus dem jewei-
ligen Zusammenhang ausgeschlossen. Es gehört dann zu -li der Eigen-
vektor

i:1

«r; , -Y;) ,

ebenfalls mit dem Normquadrat z.Mir dieser Normierung bilden die 2n
Eigenvektoren ein orthonormiertes und vollständiges vektorsystem des
Raumes .82". x'erner gilt wegen der orthogonalität der beiden vektoren
(a5) und (46), dass

å rui)'
k:l

ist, und v'eiter nach [3], dass die z -dimensionaren vektoren ui bzw.
7j bereits je ftir sich ein vollständiges und zwar jeizt mit der Norm I
normiertes Vektorsystem im n -dimensionalen Raum der g1 , . , . , go
bilden. Da das System gi orthonormiert ist, so ist auch z. B.

',,1(4ll': HID;I- f tUl),
tIt I

ein beliebiger Yektor

(46)

(48)

i:1

Ist (C" ,4")

(47)
n\Li:1

n
7n \-t:z

Ä: I
rli Vi ,

so gelten fiir einen Eigenvektor die strengen »variationsgleichungen»:

I(e ; V;) iä Hfe , U;j - Cf ;

durch V; ersetzt)

t
I

aus ihnen folgt ( rl"

(4s)
fiir p:g
ftir p*q

f)ä
lo

(Prq- 1r...r%)

l8
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In dem X'unktionenpaar g; , V;) (10 fest) haben wir fiir gro§se ra

approximativ eine »Eigenfunktion» (u , o) fidrr das Variationsproblem (5)

f.nr I@ ; a) zu sehen.

Wie schon friiher betont, benötigen wir aber nicht die Existenz von
Eigenfunktionen (z , o) ; es gentigt vielmehr, dass wir (u , a) dttch eino

passende X'olge von Näherungsfunktionen »ersetzen», welche wir nach dem

Vorbild der Schreibung in (45) auch durch

bezeichnen.

(u" , Y")

Eigenfolgen

12. Nach dem in § ll Gesagten ergibt sich die Definition der Eigenfolge

fiir das Variationsproblem (5) ftir I(u ; a) garrz Yolr- selbst. Dabei ist es hier
sachgemäss, Alles in der Sprache von X'unktion§påaren wie (U, Z) oder
(e , q) auszudriicken, die wir kurz als ei,ne E:ur,klion ansprechen; analog

ist (U" , V") kurz eine X'olge von X'unktionen. Naturgemäss werden wir
an eine Folge, z,B. (f", g") , die X'orderung stellen, dass sie zu einem Raum
E gehörl, wio er friiher in (4) definiert wurde, d. h. dass f" e Q ,9" e I
und dass Hlf"l: O(I), Hlg"l: O(l) sowie D[/"1 : O(l) und' D[9"] :
O(I) ist, von uns kurz ausgedriickt durch

(1" ,9") eE '
Defini,tion: 1>: O heisst Eigenwert und (U" , Y") eine zugehörigo

Eigenfolge des Variationsproblems

I(u; r:) : stationär

fiir alle X'unktionen (u , a) e Q mit der Normierung llu ll' * llullz : 2 ,

wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
l) Es gilt

(u",v")eE.
2) Fiir eine beliebige Folge (1" , rf) mit

(e" ,q") e E

gelten im Sinne eines o(I) die »Variationsgleichungen»

I I(U" i rt") - )' HLY" , r]"f : o(l) ,(öu) I ,«r;Y")-xillr",[J"):o(r).
3) Es ist

llU"ll' + llV"ll' : 2 f o(l) .
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Das Weitere sinngemäss wie in [3], Seite l2-I5. Wir erinnern kurz an
die dort gebrachten X'olgerungen und Definitionen.

l'. Mit der obigen Eigenfolge ist gleichzeitig auch (U" , - Z") Eigen-
folge zum negativen \Mert -.tr (in der obigen Definition also 2 durch -,tr
ersetzt).

2'. Es ist fiir ). > 0

llU"llz: lf o(l) , llv"ll?: lf o(1) ;

ist aber X, : 0, so können und wollen wir diese l{ormierung im vornhinein
annehmen.

3o. Der Begriff der »Nullfolge» (statt Nullfunktionenfolge wie in [3]):
sie ist in der in § 2 verabredeten Schreibung durch die z.lvei Forderungen

(51 ) (Q",V")eE, (@" , V") ^., (0 , 0)

definiert und spielt im Rahmen unserer Betrachtungen die Rolle der Null.
Es ist z.B. rnit (U" , V") stets auch (U" + @" , V" + Y") Eigenfolge zum
gleichen Eigenwert. Gilt in (51) die zweite Beziehung nicht, so schreiben
wir (@",Y")^l-10,0) ; z.B. ist sicher fiireineEigenfolge (U",V")^l-
(0, 0).

4o. Die r+T Eigenfolgen @:,V:) (u:1,2,...,r*t) heissen
Iinear abhängig, wenn Zahlenfolgen ai , aä , . . . , a!+t mit (a1), *
' ' ' + (4+r)': 1 * o(1) existieren, derart, dass in leichtverständ"-
licher Schreibung

r+1

Z "i,GI:, , 
V:,) ^, (0 , 0)

ist. Im Gegenfall heissen die rf I Eigenfolgen linear unabhängig. Trifft
(52) zrt, so existiert einZeiger €{ I,2 ,..,,r*1 }, als u-elchen rvir rf 1

wählen diirfen, ftir welchen eine Teilfolge von a!-, nach einer Zahl + O

konvergiert, und es gilt dann nach geeigneter Aussiebung einer Teilfolge
fitr n mit neuen Zahlenfolgen bi , . .. . , öi eine Äquivalenz

(52)

(53) (U\+t ,Vi*r) b:g: ,v:) ,

ryobei notwendigfiir die bi eine Beziehung 0<B <(b1), +...+(b:),( B mit Konstanten p , B gilt, die von ra nicht abhängen. Wir sagen
fiir den Sachverhalt (53) kurz: die Eigenfolge (L7i*, , Yi+r) ist eine lineare
Kombination der Eigenfolgen (Ui , Vi) , tro ? lron I bis r läuft,
bzw. kidrzer (Ui+t, Yi+) ist unter den r Eigenfolgen (Ui , Vi) ent-
halten.

5". ZweiBigenfolgen ((J" ,I/") und (f", f"; h"i.r"n zueinander ortho-
gonal, wenn

r
/\-/ §

ZJ
7': I
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Hlu",fr\+ HlYn,fr1 : o(1)

ist,, und sie heissen einzeln orthogonal zueinander, wenn

ist. Z.B. sind zwei Eigenfolgen, die zu verschiedenen Eigenwerten gehören,

stets zueinander orthogonal und sogar einzeln zueinander orthogonal.

13. Um auch die triviale Lösung

(U",V")-(0,0)
der Variationsgleichungen (50) zu erfassen, geben wir noch die

Defi,nition: (U" , V") he'isst eine uerallgemeinerte Ei,genfol,ge zum Wert )' ,
wenn s'i,e di,e Eigenschaften 1) unil, 2) ei,ner EigenJolge hat; d,ie Norm,ierungs'

ei,genschaJt 3) braucht dagegen ni,cht erfutlt zu sei,n.

Unser weiteres ZieL ist' es, nachzuweisen, dass fiir ein festes p und fiir
wachsendes n die in § f I definierte X'olge 2i konvergiert, also lim 2| :
le ( 1o Z 0 ) existiert, dass .1, Eigen'wert, ist, und dass die zu ,$ gehörige

X'olge (tli ,Vi) eturc Eigenfolge zum Wert l, ist.

Erste Abschätzungen ftir )'; und (LI; , T';)

14. Wir knäpfen an § 11 an, und schreiben die dortige finite Bilinear-
form wie folgt um: es ist nach (19) I(rL ; o-) : {u , a} { if (u' ; a) ; trägt,
man darin die Ausdriicke (a3) fiirr u und 'u ein, und beräcksichtigt die
Relationen (35) fiir die g' , so bekommt' {u , u} die »Diagonalform»

Xt Ut Ai

und rnrir erhalten

Hltl" , {1"7 : o(1) , HIT/" , t"7- o(1)

ltk Vk; å ,-; V)i) ,
i- 1

t't,

§Lj:1

(54)

u'obei

I(u ; u)

n

§Li:1

nrL

| - Zrr,ttrui+Jf( >
rl:1 A:I

n.

,LL : Z ur, qr* und u
l.- 1
IU _ L

ai vi

ist. Ihr Spektrum ist durch (44) gegeben, wobei nur die positive Hä1fte d. h.

funktionen» sind durch die @;,V;) in (a5) gegeben (p:1,...,n).
Zur Abschätzung von ry nach unten benutzen wir die max-min-Eigen-
schaft, zur Abschätzang nach oben die min-max-Eigenschaft, von )';.
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(8,) bzw.(8,,) bedeutet im folgenden
ftir die »Variablen» %L ) .. ., %n 7 u1 2 . . .,
verlaufen garrz ähnlich denen in [3],
kiirzer fassen können.

eine lineare homogene Bindung
an . Die folgenden Uberlegungen
Seite 16- 19, so dass wir uns

15. Die max-min-Eigenschaft von 1; besagt: wir bestimmen fiir
n*p-l »Bindungen» (8,) das Minimum der rechten Seite von (5a) bei
der Normierung

llull'* ilrll' :rä,u\+ 
.ä,o? 

: z;

alsdann ist )"i das Maximum dieser Minima fiir alle möglichen solche
Bindungen (8") (v:1,2,...,n*p-l). Wir wählen als solche
Bindungen

und erhalten
nn

i:p k:p
(55) iu,v\\i:p

bei der l{ormierung

Wir beachten, dass es hier und im folgenden geniigt, wenn die betr.
Abschätzungen ftir geniigend grosse Zeiger p d.h.fw p 2 p, (po irgend
eino und dann feste natiirliche zahl) erbracht werden, da sich daraus die
Abschätzungen fiir die endlich vielen Zeigar L { p ( po von selbst er-
geben.

Da im jetzigen X'all

,tt,:1): turV' und lluliz: llrllr:2u? :,
i:P i:_P

ist, so folgt aus (2f) eine Abschätzung

Uf@;u)l < c yzt/ay"1+ tl .

Beachten wir noch die Beziehungen (27a) in § 6 unter B) und legen passend
a,ls Energieintegral den Ausdruck

{u,u}:rä;ru?

zugrunde, so ergibt sich fiir d* lf in (5b) rechts eine Abschätzung

i:p
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lnn(56) l"rf( > u*vn; > uiei)
i k:p i:P

l"

wobei a > o, B > 0 zwei absolute Konstante sind. wir verfiigen iiber

den festen Zeiger p0 von oben so, dass zrn > 0 und At\/*r"< I , sowie

im Hinblick auf eine spätere Abschätzung, dass auch

max(lzrl ,...,lxpl):xp fiir P2Po

ist. Mit der Abkiirzung

g:fn,u!
i:P

ist der Ausdruck in den geschweiften Klammern in (55) rechts dann grösser

gleich

s- v{§+Bl:t{, -h\-B;
es ist aber (beachte }i:nu?: 1) ,S 2x,'rrnd' t - etl/S > 1- Al\/;,
und a fortiori gilt dann

t A1
(57) 4Z*olL- /-l-B fiir ?2?0,'L lxnl

wo die rechte Seite nicht .vorr n abhängt.

16. Die min-max-Eigenschaft von $ besagt,: wir bestimmen fidlt n-p
Bindungen (B*) das Maximum der rechten seite von (54) bei der

Normierung

ilall'* llrli' : )"i + io', : z;
k:l i:l

alsdann ist x; das Minimum dieser Maxima fiir alle solche möglichen

Bindungen @,) (F: L , . . . ,m_P) . Wir wählen als solche Bindungen

(Br) : %p+r : 0,'ttnqz - 0, "', il, : 0

und erhalten

{ ( max {,f,*,utar * i{(*Lunv' ; .ir,r9'11

bei der Normierung

.2,"i*å:?:z'
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Es ist bei dieser Normierung

P

Zrruta; { xni
i: I

fiir den Ausdruck iI gilt sinngemäss wieder d.ie Abschätzung (56),
rrobei wir ohne Einschränkung A und B als dieselben Konstanten
nehmen können, was

P

if ( Z unvn
k :1,

jebzt

; å uivi)
j:1

triefert; da aber

rZr*r'1 
{ 2xo

ist, so folgt die zu (57) ganz analoge Abschätzung

r li,qt(58) ),iSxrla ,_l+a fiir pZrto,'L \/xo)
wo die rechte Seite wiedet -vo:n n nicht abhängt.

Ersetzen wir schliesslich A und B durch neue pa,ssend.e Konstante,
dio wir wieder mit a , B bezeichnen, so erreichen wir, dass beide Ab-
schätzungen fiir alle p2t gelten.

Eine X'olgerung, die später gebraucht wird, ist diese: Sei c > 0 beliebig
und fest; dann existiert wegen (57) ein Zeiger q, so dass

, ll { v { n gilt,. Alsdann zeigen (57) und (37), dass eine

0 eine von n unabhängige Konstante ist.

17. Jet'zt' können wir fiir die zu ii (p fest, n wachsend) gehörige Forge

lU; , !;) einsehen, dass sie energiebeschränkt ist: (U; , V;) e E .

Beweis (vergl. auch [3], seite l9): x'iir die e" , To in (a7) gelten äie si"e.rg"n
Variationsgleichungen (48), wobei llUii)' : liy;lf : I ist. Wir nehmen
darin die erlaubten Brsetzungen vor, angedeutet d"urch das Zeichen ll:

,j" II Y; bz\\,. ,1" II U; und e lI V;

und erhalten

(60)

ftir alle y mit
Absch d,tzung

(5e)

gilt, wo Jn* >
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bzw,

(6r) t@|;u;): I(vi;Y;):\HLu;,V;).
Wir setzen im weiteren Verlauf

(62) wi : v; * a;

und benutzen als Energieintegral passend den Ausdruck t(f ;l). Es ist

dann

(63) x; : I(u;; ui) * tPi; wP .

Die Ersetzung rt"llw; in (48) bringt

(64) I(U|; W;) : x;HlV; , Wlf : 4{t - HIY; ' U;l)

(beachte liv;ll':I,...), wo t-HlV;,U;)?0--ist' Da also

t(U|;W;)>b i*t, so folgt aus (63) dass 2| >I\Ui; Ui). ist' Beachten

wir.|octr (6I), sowie (58), so kommt die in ,2 wieder gleichgradige Ab-

schätzung
t {ztt

&us der wegen der l{ormierung der U; und Y; folgt, dass

ist,.

W;,V;) C E

18. Aus dem vorigen Resultat ergibt sich die wichtige Talsache: il,i,e

Iolge S ( p fest, n wachsend) hut nur end,li,ch, ai'el'e Hiiufungswerte'

Der Beweis ist wörtlich derselbe wie in [3], seite 20-23, und braucht

hier nicht wiederholt zu werden.

Beweis, ilass die Folge ,li konvergiert

19. Im Gegensatz zu [3] ist hier der Beweis fiir die behauptete Kon-

vergenz etwas schwieriger, da noch ein Randintegral auftritt, dessen Ein-
fluss wir abschätzen miissen. Wir haiten uns an die in § lt verabredete

sprech- und schreibweise und legen in dem 2 ra -dimensionalen Raum

R2" dio orthonormierte (so zu verstehen, dass jeder vektor das Norm-

quad.rat 2 hal) Basis der Eigenvektoren zugrunde: wir setzen die Eigen-

vektoren und die dazu gehörigen Koordinaten, welche wir hier r, und

r', nennen, wie folgt zusammen

f (u: , v:) (tt: ,Y:)
I try fry

, n). fst, (u , o) ein beliebiger »Yektor» e B'", so gilt

(65)
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(66)

und es ist

llull, * lloll, : z,i til, a , i,{*,), ,

da jeder Eigenvektor das Normquadrat 2 hat; d"ie Normierung llzll, f
lloll2 : 2 driickt sich dann in den Koordinateo *!,,u, durch

it, ;.'+ j {,.y,: r
r': I y:l

aus. Wegen (49) erscheint l(u;a) in der Diagonalform

I(u ;o) : - i 
^; 

@',), + 2 ry W,f .
y:l y-l

und die Nebenbedingungen, die )$ als grösstes Minimum liefern, lauten
(67) r'":0, r',-r:0, ... , fli,:0, ffr - 0, ... t to_1 :0.

20. von jetzt' ab arbeiten wir in dem nächst höheren Raum R**2,
indem wir zu g' , . . . . , go noch die nächste Funktion g"+r hinzanehmen.
rn diesem Raum -82"*2 erscheint der frtihere Raum -t82" als ein rrnterraum,
den wir durch Hinzunahme der speziellen Vektoren

I (v"*' , - v"+') (v"*' , v"*')

(u , u) : 
,|r*i 

(t; , v:) + å n, (tr: , v:) ,

(68)
t u|+, %n+l

mit den zugehörigen Koordinaten u|+t bzw. uo*1 ebenfalls auf die volle
Dimension 2 n * 2 bringen. r4rir beachten, dass die durch (65) und (6g)
gegebene Basis fiir den R2"12 wieder orthonormiert ist (im obigen sinne).
Nehmen wir also in der sprache dieser Basis zu den Bedingungen (67) noch
die-Bedingu*g u!"+r - 0 hinzu, so ist nach der max-mi.r-Eig"rr."huft von
x;*'
(69) 4*' > min I(u i u) : ei+' ,

wobei

(70) (u , Q : .f n,(U? , y?) + uo+r (vn*r , p^*r)

und

1::
l:P

(*,)' + (u^+r)'



E. Monn, Spektrum zweier gekoppelter Differentialgleichungen 27

ist. Da fiir z,*,:0 das minl(u;t): X| ist, so ist

a;*' = 4.
Wir beachten die nach (35) giiltigen Beziehungen {(4 ,9"+'}: 0 ,

sowie {g"+' , V?\ : o , ferner {v"*' , g"*'}: xo+, und erinnern an die

Relation (19), nach welcher z. B.

IQi; g-*') : {tn , {,"*'} + if Pi; v"+')

ist, wo der erste Summand. rechts verschwindet. X'iihren wir dann noch die

Abkiirzung
/lo+r : xn+r * jt@"*' ;9"+')

ein, so wird fiir das (4, o) in (70)

I(u ; a)

in: Z li @)' + A,+r(u,+r)2 * 2*ru^*rli{(ui ; q"+') f ,f (q"+' ; vi)l .

tJp k:p

Die eckige Klammer rechts formen wir wie folgt um: es ist nach (15) (beachte

j(";a): - j(r;u))

j{gl; v"+\ - i@n+I ; -ui")

jf @"*, ; Vl) _ i@n+l ; Vt) +

addiert man spaltenweise, so k
lichen Ausdruck

die
ist'.

(71)

und

(72)

1r
, J(o- r)rLiv"*',

+l(o - r)vten+r - {l(o - r)vt "*'} ;

ommt mit der Abkiirzang (62) fiir den frag-

{r,r"*' ; t=i) * * l, -,) E^*' *t} - l, -,) v'*' vi,

und hier ist die Klammer nach (16) gerade jt(q"+' ; Wl) , wodurch
Ableitungen auf lYi verlagert sind, was fiir das X'olgende wichtig
Wir setzen

j{ @"*' ; TT7,) - 2a7, ,

bekommen fiir I (u ; a) den endgiiltigen Ausdruck

I(u; u)

+ {1, - r) *^+t(pn*'( -t:-Y;)\.
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Und wir bemerken noch, dass nach (21) (z sei geniigend gross)

u{@"+' ; q"*')l < c lz t/oYq"+\ 1 tl
gilt; wegen Dlg"+'l: O(1p"*', p"*')) : O@"+r) gilt dann fiir das oben
eingeftihrte Ao*, nach (37) auch

(7s) A-,, -an(n-ir)"n+l : F

fidtr n --> oo .

21. Wfu betrachten jetzt die Minimumslage der Form 1(zu ; u) in (72)
genauer. Bis auf Weiteres denken rvir uns fiir die tL , . . . t rn t unlt die
(bzw. solche) Werte genommen, fär welche I(u.; z') : rnin I(u ; u): g;*t
ist; natiirlich hängen diese r, rtnd lto*, noch von n ab, was wir aber in
der Schreibung nicht zum Ausdruck bringen.

X'iir das Weitere ist es nun rrichtig, dass die folgenden Abschätzungen
gelten, in denen Wi : VI - 5ry ist:

(7 4)

( i5)

Dlwil: o(L) ,

1; HlWt) -_ O(1) ;

dabei bedeutet, das O(f ) jeweils eine absolute Konstante ; 0, die von
n and ft unabhängig ist ( t 

= 
ft ! n) . Der Beweis hierfiir setzt nicht

die Konvergenz der Folgen ry voraus, und wird, um den jetzigen Ge-
dankengang nicht zu unterbrechen, nachgetragen.

Trivial ist die folgende Abschätzung fiir die Energie von ru und 1),

wobei wir als Energieausdruck passend {/, /} verv.enden:

Ist, nämlich z.B.
n n-LI

so ist
n n!7 n+l

Z*? + u?,+r: f fi : I und {o,u) : Z*,€',Sx^ar,i:p t:t t:l

wie behauptet. Mithilfe davon erhalten wir eine erste Abschätzung des
Randintegrales in (72) von l(u;u). Es ist

^I ft'

I (o - r) un+Lv"+'() hvi)
J i:p J L:P
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Das Integral wird nach der standardabschätzung behandelt. Beachten

wir die Normierung, so kommt

l@"*')' 
: o(xlT) ,

(76) I:,Z:,Y)' 
: o(,tl)) ,

Letzteres, weil {o ,a} 
= 

z,*, ist, und daher

fn(77) I to - ,) un+rE"*' ( f x,Vi) : O(*l:*,, lu,+rD .

J i:p

Analog schätzen wir die Summe

f oi *ru^*,
h:p

in (72) ab. Wenden wir auf if @"+r ; Wi) in (71) die Abschäta,mg (22)

an und beriicksichtigen (75), so ergibt sich

(78) lail ! x,

wobei a ) 0 eine von å und ra unabhängige Konstante ist. Wir erhalten

'n"n

I Z r; i'*un+r { x.u"+r,.) lroi ;

I h:p I r,:p

die letzte Summe ist

und (beachte (37)) daher

= {rzr"r_2,r'} 
<\/;,

(7e)

Aus (77) und (79) folgt filr unse

: O("'i'*L i%n-'li) .

r I(u ; u) in (72):

ry*' > Z x? (",)' * A"+r(u,+r)' - o(il'+r lu.+rl) ,
i:P

wobei A,+r : No+t ist. Daraus folgt, dass fiir die Minimumslage un-

möglich limsup {A"+tu?.*r}: *oo ftir n'-> @ sein kann; mit' anderen

Worten: es ist

(S0) A*+tu?,+t : O(L) ,

und als Folge davon dann auch

rl fL

ll2 Z oX a't %n+L

!l h:P
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(8r) .2 ti "? 
: o(l) ,

T:P

ferner gilt fiir das Minimum p|+r , dass auch lei+rl : O(l) ist.

22. Jetzt können wir die Energie von a und o besser abschätzen;
wegen (80) gentigt es, die Energie von U und V , wo

U:;r;Ui, y:i*,y,i
i:p i:p

ist, abzuschd,tzen; wir setzen noch

W:V-U:åttW?.
Es ist wegen (81)

(82) r(U ; y) : L 
^? 

@t)z : o(t) .
i:P

Aus
I(U;V):I(V;V)-I(W;V)
I(U;V) : I(U;U) + I(U;W)

folgt durch Addition

(83) zI(U;V): I(U iU) + I(V;Y)+{I(U;W)- I(W;V)}.
Den Ausdruck in der geschweiften Klammer behandeln wir wie folgt weiter.
Es ist

\a;W) : ir,I(u?;w);
T: P

beachten wir, dass wir in den strengen Variationsgleichungen (a8) die
Ersetzung n" ll W machen diirfen, so ergibt, sich

I(u? ; W) : i? Hlvi , t[l
und, wenn man fär trI seinen Ausdruck einsetzt ,

(s4) tQ;W:t 2*,*nx"';HLV!,Wil.i:p h:p

Analog hat man die Gleichungen

\W;V) : f *,1(W;V?) == t*,EHLW,U?)i:p i:p
und

(85) I(W;\:) )*,*n),"?HtUi,WIl.,:p k:p
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Aus (8a) und (85) folgt durch Subtraktion wegen Yi - ai : W!:

I(U ; W) - I(W ; V) : i f*,*ot'; HIW?, W?,1.
i:p h:p

Nun ist

lr'r1"),i HIW! , Will < l"l l**l l?llw?llllWlll

und daher lI(U ; W) - I(W ; Y)l kleiner gleich

(n ) n

l>,t/E t*,1dE lliläl) l ) I**l ttlrill .

U;p lk:p

Wir schätzen diese Summen einzeln wie folgt ab. Die erste §umme ist wegen
(75) ein

o(;\/E w,D,
i:P

also wegen
n .- I n 

" )t/-

2lt: lr,l ( I ) rl @,)' Zr'l'"i:p (;:p i:p I

und (8r) ein O(xliir) .

Die zweite Summe behandeln wir so: fst q der in (59) festgelegto Zeiger,
so spalten wir diese in zwei Teilsummen:

q-l n

(80) ) Iurl llwi"ll+llr,lllwill
ra:p ,:q.

(falls g < p ist, ist die erste Teilsumme leer, also gleich Null und die zweite
gleich der alten Surnme) auf, und bringen in der zweiten Teilsumme das

allgemeine Glied auf die Gestalt

{(1:)-'t, lr,l} {Qi)'t,llw;ll} .

Wegen (75) ist dann diese Teilsumme ein

o(2 tn''^ lr,) ;
,:g

das allgemeine Glied dieser Summe schreiben wir in der Form

{(1:)'t" l*,1\ 0i)-' ,

schätzen die Summe nach der Schwarzschen Ungleichung ab und er-
halten als obere Schranke

LZ, 
u o)')''' {å,t'; r-'} "'
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diese Schranke ist aber nach (82) und (59) ein O(f ) , und folglich auch der
ganze Ausdruck (86) ein O(I) . Wir erhalten damit

I(U ; W) - I(W ; V) : O("1"+r) .

Tragen wir diese Abschätzung in (83) rechts ein und beachten noch
(82), so folgt

I(U ; U) + I(l/ ; Y) : O(il\,)
und speziell

(87) DlVl : O@ll,+,) ,

wo

ist.

23. Mithilfe der Abschätzung (87) folgt jetzt, an Stelle von (76) die
bessere Abschätzung

24. In (89) sind die *i und un*, die festen Werte, ftr welche das
Minimum A;*' angenommen wird. \4/ir denken uns jetzt in der eckigen
Klammer die ro , . . . , frtu, zl,,*, wieder variabel, behalten aber den Term
ef gemäss (88) bei und erhalten aus (89) die neue Abschätzung

v - i n,T/?
l:P

fn
| (lr,vi)' : o(xll'+,).

J .:p

Dadnrch ergibt sich an Stelle der Abschätzung (77) fiir das Randintegral
ebenfalls eine bessere: nämlich ein O((x'ji, *ll\r)'!, lu^+ri). Wir erhalten

I @ - r) uo+tg"+'(> x,Vi) : o(r!\i lz,+ri) ;J irp

beachten wir jetzt noch (80) und bedenken, dass An+t ? z,*, ist, so erhellt,
dass die rechte Seite ein O(r;iil und also ein o(t) ist. Wir notieren

fn(88) I t, - -r) un+tg"+t (> r;'l'i) : 6* ,I
J I:P

wo lim er : 0 fiJlr n --.> q ist. Damit haben u'ir fiir die l\finimumslage
fiir unser I(u;o) in (72)

(8e) p1*' : 
lt,^, 

(*,)' + A,+t(u,+r)z + ,å:l**u^*,f* ,f .
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f n n I(90) pl*'2 *i"lZ ),i*?+ A^+rul+t+2>air6u**rl - leII,' L;:p k:p l

wobei fiir das Minimum

>.? * %?^+r: L
i:P

ist. Dieses neue Minim.um sei of,+l , so dass also

(91) a;*' = 
oi+'- lef I

ist. Da fiirr u^*r: 0 das Minimum der Form in (90) gleich ),i ist', so folgt
wieder

(e2) o;+t s ii.
Jetzt behaupten wir

(93) lim{ii - o"+t} : 0

f.itr n-->oo.
Beu;ei; i,nd,irekt (und gegeniiber l3l vereinfacht). Wi, nehmen also an,

es existiere eine Teilfblge fiir n mrt der Eigenschaft, dass fiir sie

(94) 4 - oi*' >- h> o

ist, wo å fest und unabhängig von z ist,. Stets durchlaufe im folgenden der
Zeiger n die genannte Teilfolge. Das }finimum o|+1 ist die kleinste Wurzel
der Säkulargleichung, welche durch die folgende Gleichung in Determinan-
tenform mit o als Variabler gegeben ist:

U"; c) " a;

. ()ä*1 -o) . . oä*,

. ( ): - o) ct't:

a'q -r-, : "'n ,,: (A*+r - o)

wobei alle iibrigen Plätze mit Nullen besetzt sind. Denken urrr uns darin
o : oi+' eingetragen, so ist die Determinante NulI und es existiert eine

nichttriviale Lösung cles zugehörigen homogenen Gleichungssystems

€p: €pat: " ' : §.1 6n+1 r

wobei wir darauf verzichten, noch die Abhängigkeit von n mitauszu-
driicken. Wegen (9a) ist E,1r * 0 und es kann daher €o1r: - I genom-

men u,erden. Es ergibt sich fiir diese Lösung

:-0,
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P'7 - oi+r)€t: ai (i : p,...,%)

2o; t* : A,+r - 4*' .
h:p

Wir berechnen die §; aus den ersten Gleichungen, tragen sie in die letzte
Gleichung ein, und bekommen

,t -n+r-g (at)'
/.tu+r - uP 

*40 l,; _ o;+r 
.

Hier ist die rechte Seite wegen (78), (94), (57) und (37) ein O(log z). Diese
Aussage steht aber im Widerspruch zur linken Seite, welche (beachte (92)

und (73)) bis auf den X'aktor  nlF wie n wächst.

25. Die damit bewiesene Behauptung (93) können wir auch so ausdriic-
ken: es ist

(95) o;*' > 1; -;^ ,

'wo ;" > 0 und lim Z^: 0 flurt n -> oo ist. Da nach (69) 4*' Z p,"*'

und nach (91) a;*'> oi+'- lell ist, so folgt mit s,:7* * Irf I aus

(95) eine Beziehung

1;*'> 4 - uo,

wobei e, ) 0 und lim e, : 0 f.itr n -+ oo ist. Diese Eigenschaft der X'olge

),"i zieht aber bekanntlich [a] nach sich, dass die Folge ,li zwischen ihrem
unteren und oberen Häufungswert iiberall dicht liegt. Da sie nach § t8
nur endlich viele Häufungswerte besitzt, so folgt notwendig, dass sie kon-
vergiert,:

lirm$: X,

fiJrr n->@ (p fest, P:L,2,...).
Aus (57) und (58) ergibt sich jetzt fiir diese Zahlen )'o die Abschätzung

I l, I L-A1(e6) ,,Lr-G)- B 1Lp. ",lr*f zT4)* r.
X'erner ist

(97) 0<)\<).2<)"<"'
und lim Xp : a fiir p -> oo . (96) zeigt, dass jedes ln nur endlich oft
auftritt.
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Absehätzungen

26. In den folgenden Abschätzungen schreiben wir den beliebigen Eigen-
vektorinderX'orm (Ui,V;), wo lSp<% ist.Esist

(e8) ,llwill': zllv;-u;ll' - l- Hlu;,v;).

Wir erinnern jetzt an die in § 17 gewonnenen Ergebnisse und ersehen aus
(6a) und (98), dass

(ee) I(u;; w;) : | ^;U*;U'
ist. Ersetzen wil in (60) V; durch U; + W; bzw. Ui durch Vi - Wi, so

erhalten wir

(r00) )'; : Ip;; Ui) * I(Ui; Wp ,

(r0r) 1; : I(U;; U;) - I(Wi; Vi) .

Die erste Beziehung ergibt nach (99)

(102) ry: rp;;ap* | ^;wiu'.
In (100) ersetzen wir im zweiten Glied abermals a; durch Y; - W;
und bekommen

(103) x; : Ip;; ai) * I(vi; w;) - I(wi; wi) .

Addition von (101) und (103) gibt wegen I(u;a\ - I(a;u):2 j(u;o) ,

wenn m&n noch durch 2 di'vidiert

(ro4) 
^; 

: r(u;; u;) - I ,r*;; wp * j(vi; w|) .

Da j(u I a) : - j(a ;tr) ist, .o ,rj,
(r05) j(u;; W;) : j(vi; TVi) : j(u;; v;) ,

und es wird aus (104)

(106) ry : rp;; a? - * ,,*;; wp * ipi; vp .

§lar jpi; Vi) Silt nach (23) eine Abschät'zung

(ro7) lj(u; ; v;)l < c [t/ osu;1 + '\/ DW] .
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Nach (26) gilt weiter eine Abschätntng

(ro8) I(w|;w;l=-zK,
wo K } 0 eine Konstante ist, die nicht von p und n abhängt. Beriick-
sichtigen wtu jetzt noch (27a) sowie I(Ui; U;) : I(Vi; Vi) (vergleiche
(61)), so folgt aus (106), (I07) und (108) die Aussage

)'; < 4u; 1 ai) * x a o$/4a; ; u;l) ;

aus ihr ergibt sich

riminf{(ii)-'r(u;;aiD z I (p--> a)
»gleichgradig» fiir alle n mit, n2p.

Anderseits ist, im selben Sinne verstanden, \r'egen )$ > I(Ui ; ai)
(man vergleiche (102))

limsup {(^;)-r 4u;;u;)\ < I (p.-- Q).

Beide Aussagen zusammen zeigen, dass der folgende Lirnes fijir p ---n a
gleichgradig in z existiert und gleich I ist:

lim {(1i)-I IQi,; U;)} : L .

Wegen lpi; U;) : I(Yi; Vi) gilb dieselbe Beziehung auch fiir Vi an-
stelle von U;.

27.Wtu kniipfen an (106) an und formen das Glied j(Ui;Vi) um.
I{ach (I05) ist es gleich j(Ui; Tfi) . (15) ergibt (beachte j(u ; u) :
ir(u; a))

Wir tragen diesen Ausdruck in (106) ein, fassen passend zusammen, und
bekommen mit der Abkiirzung

j(ui; v;) : j{(u;; wi) * i J , - r) L-i t'i .

Da die linke Seite nach (105) auch gleich j(V|; fi'p ist. so gilt nach
(16) auch

t/'
i(ti;; v;) : i{(Y;; fi';) - , J @ - t) t-i tt'i .

Wir addieren diese Beziehungen, berticksichtigen im Randbeitrag l'/i - Ui:
IIli , dividieren noch durch 2 und erhalten

l I rr
i(u;, v;) : 2ifp;;wi) * 2 ifV; ; w;) - i J @ - r) (wi)'z .
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(roe) A;- I(w;; w;) - i{(v;; w;) + +l(o - ?) ( w;)'

die Beziehung

(1ro) x; - r(u;; ui) : I if W;; w? - * o; ,

wo die linke Seite nach (102) gleich + 1;llw;ll'z ist. Wir beachten, dass

in jf (Vi; Wi) die Ableitungen auf W| verlagert sind und daher wegen (22)

itT;; wi) : o(\/DW) : o(\/ VW;; w;)l)

ist; dieselbe Aussage gilt nach der Courantschen Ungleichung fiir das

Randintegral in (109). Das heisst aber, dass in dem Ausdruck ,4-| das

Integral I(Wi;Wi) frahrt', und daher

A;> -L
ist, wo L > O eine von n und p unabhängige Konstante ist. So folgt
aus (Il0), wo die linke Seite gleich L lillwill'z ist:

(n1) ry\lw;if < if@;;wi) * L
ist.

Das Glied jfp;;Wi) schetzen wir nach (21) ab:

vr(u;; wi)l s c {2 \/ Dlu;l + \/ Htu;l) \/ Hlw;l .

Da DlUi) ein O(I(U\; Ui)) ist :und I(U\;UX) < )'i ist, so folgt

(1r2) Vf (u;; wi)l S tvl \q WW ,

wo M > 0 eine von ra und p unabhängige Konstante ist. Aus (1ll)
und (II2) folgt jeLzh

(1r3) )#llTv;ir : o(r),

wo das O(l) eine vorL n und p unabhängige Konstante ausdriickt.
Mit dieser Erkenntnis kehren w-ir zu der Beziehung (110) zuriick und'

schreiben sie so:

(r14) A|: jfg;;tv;) - A;llfi';f < i{(u;;w;).
Nach (1r2) und (113) ist j{(Ui;Wp ein O(1), also in (1I4) das A;
ein O(l) und daher auch das X'iihrungsintegral I(W|; Wi) in Ai ein
O(1), und mithin

DLW;1 : O(L),

wo das O(I) eine vor 'tL und p unabhängige Konstante ausdriickt.
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Die Existenz von Eigenfolgen

28. Wir erinnern an das in § f f Gebrachte und wissen, dass in dem dort
mit R2^ bezeichneten B,aum die strengen Variationsgleichungen (4g)
gelten. fm folgenden ist p ein beliebiger fesler Zeiger, während n (n 2 p)
wächst. Nach § 17 wissen wir, dass die »Funktionen» (U;, y;) energie-
beschränkt sind:

(u;,y;)eE.
Es sei jetzt (J", g") eine beliebige X'olge von X'unktionen, welche eben-

falls energiebeschränkt sind, so dass also

(f",9") e E

ist. Wir ersetzen in den strengen Variationsgleichungen (e" , tl") durch
(f" , g") und zeigen, dass dann diese Gleichungen noch in dem Sinne gelten,
dass in den Gleichungen (48) rechts ein o(l) anstelle der Null steht:

I(t\; s") liUfYi ,0"7 - o(1) ,

I(f" ; Try) tr;HlJ" , tryl - o(1) .

Wir beweisen z. B. die zweite Beziehung (115b). Dazu entwicklen wir
f" iL bezug auf das System g'

oo

y:L

€n:>t:r'und ln-fn-C,,
y:L

wo also tr,a orthogonal zu gr , g2 , . . . , gn ist. \\'ir schreiben die beiden
folgenden Gleichungen an, multiplizieren sie mit den rechts angeschrie-
benen X'aktoren I und -.1i und addieren anschliessend:

I(f" ; V;) - I(e ; T,;) -r I(F" ; V;) ,

Hlf" ,t4) - Hle ,Lr;) + HlF" ,U;]
Die erste Spalte rechts liefert Null nach (48); ferner ist Hln" , U|): o(t) .
'Weiter ist nach (r9)

I@" ; Vi) : {x" , V;} + iyq" ; Vi) ,

und hier verschwindet nach (35) der erste Summand rechts. Weiter ist
nach (15) und (16)

jf(r";v;): jf(n";y;)- 
JO 

_ tx"vi.

(It5a)

(1r5b)

setzen

I
^tn

-AP

Ann. Acad. Sci. Fenniere.
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Da V; energiebeschränkt und Hln"l: o(1) ist, so ist nach der Ab-
schätzung (22) auch jt@" ; Vp : o(t) . X'iir das Randintegral gilt aus
denselben Gränden auf Grund der Courantschen Gleichung, dass es ein
o(l) ist. Damit ist (115b) bewiesen. Analog beweist man die Aussage (115a).

Nutzen wir jetzt noch die Konvergenz vor. $ aus und tragen in (I15a)
und (ll5b) Xi: 1o * o(t) ein, so gelten diese Aussagen unverändert mit
.1o anstelle von ry. Schliesslich schreiben wir (e" , rl") f.tu (f" , g") und
sehen, dass fiir eine beliebige X'olge ((" , q") rrrit

(e" ,rf) e E

die Variationsgleichungen

I I(u; ; rt") 1o HlYi , n\ - o(1),

gelten. Nach der in § 12 gegebenen Definition heisst das aber: ,7r, ist Eigen-
wert und (U;, V;) eine zugehörige Eigenfolge unseres Yariationsproblems
I(u;a): stationär fiir alle X'unktionen (u,a) e Q mit llull, * llull,:2.

Die Vollständigkeit iles §ystems der Funktionenfolgen { U}}

29. Im Gegensatz zu [3] bringt es der beziiglich der Randbedingungen
unsymmetrische E-g-Ansatz mit sich, dass wir hier nur die Voll-
ständigkeit der ersten X'olge { Ui} von (U; , Y;) beweisen können. Wir
beachten im folgenden, dass die Funktionen Ui, Vi in dem von gL , . . ., g"
aufgespannt'en linearen Teilraum liegen, und dass dort die Funktionen
Ui,...,Ui und T/i,...,Vi j, einen Satz von 7t orthonormierten
Funktionen bilden (Norm : I).

Defi,ni,tion: Es sei / eine stiickrveise stetige X'unktion mit Hlf I ( co .

Es sei ferner e ) 0 beliebig vorgegeben. Das System der n'unktionen
{ Ui} heisst vollständig, wenn es einen Zeiger -l[ und passende Zahlenfolgen
Ai ,. . . , Ak gibt derart, dass

limsup{ll/- {Aiui+...+ Akuft}ll} < I
fiJlr n -> oo gilt.

Wir setzen im folgenden voraus, dass C" ,4" dem von g' , , , . , g"
aufgespannten Raum angehören. Dann gelten die strengen Variations-
gleichungen (48). Indem wtr I(u; o) noch gemäss (I9) aufspalten, lauten
diese Gleichungen

(1 16)

(117a)

( I 17b)
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I'erner benötigen wir die Yariationsgleichung (33) fiir die Funktionen g';
wir schreiben sie fiir g' nochmals an:

(118) {V' , C} - x,Hlq', 6l : 0.

Es sei rl fest und es seien die Zeiger r und m .vy're folgt beschränkt,:
I ( r ( m 1n. Dann sind in (lf 8) und (117b) die folgenden Ersetzungen
erlaubt:

e llv;, e" llv, ,

was die Aussagen

0 : {V,, V;} _ x, Hlq,, y;1,

o : {q' ,Vi} + jf (q' ; V;) - )g HIE' , Ui1

liefert, aus denen sich

(119) )äHIC" ,U;1 : x, HLrp" , V;) + j{@' ;'t i)
ergibt. Analog iiefern die Ersetzungen C llU; arrd 11" ll9' die zu (1I9)
analoge Gleichung

(120) f;HV;,v') : x"Hlv',U;)+j{(U;;V').

X'iihren wir die »tr'ourierkoeffizienten» von g' beziiglich Ui , . . . , U:
bzw. Vi,.,., 7i gemäss

e?p : Hlq' ,U;f , bio : HIE' , Vi)

ein, so ist

v' :;a:nu; :2u:ro;
p:l p:l

mit

l(ai)':l{b:r)2:r.p:l p:7

Die Beziehungen (119) und (120) lauten dann

(121a) lioi, : x,bi, * jf @' ; tr'i) ,

(121b) i;b:p : x"aip * jf (U;, s') .

Von diesen zrvei Aussagen hilft uns nur die erste weiter, in welcher in
j{(V' ; Vi) die Ableitungen von Vi nicht vorkommen. Wir multiplizieren
in (f 2fa) mit ai, urrd summieren iiber p; mit der Abkiirzung

n

V : Za:rv;, HlVl : 1

P:I
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ergibt sich
frn

(tzz\ | t;{":o)' : *,2oirbio * i{@' ; fl .

p:l p:r

Hier ist die Summe rechts absolut kleiner gleich 1; 7f nach (21) abge-

schätzt, gibt wegen Ulfl: t

U{(v' ; flt < cl2\/Dlcp,1 + 1l ,

und hierin ist Dfg'] S y l*.1, s'o / > 0 eine absolute Konstante be-
deutet. Mit der Abkiirzung

K,: lr,,i+Clzl/yWt+tt
ergibt sich jetzt aus (122) die Abschätzung

(r23) it;to:;'< K,.
P:1

30. Seien jetzt f und e > 0 wie in der Definition gegeben und ohne
Einschränkung ll/ll > 0. Es sei

f -,2{,r', ll/ll': Å{i,
hier haben v'ir ausgenutzt, dass die g' ein vollständiges System bilden.
Es existiert dann ein Zeiger m : m(e) so, dass

(t24) ll/ -,;,/' v'll < ,
ist. m ist jetzt fest und I ( r { nz. Es sei

K : ur&x (Rr, Kr,.. ., K*) .

Wir bestimmen im Hinblick auf (57) ein -l[ so, dass

(125) mK{ (f ,,r,,-)'t,,n*, l, -*^_l - "}
urird. X'erner wäh-len wir aus einem Grund, der später klar wird, den Zeiger
-l[ noch so, dass

1* I X*+,

ist. X'tir I 
-< 

r ( nz, dieses ff und fid.r n ) -l/ folgt aus (123) und wegen
(57)
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K =o;. :i(ai,)'= {"*' f'
Summiertmantiber r (I {r!m)

Al)n

l;,l - ui,; 
*,(oio)''

und vergleicht mit (L25) so kommt

r', \2
(126)

Die
Schema

r:1 p - l[+1

links erfassten Zeiger r und p entstammen in dem nachstehenden
der Fourierkoeffizienten dem stark umrahmten Rechteck

lrt Uk Uk*, ti:

Wir multiplizieren die
Koeffizienten fr,. . ., f*,
mit, der Abkiirz:ung

(127)

die Beziehung

(128)

Aus (127) folgt

(12e)

' ulx

' a\,x

^n
' (l*N

Zeilgn dieser Matrix der Reihe nach mit, den
die in (L24) auftreten, addieren und erhalten

ÅtL {'-v 2 f'o:,
=l

v'
2

v

n1,

v

ait

:,

a7*r

f,g' - A:U:.
If rL

i:l r,:Ar*1
år:1

Das Normquadrat der ;;r';;**" in (I28;1l.rrt. schätzen
oben ab durch (Ak+r)' * . . . + (A:)', \\'as wegen (129) gerade
Seite von (126), noch multiphziefi mit ilfiP, liefert, das ist eine

wir nach
die linke
Zahl die

ll - -N ;; e

ii ,f, f,v'- Zl\ui'ii, =;.
Zasamm.en mit (L21) ergibt sich

(130) ll/ - {Aiui + . + Aku|rlll 
= 

t

42

e?", nyt

"? "*'

a

a7n, x +t

Q,?,N

"r:

t

aL*
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fiir aJle n > N . Ersetzt man darin die Koeffizienten Ai durch die
X'ourierkoeffizienten

"i: Hlf ,u:1,
so gilt, wie bekannt,, erst recht

(r3r) llf -{"?ui+...*"kuk\ll < e

fitr n > N und es ist

(132) ("il' +. . . + ("?r)' 
= ll/ll' 

.

Die Beziehungen (130) bzw. (131) driicken aus, dass das System der Funk-
tionen {Ui} im Sinne der oben gegebenen Dafinition vollständig ist.

31. Wir stellen uns jetzt in dem vorhergehenden Gedankengang yor,
dass die X'unktion / Element aus einem Raum .E ist:

E: {f lHlfllr,,Dlfl,r,} .

X'iir die Fourierkoeffizienten /, gilt dann nach (42) eine »gleichgradige»

Abschätzung

: ff)'< M*^1,,
t: n*l

wo M > 0 nur von dem Raum Z, jedoch nicht von dem einzelnen /
abhängt. Wird also zra so gewählt, dass die rechte Seite { ell wird,
so gilt wieder die Aussage (12a) gleichgradig fiir alle f e E . Der weitere
Gedankengang verläuft jetzt wie in § 30 und fiihrt zu den Beziehungen
(r31) und (132).

Durchläuft / speziell eine Folge l" , so grlt mit den Koeffizienten

ri: Hll",U:l
nach (I31) und (132)

(r33) llf -{xTai +...*Iku"N}ll <,
fitr n > -ly' und es ist

(r34) (,r'l)'+ . . .+ (rh)' < ll.i"li' : o(1) .

32. Wir können jetzl zeigen:
Es gi,bt keine Ei,genfol,ge (U" , V") zu ei,nem Eigenwert A 2 0 , die zu

allen Ei,genfolgen (Ui, -Y;) und, @i, Yi) orthoOonal i,st.

Beweis: Nach der Definition fiir eine Eigenfolge ist (U" , V") € -E , also

speziell U" eE, d.h. wir können auf die n'olge U" dasErgebnisvon§ 31
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anwenden. Ferner liegt in der Voraussetzung, dass U" bereits einzeln
orthogonal zu allen Ui ist, d. h. es ist

(I35) ai : Hl(1" , Uil : o(L)

fitr n -+ oo und jedes feste r . Nach § 31 gibt es zu yorgegebenen e > 0

einen Zeiger X , so dass (133) ftir n > N gilt (/" durch U" und Ii
durch *i ercet'zl). Der Limes tL---> @ liefert dann wegen (135)

lim sup llU"ll < 
"

fidrr n*@, also,da e beliebigwar,

(136) Hla"): o(l) .

Nach § 12, 2o gilt aber fiir eine Eigenfolge HlA"): I + o(1) im Wider-
spruch zu (136).

Aus dem damit bewiesenen Ergebnis folgt:
Es euisti,ert lceine Eigenfolge (U" , V") , d;i,e zu e'inem Eigenwert A t' )'o

(p:1,2,...) gehört.

Denn nach dem in § 12, 5o Gesagten wäre diese Folge (U", 7") ortho-
gonal zu allen Eigenfolgen (U; , -V;) und (U;, V;). Mit anderen

Worten:
Als mögl,iche Eigenwerte kommen nur d,ie bereits festgestell,ten 1o ( p :

1,2,...) i,n ?rage.

33. Hier setzen wir voraus, dass (U" , V") eine verallgemeinerte Eigen-
folge zum Wefi, A ) 0 ist. Es gelten dann die Variationsgleichungen

(I37a) I(U" ;7t") - A HlV" ,rl"f : o(L) ,

(137b) I(e" ; V") - A UlC" , U"l : o(L) .

Weiter setzen wir voraus, dass diese Folge ([/" , V") ztt allen Eigenfolgen
(a;, -V;) und P;, V;) orthogonal ist.

Wir können dann den Gedankengang von § 32 auf (U" , V") an'wenden

bis zu der tr'olgerung (136), die wir noch einmal anschreiben:

(138) HLU"): o(1) .

Die Ersetzung q" llU" in (137a) liefert dann

I(U" ; U") - A HlY", U") : o(l),

und hier ist HlV" , U"f : o(I) nach (138), woraus

(139) I(U" ; U") : o(r)

folgt. Nach dem in § 6 unter 5) Gesagten besagen (138) und (139) zusammen

(140) uo - 0.
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Mit dieser Erkenntnis kehren wir zu der Gleichung (137a) zuriick und
machen die ErsetzuYtg rl^ f I V" was

(141) I(U";V")- AHIY"): o(l)

lieferb. Der erste Term links ist wegen (ta0) ein o(1), so dass aus (1 l) folgt

(t42) A HIV") : o(1) .

X'erner liefert die Ersetzung e ll V" in der Gleichung (137b)

I(V" ; V") - I HlV" , a") -- o(l) ,

also wegen (140)

(143) I(V" ; Y") - o(1) .

fst A> 0 , so folgt a,us (L42) und (143) dass auch

notieren das Ergebnis:
Ist A> 0, so ist (U",V") ^,(0,0) ; ist A-0

V" ,--, Q ist. Wir

, so ist fI" ^, 0
und I(V" ; V") : o(L) .

Bemerkung: In [3] erhielten wir auch im Falle lL: 0 die Aussage

(U" , V") - (0 , 0) . Der Grund fiir diesen Unterschied liegt darin, dass

wir hier nur die Yollständigkeit des Systems {U}} beweisen konnten. Da
wir aber auch im tr'alle A: 0 die Aussage (U", 7") - (0 , 0) später
brauchen, miissen wir nun den rp-g-Ansatz (9) heranziehen.

Die entsprechenilen Aussagen beim rp-rp-Anratz

34. Wir erinnern uns jetzt daran, dass alle Betrachtungen, die wir
bislang fiir den E-g-Ansatz angestellt und alle Ergebnisse, die wir fiir
ihn gewonnen haben, sinngemäss auch fiir den tp-g-Ansatz gelten. Wir
erhalten so zu jeder friiheren Aussage beim E-g-Ansatz eine dazu »spie-

gelbildliche» beim y-y-Ansalz. Wir brauchen das nicht auszufiihren,
sondern uns nur das »Lexikon» einzuprägen, welches die Ubersetzung
der beiden Ansätze ineinander leistet.

An die Stelle der X'unktionen g' treten die n'unktionen gi, an die

Stelle des Courantschen Problems I tritt jetzt das Problem II, und die
pp beim Problem II iibernehmen die Rolle der bisher benutzten Np .

Dementsprechend wird jetzt mit, der Identität (20) anstelle Yon (I9) ge-

arbeitet. Es seien 0| und (X;, y;) die Grössen, welche an die Stelle der

.[ und (U;, V;) treten. Wieder gilt, dass lim q] - p, fiir n -> oo exi-
stiert,, und dass (X;, y;) eine zu Qo gehörige Eigenfolge ist, wobei die
Definition der Eigenfolge (X , Y") fiir einen Eigenwert pr dieselbe wie
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friiher ist. Ebenso gelten die entsprechenden Abschätzungen: so tritt z.B.
an die Stelio von (96) die Abschätzung

I A*l t ,-A*1p,lr- 
-l -Bx < Qp { fiolt+ltz,-l +B*,'"[ t/po] -ir-'rL Vprl

'wobei A*>0, B*) 0 absoluteKonstantesind.

35. Den in § 32 und § 33 festgestellten Tatsachen entsprechen hier die
folgenden:

1". Das Bystem d,er Xunlctionen {Y}) ist uoll,strind,ig.

2". Es gibt heine Eigenfolge (X,Y") zu e'inem Eigenwert P > 0,
d,ie zu allen Eigenfol,gen (Xi, -y;) und 1X;, Yi) orthogonal, ,i,st.

3o. Es eristiert keine tigenfolge (X , Y") , die zu, einem Ei,genwert
P * Qp (p: t,2,...) gehört, mit anderen Worten:

4". Als mögliche Eigenwerte kommen nur die berei,ts festgestellten Qp

(p: L,2,...) in, Frage.
5o. Ist (X" , Y") eine verallgemeinerte Eigenfolge zum Eigenwert

P > 0, die orthogonal zu allen Eigenfolgen (X;, - I|) und (X;, Y;)
ist, so gilt:

Ist P 20, soist (X",Y")-(0,0); i,st P:0, so'ist Y"-0 unil
I(X"; X") : o(r) .

Abgeänderte Eigentolgen

36. Beim q-E-AnsaLz erfiillt nur tI die vorgeschriebene Randbe-
dingung, jedoch nicht Vi; umgekehrt erfiillt beim rp-y-Ånsatz nur I|
die vorgeschriebene Randbedingung, jedoch nicht Xi . Im Hinblick auf
die zu erbringenden Existenzbeu.eise und auch aus allgemeinen Griinden
wiinscht man aber »möglichst kräftige» Eigenfolgen, \rrozll gehört, dass
beide Partner die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillen.

Wir gehen aus von dem g-g-Ånsatz, projizieren l-i auf den g-Raum,
der von den g1 ,g2,... aufgespannt rrird,

v; -;vi,,tt',Y:T

und setzen

;,4^V; : > Vi,rp' und V; : V; - V; .

Dann ist

(r44) v; : v; + f;,
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und es gehört Vi dem von rpr , . . . , V^ aufgespannten Raum an, wäh-rend

fi orthogonal zu ,l,t ,..., rp" ist,. Wir wissen, dass 7i energiebeschränkt
ist (1a ist fest). Legen wir also frllr V; jetzt, passend als Energieintegral den
Ausdruck lf , f) zugunde, so folgt auf Grund der berm Problem II in (a0b)
festgestellten Eigenschaften der tp' aus (laa) die Beziehung

tv; , v;l : .fr;, i;l + ti; ,fr;) ,

aus der hervorgeht, dass auch i; u"d. 7i energiebeschränkt sind, und
dass

(r45) Hli';1: o(r)

ist.
Oa i; €,8 ist, so ist, in den \rariationsgleichungen (116) die Ersetzung

C ll i; erlaubt, v'as

(146) r$i; v;) : LeHfiry, uiJ * o(1)

liefert. Hier ist der erste Summand rechts nach (145) ein o(I) . Anderseits
ist die linke Seite nach (20)

lv;, v;) + j{(v;; vi);

d,a in j{$i;V}) die Ableitungen von ?; ni"tt auftreten und ( ener-

giebeschränkt ist, so ist wegen (I45) auch jf!;;y;) ein o(l) ; da

lf;, v;l - lt;, f;l i.t, so folgt

(147) fi; ,41: o(1) .

(145) und (147) besagen zlrsammen

(148) i'; - o bzw. V; - f;

37. Je|zt projizieren wir auch noch a; auf den Raum derrlt . In
der zu (144) analogen Bezeichnung

u;:it;+fr;
ergibt sich wied.er: awh fr; "nd ä; sind. energiebeschränkt und

(r4e) Hl1il: o(1) .

»a 0; €,8 ist, so ist in (116) die Ersetzung ,f ll4 erlaubt und es ergibt
sich

\ui;41 : 
^pulv; 

,tt;l + o{t) ,
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wo der erste Summand recht's nach (149) ein o(f ) ist. Die linke Seite ist
analog zu (146) gleich

ta; ,0;l + j{(u;,4) ,

wo der erste Summand gleich 70; ,0;l ist. Gegeniiber § 36 miissen wir in
dem zweiten Summanden die Ableit'ungen auf U| verlagern gemäss der
Beziehung

itg; ; 0? : ffal ; 0;t + [, - | ui1i,

und sehen, dass der erste Summand rechts wegen (1a9) ein o(1) ist. Der
Randbeitrag ist es aber nach der Courantschen Ungieichung auch, da bei

der Abschätzung als X'aktor {Hli;l\'t': o(1) auftritt. Somit ist auch
jetzt

daraus und

(150)

t0; ,

aus (149) ergibt sich

o; ^" e hzw. U; ,-,fi;

38. Dual zu den in § 36 und § 37 gewonnenen Resultaten ergibt sich,

wenn wir von dem y-tp-Ansatz ausgehen, und Xi , Yi aaf den Raum der
g' projizieren

X;

7;

f;+ f;,
wobei k; und
angehören, dass

(151a)

bzw. dass

(15lb)

ist.

39. Wir beachten, d.ass

gegeniiber einer Ersetzung
sich aus § 36, dass

dem rron den V' ,. . , , Vn aufgespa,nnt,en Teilraum

&; , ?;) /\v (o , o)

(X;, Y;) ^., (X; ,r;)

Folgerungen

die

V;
Yariat'ionsgleic hungen

ll V; sind, wo V; AL/

(tr; , 7;)

(1 16) unempfindlich

V; ist,. I)ann ergibt,
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eine Eigenfolge zum Wert lp ist, bei welcher rlun

V; die vorgeschriebene Rand,bedingung erfiillt,.
fiir die Folge

(X; ,Y;) )

bei welcher jetzt, auch der erste Part'ner
erf iil [t,.

die richtige Randbedingung

40. Aus demselben Grunde ergibt sich aus § 37, dass die X'olge

@;, v;l

Eigenfolge zum Wert 1, beim r1'-tp-Ansat'z ist. Und ebenso ist

1i;, f;l
Eigenfolge zum Wert Qp beim g-g-Ansatz.

Dieselben Tatsachen gelten auch fiir eine verallgemeinerte Eigenfolge:
ist also z.B. (U", 7") eine verallgemeinerte Eigenfolge zum Wert 2L 2 0

beim g-g-Ansatz, so ist (il" , V\ eine verallgemeinerte Eigenfolge zum
selben Wert' A beim g-g-Ansatz, und umgekehrt.

Nach § 32, Schluss und § 35, 4" ergibt sich: jed,es )o i,st gle'ich e'inem q,

und, jed,es Qp gl,eitth e'inem ).* .

Nehmen wir weiter an, dass (U" , Y") eine verallgemeinerte Eigenfolge
zum Eigenwert 0 beim p-q-Ansatz ist, welche zu allen Eigenfolgen

@; , -Vi) wd P;, V;) orthogonal ist, so ist nach § 33, Schluss

(152) U"-0, I(V";V"):o(l).
Da aber (fi" , i") auch eine verallgemeinerte Eigenfolge zum Wert 0 beim
y-y-Ansatz ist, welche ebenfalls zu allen Eigenfolgen 1X;, -Yp und

1X;, Yi) des y-y-Ansat'zes orthogonal ist, so gilt nach § 35, Schluss,

dass auch

(r5B) I(fi" ; ö\ : o(r) , i" - o

ist. Beide Aussagen (152) und (153) ergeben

(154) (A" , V") - (0 , 0) .

Die entsprechende Tatsache gilt beim rp-g-Ansatz: ist (X" , Y") eine
verallgemeinerte Eigenfolge zum Wert 0 des tp-tp-Arsutzes, die zu allen
Bigenfolgen (X; , - Yi) und (X;, y;) orthogonal ist, so ist

(155) (X , Y") - (0 ,0) .

Dass die Aussagen (15a) bzw. (155) fiir einen Eigenwert A > 0 bzw.
P > 0 gelten, haben wir schon friiher in § 33 und § 35 bewiesen.

4

auch der zwe:rte Partner
Dieselbe Aussage gilt

*;
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41. Mit dem zuletzt gewonnenen Ergebnis stehen wir aber jetzt unter
denselben Voraussetzungen wie in [3], § 13. Es gilt daher wie dort, fiir den
g-E-Ansatz:

Ist (U" , V") ei,ne Eigenfolge, so ist si,e unter ilen friiher lconstrui,erten

Eigenfol,gen (U;, V;) enthalten.

Dieselbe Tatsache gilt fiir den rp-g-Ansatz.
Der Beweis verläuft wörtlich wie in [3].
Beachten wir den ersten Teil von § 40, so folgt, dass notwendig

1r: Qo

ist, und dass der p-g-Ansatz äquivalent mit dem g-rp-Ansatz ist.

42. Wi können jebzt' zeigen, dass auch das System der X'unktionen

{7i} vollständig ist. Dazu gehen wir von y-tp'Ansalz aus und stiitzen uns
auf die Vollständigkeit des Systems { 4} . X'iir dieses System gelten die
zu (13f) und (I32) analogen Aussagen

(156) lll-{yivi+...*zi,}'i,}ll S,,
(r57) (yi)'+ "'+(/ft)'= ll/ll'

firr n > -l'r. Ersetzen wir Yi durch f; , .o bleibt wegen (157) die Aus-
sage (156)giiltig bis auf einen Fehler, der ein o(1) ist (-l[ ist fest!):

(r58) ltf-{yi* +...+y';,?';r\ll < u*o(t) .

Die zu diesen .l/ Funktion"n ?i (r,: I,...,N) gehörigenEigenfolgen

&i ,?;) sind. nach § 40 aber Eigenfolgen des E-g-Ansatzes und daher nach

§ 41 unter den Eigenfolgen (Ui , Vi) enlhalten. Wegen Ao: Q, und v-eil
in § 30 der Zeiger y'y' so gewählt wurde, dass 1, ( l**, ist,, kommen
fiirdenZeiger p nlur dieZahlen 1,...,-Iy' inFrage.Nachderin§ 12

unter 4" gegebenerr Definition der linearen Abhängigkeit von Eigenfolgen
ergibt sich dann, dass bis auf einen Fehler, der wieder ein o(1) ist, die (158)

entsprechende Aussage

ll/- {dIVi + "' + öi,Vi,}lL < e f o(1)

mit neuen Koeffizienten äl gilt. IJmso mehr gilt dann mit den Fourier-
Koeffizienten

p: : Hl.f ,v:1,
dass

llf -{pivi+"'+fkvk}l (.f o(1),

(pi)'+...+$:r=lfil'
ist, das System { 7}} also vollständig ist.

Analog erweist sich beinr g-rp-Ansatz das System {X;} als voll-
ständig.
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Beweis der Lorentz-§onnmerteldsehen Vermutung

43. I{ach § 39 und § 4L haben wir in den (U; , V;)
Eigenfolgen und Eigenwerte des Variationsproblems

Dabei erftillt U; die Randbeclingung (1a) uncl V;
(1b). I'erner ist nach (96) und (3i) fiir p --> a)

und )Le sämtliche

2.

die R andbedingung

. 4np
/'p'- F

(f der Inhalt des Gebietes), d.h. es gilt dielorentz-Sommerfeldsche
Vermutung. Zum Beweis benötigten wir nicht die Existenz von Eigen-
funktionen, sondern lediglich die viel leichter einsehbare Existenz von
Eigenfolgen.

Zasatz

Herl Professor Dr. G. L. Tautz (Universität Freiburg im Breisgau) war
so freundlich, auch diese Arbeit kritisch durchzusehen. In einem aus-
fiihrlichen Brief vom 9. Oktober 1964, fiir den ich Herrn Taatz auch an
dieser Stelle herzlich danke, bemerkt er unter anderem:

l) Der Existenzbeweis fiir die Eigenfunktionen steckt bereits in unseren
Abschätzungen. Denn unsere Eigenfolgen sind ja enerpfebeschränkt, also
normbeschränkt nach der Norm des Hilbertraums

llE L' : {Hld + DSq|l't' < cc ;

ihm entspricht, in unserem Text der Raum E . Berrut'zt man den zugehöri-
gen abgeschl,ossenen Raum, so kann man den bekannten Satz a,nwenden,

dass man aus einer normbeschränkten Eolge eine schwach konvergente
auswählen kann, die also schwach gegen ein Element desselben Raumes
strebt. Diese X'unktionen erfiillen wegen der schwachen Konvergenz und
wegen der Konvergenz der ry die Variationsgleichungen, sind also

»schwache» Lösungen der Differentialgleichungen. Bei unseren Voraus-
setzungen iiber die Koeffizientenfunktionen sind sie auf Grund des Weyl-
schen Lemm&s von selbst dann auch »starke» Lösungen.

2) Man kann auch einen rein funktionalanalytischen Beweis anstreben,
der die Konvergenzbetrachtungen vermeidet: dabei hat man an Stelle der
Greenschen ?unktion (mit der im Falle der Randbedingungen u: 0



trl

tzl

t3l

t41
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u : 0 noch H. Geppert arbeitet) einen Greenschen Operator heranzuziehen.
fndessen kann diese Methode naturgemäss nicht die von uns gewonnenen
Abschätzungen bzw. Approximationen liefern.

Technische [Jniversität Berlin
Deutschland
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