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Stellung der Aufgabe, Bezeichnungen und Losungsmethode

1. In einem Dbeschrinkten Gebiet der axy-Ebene (wir beschrinken
uns auf den Fall der Ebene) seien in der iiblichen Schreibung (% = u(z, y),
Uy = 0u0x , ..., AU = Uy + 1y, ) die zueinander adjungierten Differential-
ausdriicke

Llu]l = Adu + au. + bu, +cu
Mv] = Av — (av). — (bv)y + cv
=Av —avi —bvy, 4+ (c —ax — b)) v

gegeben; 3/dn bedeute die Ableitung nach der dusseren Normalen {«, f} .
Dann handelt es sich um das Paar von Differentialgleichungen

{ Lu] + Av =0,

(1) u
[v] + Au =0,

wobei A ein Parameter ist; fir « wird eine Randbedingung

ou
(la) 57;—}—014:0

gestellt; fiir v ergibt sich daraus die adjungierte Randbedingung

0
(1b) a—;—{—rv:() mit 7=o0— (ax-+5bp).

Gefragt wird nach allen Eigenwerten 7 mit zugehorigen Eigenfunktionen
u, v, fiir welche die beiden Differentialgleichungen und die Randbedingun-
gen erfiillt sind. Da mit 2 und w,v immer auch —1 und u, —v L&-
sungen sind, darf A = 0 angenommen werden. Die Randbedingungen (la)
und (1b) sind natiirlich im Courantschen Sinne zu verstehen: man vergleiche
dazu Courant— Hilbert [2], Seite 508 ff. Die Randintegrale, die im folgenden
auftreten, konnen nach Courant durch ein Gebietsintegral iiber einen Di-
vergenzausdruck ersetzt werden, was fiir die Existenzbeweise wichtig
ist; hier jedoch konnen und wollen wir die Randintegrale mitfiihren.

Fiir den Fall, dass die Randbedingungen durch » = 0, v = 0 gegeben
sind, haben wir in einer fritheren Arbeit [3] das asymptotische Verteilungs-
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gesetz, das heisst die Lorentz—Sommerfeldsche Vermutung, fiir die Eigen-

werte 2, (p=1,2, ...) bewiesen:

47p A F
N ~ 1 _— =
(2) Ap == 7 d.h. lim inp 1

fir p— oo, wobei F der Jordansche Inhalt des Gebietes ist. Dieser
Beweis setzte die Existenz von zugehorigen Eigenfunktionen nicht voraus,
und arbeitete nur mit dem Begriff der Eigenfolge anstelle von Eigenfunk-
tion. Wir zeigen im folgenden, dass wir auf der Linie dieser Uberlegungen
auch fiir die jetzt vorliegenden Randbedingungen (1a) und (1b) das asymp-
totische Gesetz (2) begriinden kénnen. Dabei treten gegeniiber der fritheren
Arbeit [3] neue Schwierigkeiten auf, die dadurch bedingt sind, dass stédndig
gewisse Randintegrale auftreten, die besonders behandelt und abgeschéatzt
werden miissen.

2. In den Bezeichnungen und in der Schreibung von Integralen (Unter-
driickung des jeweiligen Integrationselementes) schliessen wir uns weit-
gehend an die erste Arbeit an und iibernehmen deren Ergebnisse, soweit
dies moglich ist. O(1) und o(1) sind die bekannten Landauschen Symbole.
Ein flachenhaftes Integral wird stets durch zwei, ein linienhaftes stets durch
ein Integralzeichen angedeutet. So schreiben wir z. B. die integrale Bilinear-
form, welche zu unserer Aufgabe gehort, wie folgt:

(3) I(u;@v)=/f{uxvx—i—uyvy—avux—bvuy—}—cvu}—l—/avu;

und analog die bekannten Integrale

Dlu, v] = // (usvx + wyvy), D[u,u] = Dlu],
H[u,r]://uv, Hlu ,u] = H[u],

Hlu, u] = [luj?.

Besitzt eine Integralform wie I(u;v) ein Randintegral, so bezeichnen wir
den flichenhaften Beitrag durch I*(u ;v), schreiben also

I*(u 5 v) = //{uxvx + Uy vy —avu, —bvu, + cvuj.
Mit 2 bezeichnen wir den in Courant— Hilbert [2], S. 479, definierten Raum

Q={f Hf] <o, D[f] <x}.
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Handelt es sich bei einer bestimmten Aufgabe um eine Familie von Funk-
tionen f (im allgemeinen wird diese Familie durch eine Folge f" gegeben
sein), deren H- wund D-Integrale gleichgradig beschrinkt sind, so
bezeichnen wir den betreffenden Raum durch E :

(4) E={flHfl= I, DIf] = I}};

I'>0 und I,> 0 bezeichnen bei der betreffenden Aufgabe absolute
Konstante, die also von dem einzelnen Element f nicht abhidngen. Liegt
speziell eine Funktionenfolge f" vor, so driicken wir die gleichgradige
Beschrinktheit von H[f"] und D[f"] auch durch

H[f = 0Q1), D[f"]=0()
aus. Ist eine zweite Folge ¢g" mit den gleichen Eigenschaften gegeben
H[g"] = 0(1), Dlg"] = 0(),
so driicken wir fiir die Folge von Funktionenpaaren (f",g") diesen Tat-
bestand kurz durch
(f*.9") €E

aus.
Gilt speziell fiir die Folge f"

H[f"]=o(1), D[f"]=o(1),
so sagen wir: f" ist dquivalent Null, in Zeichen
fr~0;
dhnlich schreiben wir fiir zwei Folgen f* und g¢"
fr~gr falls fr—g"~0.

Man sieht sofort, dass es sich um einen Aquivalenzbegriff handelt. Da im
folgenden hiufig Paare von Funktionen bzw. Funktionenfolgen (u",v")
auftreten, so schreiben wir auch

(wm,v") ~(0,0) fir w*~0,v" ~0.

3. Das Gleichungspaar (1), zusammen mit den Randbedingungen (la)
und (1Db) ergibt sich als ein Euler—Lagrangesches Paar von Aussagen, das
zu dem folgenden freien Variationsproblem gehort: gesucht sind alle Funk-
tionenpaare (u,v) mit [|u|?+ [|v|2=2, fir welche die Bilinearform
I(u ;v) in (3) stationdr wird:

(5) I(u ;v) = stationdr bei [u|? 4 [v|? = 2.
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In der Tat ergeben sich mit 1/2 als Multiplikator aus der Forderung

I(u;v) — g{// u? -+ // 02} = stationar

die noch nicht ausintegrierten »Variationsgleichungeny

] Hmw—z/jfuzm
(6)
I I(u;n)—/".//vn:(),

wobei (,#n beliebige Elemente aus £ sind. Wegen

oo |
IG0) = | [ (= cMpe) + | o5+ Ty

[au ]
I(u;n) = (—nLul) + [ 7 \an T °Y

folgen daraus die Gleichungen (1) und (la) bzw. (1b). Wie in [3] arbeiten
wir ausschliesslich mit den Gleichungen (6), welche nur die ersten Ablei-
tungen von % und v enthalten.

Das (5) entsprechende finite Problem fiir eine Bilinearform in 2n
Variablen #;,...,u,,v;,...,v, ist elementar Iosbar (vergl. [3]).
Wir fithren den transzendenten Fall auf diesen finiten zuriick, indem wir
uns zweier geeigneter vollstindiger Funktionensysteme ¢* und o' be-
dienen und z.B. mit dem Ansatz

n
ugt, v = > vy
1 i=1

(7) u =

k

NZE

in die Form I(u;v) hineingehen, wodurch die finite Form

I(u;v) = I( >k > 'viy)") = > > Iyviw, I, = I¢";vy)
k=1 i=1 k=1 i=1

entsteht. Die ¢* und ¢ sind die Eigenfunktionen eines gewdohnlichen

»Courantschen Variationsproblems», das zu der quadratischen Integralform

Elu ,u] gehort, wo E[u,v] der symmetrische Teil von I(u ;v) ist:

1
Elu,v] = E{I(u ;0) + I(v;u)}.
Im Gegensatz zu [3] miissen wir hier zwei solche Variationsprobleme lsen,

niimlich fiir jede Randbedingung eines: die ¢* werden der Bedingung (la),
die u' der Bedingung (1b) geniigen. Dabei zeigt sich aber, dass der so
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naheliegende Ansatz (7), bei welchem » und v im vornhinein die geforder-
ten Randbedingungen erfiillen, in dieser Form nicht durchfiithrbar ist, weil
dann die Abschiitzung gewisser Integrale Schwierigkeiten macht. Wir
verzichten daher auf eine Randbedingung, und machen demgemdéss an
Stelle von (7) entweder den »p-g-Ansatzy

(8) u:zw.»(pk, v

k=1 i

I
NY%E
<
~8~

mit den Variablen wu,v; oder dual dazu den »yp-y-Ansatz»

(9) w= > xyt, v

k=1 i

I

I =
<
€ﬁ

mit den Variablen x;,y;. Wie man daraus dann neue Paare (w,v) von
Funktionen gewinnen kann, bei denen sowohl w als auch v der richtigen
Randbedingung geniigt, wird sich im Laufe der Arbeit ganz von selbst
ergeben. Bei der weiteren Durchfithrung halten wir uns zundchst an den
@-¢-Ansatz (8), der uns fast Alles, was wir brauchen, liefern wird; jedoch
miissen wir an einer spiiteren Stelle auch noch den y-y-Ansatz beriick-
sichtigen.

Formale Beziehungen und Ungleichungen

4. Die integrale Bilinearform I(u ; v) baut sich aus einem symmetrischen
Anteil E[u ,v] = E[v, «] und einem schiefsymmetrischen Anteil j(u ; v) =
— j(v;u) auf. Mit der Abkiirzung

c*:-c—g(ax—}—by)

lauten diese Anteile

A 1
(10)  Eu,v] = //(ztxv,c%—uyvy——c*uv)—k-_2*/(0+r)uv,

(11)  jlu;v) = —%//{a(vux-—uvx)—!—b(vuy-'u.vy)},
und es ist
(12) I(w;v) = Elu,v] +ju;v).

In j(u;v) kénnen wir durch partielle Integration erreichen, dass entweder
die Ableitungen von v oder die von wu nicht auftreten: im ersten Fall
erscheinen die Ableitungen auf % »verlagerts, im zweiten Fall auf v.
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Wir bezeichnen diese Formen mit j;(« ; v) bzw. j,(u;v) und ihre fléchen-
hafte Beitrige durch jj*(u ; v) bzw. j¥(u ; v). Es ergibt sich

(13) g = //lavu,«{—bvuy—{——— (ax + by) vu}
o _//l L ol
(14) Jr(u;v) = lauvx—{—buvy—l— 2 ((1x+by)uvl,

1
(15) D)) :j;“(u;v>+;/(a—r>w,

&

1
(16)  afu;) =j;‘<u;v)~;/<a—r)uv.

Fithrt man in (12) fir j(u;v) entweder jj(u;v) oder j,(u;v) ein, so
ergibt sich

I(u;v) = {E[u v] + 5 /(U—T)uv} +itw;v),

1
I(u;v) = {E[u,v]—-;/(a—r)uv} + ¥ w5 v) .

Fiir die Ausdriicke in der geschweiften bzw. eckigen Klammer benutzen
wir im folgenden die Abkiirzungen

{u,v} = E[u,v]—}—é—/(a——r)uv:

://(uxvx—kuyvy—c*uv)#—/Gvu

1
[w,v] = E[u,v]-—?/(o—z)uv =
= f/(zcxvx+'zt3,13.~c*1¢v)+ /-mw.
Es gilt dann

(19) I(w;v) = {u,v} +jfw;v),
(20) I(u;v) = [u,v] +ji(u;v).

(17)

(18)

5. Es sei C > 0 eine Konstante derart, dass im abgeschlossenen Gebiet
bzw. auf dem Rand
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1
lal, b, lel, l¢*|, 5 las —+ byl
lal, | fel, lc*| 5 | + by| ~c

Iax+by_c|: lU_T?\

gilt. Dann lassen sich jif(u ; v), J¥(uw;v) und j(u;v) wie folgt abschétzen:

(21) jE;0)| = C[2 VD] Hlv] + VHu] H]]
(22) j¥u; )| = C[2VH[u] D] + VH[u] H[v]]
(23) j(wsv)| = C[VHW] D] + VHu] D] ] .

Zur Abschiitzung der Randintegrale dient die wichtige Ungleichung von
Courant, giiltig fiir jede im abgeschlossenen Gebiet stetige Funktion f€ 2,

(24) f f2 < €, VH[f1DIf] + CoH[f];

hier sind C; > 0 und C, > 0 Gebietskonstante; sie gilt z.B. immer dann,
wenn der Rand stiickweise glatt ist und keine Spitzen aufweist (treten
Spitzen auf, so gilt sie, wie man durch einfache Gegenbeispiele belegen kann,
nicht mehr). Wir beachten, dass die rechte Seite den Faktor v/ ﬁm ent-
hélt. In den spiteren Anwendungen handelt es sich oft um die Abschitzung
eines Randintegrals f fg, welches zunidichst nach der Schwarzschen
Ungleichung

UfggéV fzfg2

abgeschiitzt wird; anschliessend wird jeder Faktor rechts gemdss (24)
abgeschitzt. Da diese Abschitzung im folgenden héiufig auftritt, verweisen
wir auf sie kurz als »Standardabschétzungy.

Energieintegrale

6. Wir bezeichnen jeden quadratischen Integralausdruck mit dem

»Fiithrungsintegral»
oy = [ [+

als »Energieintegraly, also z. B. die Ausdriicke E[f,f], {f.f}, [f:[f],
sowie die entsprechenden Ausdriicke, wenn man den Randbeitrag unter-
driickt. Die Courantsche Ungleichung zeigt, dass in einem Energieintegral
tatséchlich der durch D[f] gegebene Beitrag »fithrt». Fiir spiter notieren
wir die folgenden Eigenschaften:
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1) Fiir die Elemente f€ £, wo E den durch (4) definierten Raum
bedeutet, ist ein Energieintegral gleichgradig beschrinkt, d.h. es existiert
z.B. im Falle von E[f,f] eine fiir diesen Ausdruck absolute Konstante
C*> 0, so dass

\ELf, f]] = C*

ist. Fiir den zugehorigen flichenhaften Ausdruck E*[f, f] folgt eine solche
Schranke sofort aus der Voraussetzung, dass H[f] < Iy, D[f] = I, ist,
nach dem Muster der Abschitzungen fiir j¥(w;v) und j¥(u;v): fir
den Randbeitrag ergibt sie sich aus der Courantschen Ungleichung.

2) Mit H bezeichnen wir den Funktionenraum (f€ Q)

(25) H={fIHfl =T, D[f]< o},

wo I'> 0 eine absolute Konstante ist. Es ist dann jedes Energieintegral
fir ein f€ H nach unten beschriinkt, was zum Beispiel fiir I(f;f) be-
deutet: es existiert eine fiir dieses Integral absolute Konstante K > 0
derart, dass

(26) I(fif) = — 2K

fiir alle f€ H ist. Der Beweis ist in der folgenden Tatsache begriindet:
wird ein Energieintegral, fiir welches H[f] < I' ist, absolut beliebig gross,
so entscheidet dariiber allein das Fiihrungsglied, was bedeutet, dass das
Integral nur nach der positiven Seite beliebig stark anwachsen kann. Der
strenge Beweis fiir die Existenz einer Konstanten K > 0, fiir welche (26)
gilt, folgt am raschesten indirekt: im Gegenfall existiert eine Folge f»
mit I(f";f")— —oco; wegen H[f"] < I ist dann notwendig D[f"]
nicht nach oben beschrinkt, also fiir eine Teilfolge D[f"] — -+ oo ; daraus
folgt aber I(f";f")— --co im Widerspruch zur Annahme, dass I(f";f")
— — 0. Dabei wurden implizit wieder die obigen Abschiitzungen und die
Courantsche Ungleichheit benutzt.

3) Fiir den Funktionenraum H in (25) gelten Abschitzungen folgender
Art fiir jedes Energieintegral, wobei wir als Beispiel wieder I(f;f) wihlen:

o) | DIf] = k* I I(f3]),
| I(f;f) = K*D[f];

hier sind k* > 0, K* > 0 zwei fiir das betreffende Energieintegral abso-
lute Konstante. Durchliuft f eine Folge f* mit D[f"] — oo, so gilt sogar

Dif*] =~ I(f*; f) (fiir n— o).

Um nicht immer die dabei auftretenden Konstanten mitfiihren zu miissen,
schreiben wir spéter im Falle einer Folge f" anstelle von H[f"] < I" kurz
H[f"] = O(1) und fiir (27a) entsprechend
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(@h) { DIf* = O(L(f5 /1) »

I(f"; ") = ODLf) -

4) Beschriinken wir uns auf Folgen f™, so lautet in neuer Schreibung
das Ergebnis unter 1): aus H[f"] = O(1) und D[f"] = O(1) folgt fir jedes
Energieintegral z. B. {f,f}, dass auch {f*,f"} = O(1) ist. Nach 3) gilt
davon die folgende Umkehrung: aus H[f"] = O(1) und {f*,f"} = 0(1)
folgt, dass auch D[f"] = O(1) ist. Wir deuten den dadurch gegebenen
Sachverhalt unmissverstindlich so an:

Hf"] = ou)} | == o)
Dif] = o)) < l{f .1y = 0@)’

5) In der vorigen Schreibung gilt ganz entsprechend die Doppelaussage:

H[f"] = o(1)| _, { H[f"] = o(1)
DIl = o)) < . f) = o)

und analog fiir jedes andere Energieintegral anstelle von {f,f}. Der
Beweis in der Richtung von links nach rechts ergibt sich sofort. In der
umgekehrten Richtung erfolgt der Beweis so: nach 4) ist D[f"] = O(1),
also wegen H[f"] = o(1) nach der Courantschen Ungleichung f a(f")2=
o(1); in

o= [ [ - [[ewr+ [aur

sind die linke Seite und die zwei letzten Integrale auf der rechten Seite ein
o(1) und folglich auch D[f"] = o(1). Wir erinnern daran, dass in der
Schreibung von § 2 die betreffende Folge f* dquivalent 0 i.Z. f"~0
ist.

Wir vereinbaren noch folgende Sprechweise: gilt fiir alle Funktionen
f aus dem Raum (f€ Q)

H={flHfl=T,Dfl<x}

b

und ein Energieintegral, z. B. I(f;f), eine Abschitzung
I(f; )] = 0%

(C*> 0 eine nur von dem Raum H, jedoch nicht von dem einzelnen
Element f abhingige absolute Konstante), so sagen wir: die betreffenden
Funktionen sind »energiebeschriinkt». 4) zeigt, dass dann die Funktionen f
einem Raum E , wie erin § 2 (4) definiert ist, angeh6ren, und 1) zeigt, dass
umgekehrt alle f aus einem Raum E auch energiebeschrinkt sind.
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Die beiden zugeordneten Courantschen Variationsprobleme

7. Zu der integralen Bilinearform I(u;v) gehort die symmetrische
Form E[w,v] und zu dieser die quadratische Integralform E[u ,u]. Auf
diese Integralform lédsst sich dann nach dem Vorbild von Courant eine
iibliche Variationsaufgabe griinden, in welcher sukzessive in wachsender
Reihenfolge Minima auftreten. Im Gegensatz zu unserer fritheren Arbeit
[3] miissen wir aber jetzt entsprechend den zwei Randbedingungen (1a)
und (1b) diese Variationsaufgabe zweimal ansetzen: einmal fiir die erste
Randbedingung, das andere Mal fiir die zweite Randbedingung. Wir er-
reichen dies, indem wir jeweils noch ein passendes Randintegral hinzu-
nehmen, wodurch das betr. Variationsproblem ein freies wird. Es sind
dies die in § 4 durch (17) bzw. (18) gegebenen Ausdriicke, spezialisiert fiir
v=1u bzw. u=1v:

{u,u} = Elu,u] + % /(0'—— T) u?

[v,v] = Ev,v] ——i—/(o‘—r)vg.

Wir gelangen so zu zwei zugeordneten Courantschen Variationsproblemen
I und II, die wir sogleich genau formulieren. Wir diirfen und wollen diese
Probleme, welche naturgemiss viel einfacher sind als das urspriingliche
Problem fiir die Form I(u;v), als gelost ansehen, und werden dann mit
ihrer Hilfe das Problem fiir I(u ; v) 16sen. Das bedingt, dass wir fiir die
Koeffizientenfunktionen a,b,¢ (¢ =a(x,y),...) die Voraussetzungen
als erfiillt annehmen miissen, die in Courant—Hilbert [2], Seite 476,
stehen. Fiir das folgende vergleiche man auch Courant—Hilbert [1], Seite
345 ff.

8. Problem I. Es sei ¢ € 2 und die quadratische Integralform vor-
gelegt:

~

1
{¢,¢}=E[¢,¢]+-§/ (0 —1)¢?

=//{(¢x)2+(¢y)2—6*¢2}+/fﬂﬁ-

Aufgabe I, : Unter allen Funktionen ¢ € Q, welche der quadratischen
Nebenbedingung

Hlp,p]l = gl =1
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geniigen, ist eine solche gesucht, fiir welche der Ausdruck {¢, ¢} ein Mini-
mum wird. Aus § 6 Absatz 2) und speziell aus der Beziehung (26) geht
hervor, dass diese Aufgabe sinnvoll ist, und dass jedenfalls eine untere
Grenze fiir den Ausdruck {¢, ¢} existiert. Und da wir, wie oben gesagt,
diese und ebenso die folgenden Aufgaben als lésbar und gelost ansehen
diirfen, so wird die untere Grenze #; von einer Funktion ¢! € Q sogar
angenommen. Fiir die minimierende Funktion ¢! ergibt sich dann sofort
die folgende noch nicht ausintegrierte Variationsgleichung

(28) {9, 3 —m Hg, ] =0,

giiltig fiir eine beliebige Funktion ¢ € 2. Speziell folgt aus (28) fiir { = ¢*
wegen |lgl[2 = 1, dass {¢', ¢'} = % ist. Nehmen wir dariiber hinaus an,
dass ¢! im Gebiet zweimal stetig differenzierbar ist, und dass auf dem
Rand der Ausdruck d¢'/on + o ¢! existiert, so folgt aus (28), wenn man die
Ableitungen von { vertreibt, fiir ¢! die Differentialgleichung nebst
Randbedingung
o¢!

(29) At +e*gt + gt = 0, —-Fogt =0,
das Erfiilltsein der Randbedingung im Sinne von Courant zu verstehen.
Indessen brauchen wir im folgenden dieses Resultat nicht, sondern nur die
nichtausintegrierte Variationsgleichung (28) unter der Annahme, dass ¢!
existiert und ¢! € Q ist. Wir driicken (28) kurz dahin aus, dass wir sagen:
¢! geniigt der betreffenden Variationsgleichung und im Hinblick auf (29)
der vorgeschriebenen Randbedingung (la). Nachdem so 2% und ¢' be-
kannt sind, kommen wir zur

Aufgabe I, : Unter allen Funktionen ¢ € 2, welche der quadratischen
Nebenbedingung

Hlg] = [¢2 =1
und der linearen Nebenbedingung
(30) Higt, ¢] = 0

geniigen, ist eine solche gesucht, fiir welche der Ausdruck {¢, ¢} ein Mini-
mum wird. Wie bei der Aufgabe [, existiert hier ein Minimum #, und eine
zugehorige minimierende Funktion ¢* wobei wegen (30) notwendig
%, =, ist. Und fiir ¢? gilt die zu (28) analoge Variationsgleichung

(31) {¢2’C}—%2H[(P2’C] =0,

¢ beliebig aus Q. Fiir = ¢* folgt speziell {¢?, ¢} = %,. Ebenso gilt
die zu (29) analoge Differentialgleichung nebst Randbedingung, Alles zu
verstehen in dem oben prizisierten Sinne. Kurz gesagt: ¢? geniigt der
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Variationsgleichung (31) und der Randbedingung (la). Wegen der linearen
Nebenbedingung gilt

(32) Hlg', 9?1 = 0,

i. W.: ¢* ist rorthogonaly zu ¢'. Ferner folgt aber aus (31) fiir ¢ — @?
wegen Hlg', ¢*] = 0, dass auch {¢', ¢2} = 0 ist.

Es ist klar, wie das Verfahren weitergeht: beim néchsten Schritt unter-
wirft man ¢ ausser der Bedingung H[p] = |lg|2 =1 noch den zwei
linearen Nebenbedingungen H[¢!, 9] =0 und H [9%, ¢] = 0 und erhilt
so ein neues Minimum #; und eine neue Funktion ¢*, und so fort. Das
Verfahren bricht nicht ab und liefert eine nichtfallende Folge von Eigen-
werten

Sy, S oy <
mit zugehorigen Eigenfunktionen
gLt g,
Dabei gelten die Variationsgleichungen fiir ¢ =1, 2, . . .
(33) {v', & —wH[g', 0] = 0
fiir jedes { € 2, sowie die Aussagen:
(34) g = | TR
lO fir ¢ £k
(35) o LI_I%” fir z—k
v lo fir itk
schliesslich geniigt ¢' der Randbedingung (la) im Courantschen Sinne
o
(36) 5, To¢=0.

Weiter gilt, was wir ohne Beweis iibernehmen: die Eigenwerte #,
wachsen unbegrenzt an, genauer, es gilt fiir sie die Lmentz-Sommerfeldsche
Vermutung

4mp
r

(37) Hp o2
fir p— 0.
9. Problem II. Nach dem Vorbild des vorigen Paragraphen kénnen

wir uns hier kiirzer fassen. Es sei y € 2 und die quadratische Integral-
form vorgelegt:
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1
[v,v] =E[w,w]-—5/(o—t)w2

=/_/{(wx)2+(wy)2—6*w2}+/wz.

Aufgabe I1,: Unter allen Funktionen y € 2, welche der Normierungs-
bedingung
Hy] = [y* = 1
geniigen, ist eine solche gesucht, fiir welche der Ausdruck [y ,y] ein
Minimum wird. Wie bei der Aufgabe I, existiert ein Minimum g, und
eine zugehorige minimierende Funktion ¢!. Die Funktion 3! geniigt der
Variationsgleichung

(38) ' m] — m Hlyt ] = 0
fir jedes n €Q2. n=qy' liefert [y!, ] = u,. Ferner geniigt unter
entsprechenden Differenzierbarkeitsannahmen ' der Differentialglei-
chung nebst Randbedingung
oyt
At cfpt -yt =0, —- oyt = 0.

Kurz: ! geniigt der zugehorigen Variationsgleichung (38) und der zweiten
Randbedingung (1b), zu verstehen im Ccurantschen Sinne.

Aufgabe II,: Hier wird die analoge Aufgabe wie bei II; gestellt mit
dem Zusatz: y hat ausser der Normierungsbedingung [|/|> = 1 noch der
linearen Nebenbedingung H[y', y] = 0 zu gentigen. Das liefert den nich-
sten Eigenwert u,, wo u; < p, ist, und die nidchste Eigenfunktion ¢?2,
wobei [y?, y?] = p, ist; ferner gilt H[y',y?] =0 und [p',9*] = 0.

Und wie beim Problem I ergibt sich eine nichtfallende Folge von Eigen-
werten

= py =y =00

nebst zugehorigen Eigenfunktionen

Wyt B, e
Dabei gelten die Variationsgleichungen fiir 4 =1,2,- - -
(39) ', 7] — e Hy', m] = 0
fir jedes # € £, sowie die Aussagen:
(40a) Hly', y*] = [ 1:: k,
10 fir +#£%k
(40D) o = 0

lo fir ¢k
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schliesshich geniigt y' der Randbedingung (1b) im Courantschen Sinne

40 awi ! i
(40c¢) oy T TV = 0.

Weiter gilt auch hier wie beim Problem I fiir die Eigenwerte s, dasselbe
asymptotische Gesetz (Lorentz—Sommerfeldsche Vermutung) wie fiir die
#p
47mp
F

Il

HMp

fir p— .

Dass in beiden Fillen fiir die Eigenwerte dieselbe asymptotische Formel
gilt, bringt lediglich die bekannte Tatsache zum Ausdruck, dass Randbe-
dingungen keinen Einfluss auf das asymptotische Verhalten der zugehérigen
Eigenwerte ausiiben.

10. Die beiden Tatsachen

1) die Probleme I und II sind freie Probleme (ohne Randbedingungen)

2) die Eigenwerte wachsen iiber alle Grenzen (x,-> c0 und g, — o
fir n— o) ziehen bekanntlich nach sich, dass z.B. beim Problem I
(analog ist es beim Problem II) Folgendes gilt:

Fiir eine Funktion f€ 2 mit den »Fourier-Koeffizienten»

a; = H[f, ¢']

und der zugehorigen Fourier-Reihe (das Zeichen ~ bedeutet in diesem
Zusammenhang eine Zuordnung)

(o]
f~2ag
i=1

gelten, wenn

fo=1=3ag

i=1

gesetzt wird, die sogenannten Vollstindigkeitsrelationen
Hfal =0, Afu fa} =0

fiir % — oo . Gleichbedeutend damit sind die Aussagen

(41a) Hif] = S at,

i=1

(41b) Uy =3 na.

i=1
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Von diesen gilt die erste Gleichung fiir jedes stiickweise stetige f mit
H[f] < 0.

Eine Folgerung aus der Relation (41b) wird spédter benutzt werden:
denken wir uns die Relation (41b) fiir alle f aus dem Funktionenraum &
in (4) gebildet, so ergibt sich aus dem in § 6 unter 1) iiber Energieintegrale
Gesagten, dass eine Abschétzung

(o)
(42) Sad =M M1

y=m+1

sgleichgradig» (d.h. die Konstante 3/ > 0 ist von dem einzelnen f€E
unabhéngig) gilt.

Ansatz zur Losung der Aufgabe

11. Wir gehen mit dem »p-¢-Ansatzy

(43) w=>wug, v=
K=

wo die Funktionen ¢ dem Variationsproblem I entspringen, in die Form
I(u;v) hinein und erhalten die finite Bilinearform in den 2n Variablen
Upyoeos Uy UNd U, 0., Uyt

n*

I(u;v) = z ZIik’Ui’“k

mit Iy = I(¢*; ¢'). Wir fassen diese Form als quadratische Form ihrer
Variablen in einem 2 n -dimensionalen Raum R™ auf: dann gehdrt zu
ihr ein Spektrum von Eigenwerten mit zugehdrigen Eigenvektoren, deren
Verhalten fiir n —> oo wir studieren. Dabei normieren wir die Eigenvek-
toren in Ubereinstimmung mit der Normierung |[u® -+ [[v[F =2 in (5)
gemass

n n
Sup+ > = 2.
=1 =

Wir vereinbaren die folgende Schreibung, wobei wir die Abhéngigkeit von
n mit ausdriicken. Das Spektrum der Eigenwerte sei nach wachsender
Grosse durch die Zahlen

(44) RS- nT S =

;n

‘n

A

i

IA
I
IA

Y3
gegeben; es ist symmetrisch zum Ursprung, da mit einem 4 stets auch
— 2 Eigenwert ist, und liegt vollsténdig vor, wenn man A7 bis 2, kennt,
die alle = 0 sind. Zu dem Eigenwert 7;, 4, = 0, gehdrt ein Eigenvektor,
den wir so schreiben

2
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Up =3 Uno*,  Vy=3Vuy

i=1
und den wir zu dem Paar
(45) (U, Vy)

zusammenfassen, wobei also diese Klammer den 2% -dimensionalen
Vektor mit den Koordinaten

uy,...,o ., v

I7n

ploe pn> "pls s Vpn

»darstellty. Dabei sprechen wir das Funktionenpaar je nach Lage als »Eigen-
funktion» oder als »Eigenvektor» an; ein Missverstindnis ist aus dem jewei-
ligen Zusammenhang ausgeschlossen. Es gehért dann zu — 7, der Eigen-

vektor
(46) Uz, =V,

ebenfalls mit dem Normquadrat 2. Mit dieser Normierung bilden die 2n
Eigenvektoren ein orthonormiertes und vollstindiges Vektorsystem des
Raumes R*. Ferner gilt wegen der Orthogonalitit der beiden Vektoren
(45) und (46), dass

20 =S (e =1

ist, und weiter nach [3], dass die % -dimensionalen Vektoren U, bzw.
V, bereits je fiir sich ein vollstindiges und zwar jetzt mit der Norm 1
normiertes Vektorsystem im # -dimensionalen Raum der ¢t ..., 9"
bilden. Da das System ¢' orthonormiert ist, so ist auch z. B.

\URIF = H[Up) =kZ( o) -

Ist (£, ") ein beliebiger Vektor
(47) ¢ =élck¢", 7" =i§1w‘,
so gelten fiir einen Eigenvektor die strengen »Variationsgleichungeny:
(48) f LUp 50" — i HV, "] = 0,
l I Vo) — 72 HIE, UM = 0

aus ihnen folgt (%" durch Vg ersetzt)
Ay fur ==
(49) 1wy vp = P
1o fiir P #q

P,g=1,...,n).



E. MonRr, Spektrum zweier gekoppelter Differentialgleichungen 19

In dem Funktionenpaar (U, , V;) (p fest) haben wir fiir grosse n
approximativ eine »Eigenfunktion» (u,v) fiir das Variationsproblem (5)
fir I(uw;v) zu sehen.

Wie schon frither betont, bendtigen wir aber nicht die Existenz von
Eigenfunktionen (u,v); es geniigt vielmehr, dass wir (u,v) durch eine
passende Folge von Néherungsfunktionen rersetzen», welche wir nach dem
Vorbild der Schreibung in (45) auch durch

o, v

bezeichnen.

Eigenfolgen

12. Nach dem in § 11 Gesagten ergibt sich die Definition der Eigenfolge
fiir das Variationsproblem (5) fiir I(u ; v) ganz von selbst. Dabei ist es hier
sachgemiss, Alles in der Sprache von Funktionspaaren wie (U, V) oder
(¢,n) auszudriicken, die wir kurz als eine Funktion ansprechen; analog
ist (U", V") kurz eine Folge von Funktionen. Naturgemiss werden wir
an eine Folge, z. B. (f*,¢"), die Forderung stellen, dass sie zu einem Raum
E gehort, wie er frither in (4) definiert wurde, d.h. dass f"€Q,g" €2
und dass H[f"] = O(1), H[g"] = O(1) sowie D[f"] = O(1) und D[g"] =
O(1) ist, von uns kurz ausgedriickt durch

("9 EE.
Definition: 1 =0 heisst Eigenwert und (U", V") eine zugehorige
Eigenfolge des Variationsproblems
I(u ; v) = stationdr

fiir alle Funktionen (u,v) € 2 mit der Normierung |u? 4 |v|? =2,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
1) Es gilt
(Ur, V) €ek.
2) Fiir eine beliebige Folge ({",#") mit
(SFUPRE)
gelten im Sinne eines o(1) die »Variationsgleichungen»
(50) [ LA - o),
I, vy — AH[E, U] = o(1).
3) Es ist
[U"F + IV = 2+ o(1).
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Das Weitere sinngeméss wie in [3], Seite 12—15. Wir erinnern kurz an
die dort gebrachten Folgerungen und Definitionen.

1°. Mit der obigen Eigenfolge ist gleichzeitig auch (U™, —V") Eigen-
folge zum negativen Wert —2 (in der obigen Definition also A durch —2A
ersetzt).

2°. Es ist fiir 2> 0

NUMR = 1+40(1), [[VE =1+ 0(1);

ist aber 1 = 0, so kénnen und wollen wir diese Normierung im vornhinein
annehmen.

3°. Der Begriff der »Nullfolge» (statt Nullfunktionenfolge wie in [3]):
sie ist in der in § 2 verabredeten Schreibung durch die zwei Forderungen

(51) (¢, ¥") €ER, (@, ¥") ~(0,0)

definiert und spielt im Rahmen unserer Betrachtungen die Rolle der Null.
Es ist z. B. mit (U", V") stets auch (U™ 4 @", V" 4 ¥") Eigenfolge zum
gleichen Eigenwert. Gilt in (51) die zweite Beziehung nicht, so schreiben
wir (@, ¥") “l" (0,0); =z B. ist sicher fiir eine Eigenfolge (U™, V™) A{v

(0, 0).
4°. Die r4-1 Eigenfolgen (U7 ,V") (v=1,2,...,r41) heissen
linear abhingig, wenn Zahlenfolgen @}, af,...,ar,; mit (af)?+
* 4 (@' 1) =1+ o(l) existieren, derart, dass in leichtverstind-
licher Schreibung
ri+1
y=1

ist. Im Gegenfall heissen die r+1 Eigenfolgen linear unabhingig. Trifft
(52) zu, so existiert ein Zeiger €{1,2,...,r+1}, als welchen wir r-+1
wihlen diirfen, fiir welchen eine Teilfolge von «., nach einer Zahl =

konvergiert, und es gilt dann nach geeigneter Aussiebung einer Teilfolge

fir » mit neuen Zahlenfolgen 0} ,....,5" eine Aquivalenz
(53) ( 774,-1 s 7-)-1) ~ z b:(U:l s V:l) s
y=1
wobei notwendig fiir die 07 eine Beziehung 0 < f = (I7)2 + -+« - (bF)?

=< B mit Konstanten f,B gilt, die von 7 nicht abhéingen. Wir sagen
fir den Sachverhalt (53) kurz: die Eigenfolge (U}, V},,) ist eine lineare
Kombination der Eigenfolgen (U™, V"), wo » von 1 bis r lduft,
bzw. kiirzer (U7 ,, V}.;) ist unter den r Eigenfolgen (U7, V) ent-
halten. L

5°. Zwei Eigenfolgen (U™, V™) und (U™, V") heissen zueinander ortho-
gonal, wenn
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H{U", U"] + H[V", V"] = o(1)
ist, und sie heissen einzeln orthogonal zueinander, wenn
HIU™, U] = o(1),  H[V", V"] = o(1)

ist. Z. B. sind zwei Eigenfolgen, die zu verschiedenen Eigenwerten gehoren,
stets zueinander orthogonal und sogar einzeln zueinander orthogonal.

13. Um auch die triviale Losung
(o*, ™) ~(0,0)

der Variationsgleichungen (50) zu erfassen, geben wir noch die

Definition: (U™, V") heisst eine verallgemeinerte Eigenfolge zum Wert 1,
wenn sie die Eigenschaften 1) und 2) einer Eigenfolge hat; die Normierungs-
eigenschaft 3) braucht dagegen wicht erfullt zuw sein.

Unser weiteres Ziel ist es, nachzuweisen, dass fiir ein festes p und fiir
wachsendes n die in § 11 definierte Folge /; konvergiert, also lim 4; =
2, (%, =0) existiert, dass 1, Higenwert ist, und dass die zu Z; gehorige

Folge (U, , V) eine Eigenfolge zum Wert 7, ist.

Erste Abschitzungen fir 7; und (U;, 1))

14. Wir kniipfen an § 11 an, und schreiben die dortige finite Bilinear-
form wie folgt um: es ist nach (19) I(u;v) = {u,v} -+ ji(u;v); trigt
man darin die Ausdriicke (43) fiir « und v ein, und beriicksichtigt die
Relationen (35) fiir die ¢, so bekommt {u,v} die »Diagonalformy

n
D R UL

i=1
und wir erhalten

(54) I(w;v) = > v + JF( > wg®; > vigh),
=1 k=1 i=1

wobeil

n n
w=>wue¢" und v = vi¢

k=1 i=1
ist. Thr Spektrum ist durch (44) gegeben, wobei nur die positive Hilfte d. h.
die Zahlen 0 < /7 < 723 < - -+ < A" interessieren; die zugehdrigen »Eigen-
funktionen» sind durch die (U, , V;) in (45) gegeben (p=1,...,n).
Zur Abschitzung von 72; nach unten benutzen wir die max-min-Eigen-
schaft, zur Abschéitzung nach oben die min-max-Figenschaft von 27.
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(B,) bzw. (B,) bedeutet im folgenden eine lineare homogene Bindung
fir die »Variablen» #;,...,u,,v,,...,v,. Die folgenden Uberlegungen
verlaufen ganz &hnlich denen in [3], Seite 16—19, so dass wir uns
kiirzer fassen konnen.

15. Die max-min-Eigenschaft von 2, besagt: wir bestimmen fiir
n+p—1 »Bindungen» (B,) das Minimum der rechten Seite von (54) bei
der Normierung

Sei=2;

i=1

l[l® + [o]? =kzlui +

alsdann ist A7 das Maximum dieser Minima fiir alle moglichen solche

Bindungen (B,) (v=1,2,...,n}+p—1). Wir wihlen als solche
Bindungen
(B,): U= =0, oo, U—0, =0, uy =0, ..., u_; =0

und erhalten

n

(55) )“; = min {Z %; u? + Ji( Z Uy ‘Pk > z U; <Pi)}

P k=p i=p

bei der Normierung

(X}

-

iu- = 1.
i=p

Wir beachten, dass es hier und im folgenden geniigt, wenn die betr.
Abschétzungen fiir geniigend grosse Zeiger p d.h. fiir p = p, (p, irgend
eine und dann feste natiirliche Zahl) erbracht werden, da sich daraus die
Abschétzungen fiir die endlich vielen Zeiger 1 < p < p, von selbst er-
geben.

Da im jetzigen Fall

u=v=wu¢ und [u=[pP=>u=1
i=p i=p
ist, so folgt aus (21) eine Abschéitzung

lj#(u;u)| < C[2VD[u] +1].

Beachten wir noch die Beziehungen (27a) in § 6 unter 3) und legen passend
als Energieintegral den Ausdruck

n
{u s u} :‘_Z xiu?
=p

zugrunde, so ergibt sich fiir das ji in (55) rechts eine Abschitzung
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(56) JHS w5 > wigh)
k=p i=p

éA i”iu?—l—B’
i=p

wobei A> 0,B> 0 zwei absolute Konstante sind. Wir verfiigen iiber

den festen Zeiger p, von oben so, dass x, > 0 und A/\/ ’; <1, sowie
im Hinblick auf eine spitere Abschitzung, dass auch

max (2], ..., %)) =% fir p =p,

ist. Mit der Abkiirzung

ist der Ausdruck in den geschweiften Klammern in (55) rechts dann grésser
gleich

—[A\/§-I—B]:S{1—~%}—B;

es ist aber (beachte >r_,u; =1) 8 =2, und 1 — A8 =1— A/\/%_P

i=p
und a fortiori gilt dann

= X _——
P Vi,

wo die rechte Seite nicht von 7 abhéngt.

— B fir p =p,,

16. Die min-max-Eigenschaft von 27 besagt: wir bestimmen fir n—p
Bindungen (B,) das Maximum der rechten Seite von (54) bei der
Normierung

|2 -+ o] 2 Zuk—}—zv = 2;

alsdann ist 27 das Minimum dieser Maxima fiir alle solche mdoglichen
Bindungen (B ) (u=1, ,n—p ). Wir wihlen als solche Bindungen

(B,u) : u

o1 = 0, Upo =0, oo, W

und erhalten

P .
Jn = max{ Z 2, u,0; + i ( Zl o ;.Z v ¢}

i=1

bei der Normierung
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Es ist bei dieser Normierung

P
D HUV =
i=1

fir den Ausdruck jf gilt sinngeméss wieder die Abschitzung (56),

wobei wir ohne Einschrinkung 4 und B als dieselben Konstanten
nehmen koénnen, was

P
NW=A4l Dwuu+ B
| Pmp

liefert; da aber jetzt

IA

2 2
2 Ay = 22,

k=1

ist, so folgt die zu (57) ganz analoge Abschiitzung
V2 4
Vz,

}—J—B fir » = p,,
P

(58) I = %, '[1 +
wo die rechte Seite wieder von » nicht abhingt.

Ersetzen wir schliesslich 4 und B durch neue passende Konstante,
die wir wieder mit A, B bezeichnen, so erreichen wir, dass beide Ab-
schitzungen fiir alle p =1 gelten.

Eine Folgerung, die spéter gebraucht wird, ist diese: Sei ¢ > 0 beliebig
und fest; dann existiert wegen (57) ein Zeiger ¢, so dass

N=c>0

fir alle » mit ¢ <» <=n gilt. Alsdann zeigen (57) und (37), dass eine
Abschétzung

(59) ()™ = I*

q

IY%E

v

gilt, wo I'* > 0 eine von » unabhingige Konstante ist.

17. Jetzt konnen wir fiir die zu 4} (p fest, n wachsend) gehérige Folge
(Uy, V,) einsehen, dass sie energiebeschrinkt ist: Uy, V,) €EE.
Beweis (vergl. auch [3], Seite 19): Fiir die (", 5" in (47) gelten die strengen
Variationsgleichungen (48), wobei [Ur® = [Vi =1 ist. Wir nehmen
darin die erlaubten Ersetzungen vor, angedeutet durch das Zeichen /] :

n" || Vy bzw. o [[Up und (") VE
und erhalten

(60) LUz vy = 7

P



E. MonR, Spektrum zweier gekoppelter Differentialgleichungen 25

bzw.

(61) I(U;; Up) = I(Vy; Vi) = AL H[U,, V1.
Wir setzen im weiteren Verlauf

(62) W, =7V,—U;

und benutzen als Energieintegral passend den Ausdruck I(f;f). Es ist
dann

(63) k= I(U,; Up) + (U5 W) .
Die Ersetzung #"//W, in (48) bringt
(64) IUs; W) = I HIV, , Wil = {1 — H[V}, U1}

(beachte !EV;Hz =1,...), wo 1—H[V;, U;=0 ist. Da also
I(Uy; Wp) = 0 ist, so folgt aus (63) dass 2, = I(Up; Up) ist. Beachten
wir noch (61), sowie (58), so kommt die in n wieder gleichgradige Ab-
schétzung

V24

Uy ; Up) = 1(V35 73) gxp{u— W—} + B,
‘P

aus der wegen der Normierung der U, und V} folgt, dass (Up, V) €E
ist.

18. Aus dem vorigen Resultat ergibt sich die wichtige Tatsache: die
Folge % (p fest, n wachsend) hat nur endlich viele Hdaufungswerte.

Der Beweis ist wortlich derselbe wie in [3], Seite 20—23, und braucht
hier nicht wiederholt zu werden.

Beweis, dass die Folge 77 konvergiert

19. Im Gegensatz zu [3] ist hier der Beweis fiir die behauptete Kon-
vergenz etwas schwieriger, da noch ein Randintegral auftritt, dessen Ein-
fluss wir abschitzen miissen. Wir halten uns an die in § 11 verabredete
Sprech- und Schreibweise und legen in dem 2 7% -dimensionalen Raum
R*™ die orthonormierte (so zu verstehen, dass jeder Vektor das Norm-
quadrat 2 hat) Basis der Eigenvektoren zugrunde: wir setzen die Eigen-
vektoren und die dazu gehorigen Koordinaten, welche wir hier z, und
. nennen, wie folgt zusammen
R N U9
| X, x,

(v=1,...,n). Ist (u,v) ein beliebiger »Vektor» € R™, so gilt

(65)
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(66) (w,0) = 32U, =V3) + T, (U2, V7,

r=1

und es ist

lled® + [ol? = 2 ZI (2, 4 2 ZI(%)2 .
da jeder Eigenvektor das Normquadrat 2 hat; die Normierung [ju|? 4
v = 2 driickt sich dann in den Koordinaten «, ,z, durch

aus. Wegen (49) erscheint I(u;v) in der Diagonalform

n

I(w;v) = — > 2 (a))? + i ()2,

r=1 r=1
Und die Nebenbedingungen, die 7y als grosstes Minimum liefern, lauten

(67) a, =0, 2, =0, ... , 2, =0, a,=0, ... ,

20. Von jetzt ab arbeiten wir in dem nichst hoheren Raum R™+2,
indem wir zu ¢',. ..., ¢" noch die néichste Funktion @**! hinzunehmen.
In diesem Raum R®™*? erscheint der friihere Raum R>" als ein Unterraum,
den wir durch Hinzunahme der speziellen Vektoren

l ((pn-]—l , '_(P’H—l) (¢"+1 , (Pn.-i-l)

(68)
l un-’-l un+1

mit den zugehorigen Koordinaten u,., bzw. u, +1 ebenfalls auf die volle
Dimension 2% + 2 bringen. Wir beachten, dass die durch (65) und (68)
gegebene Basis fiir den R™t? wieder orthonormiert ist (im obigen Sinne).
Nehmen wir also in der Sprache dieser Basis zu den Bedingungen (67) noch
die Bedingung u, ., = 0 hinzu, so ist nach der max-min-Eigenschaft von
Vi

(69) At = min I(u;v) = ot

wobei

(70) (@, 0) = 32, (U7, V2) + g (7, )
i=p

und

1 Zzn (90;‘)2 + (un+l)2

t=p
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ist. Da fiir u,,, = 0 das min I(u;v) = 47 ist, so ist

n+41 an
et = 7.

Wir beachten die nach (35) giiltigen Beziehungen {Uj,¢"*'} =0,
sowie {¢"*', V') =0, ferner {¢"*',¢""'} =x,,, und erinnern an die
Relation (19), nach welcher z. B.

I(Up ;¢ = {Up, @7y +5H (U o)

ist, wo der erste Summand rechts verschwindet. Fiihren wir dann noch die
Abkiirzung

‘/1n+1 = %n+l +j;k(an+l 5 (Pn+l)

ein, so wird fiir das (u, %) in (70)
I(u ;)
= Z Vi (xi)z + Ay (u n+1 + Z Xy Up 11 Ul (Uy; n+1) +] (¢ L s Vil

i=p
Die eckige Klammer rechts formen wir wie folgt um: es ist nach (15) (beachte
Ju;v) = —jv;u))

1
FURs @) =g =00 — 5 f(a — ) Up g™

@V =i T + 5 / 7) Vit — {/w—ﬂmwﬂ;

addiert man spaltenweise, so kommt mit der Abkiirzung (62) fiir den frag-
lichen Ausdruck

{ﬂ“% Dty /w—r"*m}—/w—wwﬂw,

und hier ist die Klammer nach (16) gerade j¥(¢"*'; Wy), wodurch die
Ableitungen auf T/, verlagert sind, was fiir das Folgende wichtig ist.
Wir setzen

(71) JEE s WE) = 24,
und bekommen fiir I(u;v) den endgiiltigen Ausdruck

(72) I(u;

v)
= |25
{/0‘—1: n+1¢p Zka”

(x) + An+1( n+l + 2 Z ay Ly U 1

k=p

—«/—-’
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Und wir bemerken noch, dass nach (21) (n sei geniigend gross)
@ ¢ = C[2VDl T+ 1]

gilt; wegen D[g"™'] = O({g"**, ¢"*1}) = O(x,,,) gilt dann fiir das oben
eingefiihrte /1, ; nach (37) auch

47 (n+1)

(73) An+ 1 = F

fir n— .

21. Wir betrachten jetzt die Minimumslage der Form I(u;v) in (72)

genauer. Bis auf Weiteres denken wir uns fiir die 2,,...,x,, U, die
(bzw. solche) Werte genommen, fiir welche I(u;v) = min I(u;v) = \;“

ist; natiirlich hingen diese ; und wu,.; noch von n ab, was wir aber in
der Schreibung nicht zum Ausdruck bringen.

Fiir das Weitere ist es nun wichtig, dass die folgenden Abschitzungen
gelten, in denen W; = V; — U} ist:

(74) DIW;] = 0(1),
(75) 7 HIWE] = 0(1) ;

dabei bedeutet das O(1) jeweils eine absolute Konstante > 0, die von
n und k unabhingig ist (1 <% =<n). Der Beweis hierfiir setzt nicht
die Konvergenz der Folgen J; voraus, und wird, um den jetzigen Ge-
dankengang nicht zu unterbrechen, nachgetragen.

Trivial ist die folgende Abschitzung fiir die Energie von % und v,
wobei wir als Energieausdruck passend {f,f} verwenden:

{u,uy =00y {v,0) = %00
Ist ndmlich z. B.
n ntl
U:zany I Uy 7 :Z‘Sy(f,’
i=p y=
so ist
n n+l n+1l
2 2 2 . . g2
2%t u g =2>8=1 und {v,v}= %8 <x,,
i=p y=1 ry=1

wie behauptet. Mithilfe davon erhalten wir eine erste Abschitzung des
Randintegrales in (72) von I(u;v). Es ist

!/(a — T) Uy g P! (.z" z; Vi)
i =p

=C I1Ln+ll/|¢"+lf lz x VY.
i=p

i
|
i
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Das Integral wird nach der Standardabschitzung bebandelt. Beachten
wir die Normierung, so kommt

/(w"“)2 = 0(x%1) »

(76) /(2 x Vi) = O(x44) s
i=p
Letzteres, weil {v,v} = #,,, ist, und daher

(77) /(G - T n+1 q: z X ‘V" = n+1 lun+1|)

Analog schétzen wir die Summe

n

n
Z A Tp Un 11
k=p

in (72) ab. Wenden wir auf ji(¢ ntl Ry in (71) die Abschdtzung (22)
an und beriicksichtigen (75), so erglbt sich
(78) gl =

wobei & > 0 eine von & und n unabhingige Konstante ist. Wir erhalten

n

fon
| 1
n o, i
| > U Uy = X Up IREAN
{k=p | k=p

die letzte Summe ist

<J3a iﬁ} =V,
1’~=P k=p
und (beachte (37)) daher
(79) E! 2 Z ay X, un—l—l = 0(7‘:./2.1 U.1l) -

Aus (77) und (79) folgt fiir unser I(w;v) in (72):
It = 3 @)+ Auer (tg2)” — 006l [asal) s
i=p

waobei A,,; o %,,, ist. Daraus folgt, dass fiir die Minimumslage un-
moglich lim sup {4, us,,} = + oo fiir n— oo sein kann; mit anderen
Worten: es ist

(80) An-;-l'“’i-*—l = 0(1),

und als Folge davon dann auch
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(81) 2 Kai = 0(1),
i=p
ferner gilt fir das Minimum gj*', dass auch [g2*!'| = O(1) ist.

22. Jetzt konnen wir die Energie von % und v besser abschitzen;
wegen (80) geniigt es, die Energie von U und ¥V, wo

n n
U=>aU;, V=>uxV;
i=p i=p
ist, abzuschitzen; wir setzen noch

W=V-—-U= ixiW?.
i=p
Es ist wegen (81)
(52) WU V) = 5 i @) = o).
=p

Aus

LU, V)y=1LV;V)—I(W;7V)

IU;V)=I1U;U)4+1U; W)
folgt durch Addition
(83) 2L(U; V) =1IU;U)+ I(V;V)+{I(U; W)—I(W; V)}.

Den Ausdruck in der geschweiften Klammer behandeln wir wie folgt weiter.
Es ist

U W) = 21U W) ;
i=p

beachten wir, dass wir in den strengen Variationsgleichungen (48) die
Ersetzung #" /| W machen diirfen, so ergibt sich

LU W) = Z [V, ]

und, wenn man fiir W seinen Ausdruck einsetzt ,
(84) L(U; W) = i ki o A H[VE, Wi].
i=p k=)
Analog hat man die Gleichungen
HW3 V) = Sal(W; VD) == S e 0 HIW, U]
und o o

(85) IW;V) =3 Sau L HU, Wi

i=p k=p
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Aus (84) und (85) folgt durch Subtraktion wegen Vi — U} = W;:

U W) — LW V) =3 > wa i HWE, Wil
i=p k=p

Nun ist
e A7 HIWY, Wil = ] o] A7 (W]

und daher |I(U; W) — I(W; V)| kleiner gleich

{z Vi [z M—:nwza)} >l [W3]-

i=p k=p
Wir schitzen diese Summen einzeln wie folgt ab. Die erste Summe ist wegen
(75) ein

0> VE ),
i=p

also wegen

n — l n n 211/2
SVE ] =) 2 h@F 31
= =R
und (81) ein O(x n+1)
Die zweite Summe behandeln wir so: Ist ¢ der in (59) festgelegte Zeiger,
s0 spalten wir diese in zwei Teilsummen:

(86) Z || IWED + Z LW

(falls ¢ < p ist, ist die erste Teilsumme leer, also gleich Null und die zweite
gleich der alten Summe) auf, und bringen in der zweiten Teilsumme das
allgemeine Glied auf die Gestalt

(@)™ e, @YWL -

Wegen (75) ist dann diese Teilsumme ein
Z = 1) ;
das allgemeine Glied dieser Summe schreiben wir in der Form
()" Je, 1} (2)7

schitzen die Summe nach der Schwarzschen Ungleichung ab und er-
halten als obere Schranke

|87 e B
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diese Schranke ist aber nach (82) und (59) ein O(1), und folglich auch der
ganze Ausdruck (86) ein O(1). Wir erhalten damit

IU; W) —IW; V) = 0@,,).

Tragen wir diese Abschédtzung in (83) rechts ein und beachten noch

(82), so folgt

IU;U)+ I(V; V) = 0@k
und speziell
(87) D[V] = O(x)%1)
wo

Ir — Z 'TiV’il

p
ist.

23. Mithilfe der Abschitzung (87) folgt jetzt an Stelle von (76) die
bessere Abschétzung

,/(Z\ xiV?)z = O(”;/ﬁ.l) .
i=p

Dadurch ergibt sich an Stelle der Abschétzung (77) fiir das Randintegral
ebenfalls eine bessere: nimlich ein O((x)%, 2/ ,)" |u,,,]) . Wir erhalten

/(0 = D U ¢" (20 VE) = 005l [l 5
i=p

beachten wir jetzt noch (80) und bedenken, dass A, ., &~ x, ., ist, so erhellt,
dass die rechte Seite ein O(x;,;) und also ein o(1) ist. Wir notieren

a, TY) = &F

n

(88) /(G — 1) U1 " (

I

wo limef =0 fiir 2 — oo ist. Damit haben wir fiir die Minimumslage
fiir unser I(w;v) in (72)

n

(89) Q;+1 = {Z ;':l (:lai)2 —}_ ‘A’n—i—l (un+1)2 + 2 z al’: xk un+1 + ‘S:f .
1=p

k=p

24. In (89) sind die z; und wu,., die festen Werte, fiir welche das
Minimum g;+1 angenommen wird. Wir denken uns jetzt in der eckigen
Klammer die Xy sewns ¥y, U, wieder variabel, behalten aber den Term
e gemiiss (88) bei und erhalten aus (89) die neue Abschiitzung
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n n
1 : 2 2 "
(90) Q;+ = min z Ay + An+1 Uny1 T 21:2 Ay Ty, Uny1| — :'9:‘[ ’
i=p =p

wobei fiir das Minimum

2
x; + u,2,+1 =1

it

i

ist. Dieses neue Minimum sei G;+1, so dass also

(91) ot = ot — e

ist. Da fiir w,,, = 0 das Minimum der Form in (90) gleich 77 ist, so folgt

wieder

(92) ot < 7
Jetzt behaupten wir

(93) lim {#} — o™} = 0

fir n— .
Beweis indirekt (und gegeniiber [3] vereinfacht). Wir nehmen also an,
es existiere eine Teilfolge fiir »n mit der Eigenschaft, dass fiir sie

n n+41
(94) Jy— oyt = h>0

ist, wo A fest und unabhiingig von 7 ist. Stets durchlaufe im folgenden der
Zeiger n die genannte Teilfolge. Das Minimum U;+1 ist die kleinste Wurzel
der Sikulargleichung, welche durch die folgende Gleichung in Determinan-
tenform mit ¢ als Variabler gegeben ist:

(Zy — 0) . . . ay
(Zpg1—0) - . ay.q
=0,
. . . (4 —0) an
a, Ayt . ay, (A4 — 0)

wobei alle iibrigen Plitze mit Nullen besetzt sind. Denken wir uns darin
= ¢, eingetragen, so ist die Determinante Null und es existiert eine
nichttriviale Losung des zugehoérigen homogenen Gleichungssystems

wobei wir darauf verzichten, noch die Abhéngigkeit von = mitauszu-
driicken. Wegen (94) ist &,,; # 0 und es kann daher &,,; = — 1 genom-
men werden. Es ergibt sich fiir diese Losung

3
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Wir berechnen die §&; aus den ersten Gleichungen, tragen sie in die letzte
Gleichung ein, und bekommen

o (@)
An+1 +1 Z Zn__an-f—l'

Hier ist die rechte Seite wegen (78), (94), (57) und (37) ein O(log n). Diese
Aussage steht aber im Widerspruch zur linken Seite, welche (beachte (92)
und (73)) bis auf den Faktor 4x/F wie n wichst.

25. Die damit bewiesene Behauptung (93) kénnen wir auch so ausdriic-
ken: es ist

n41 n -
(95) oyt > Ay — e,

wo &,>0 und lim%s, =0 fir n—> oo ist. Da nach (69) A% = gpt?

und nach (91) ¢i™' = optt — |eF| ist, so folgt mit &, =%, + [ef| aus
(95) eine Beziehung

n+41 n

B> —e,,

wobei &, > 0 und lim &, = 0 fiir » — oo ist. Diese Eigenschaft der Folge
A» zieht aber bekanntlich [4] nach sich, dass die Folge 2; zwischen ihrem
unteren und oberen Hiufungswert iiberall dicht liegt. Da sie nach § 18
nur endlich viele Hiufungswerte besitzt, so folgt notwendig, dass sie kon-
vergiert:

am
lim 47 = 2,

fiir n— o0 (p fest, p=1,2,...).
Aus (57) und (58) ergibt sich jetzt fiir diese Zahlen 7, die Abschétzung

96 [1 A B <7 1+4/2 B
©0 = ‘v;j‘ =7 [* v/,J*‘

Ferner ist
(97) Oéjqélzé}%é'

und lim 4, = oo fir p— co. (96) zeigt, dass jedes 4, nur endlich oft
auftritt.
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Abschitzungen

26. In den folgenden Abschéitzungen schreiben wir den beliebigen Eigen-
vektor in der Form (U, V;) , wo 1 < p <n ist. Esist

1 1
(98) SIWaE = Vp — U3 = 1 — H[U;, V3]

n
p

Wir erinnern jetzt an die in § 17 gewonnenen Ergebnisse und ersehen aus
(64) und (98), dass

—

(99) LUy Wy) = 5 Wy

pe]

ist. Ersetzen wir in (60) V, durch Uy + Wy bzw. Up durch V; — W, so
erhalten wir

(100) = LU U + LU WD),
(101) = LU Uy — I(We 5 V0

Die erste Beziehung ergibt nach (99)
1
(102) io=IU U + 5 4 W32

In (100) ersetzen wir im zweiten Glied abermals U, durch V;— Wj
und bekommen
(103) by = I(UL; Up) + I(Vy s Wp) — I(Wp 5 W3) .

Addition von (101) und (103) gibt wegen I(u;v) — I(v;u)==2j(u;v),
wenn man noch durch 2 dividiert

1
(104) by = I(Uy; U;)——-_2—I(Wl’,';W;‘)—[—j(V;;W;).
Da j(u;v) = — j(v;u) ist, so gilt
(105) U Wp) =4V W) = 34U Vy),

und es wird aus (104)
1
(106) Ay = I(Ug; U;)—EI(W;; W3) + 43U ;5 V) -

Fir j(Up; Vy) gilt nach (23) eine Abschitzung

(107) J(Uz; Vo) < ¢ [VDLUG + VDIV;]] -
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Nach (26) gilt weiter eine Abschéitzung
(108) I(Wp; W) = —2K,
wo K > 0 eine Konstante ist, die nicht von » und »n abhingt. Beriick-
sichtigen wir jetzt noch (27a) sowie I(Up; Up) = I(Vy; V;) (vergleiche
(61)), so folgt aus (106), (107) und (108) die Aussage
= UL U + K+ 0O(VIUL; Up)) 5

aus ihr ergibt sich

lim inf {(A)~* I(Uy; Un)} = 1 (p— ©)

»gleichgradig» fir alle » mit » = p .
Anderseits ist, im selben Sinne verstanden, wegen 2o = L(UL 5 Up)
(man vergleiche (102))

lim sup {(Z)"' L(Uy; Up)} = 1 (p— ).
Beide Aussagen zusammen zeigen, dass der folgende Limes fiir p — o0
gleichgradig in n existiert und gleich 1 ist:
lim {(2)~ ' I(Uy; Up)} = 1.

Wegen I(Up; Up) = I(V,; Vy) gilt dieselbe Beziehung auch fiir V; an-
stelle von U} .

27. Wir kniipfen an (106) an und formen das Glied j(U,; V;) um.
Nach (105) ist es gleich j(Uy; Wp). (15) ergibt (beachte j(u;v) =
Ja(u 5 0))

1
ﬂmxmhﬂﬂm;mn+3/w—wtpw.

Da die linke Seite nach (105) auch gleich j(}7: 1I7) ist, so gilt nach
(16) auch

1
U5 V) = gE(Vy: 1) — 3/ (6 —7) FT .

Wir addieren diese Beziehungen, beriicksichtigen im Randbeitrag V; — Uy =
W3, dividieren noch durch 2 und erhalten

1
iUy V) =5 34U W@+,MW'W—~/M ?

Wir tragen diesen Ausdruck in (106) ein, fassen passend zusammen, und
bekommen mit der Abkiirzung
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1
(100) A7 = I(We; W) —j5(Vas Wp + 5 —

P

die Beziehung
]' y n ., n 1 n
(110) B —I(Ur; Uy = 595‘“’?’ wr) — 547,

wo die linke Seite nach (102) gleich %Z;l!W;iiz ist. Wir beachten, dass

in j¥(Vy; W;) die Ableitungen auf W verlagert sind und daher wegen (22)
JEVR WY = o(VDIWE) = O(V [I(Wy 5 Wp)))

ist; dieselbe Aussage gilt nach der Courantschen Ungleichung fiir das
Randintegral in (109). Das heisst aber, dass in dem Ausdruck A7 das
Integral I(W;; Wp) fiihrt, und daher

Ay = — L
ist, wo L > 0 eine von » und p unabhingige Konstante ist. So folgt
aus (110), wo die linke Seite gleich % A7 W[ ist:

(111) 7AW S U W)+ L

ist.
Das Glied ji(Uy; Wy) schitzen wir nach (21) ab:

U Wl = C{2 VDUl + VHULVHIW] .
Da D[U;] ein O(I(Uy; Up)) ist und I(Up; Up) = 4, ist, so folgt
(112) U Wl = M N 7 (W12,
wo M >0 eine von n und p unabhingige Konstante ist. Aus (111)
und (112) folgt jetzt
(113) i = oq),
wo das O(1) eine von n und p unabhingige Konstante ausdriickt.

Mit dieser Erkenntnis kehren wir zu der Beziehung (11¢) zuriick und
schreiben sie so:

(114) Ay = JHUL W) — BT < GHU W)
Nach (112) und (113) ist ji(Uy; W) ein O(1), also in (114) das 4

ein O(1) und daher auch das Fithrungsintegral I(W;; W;) in A7 ein
0O(1), und mithin

DW= 0Q1),

wo das O(1) eine von n und p unabhingige Konstante ausdriickt.
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Die Existenz von Eigenfolgen

28. Wir erinnern an das in § 11 Gebrachte und wissen, dass in dem dort
mit R*™ bezeichneten Raum die strengen Variationsgleichungen (48)
gelten. Im folgenden ist p ein beliebiger fester Zeiger, wihrend n (n = p)
wichst. Nach § 17 wissen wir, dass die »Funktionen» (U, , Vy) energie-
beschrankt sind:

Uy, Vy) €E.

Es sei jetzt (f", g") eine beliebige Folge von Funktionen, welche eben-
falls energiebeschrinkt sind, so dass also

(f.9") €8
ist. Wir ersetzen in den strengen Variationsgleichungen (¢*,#") durch

(f*, ¢") und zeigen, dass dann diese Gleichungen noch in dem Sinne gelten,
dass in den Gleichungen (48) rechts ein o(1) anstelle der Null steht:

(1152) IUp5 9" — B HVE, ¢ = o(1),
(115b) I(f"5 V) — & HLJ", Uzl = o(1) .

Wir beweisen z.B. die zweite Beziehung (115b). Dazu entwicklen wir
f* in bezug auf das System ¢”

oo
I N,Zﬁ ¢
setzen
"= anf;‘(p” und Fr= fr— (",
wo also F™ orthogonal zu ¢',¢?,...,¢" ist. Wir schreiben die beiden

folgenden Gleichungen an, multiplizieren sie mit den rechts angeschrie-

n

benen Faktoren 1 und —A" und addieren anschliessend:

P
I V) = 1E V) + 1F"5 V), 1
H(f", U] = H[{", Up) + H[F", U] | —7

Die erste Spalte rechts liefert Null nach (48); ferner ist H[F", Upl=o0(1).
Weiter ist nach (19)

IF™; Vi) = (B, V) + HE V),
und hier verschwindet nach (35) der erste Summand rechts. Weiter ist

nach (15) und (16)
GEE™; Vp) = R V7)) — f (0 — ) F" V.
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Da V, energiebeschrinkt und H[F"] = o(1) ist, so ist nach der Ab-
schitzung (22) auch jf(F"; V;) = o(l). Fiir das Randintegral gilt aus
denselben Griinden auf Grund der Courantschen Gleichung, dass es ein
o(1) ist. Damit ist (115b) bewiesen. Analog beweist man die Aussage (115a).

Nutzen wir jetzt noch die Konvergenz von Z; aus und tragen in (115a)
und (115b) 27 = 4, 4- o(1) ein, so gelten diese Aussagen unverindert mit
4, anstelle von Z;. Schliesslich schreiben wir (¢, ") fir (f*,¢") und
sehen, dass fiir eine beliebige Folge ({*,#%") mit

c,n") €E
die Variationsgleichungen
(116) J LUy ") — 2, H[Vy "] = o(1),
U 1@ V) — 4 HIE, Up] = o(1)

gelten. Nach der in § 12 gegebenen Definition heisst das aber: 1, ist Eigen-
wert und (Up, V;) eine zugehdrige Eigenfolge unseres Variationsproblems
I(u ; v) = stationér fiir alle Funktionen (u,v) € 2 mit |ul? 4 |p|P=2.

Die Vollstindigkeit des Systems der Funktionenfolgen {U}}

29, Im Gegensatz zu [3] bringt es der beziiglich der Randbedingungen
unsymmetrische ¢-@-Ansatz mit sich, dass wir hier nur die Voll-
stindigkeit der ersten Folge {U,} von (U,,V;) beweisen kénnen. Wir
beachten im folgenden, dass die Funktionen Uy, Vy indem von ¢',..., ¢"
aufgespannten linearen Teilraum liegen, und dass dort die Funktionen

1,--.,0r und Vi,..., V., je einen Satz von #n orthonormierten
Funktionen bilden (Norm = 1).

Definition: Es sei f eine stiickweise stetige Funktion mit H[f] < oo .
Es sei ferner &> 0 beliebig vorgegeben. Das System der Funktionen
{Up} heisst vollstindig, wenn es einen Zeiger N und passende Zahlenfolgen

Ts...,A% gibt derart, dass

lim sup {|If — {4107+ -+ + ARUR} S ¢
fir »— oo gilt.
Wir setzen im folgenden voraus, dass (",#" dem von ¢',...,¢q"
aufgespannten Raum angehéren. Dann gelten die strengen Variations-

gleichungen (48). Indem wir I(u ;v) noch gemiss (19) aufspalten, lauten
diese Gleichungen

(117a) {Up,n" + 31U s q") — B H[Vy, "] = 0,
(117b) (&, Vg V) — R H[E, U]l = 0.



40 Ann. Acad. Sci. Fennicze A.I. 401

Ferner bendstigen wir die Variationsgleichung (33) fiir die Funktionen ¢;
wir schreiben sie fiir ¢” nochmals an:

(118) (7,0 —%Hy, ] =0.

Es sei n fest und es seien die Zeiger » und m wie folgt beschrinkt:
1 <r=<m <n. Dann sind in (118) und (117b) die folgenden Ersetzungen
erlaubt:

Cives,  &lles
was die Aussagen
0={¢, V3 — % Hg, V1,
0 ={¢", Vp}+4i; V) — 7y Hlg", U]
liefert, aus denen sich
(119) i Hlg", Upl = = Hlg", Vi1 +ji(¢"; V7)

ergibt. Analog liefern die Ersetzungen (// U] und #"/[¢" die zu (119)
analoge Gleichung

(120) WHIVy, ¢'1 = %, Hlg", Ul + ji(Uy 5 ¢) -
Fiihren wir die »Fourierkoeffizienten» von ¢ beziiglich U} ,..., Un
bzw. Vi,...,V, gemiss
a,, = Hl¢", Up1, b, = Hlg", V;]
ein, so ist

r

(p:

P

M s

n
n moo__ n Jn
Uap DP - Zb 4
1 p=1

mit

T =

(@) = > @F =1.
1 p=1

Die Beziehungen (119) und (120) lauten dann

(121a) Mty = #, by, + JF(67 5 T7)
(121b) Ipbn, = wmoan, +JT (U ¢7)

Von diesen zwei Aussagen hilft uns nur die erste weiter, in welcher in
Ji(¢"; V;) die Ableitungen von ¥V} nicht vorkommen. Wir multiplizieren
in (121a) mit @;, und summieren iiber p; mit der Abkiirzung

V=>ave,  HPl=1
p=1
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ergibt sich
(122) i Iy () = 2, Za,,, +iHe s 7).
Hier ist die Summe recAhts absolut kleiner gleich 1; j¥ nach (21) abge-
schétzt, gibt wegen H[V] =1
G V) = CRVDIP]+ 1],

und hierin ist D[¢"] =y %/, wo y > 0 eine absolute Konstante be-
deutet. Mit der Abkiirzung

K, = ||+ C2VYy %] + 1]

ergibt sich jetzt aus (122) die Abschitzung

(123) >y £ K,

r

30. Seien jetzt f und ¢> 0 wie in der Definition gegeben und ohne
Einschriankung ||f|l > 0. Es sei

I~She M= 3

hier haben wir ausgenutzt, dass die ¢” ein vollstindiges System bilden.
Es existiert dann ein Zeiger m = m(e) so, dass

(124) If— Sﬂf ¢l =

r—l

ist. m ist jetzt fest und 1 < r < m . Ls sei
K = max (K;,K,,...,K,).

Wir bestimmen im Hinblick auf (57) ein IV so, dass

/-((:\- '_1\ 2 l A ]
(125) K = (g WP (owa |t — | - By
‘ / ‘N+1

wird. Ferner wihlen wir aus einem Grund, der spéter klar wird, den Zeiger
N noch so, dass

In < Iy

ist. Fir 1 <r <m, dieses N und fir » > N folgt aus (123) und wegen
(57)
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(126)

4

...

~
I
=

2 2 (@)=
= N+1

\/ “Nil

(5 1)

SR L

Summiert man itber r (1 <7 <m) und vergleicht mit

(125) so kommt

Die links erfassten Zeiger r und p entstammen in dem nachstehenden
Schema der Fourierkoeffizienten dem stark umrahmten Rechteck

T . . . n n Tn
Ut Ux UN+ 1 U,
1 n .. n n n
¥ ap - ain A1, N1 A1p
2 n n n
4 A9 Aoy A3, N1 Asp
m n n n n
@ A1 AN A, Ny1 Qran

Wir multiplizieren die Zeilen dieser Matrix der Reihe nach mit den

Koeffizienten f, ..

mit der Abkiirzung

(127)

die Beziehung
(128)
Aus (127) folgt

(129)

(A7)

Das Normquadrat der zweiten Summe

oben ab durch (A?er)2 N

= WIF 2 (@)

.»fm, die in (124) auftreten, addieren und erhalten

in (128) rechts schdtzen wir nach

+ (47)*, was wegen (129) gerade die linke

Seite von (126), noch multipliziert mit | f|2, liefert, das ist eine Zahl die
= (¢/2)? ist. Daraus und aus (128) folgt fiir die Normen selbst

|r-—1 i=1

Zusammen mit (124) ergibt sich

(130)

If— {4101 +

ZfQD*ZA" "j é—z‘

"+ ANUN =
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fir alle n > N . Ersetzt man darin die Koeffizienten A4} durch die
Fourierkoeffizienten

a, = H[f, U],

so gilt, wie bekannt, erst recht

(131) [f—={qU; + - +afUN = ¢
fir n > N und es ist
(132) 3P+ - N = IR

Die Beziehungen (130) bzw. (131) driicken aus, dass das System der Funk-
tionen {U]} im Sinne der oben gegebenen Dafinition vollstindig ist.

31. Wir stellen uns jetzt in dem vorhergehenden Gedankengang vor,
dass die Funktion f Element aus einem Raum £ ist:

E = {f|HfI=I,D[f]=I}} .
Fir die Fourierkoeffizienten f, gilt dann nach (42) eine »gleichgradige»
Abschitzung
_z (fv) 'Zk[ V;—](;l ’

y=m-+1

wo M > 0 nur von dem Raum E, jedoch nicht von dem einzelnen f
abhdngt. Wird also m so gewdhlt, dass die rechte Seite = ¢/2 wird,
so gilt wieder die Aussage (124) gleichgradig fiir alle f€ £ . Der weitere
Gedankengang verlduft jetzt wie in § 30 und fithrt zu den Beziehungen
(131) und (132).

Durchlduft f speziell eine Folge f", so gilt mit den Koeffizienten

= H[f", U]]
nach (131) und (132)
(133) [ f—A{F1U7 + -+ -+ FRUN = ¢
fir » > N und es ist
(134) (F2) 4 - 4+ (B = If"1P = 0(1)

32. Wir konnen jetzt zeigen:

Es gibt keine Eigenfolge (U™, V") zu einem Eigenwert A =0, die zu
allen Higenfolgen (Uy, —V;) und (Uy, V;) orthogonal ist.

Beweis: Nach der Definition tiir eine Eigenfolge ist (U™, V") € E, also
speziell U™ € B, d.h. wir konren auf die Folge U" das Ergebnis von § 31
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anwenden. Ferner liegt in der Voraussetzung. dass U" bereits einzeln
orthogonal zu allen Uy ist, d.h. es ist

(135) oy = H[U", U] = o(1)

fir n — co und jedes feste ». Nach § 31 gibt es zu vorgegebenen &> 0
einen Zeiger N, so dass (133) fir n > N gilt (f" durch U" und F}
durch o7 ersetzt). Der Limes n — co liefert dann wegen (135)

lim sup |[U"]| = ¢

fiir » — oo, also, da & beliebig war ,
(136) H[U" = o(1).

Nach § 12, 2° gilt aber fiir eine Eigenfolge H[U"] =1 + o(1) im Wider-
spruch zu (136).

Aus dem damit bewiesenen Ergebnis folgt:

Es eaistiert keine Eigenfolge (U™, V"), die zu einem Eigenwert A # 2,
(p=1,2,...) gehort.

Denn nach dem in § 12, 5° Gesagten wére diese Folge (U™, V") ortho-
gonal zu allen Eigenfolgen (U;,—Vy;) und (U,,Vy). Mit anderen
Worten:

Als mogliche Eigenwerte kommen nur die bereits festgestellten 1, (p =
1,2,...) wn Frage.

28. Hier setzen wir voraus, dass (U", V") eine verallgemeinerte Eigen-
folge zum Wert A = 0 ist. Es gelten dann die Variationsgleichungen

(137a) Iu" ;") — AHV",q"] = o(1),
(137b) I V) — A H[L, U] = o(1) .
W eiter setzen wir voraus, dass diese Folge (U™, V") zu allen Eigenfolgen

(Us,—V3) und (U;, Vy) orthogonal ist.

Wir kénnen dann den Gedankengang von § 32 auf (U, V") anwenden
bis zu der Folgerung (136), die wir noch einmal anschreiben:

(138) H[U"] = o(1).
Die Ersetzung 7" // U™ in (137a) liefert dann
10"; Uy — AH[V",U"] = o(l),
und hier ist H[V", U"] = o(1) nach (138), woraus
(139) I(U"; U") = o(1)
folgt. Nach dem in § 6 unter 5) Gesagten besagen (138) und (139) zusammen
(140) Ur ~0.
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Mit dieser Erkenntnis kehren wir zu der Gleichung (137a) zuriick und
machen die Ersetzung #" [/ V" was

(141) Lur; vmy — AH[V] = o(1)
liefert. Der erste Term links ist wegen (140) ein o(1), so dass aus (141) folgt
(142) AH[VY] = o(l).
Ferner liefert die Ersetzung (" // V" in der Gleichung (137b)
Ivr; v~y — A H[(V*,U"] = o(1),
also wegen (140)
(143) (Ve VY = o(1).

Ist 4> 0, so folgt aus (142) und (143) dass auch V" ~0 ist. Wir
notieren das Ergebnis:

Ist A>0, soist (U, V") ~(0,0); ist A =0, soist U ~0
und I(V*; V™) = o(1).

Bemerkung: In [3] erhielten wir auch im Falle 4 = 0 die Aussage
(U, V™) ~(0,0). Der Grund fiir diesen Unterschied liegt darin, dass
wir hier nur die Vollstindigkeit des Systems {U;} beweisen konnten. Da
wir aber auch im Falle A =0 die Aussage (U", V") ~(0,0) spater
brauchen, miissen wir nun den y-y-Ansatz (9) heranziehen.

Die entsprechenden Aussagen beim -y-Ansatz

34. Wir erinnern uns jetzt daran, dass alle Betrachtungen, die wir
bislang fiir den g¢-p-Ansatz angestellt und alle Ergebnisse, die wir fiir
ihn gewonnen haben, sinngemiss auch fiir den y-yp-Ansatz gelten. Wir
erhalten so zu jeder fritheren Aussage beim @-p-Ansatz eine dazu »spie-
gelbildliche» beim y-p-Ansatz. Wir brauchen das nicht auszufiihren,
sondern uns nur das »Lexikon» einzupriigen, welches die Ubersetzung
der beiden Ansétze ineinander leistet.

An die Stelle der Funktionen ¢' treten die Funktionen ', an die
Stelle des Courantschen Problems I tritt jetzt das Problem II, und die
up beim Problem II iibernehmen die Rolle der bisher benutzten zx, .
Dementsprechend wird jetzt mit der Identitdt (20) anstelle von (19) ge-
arbeitet. Es seien ¢ und (X}, Y}) die Grossen, welche an die Stelle der
Jo und (U, V7) treten. Wieder gilt, dass lim o = o, fiir n— oo exi-
stiert, und dass (X}, Y}) eine zu g, gehdrige Eigenfolge ist, wobei die
Definition der Eigenfolge (X", Y") fiir einen Eigenwert o dieselbe wie
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frither ist. Ebenso gelten die entsprechenden Abschétzungen: so tritt z. B.
an die Stelle von (96) die Abschétzung

{1 A*} B =, = [1 v A*} .
Ypll ——F= — D% = 0p = V2 o= 4+ 55,
\/ﬂp P P Vi,

wobei A* > 0, B* > 0 absolute Konstante sind.

385. Den in § 32 und § 33 festgestellten Tatsachen entsprechen hier die
folgenden:

1°. Das System der Funktionen {Y7} ist vollstindig.

2°.  Hs g¢ibt keine Eigenfolge (X", Y") zu einem EKigenwert P =0,
die zu allen Eigenfolgen (Xy, —Y;) und (X, , Y}) orthogonal ist.

3°. Es existiert keine Eigenfolge (X", Y"), die zu einem Eigenwert
P£o, (p=1,2,...) gehért, mit anderen Worten:

4°.  Als mogliche Eigenwerte kommen nur die bereits festgestellten o,
(p=1,2,...) in Frage.

5°. Ist (X", Y") eine verallgemeinerte Eigenfolge zum Eigenwert
P =0, die orthogonal zu allen Eigenfolgen (X;, —Y}) und (X}, 1})
ist, so gilt:

Ist P> 0, soist (X", Y") ~(0,0); ist P=0, soist Y* ~0 und
I(X™; X™) = o(1).

Abgeédnderte Eigenfolgen

36. Beim ¢-g-Ansatz erfiillt nur U} die vorgeschriebene Randbe-
dingung, jedoch nicht V7 ; umgekehrt erfiillt beim y-y-Ansatz nur Y
die vorgeschriebene Randbedingung, jedoch nicht X7 . Im Hinblick auf
die zu erbringenden Existenzbeweise und auch aus allgemeinen Griinden
wiinscht man aber »moglichst kréftige» Eigenfolgen, wozu gehort, dass
beide Partner die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillen.

Wir gehen aus von dem ¢-¢-Ansatz, projizieren J7, aufden y-Raum,
der von den ¢!, 9?%,... aufgespannt wird,

Ve~ 2T

Lt P
=1
und setzen
~ n ) A ~
n AUNR n __ [n__ n
VP—.lepizp und V; =V} e
=
Dann ist

(144) Ve= Ve Vr,
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und es gehort 17; dem von o', ...,y" aufgespannten Raum an, wihrend
171'; orthogonal zu o', ..., y" ist. Wir wissen, dass V) energiebeschrinkt
ist (p ist fest). Legen wir also fiir ¥, jetzt passend als Energieintegral den
Ausdruck [f, f] zugrunde, so folgt auf Grund der bexm Problem II in (40b)
festgestellten Eigenschaften der ' aus (144) die Beziehung

Ve, Vi = Vo, Vi (P, P,

aus der hervorgeht, dass auch 171'1' und f’; energiebeschrinkt sind, und
dass

(145) HIV2) = o(1)
ist. .
Da V; € E ist, so ist in den Variationsgleichungen (116) die Ersetzung
&/ 17; erlaubt, was
(146) IV, V) = 2,H[V,, Uil + o(1)

liefert. Hier ist der erste Summand rechts nach (145) ein o(1) . Anderseits
ist die linke Seite nach (20)

(V5 Vil + 55Ty V) s
da in j;"(ﬁ;; V7) die Ableitungen von TA/; nicht auftreten und V7 ener-

giebeschriankt ist, so ist wegen (145) auch j;"(ﬁ;; Vy) ein o(l); da
[17; Vol = [ﬁ; ; f;] ist, so folgt

(147) [Vy, V3] = o(1).
(145) und (147) besagen zusammen

(148) Vy ~0 bzw. Vp~TVp.

37. Jetzt projizieren wir auch noch Uy auf den Raum der yp'. In
der zu (144) analogen Bezeichnung

vy = O+ 0
ergibt sich wieder: auch [}}’j und i’; sind energiebeschrankt und
(149) H[U™ = o(1) .

Da Uy € E ist, so ist in (116) die Ersetzung #" /| U, erlaubt und es ergibt
sich
s U7y = 2, VY, UM 4 o(1),
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wo der erste Summand rechts nach (149) ein o(1) ist. Die linke Seite ist
analog zu (146) gleich

(U, Un] + jUs; U,

wo der erste Summand gleich [(j; , ﬁ;] ist. Gegeniiber § 36 miissen wir in
dem zweiten Summanden die Ableitungen auf U, verlagern gemdss der
Beziehung

UL Ty = U 0 + /w — Ui,

und sehen, dass der erste Summand rechts wegen (149) ein o(l) ist. Der
Randbeitrag ist es aber nach der Courantschen Ungleichung auch, da bei
der Abschitzung als Faktor {H [f];]}’/‘ = o(1) auftritt. Somit ist auch
jetzt

[0y, Uy1 = o(1) ;
daraus und aus (149) ergibt sich

(150) Uy, ~0 bzw. U, ~Uj.

88. Dual zu den in § 36 und § 37 gewonnenen Resultaten ergibt sich,
wenn wir von dem y-y-Ansatz ausgehen, und X7, ¥ auf den Raum der

i

¢' projizieren

X=X+ X, vt T
wobei 5{; und 5/: dem von den ¢',...,¢" aufgespannten Teilraum
angehdren, dass
(151a) (Xn, ¥m) ~ (0, 0)
bzw. dass
(151b) (X2, 17 ~ (X2, T7)
ist.

Folgerungen

39. Wir beachten, dass die Variationsgleichungen (116) unempfindlich

gegeniiber einer Ersetzung V7 // 17; sind, wo ¥V} ~ 17; ist. Dann ergibt
sich aus § 36, dass

(o, V)
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e~ine Eigenfolge zum Wert A, ist, bei welcher nun auch der zweite Partner
Vy die vorgeschriebene Randbedingung erfiillt. Dieselbe Aussage gilt
fiir die Folge

&p, ¥p),
bei welcher jetzt auch der erste Partner 5(; die richtige Randbedingung
erfiillt.

40. Aus demselben Grunde ergibt sich aus § 37, dass die Folge
Uy Vp)
Eigenfolge zum Wert 1, beim y-y-Ansatz ist. Und ebenso ist
(X5, 17
Eigenfolge zum Wert ¢, beim ¢-¢-Ansatz.

Dieselben Tatsachen gelten auch fiir eine verallgemeinerte Eigenfolge:
ist also z.B. (U", V") eine verallgemeinerte Eigenfolge zum Wert 4 =0
beim ¢-p-Ansatz, so ist (U™, V™) eine verallgemeinerte Eigenfolge zum
selben Wert A beim y-yp-Ansatz, und umgekehrt.

Nach § 32, Schluss und § 35, 4° ergibt sich: jedes 2, ist gleich einem o,
und jedes o, gleich einem 1, .

Nehmen wir weiter an, dass (U™, V") eine verallgemeinerte Eigenfolge

zum FEigenwert 0 beim ¢-p-Ansatz ist, welche zu allen Eigenfolgen
(U,, —V;) und (Uy, V7) orthogonal ist, so ist nach § 33, Schluss

(152) U ~0, I(V™; V™ = o(l).

Da aber (Tj" , V™) auch eine verallgemeinerte Eigenfolge zum Wert 0 beim
y-y-Ansatz ist, welche ebenfalls zu allen Eigenfolgen (X, —Y7) und
(X;, Y;) des y-y-Ansatzes orthogonal ist, so gilt nach § 35, Schluss,
dass auch

(153) 10 U™ = o(1), Jr~0
ist. Beide Aussagen (152) und (153) ergeben
(154) (", V") ~(0,0).

Die entsprechende Tatsache gilt beim y-yp-Ansatz: ist (X", ¥") eine
verallgemeinerte Eigenfolge zum Wert 0 des y-yp-Ansatzes, die zu allen
Eigenfolgen (X}, —17) und (X7, Y}) orthogonal ist, so ist
(155) (X", Y") ~ (0,0).

Dass die Aussagen (154) bzw. (155) fiir einen Eigenwert 4 > 0 bzw.
P > 0 gelten, haben wir schon frither in § 33 und § 35 bewiesen.

4
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41. Mit dem zuletzt gewonnenen Ergebnis stehen wir aber jetzt unter
denselben Voraussetzungen wie in [3], § 13. Es gilt daher wie dort fiir den
@-gp-Ansatz:

Ist (U™, V") eine Eigenfolge, so ist sie unter den frither konstruierten
Eigenfolgen (U, V;) enthalten.

Dieselbe Tatsache gilt fiir den y-y-Ansatz.

Der Beweis verlauft wortlich wie in [3].

Beachten wir den ersten Teil von § 40, so folgt, dass notwendig

by = 0

ist, und dass der ¢-gp-Ansatz dquivalent mit dem y-y-Ansatz ist.

42, Wir koénnen jetzt zeigen, dass auch das System der Funktionen
{V;} vollstindig ist. Dazu gehen wir von y-y-Ansatz aus und stiitzen uns
auf die Vollstandigkeit des Systems {Y}}. Fiir dieses System gelten die
zu (131) und (132) analogen Aussagen

(156) =Y+ - nITN = e,

(157) ORF + -+ O3 = I
fir n > N . Ersetzen wir Y, durch f;’ , 80 bleibt wegen (157) die Aus-

sage (156) giiltig bis auf einen Fehler, der ein o(1) ist (V ist fest!):

(158) [f—={n YT + -+ el = e+ o(1).
Die zu diesen N TFunktionen i:’ (v=1,...,N) gehorigen Eigenfolgen
()Z’; , i;‘) sind nach § 40 aber Eigenfolgen des ¢-@-Ansatzes und daher nach
§ 41 unter den Eigenfolgen (U, , V};) enthalten. Wegen 4, = o9, und weil
in § 30 der Zeiger N so gewdhlt wurde, dass Ay << Ay.; ist, kommen
fiir den Zeiger p nur die Zahlen 1,..., N in Frage. Nach der in § 12
unter 4° gegebenen Definition der linearen Abhangigkeit von Eigenfolgen
ergibt sich dann, dass bis auf einen Fehler, der wieder ein o(1) ist, die (158)
entsprechende Aussage

[f—A{0 VI + -+ RV = e+ o(1)
mit neuen Koeffizienten ¢! gilt. Umso mehr gilt dann mit den Fourier-
Koeffizienten

p, = H[f, V71,

dass

If—={BVI+ -+ ANVRH = e+ o(1),

B+ B = SR
ist, das System {V}} also vollstindig ist.
Analog erweist sich beim y-y-Ansatz das System {X;} als voll-

standig.
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Beweis der Lorentz—Sommerfeldschen Vermutung

43. Nach § 39 und § 41 haben wir in den (Uy, 17;) und 7, simtliche
Eigenfolgen und Eigenwerte des Variationsproblems

I(u ; v) = stationdr bei |ju|? -+ |p|2 = 2.

Dabei erfillt U7 die Randbedingung (la) und 17; die Randbedingung
(1b). Ferner ist nach (96) und (37) fir p — «

(F der Inhalt des Gebietes), d.h. es gilt die Lorentz—Sommerfeldsche
Vermutung. Zum Beweis benétigten wir nicht die Existenz von Eigen-
funktionen, sondern lediglich die viel leichter einsehbare Existenz von
Eigenfolgen.

Zusatz

Herr Professor Dr. G. L. Tautz (Universitdt Freiburg im Breisgau) war
so freundlich, auch diese Arbeit kritisch durchzusehen. In einem aus-
fithrlichen Brief vom 9. Oktober 1964, fiir den ich Herrn Tautz auch an
dieser Stelle herzlich danke, bemerkt er unter anderem:

1) Der Existenzbeweis fiir die Eigenfunktionen steckt bereits in unseren
Abschatzungen. Denn unsere Eigenfolgen sind ja energiebeschrinkt, also
normbeschrankt nach der Norm des Hilbertraums

lplt = {Hlg] + Dlgl" < o

ihm entspricht in unserem Text der Raum X . Benutzt man den zugehori-
gen abgeschlossenen Raum, so kann man den bekannten Satz anwenden,
dass man aus einer normbeschrinkten Folge eine schwach konvergente
auswihlen kann, die also schwach gegen ein Element desselben Raumes
strebt. Diese Funktionen erfiillen wegen der schwachen Konvergenz und
wegen der Konvergenz der 17 die Variationsgleichungen, sind also
»schwache» Losungen der Differentialgleichungen. Bei unseren Voraus-
setzungen iiber die Koeffizientenfunktionen sind sie auf Grund des Weyl-
schen Lemmas von selbst dann auch »starke» Losungen.

2) Man kann auch einen rein funktionalanalytischen Beweis anstreben,
der die Konvergenzbetrachtungen vermeidet: dabei hat man an Stelle der
Greenschen Funktion (mit der im Falle der Randbedingungen u = 0 .
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v = 0 noch H. Geppert arbeitet) einen Greenschen Operator heranzuziehen.
Indessen kann diese Methode naturgemaéss nicht die von uns gewonnenen
Abschétzungen bzw. Approximationen liefern.

Technische Universitat Berlin
Deutschland
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