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Abgesehlossene differenzierbare Abbililungen

Die vorliegenden Ausfiihrungen enstanden im Jahr 1965 als ein Teil
meiner Lizentiababhandlung iiber das Existenzproblem der quasikonformen
Abbildungen mit einer vorgeschriebenen komplexen Dilatation (vgl. Lehto-
Virtanen [5], V. Kup.). Sie erwiesen sich aber in diesem Zusammenhang
nicht als besonders zweckmässig, da ihre Verwendung sich bei einer gleich-
artigen Beweisanordnung leicht durch einen einfachen Kunstgriff vermeiden
Iässt (Ahlfors-Bers [I], S. 391). Vielleicht können jedoch diese elementaren
X'olgerungen aus der Sardschen Theorie (Sard [6]) auch an sich von gewissem
fnteresse sein.

1. Von allen topologischen Räumen wird hier angenommen, dass sie das
Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillen.

Eine stetige Abbildung p: E ---> G heisst eine Uberlagerung vorr G,

wenn jeder Punkt r € G eine offene Umgebung U mit der Eigenschaft
hat, dass ihr Urbild p-U sich in punktfremde offene Teile Vo zerlegen
lässt, die durch p homöomorph auf U abgebildet werden. Zwei Uber-
lagerungen (E,p) und (E',p') sind i,somorgth, wenn es einen solchen
Homöomorphismus h: E --> D' gibt, dass p : p' " h ist. Falls E ztr-
sammenhängend und p surjektiv ist, wird (E,p) ein Uberlagerungsrau%L
von G genannt. Dann haben die Urbilder f r aller Punkte fr .vort G
dieselbe Mächtigkeit, die die Ord,nung des Uberlagerungsraumes (E,pl
heisst. Sind alle Uberlagerungsräume eines zusammenhängenden Raumes G

zu der identischen Uberlagerung i,d: G -+ G isomorph, so ist G ei,nfach
zusammenliingend,.

Wir werden mehrmals von den folgenden Hilfssätzen Gebrauch machen.
Die Beweise der zwei ersteren sind ohne weiteres klar.

Hilfssatz 1. Es sei eine abgeschlossene Abbildung f:E->G gegeben
und C irgendeine Komponente des Urbildes von D, D C G. Dann ist
auch die Restriktion f: C --+ D abgeschlossen.

Hilfssatz 2. Ist, f: E ---> G eine offene und abgeschlossene Abbildung
eines lokal zusammenhängenden Raumes ,E in einen zusammenhängenden
Raum G, so wird jede Komponente von E durch f afi G bezogen.
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Hilfssatz 3. Jeder abgeschlossene lokale llomöomorphismus f: E --> G

eines parakompakten Raumes E ist eine Uberlagerung.
Beweis. Weil f ein lokaler Ilomöomorphismus des parakompakten

Raumes .&' ist, ka,nn man den Punkten y des llrbildes von t € G
punktfremde offene Umgebungen Z, so zuordnen, dass die Restriktionen

f lY, homöomorph sind. Dann ist aber E - U V, wd also auch ,4 :
f(D - U Vy) abgeschlossen, und so ist U : G - .4 eine Umgebung von
n, deren Urbild in punktfremd.e, zu tl homöomorphe Teile f*U n Vy

zefiällt.

Bemerkung. Wenn es oben eine gegen r konvergierende I'olge
fr1. fr2 1... gibt, wo trnt' r, so *uss /-r endlich sein. Denn sonstkönnte
man in E eine diskrete Nlenge finden, deren Bild r als einen Häufungs-
punkt hätte.

2. Hier betrachten wir differenzierbare Abbildungen zwischen differen-
zierbaren, endlichdimensionalen }tannigfaltigkeiten, die das zv'eite Abzähl-
barkeitsaxiom erfiillen. Diese Mannigfaltigkeiten werden nicht als zlrsam-
menhängend vorausgesetzt. (Ygl. Lang [3].)

Jede differenzierbare Nlannigfaltigkeit X hat eine Tangentenmannig-
faltigkeit T(X), und jeder differenzierbaren r\bbildung /: I -+ I ent-
spricht eine Tangentenabbildung Tf: T(X) -.>T(Y). \\rir nennen den Grad
der Faserabbildung T.f:T"(X)--Ty"(Y) derL Grad rler Abbildu,ng f i,m

Punlct r . Alle Punkt'e r e X mit einem Grad nicht grösser als

r (r : 0 ,l ,2 , . . .) fassen wir in eine Menge A, zusammen. Punkte r,
wo der Grad kleiner als die Dimension von Tr"(Y) ist, heissen kritisch,
die anderen Punkte regukir. I)ie lVlengen dieser Punkte werden mit KP
bzw. mit RP bezeichnet. I)as Bild von I(P besteht a.us kritischen Werten,

entsprechend sein Komplement' aus regukiren, Werten, und diese Mengen
werden mit KW und RTll bezeichnet. Wemr Y eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit ist', so ist KP : A.-y

Ein fundamentales Resultat t on ,f . Sard iiber die induktive Dimension
von fAo lautet:

§atz 1. Es sei f: X --> Y eine

Mannigfaltigkeit X. Dann gilt die
gesetzt, dass q>?Lfk ist.

Bewe'is. \'gl. Sard [6], Th. 6.1.

Oq-Abbildung eiuer rz -dirnellsionalen
IJngleichung Dim (.fAo) < k. voraus-

eirre Cz-Abbildung einer n-dimensionalen
Ao. Ist rlun Y eine zusammenhängende

Folgerung. Es sei f: X --,
Mannigfaltigkeit X mit KP :
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ra-dimensionale Mannigfaltigkeit, n,Z 2, so ist auch RW zusammen-
hängend.

Beweis. Nach dem Satz ist, die Dimension von KW nictrt grösser als

% - 2, vnd KW kann also I nicht zerlegen (Hurewicz-Wallman [2],
Th. IV. 4, Cor. l).

Auch brauchen wir den folgenden Satz von einem melrr elementaren

Charakter:

Satn 2. Ist /: X -+ I eine Cl-Abbildung der ra-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten X und Y, so liegb RW dicht, in Y.

Beweis. S. Sard [6], Th. 4.1.

3. Sind X urid Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten, so heisst eine

Uberlagerung (X,p) von Y eine Oq-Aberlq'gerung, wetttt p ein lokaler
Cq-Diffeomorphismus ist.

Hilfssatz 4. Ist eine C1-Abbildung injektiv auf f*I|TY, so ist

f: RP --> f(RP) ein Diffeomorphismus.
Bewe'is. Es seien Punkte n, y vott -EP gegeben, und f* : fy : z Q. RW.

DiePunkte r und y haherUmgebungerL t/ und Y, die durch / diffeo-
morph auf dieselbe offene Menge lV bezoger werden. Nach Satz 2ist RW
dicht auch in W, und also [/ n I/ n f* Rfi' dicht in U U V und deshalb
U : V and r : !/, woraus die Behauptung folgt.

§atz 3. Ist /: X -> I eine abgeschlosseue Cl-Abbildung der z-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten X uud Y, so ist -Ili[ eine offene Menge.

Wenn C eine Komponente von f*RW ist,, so ist ihr Bild D : fC eine
Komponente von RW urrd (C, flc) ein Cl-Uberlagerungsraum von D,
der eine endliche Ordnung hat.

Beweis. Weil EP offen ist, so sind KP : X - RP wd KW : fKP
abgeschlossen und also RW : Y - KW offen. Nach Hilfssatz I ist die

Restriktion f: C ---> RW eine abgeschlossene Abbildung, und weil
C c.1*RW c RP, so ist sie ein lokaler Diffeomorphismus und also auch

eine offene Abbildung. Jetzt ist es leicht einzusehen, dass tr :,fC eine
Komponente von RIY (Hilfssatz 2) urrd (C,flC) ein C1-Uberlagerungs-
raum von 1l ist (Hilfssatz 3). Die Endlichkeit der Ordnung folgt aus der
Bemerkung nach Hilfssatz 3.

Folgerung 3.1. Sei f: X '-> 7 u,'ie oben und t'eiter frItr' zusa,mmen-

hängend. Wenn noch das Urbild irgendeines Punktes von ,lill'' aus einem
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Punkt besteht, so ist ÄP zusammenhängend und f: RP =+/(fiP) ein
Diffeomorphismus.

Bewei,s. Nach demsatz ist / injektiv auf f*RW und /: RP-->f(RP)
ist also nach Hilfssatz 4 ein Diffeomorphismus. RW liegb dicht in f(RP),
und so ist auch RP zusammenhängend.

Folgerung 3.2. Sei f: X --> I wie oben und weiter RW einfach za-
sammenhängend. Dann bildet / jede Komponente von f* RW diffeomorph
aff. RW ab.

Bewe'i,s. Alle Uberlagerungen (C, fl?) des einfach zusammenhängenden
Raumes .87Ir sind zu der identischen Uberlagerung isomorph.

Eine Abbildung f, fr --> G

ner kompakten Komponente
von A hezogen wird.

ist quas'i,offen, wenn jede I)mgebung irgendei-
rron f*y, y e G, durch / auf eine Ifmgebung

Satz 4. X'alls eine abgeschlossene C-Abbitdung f: X --> Y der n-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten X und y, n) 2, mit KP: Ao
auf keiner kompakten Komponente vorr X konstant ist, so ist sie eine
quasioffene Abbildung.

Baneis.sei .I{ einekompakteKomponentevon f*g, y € I. Dannent-
hält jede Umgebung von K eine offene Umgebung U mit einer kompakten
abgeschlossenen Hiille O. Ftir jede offene Umgebung V yon y bezeichnen
wir mit V* die K enthaltende Komponente von AnfV. Aber O
war ja kompakt, und so ist der Durchschnitt aller solchen Komponenten
7* gleich K. tr'olglich gibt es eine offene zusammenhängende Umgebung
W vola g mit W* n (A - U) : O, und dann ist W* C U auch eine
Komponente von f*W (vgl. Whyburn [7], Ch. I, (10.1)), und., a fortiori,
auch die K enthaltende Komponente 7) von f*W liegt in U. Die
Komponente D ist offen, und also muss ihr Bild /D eine nichtleere offene
Menge enthalten. Sonst liegte D ganz in KP: :40 und wäre deshalb gleich
K, welches wegen der Voraussetzungen unmöglich ist. Zufolge der Sätze 2
und 3 sowie der Folgerung von Satz 1 ist tr{r n RV, eine nichtleere, offene
und zusammenhängende Menge, also haben wir f(D n f*RIV) : W n RW
naoh den Hilfssätzen I und 2. Da aber ./D abgeschlossen in W ist und ,BIZ
dicht in W liegt, so muss fD gleich W sein, lvoraus die Behauptung folgt.

Satz 5. Sei I X -> Y eine abgeschlossene Cz-Abbildung der zusam-
menhängendenn-dimensionalenMannigfaltigkeiton X und I, n) 2, :und
KP :.40. Ist / weiter injektiv auf ftRW, so sinddieUrbilderzusammen-
hängender Mengen zusammenhängend, besonders ist / eine monotone
Abbildung.
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Bewe'i,s. Ztersb zeigen wir, dass die Urbilder offenerzusammenhiingender
Mengen zusammenhängend sind.

l*RW liegt dicht in RP, und wenn l*RW : O, so ist X : KP : Ao

und / eine konstante Abbildung, und die Behauptung gilt trivialerweise.
Also können wir fortan voraussetzen, dass f*RW eino nichtleere Menge

ist. Sei nun [/ 6 I eine offene zusammenhängende Menge. Dann ist, auch
U n RW offen und zusammenhängend, sowie auch sein Urbild W -
I*Gr n RW) nach Hilfssatz I und 2. Sei weiter K eine Komponente des

Urbildes /-gr irgendeines Punktes y von U und Vcf*tl eine zu-
sammenhängende Umgebung von .I{. Dann ist erstens 7 nicht gleich 1(,
weil X ja zusammenhål,ngend ist, und entsprechend'lvie obeu beim Beweis
des Satzes 4 sehen wir, dass fV eine nichtleere offene Menge enthält und
also fV n RW t' O. Nun aber ist auch der Durchschnitt V n I4l nicht leer,
und weil W c f*U zusammenhängend ist, so ist W in allen Komponenten
von f*[J enthalten, und somit ist auch f'[J ztsammenhängend.

Sei nun C c Y eine beliebige zusammenhängende Menge und D ihr
Urbild. Falls ,4 und B solche offene Mengen in X sind, dass D c A U B
und ,4 0'B:O, soist G: Y -f(X-(AU B)) eine offene Umgebung
von C. Also hat C eine offene zusammenhängende Umgebung U, die
ganz in G liegt. Dann ist Ocf'(I cAU B. Aber nach dem obigen
ist f*(J zusammenhängend, und also wird. eine der Mengen / und B
sowohl !*[J alsauch D ganz enthalten. Somit ist der Satz bewiesen.

4. Zum Schluss sei noch das oben Bewiesene kurz auf den Existenzsatz
der quasikonformen Abbildungen angewandt.

Also, sei eine komplexe Cz-I)ilatation x mit e,nem kompakten Träger
in der komplexen Ebene C gegeben. Es ist ziemlich leicht zu zeigen, dass
es dann eine im Unendlichen konforme Cz-Lösung der Beltramischen
Gleichung

fe: xl,, rtp lxl < I ,

von der n'orm f(z) : z { O(z-L) gibt. Die Abbildung f: C ---> Q, ist ab-
geschlossen, wegen der Beltramischen Gleichung ist 1lP : Ao, und so ist
/ auch quasioffen (Satz a) und folglich eine surjektive Abbildung. Nach der
Folgerung von Satz I ist -BIII zusammenhängend und / also diffeomorph
aluf. RP (Satz 3, X'olgerung 1). Nun ist / nach Satz 5 wenigstens monoton,
und durch eine einfache Modulbetrachtung sehen wir, dass die Urbilder /*y
von Punkten zu Punkten schrumpfen miissen. Hiermit ist /: C -+ Q auch
injektiv und also eine homöomorphe Lösung der Beltramischen Gleichung,
d.h. eine quasikonforme Abbildung von C mit der vorgeschriebenen
komplexen Dilatation x (vgl. auch Lehto [4], S. 6L-62).
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Schliesslich kann eine beliebige messbare komplexe Dilatation durch
Cz-Funktionen approximiert rryerden, und so folgt die Existenz auch im
allgemeinen X'all.

Mathematisches Institut der
Universität Helsinki
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