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Abgeschlossene differenzierbare Abbildungen

Die vorliegenden Ausfithrungen enstanden im Jahr 1965 als ein Teil
meiner Lizentiatabhandlung iiber das Existenzproblem der quasikonformen
Abbildungen mit einer vorgeschriebenen komplexen Dilatation (vgl. Lehto—
Virtanen [5], V. Kap.). Sie erwiesen sich aber in diesem Zusammenhang
nicht als besonders zweckmaéissig, da ihre Verwendung sich bei einer gleich-
artigen Beweisanordnung leicht durch einen einfachen Kunstgriff vermeiden
lasst (Ahlfors—Bers [1], S. 391). Vielleicht konnen jedoch diese elementaren
Folgerungen aus der Sardschen Theorie (Sard [6]) auch an sich von gewissem
Interesse sein.

1. Von allen topologischen Rdumen wird hier angenommen, dass sie das
Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillen.

Eine stetige Abbildung p: E — G heisst eine Uberlagerung von G,
wenn jeder Punkt x € ¢ eine offene Umgebung U mit der Eigenschaft
hat, dass ihr Urbild p~ U sich in punktfremde offene Teile V, zerlegen
ldsst, die durch p homdomorph auf U abgebildet werden. Zwei Uber-
lagerungen (Z,p) und (E’,p’) sind isomorph, wenn es einen solchen
Homéomorphismus %: £ — E’ gibt, dass p = p’oh ist. Falls E zu-
sammenhéingend und p surjektiv ist, wird (E, p) ein Uberlagerungsraum
von G genannt. Dann haben die Urbilder p<ax aller Punkte 2 von ¢
dieselbe Méchtigkeit, die die Ordnung des Uberlagerungsraumes (E, p)
heisst. Sind alle Uberlagerungsriume eines zusammenhéngenden Raumes ¢
zu der identischen Uberlagerung id: G — G isomorph, so ist @ einfach
zusammenhdngend.

Wir werden mehrmals von den folgenden Hilfssédtzen Gebrauch machen.
Die Beweise der zwei ersteren sind ohne weiteres klar.

Hilfssatz 1. Es sei eine abgeschlossene Abbildung f: £ — G gegeben
und ¢ irgendeine Komponente des Urbildes von D, D c . Dann ist
auch die Restriktion f: C'— D abgeschlossen.

Hilfssatz 2. Ist f: £ — G eine offene und abgeschlossene Abbildung
eines lokal zusammenhingenden Raumes E in einen zusammenhingenden
Raum @, so wird jede Komponente von £ durch f auf G bezogen.
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Hilfssatz 8. Jeder abgeschlossene lokale Hom6omorphismus f: £ — G
eines parakompakten Raumes K ist eine Uberlagerung.

Beweis. Weil f ein lokaler Homdomorphismus des parakompakten
Raumes K ist, kann man den Punkten y des Urbildes von «w€G
punktfremde offene Umgebungen V, so zuordnen, dass die Restriktionen
f1Vy, homdéomorph sind. Dann ist aber £ — U V, und also auch 4 =
f(E — U V,) abgeschlossen, und so ist U = (¢ — 4 eine Umgebung von
@, deren Urbild in punktfremde, zu U homomorphe Teile f~U N V,
zerfallt.

Bemerkung. Wenn es oben eine gegen « konvergierende Folge
Xy, Xy, . .. gibt, WO x, £ 2, so muss f(_x endlich sein. Denn sonst konnte
man in £ eine diskrete Menge finden, deren Bild « als einen Héaufungs-
punkt héitte.

2. Hier betrachten wir differenzierbare Abbildungen zwischen differen-
zierbaren, endlichdimensionalen Mannigfaltigkeiten, die das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom erfiillen. Diese Mannigfaltigkeiten werden nicht als zusam-
menhéngend vorausgesetzt. (Vgl. Lang [3].)

Jede differenzierbare Mannigfaltigkeit X hat eine Tangentenmannig-
faltigkeit 7'(X), und jeder differenzierbaren Abbildung f: X — Y ent-
spricht eine Tangentenabbildung 7'f: T'(X) — T'(Y). Wir nennen den Grad
der Faserabbildung 7'.f: T«(X) — Tp(Y) den Grad der Abbildung f im
Punkt «. Alle Punkte »€X mit einem Grad nicht grosser als
r (r=0,1,2,...) fassen wir in eine Menge 4, zusammen. Punkte x,
wo der Grad kleiner als die Dimension von 7p(Y) ist, heissen kritisch,
die anderen Punkte reguldr. Die Mengen dieser Punkte werden mit KP
bzw. mit RP bezeichnet. Das Bild von KP besteht aus kritischen Werten,
entsprechend sein Komplement aus reguldren Werten, und diese Mengen
werden mit KW und RW bezeichnet. Wenn Y eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit ist, so ist KP = 4,_,.

Ein fundamentales Resultat von 4. Sard iiber die induktive Dimension
von fA, lautet:

Satz 1. Es sei f: X — Y eine (C?-Abbildung einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit X. Dann gilt die Ungleichung Dim (f4,) < k. voraus-
gesetzt, dass g > n/k ist.

Beweis. Vgl. Sard [6], Th. 6.1.

Folgerung. Es sei f: X — Y eine (®-Abbildung einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit X mit KP = A4, Ist nun Y eine zusammenhingende
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n-dimensionale Mannigfaltigkeit, » > 2, so ist auch RW zusammen-
héngend.

Beweis. Nach dem Satz ist die Dimension von KW nicht grosser als
n — 2, und KW kann also Y mnicht zerlegen (Hurewicz—Wallman [2],
Th. IV. 4, Cor. 1).

Auch brauchen wir den folgenden Satz von einem mehr elementaren
Charakter:

Satz 2. Ist f: X — Y eine C*-Abbildung der n-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten X und Y, so liegt RW dicht in Y.
Beweis. S. Sard [6], Th. 4.1.

3. Sind X und Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten, so heisst eine
Uberlagerung (X, p) von Y eine C%Uberlagerung, wenn p ein lokaler
(?-Diffeomorphismus ist.

Hilfssatz 4. Ist eine C-Abbildung injektiv auf f RW, so ist
fi RP — f(RP) ein Diffeomorphismus.

Beweis. Es seien Punkte x,y von RP gegeben, und fr =fy=z¢ RIV.
Die Punkte » und y haben Umgebungen U und V, die durch f diffeo-
morph auf dieselbe offene Menge W bezogen werden. Nach Satz 2 ist RW
dicht auch in W, und also UN VN f RV dichtin ' U V und deshalb
U=V und 2=y, woraus die Behauptung folgt.

Satz 3. Ist f: X — 1 eine abgeschlossene C'-Abbildung der n-dimen-
sionalen Mannigfaltickeiten X und Y. so ist RV eine offene Menge.
Wenn € eine Komponente von f~ RIV ist, so ist ihr Bild D = fC eine
Komponente von RW und (C,f|C) ein C'-Uberlagerungsraum von D,
der eine endliche Ordnung hat.

Beweis. Weil RP offen ist, so sind KP = X — RP und KW = fKP
abgeschlossen und also RW = Y — KW offen. Nach Hilfssatz 1 ist die
Restriktion f: C — RW  eine abgeschlossene Abbildung, und weil
Cc fTRW c RP, so ist sie ein lokaler Diffeomorphismus und also auch
eine offene Abbildung. Jetzt ist es leicht einzusehen, dass D = fC' eine
Komponente von R (Hilfssatz 2) und (C, fIC') ein C'-Uberlagerungs-
raum von D ist (Hilfssatz 3). Die Endlichkeit der Ordnung folgt aus der
Bemerkung nach Hilfssatz 3.

Folgerung 8.1. Sei f: X — Y wie oben und weiter RII" zusammen-
hingend. Wenn noch das Urbild irgendeines Punktes von R}’ aus einem
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Punkt besteht, so ist RP zusammenhidngend und f: RP — f(RP) ein
Diffeomorphismus.

Beweis. Nach dem Satz ist f injektiv auf f* RW und f: RP — f(RP)
ist also nach Hilfssatz 4 ein Diffeomorphismus. RW liegt dicht in f(RP),
und so ist auch RP zusammenhéngend.

Folgerung 3.2. Sei f: X — Y wie oben und weiter RW einfach zu-
sammenhingend. Dann bildet f jede Komponente von f* RW diffeomorph
auf RW ab.

Beweis. Alle Uberlagerungen (C, f|C) des einfach zusammenhingenden
Raumes RW sind zu der identischen Uberlagerung isomorph.

Eine Abbildung f: B — G ist quasioffen, wenn jede Umgebung irgendei-
ner kompakten Komponente von f*y, » € &, durch f auf eine Umgebung
von y bezogen wird.

Satz 4. Falls eine abgeschlossene C?-Abbildung f: X — Y der =-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten X wund Y, n>2, mit KP = 4,
auf keiner kompakten Komponente von X konstant ist, so ist sie eine
quasioffene Abbildung.

Beweis. Sei K eine kompakte Komponente von f y, y € ¥. Dann ent-
hilt jede Umgebung von K eine offene Umgebung U mit einer kompakten
abgeschlossenen Hiille U. Fiir jede offene Umgebung ¥V von y bezeichnen
wir mit V* die K enthaltende Komponente von U Nf V. Aber U
war ja kompakt, und so ist der Durchschnitt aller solchen Komponenten
V* gleich K. Folglich gibt es eine offene zusammenhingende Umgebung
W von y mit W*N (U — U) =0, und dann ist W*c U auch eine
Komponente von f*W (vgl. Whyburn [7], Ch. I, (10.1)), und, a fortiori,
auch die K enthaltende Komponente D von f W liegt in U. Die
Komponente D ist offen, und also muss ihr Bild fD eine nichtleere offene
Menge enthalten. Sonst liegte D ganz in KP = A4, und wire deshalb gleich
K, welches wegen der Voraussetzungen unmdglich ist. Zufolge der Sitze 2
und 3 sowie der Folgerung von Satz 1ist W N RW eine nichtleere, offene
und zusammenhingende Menge, also haben wir f(D N f RW)= W N RW
nach den Hilfsséitzen 1 und 2. Da aber fD abgeschlossen in W ist und RW
dicht in W liegt, so muss fD gleich W sein, woraus die Behauptung folgt.

Satz 5. Sei f: X — Y eine abgeschlossene C®-Abbildung der zusam-
menhéngenden n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten X und ¥, n> 2, und
KP = A,. Ist f weiter injektiv auf f* RW, so sind die Urbilder zusammen-
hingender Mengen zusammenhingend, besonders ist f eine monotone

Abbildung.



Tarant Kuusano, Abgeschlossene differenzierbare Abbildungen 7

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass die Urbilder offener zusammenhéngender
Mengen zusammenhéngend sind.

fTRW liegt dicht in RP, und wenn f RW = 0, soist X = KP = 4,
und f eine konstante Abbildung, und die Behauptung gilt trivialerweise.

Also kénnen wir fortan voraussetzen, dass f~ RW eine nichtleere Menge
ist. Sei nun U ¢ Y eine offene zusammenhidngende Menge. Dann ist auch
UNRW offen und zusammenhidngend, sowie auch sein Urbild W =
f7(UN RW) nach Hilfssatz 1 und 2. Sei weiter K eine Komponente des
Urbildes f“y irgendeines Punktes y von U und Vcf U eine zu-
sammenhingende Umgebung von K. Dann ist erstens V' nicht gleich K,
weil X ja zusammenhdngend ist, und entsprechend wie oben beim Beweis
des Satzes 4 sehen wir, dass fV eine nichtleere offene Menge enthalt und
also fV N RW # . Nun aber ist auch der Durchschnitt V' N W nicht leer,
und weil W € fTU zusammenhingend ist, so ist W in allen Komponenten
von f U enthalten, und somit ist auch f“U zusammenhingend.

Sei nun ¢ c Y eine beliebige zusammenhingende Menge und D ihr
Urbild. Falls 4 und B solche offene Mengen in X sind,dass Dc AU B
und ANB=9g, soist ¢ =Y — f(X — (4 U B)) eine offene Umgebung
von C. Also hat C eine offene zusammenhingende Umgebung U, die
ganz in G liegt. Dann ist Dcf Uc AU B. Aber nach dem obigen
ist f*U zusammenhingend, und also wird eine der Mengen 4 und B
sowohl f7U alsauch D ganz enthalten. Somit ist der Satz bewiesen.

4. Zum Schluss sei noch das oben Bewiesene kurz auf den Existenzsatz
der quasikonformen Abbildungen angewandt.

Also, sei eine komplexe C*-Dilatation » mit e:nem kompakten Triiger
in der komplexen Ebene C gegeben. Lis ist ziemlich leicht zu zeigen, dass
es dann eine im Unendlichen konforme (*-Lésung der Beltramischen
Gleichung

fi=uf,, suplx| <1,
C

von der Form f(z) =z -+ O(z~!) gibt. Die Abbildung f:C— C ist ab-
geschlossen, wegen der Beltramischen Gleichung ist KP = A4, und so ist
f auch quasioffen (Satz 4) und folglich eine surjektive Abbildung. Nach der
Folgerung von Satz 1 ist EW zusammenhingend und f also diffeomorph
auf RP (Satz 3, Folgerung 1). Nun ist f nach Satz 5 wenigstens monoton,
und durch eine einfache Modulbetrachtung sehen wir, dass die Urbilder f~y
von Punkten zu Punkten schrumpfen miissen. Hiermit ist f: C — C auch
injektiv und also eine homéomorphe Losung der Beltramischen Gleichung,
d.h. eine quasikonforme Abbildung von C€ mit der vorgeschriebenen
komplexen Dilatation » (vgl. auch Lehto [4], S. 61—62).
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Schliesslich kann eine beliebige messbare komplexe Dilatation durch
C?-Funktionen approximiert werden, und so folgt die Existenz auch im
allgemeinen Fall.

Mathematisches Institut der
Universitat Helsinki
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