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Uber eine Determinanteniilentität unil den ersten F'aktor iler Klassenzahl

(r)

rvobei ni fiir i-

des Kreiskörpers

gegebenes Polvnom F das Produkt

IT rt(rr, .. . ,:r,n) ,

I .. ,?tu dieZahlen c'ij (i:1 )... ,rt,(i)) durchläuft.

Das Hauptziel des vorliegenden aufsatzes ist,, iiber eine Methode zu disku-

tieren för Darstellung von (1) als eine n (1) . . . n(m)-reihige Determinante
mit Elementen aus dem Ring der Koeffizienten von -t' und der symmet-

rischen Grundfunktionen der n(i) Zdnlen dit,.. .,&;np1 (d : I , - -.,m).
Dies kommt z.B. in der Theorie der Klassenzahl des Kreiskörpers zur

Anwendung (s. I{r. 2).

lYir betrachten fiir ein

1 . Determ,'inatttenident'it(it. Es sei

Es seier: Nil ,. . . r&in1i,;('i: L ,.. . rm)
natiirliche Zahlgn sind. Wir setzen

I (rr, . . . , fr*) ein gegebenes PolYnom.

gegebene Zahlen, wobei " n(L), . . ., n(*)

(r - ai*O) $, : 1, .. .,'/n)

Dann sind die Koeffizienten von fr(r), von den vorzeichen abgesehen,

symmetrische Grundfunktionen der Zahlen dit , . , . , &;nF\. Gibt es in
I(rr, . . . , n-) Potenzen r-on ti, deren Exponent'en >- n(i) sind, so

wenden wir, nötigenfalls I'iederholt, die Substitution

r?u\ : fi@,)(2)

&n, so dass das Polynom I(q,...,r^) die Form Er(*r, '..,n^) be-

kommt, wobei der Grad von F7 in bezug auf ri höchstens gleich

z(i) - f ist. Dabei bleibt das Produkt (1) unverändert,.

Fiili: L,...,ffi; j:0,. '., il - l, mit -l[: z(]) ...n(m),
definieren wir die Zahlen r(d, J), indem wir qo : j und dann der Reihe

nach fiir i: | ,. ..,nL

(li-t: 1in(i) + r(i, , .i) )

mit ganzen Qt ,. . , 8* setzen. Weiter setzen u'ir
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,Ai: r\lr,il ...*I*,,) (,, :0,.. , ff _ I) ,

Y:(yo,...,/rv_r) .

Nun können wir kurz

Fr(r1 ,...,fr^): cooUo + ... * co,ry*r Ux_r: G(Y)

schreiben. Die Zahlen c;; (fiir ? > 0) sind durch die Gleichungen

y§(Y) :5'r,,r, (,,: o nr - l)
j:o

definiert, wobei die Potenzen von ni mit den Exponenten > n(i)
(i,:L,...,ffi) mittels (2) eliminiert sind.

Wir haben den

Satz. Das Prod,ukt (l) ist gleich der Dete,rminante

(3) lc,il U,j:0,...,1'-1) .

Fiir den Beweis fiihren wir noch die Bezeichnungen

s(i,j):r(i,j) t | (i: t ,...,n1,; j:0,...,JV - l),
a,i : a\\i'!it. . . "!*?i",!j) (i,j :0, . . ., N - l),
Ar:(aui,...,a.ry_r,i) (i:0,...,J- l)

ein. Dabei ist
.f,,(dr"rr,,),... ,e^"(*,i): G(Ar) (i:0,. .,I - t) .

Im Beweis brauchen wir den Hilfssatz:

Die verallgemeinerte Vandermondesche Determinante

(4) latil Q,, j :0,. ..,I/ - t)

kann mittels der Yandermondeschen Determinanten

l"bl (,,:0,...,n(k) - L; j- 1,. ..,n(k))
in der X'orm

(5) lairlrvl"ttl .. .la:*lNt"@t

dargestellt werden.

Die Matrix (ar) ist nämlich von der X'orm BrB, mit

BL: @dB) (i,j :1,...,n(tru)),
Br: (a"rl) (i: 0,...,n(m) - l; j- 1,. ..,n(m)),



Snppo Hv:rnö, Ltber eine Determinantenidentität, und den ersten tr'al<tor:

wobei di; das Kroneckersche Symbol, B eine qxq-Matrix (q: Nln(m))
und 1 die q-reihige Einheitsmatrix bedeutet. Daher ist

la,il : lB,"(^) ia'^i,q ,

wor&us der Hilfssatz durch Induktion folgt.

Fiir den Beweis des Satzes setzen wir zuerst yoraus, dass fiir jedes i
die Zahlen dir , . . . , dio1i1 verschieden sind. Dann ist jede Determinante
in (5), damit auch die Determinante la,il von Null verschieden. In diesem
Fall folgt der Satz also aus

(6)

Sind nötigenfalls einige der Zahlen xij durch Veränderliche ersetzt,
so gilt, der Satz nach dem Obigen in einer »Umgebung» der Werte ar. Aus
der Stetigkeit der Funktionen (I) und (3) ergibt sich nun, dass der Satz
auch fiir die a,, richtig ist.

2. Anwend,'tcngen. AIs ein Beispiel sei ein Ausdruck fiir den ersten Faktor
der Klassenzahl des Kreiskörpers der p"-ten Einheitswurzeln diskutiert,
wobei p eine ungerade Primzahl und z eine natiirliche Zahl 2 2 bedeutet.
Es sei g eine primitive Wurzel (mod p") und gi der kleinste positive
Rest von gi (modp"). Weiter sei

gesetzt. Dann lässt

(7)

sich der genanrlte erste f'aktor in der tr'orm

ht: '-t P-''u+L h; I] H(o)

darstellen, wobei h, don ersten Faktor der Klassenzahl des Kreiskörpers
der p"-r-ten Einheitswurzeln bezeichnet und @ die Wurzeln der Gleichung

(8) (rP* * L)l@. * r) : 0

durchläuft (s. [t]). Unter Anr,r,endung von (8) kann man

otT@) :'f u,,", (i: o ,...,D - t)
j:0

schreiben. AIso ist das Produkt, ffH@) in (7) gleich der Determinante
lb,il. Dies ist ein Ergebnis von Lnprsrö [1], I{r. 35 (abgesehen yom Vor-
zeichen und von der Reihenfolge der Zeilen der Determinante). Die Begriin-
dungsweise (6) (fiir m: 1) ist jedoch einfacher als die von [1].
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T. MnrsÄNr<vr,Ä hat dem Verfasser mitgeteilt, d.ass er Betrachtungen
von [1] in einem allgemeinen Kreiskörper generalisiert hat', wobei Deter-
minantendarstellung fiir Produkte der Form (t) mit m > | zur Anwendung
kommt. Hier sei nur auf die Arbeit 12] hingewiesen.

3. tlber eine Abschritzung aon Lprrsrö [1]. Es sei hierbei noch bemerkt,
dass die erste Abschätzung (8.10) in [] sich in die Form K < 2t+lu-s)wl2

verbessern lässt, u'enn die Formeln (10.5) und (8.4) statt (8.7) angewendet

werden. Dadurch ergibt sich fiir den ersten Faktor der Klassenzahl des

Kreiskörpers der 2"-ten Einheitswurzeln (u Z 3) statt der Abschätzung
(8.rI) von pl die etwas bessere Abschätzung

hr(2") - 2u ,
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Universität Turku, Finnland

(,'t 
- (u -- 6) 2"-l { u



Literatur

[1] Lnrrstö, T,: On the first factor of the class number of the cyclotomic field and
Dirichlet's Z-functions. - Ann. Acad. Sci. Fenn. A I, 387 (1966), 1-58.

[2] MursiiNrrr,Ä, T.: t]ber den orsten Faktor der I(lassenzahl des Kreiskörpers (in
Vorbereitung).

Gedruckt Januar 1967


	IMG_20160115_0001
	IMG_20160115_0002
	IMG_20160115_0003
	IMG_20160115_0004
	IMG_20160115_0005
	IMG_20160115_0006
	IMG_20160115_0007

