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Zur Approximation algebraischer Zahlen

1. Einleitung. Das berithmte »zehnte» Problem von HILBERT ist (siehe
z.B. [3]), einen endlichen Algorithmus fiir die vollstindige Losung der
diophantischen Gleichung

zu finden, wobei f(z,y) ein gegebenes Polynom mit ganzen rationalen
Koeffizienten bezeichnet. Es wiirde einen wichtigen Fortschritt der Unter-
suchung des erwidhnten Problems bedeuten (das Problem wiirde nédmlich
gelost z.B. in dem Fall, dass die hochsten Glieder ein homogenes Polynom
vom Grade 7 mit keinen mehrfachen linearen Teilern bilden, wihrend die
Glieder vom Grade n—1 und n—2 fehlen), wenn man die folgende
Aufgabe 16sen konnte:

Sind eine irrationale algebraische Zahl ¢ und reelle Zahlen C, 4 mit
C > 0, 1> 2 gegeben, so soll man explizit eine Schranke G = G(9, 4, C)
angeben derart, dass die Ungleichung

1) |9 — ulv] < Cl’

keine Ldsungen in ganzen rationalen w, v mit (u,v) =1, v > G hat.

Wie in der Literatur manchmal konstatiert ist, scheint die THUE—
SieceL—RoTHsche Methode keine Losung fiir diese Aufgabe im allgemeinen
Fall zu geben. Wir ([7], [8]) haben jedoch neulich gezeigt (vgl. auch BAKER
[1], [2]), dass die Aufgabe gelost werden kann, wenn ¢ eine Zahl in einem
solchen algebraischen Zahlkdrper K (vom Grade =n = 3) ist, der die
folgende Eigenschaft hat:

Man kennt eine primitive ganze Zahl o aus K und ganze rationale
teilerfremde Zahlen p, ¢ (¢ > 0) derart, dass die Bedingung
(2) lo—plgi <Y, =>x, ¢>4q
erfiilllt ist, wo 2y = %y(1) und ¢, = q,(0, %, 1) gewisse (in [7] bzw. [8]
explizit angegebene) Schranken sind.

In [7], wo eine Beweismethode &dhalich wie bei THUE [14] angewendet ist,
ist %y, = nd/(24 — 2). In [8] haben wir durch Anwendung der Ideen von
z.B. GELroxD [6], Dysox [5] und ScHNEIDER [12] fiir x, einen etwas
besseren Wert 2n/4 erreicht. Eine der Schwiéichen der genannten Ergebnisse
liegt darin, dass » nahe = sein muss, wenn A nahe 2 ist. Das Hauptziel
der vorliegenden Arbeit ist, uns von dieser Schwiche zu befreien, indem wir
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neben den Ideen von [7], [8] Ndherungspolynome mehrerer Verdnderlichen
zu Hilfe nehmen, wie z.B. bei ScHNEIDER [11], RoTH und DAVENPORT
[10], [4]. In dieser Arbeit kénnen » und A gleichzeitig nahe an der kritischen
Schranke 2 liegen. Dabei muss man jedoch mehrere Approximationen der
Form (2) kennen, wihrend es in [7] und [8] reicht, wenn nur eine Approxi-
mation (2) bekannt ist. Die vorliegenden Ergebnisse decken also nicht
unsere fritheren Resultate [7], [8], sondern beleuchten die Frage unter
einem anderen Gesichtswinkel.

Eines der Ziele dieser Arbeit (sowie unserer Arbeiten [7], [8]) ist auch,
die Aufmerksamkeit darauf zu lenken, dass es eine enge Abhingigkeit
zwischen den Approximationen verschiedener Zahlen eines festen al-
gebraischen Zahlkorpers gibt.

2. Formulierung des Hauptergebnisses. Bezeichnungen. Zuerst setzen
wir die

Definition. Es sei K ein algebraischer Zahlkirper vom Grade n =3
und A eine reelle Zahl mit 2 < A < n. Wir sagen, dass K die Eigenschaft

EA,m,»1),...,%2m), %y, ...,0 Q1sessqn)

hat, wenn man folgende Grossen kennt:
— eine natirliche Zahl m;
— vreelle Zahlen x(1),...,%x(m) mit 2 <=x@)=n (Gt=1,...,m);
— ganze irrationale Zahlen 9, ,...,9, aus K, wobei ¥, primitivist;
— ganze rationale Zahlen p;,q; mit (pi, ;) =1, ¢>0 t=1,...,m)
derart, dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:
(8) 1/x(1) + ...+ 1/z(m) < (m + 1)/2 — ((m + 1)logn)** — 1/4,
(4) !ﬁt—pl/qll < l/q:(l) (2’: 11"')m)’
(5) h>9, = t=1,...,m—1),
wober die Funktionen
ﬁ=ﬁ(l,m,x(1),...,x(m),n),
g=9(A,m,x(1),...,%m),0,...,0mn)

wie in (6) und (7) (s. unten) definiert sind.
Unser Hauptresultat ist der
Satz. Es sei K ein algebraischer Zahlkirper vom Grade n = 3. Es

seien C, A reelle Zahlen mit C > 0, 2 < A < n. Der Korper K habe die
Eigenschaft
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EQZAd,m, %), ...,%m), 0, e, DmsQuyeeesqm)-

Dann kann man fir jede irrationale Zahl ¢ des Korpers K eine solche
Schranke

G=GA,m,x%1),...,2(m) . %, ..., 0 s@sec:y9m,?,0)

explizit (z.B. durch (8), s. unten) angeben, dass die Ungleichung (1) keine
Losungen w, v mit (w,v) =1 und v =G hat.

Nun fithren wir einige Bezeichnungen ein. Wegen (3) kdnnen wir positive
Hilfsgrossen ¢, {, & wihlen derart, dass die Zahl

A=M2—06—{— (148 A)x(l) + ... + 1/x(m)) — 1/2

mit M =m -+ 1 und 6 = (M log n)'”* + ¢ positiv ist und zugleich die
Ungleichung

6 = (M log (2m))'”
besteht. Weiter setzen wir
v = {x(1)/6(1 4 £)* max (x(1), ..., %(m)),
log u = 2" (logy — Mlog 2),
Br=3(1 + &P«(2)"  max (x(1) , . .., %(m))2u,
By = (1 + &) max (x(2)[x(3) , #(3)[%(4) , . . ., x(m — 1)[x(m))[u,
(6) f = max (fy,fy, 1 + 1/§).
Es sei
f@)y=2a"+aa"'+...+a,

das kanonische Polynom fiir ¢, (¢, ist ja primitiv, also vom Grade =),
wobei
a = max ([a|, ..., [a])

die Hohe von ¢, (in Bezeichnung H(d,;)) ist. Es sei
n = nf(exp (#/M) — ),
x = A1+ 8/x(1),
v = 22u/3%(1)(1 + &) (1 + & — p)

gesetzt und ferner
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C, = n'2(a + 1"V,

0= o7+,

Cy= (2a + 2)* (2Cy(2a + 2" ' max (H(d) , ..., HO))),
0, = 8247 (P,

Cy = (419, + 4" (4Cy ' max (H(d) , ..., H(8,)) C1,

C, =01,
07 — C‘Tz(l)ﬂ}.y ,
Gy = O,

09 — 2m(m~—1) @2@m+41)/u ,
(7) g = max (C;, Gy, C;, Cg, Cy) .

Wir setzen 9 = 9y, A= 2%(M), u=py, v=qy. Fir i=1,..., M
sei 7. die Kkleinste natiirliche Zahl derart, dass die Koeffizienten
dy,...,d, in den Ausdriicken

T.9, = g¢.8), g.(2) =dg2a" "+ ... +d,, G=1,...,M)
ganze rationale Zahlen sind. Dabei seien die Bezeichnungen
T:9;, = 06; (G=1,...,M)
eingefithrt. (Es ist 77 =1, O, =¥,.) Weiter setzen wir
Cpo=2"""n!(a-+ 1yt (H@O,) + 1),
Cy = C,CL,H(®),
O = C' AN s
Cyy = 2M107, (10, + 1) max (1, CC, H()) ,
Oy = O,
Cy5 = log Cyy/log (01/CY) »

Cy = log Cpflog (¢,/C7) ,
Cy; = log Cyflog (¢:/Cs) ,
Cys = =(m) log q,,/A min (¢, 2y) log ¢y,

(8) log G = max (C; , Oy, Cy7 5, Crg) log ¢y .
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3. Beweis des Satzes. Anfangs schreiben wir zwei bekannte Hilfssétze.
Unser tiefstes Hilfsmittel ist der folgende, zum wesentlichsten Teil auf den
Beweis von RoTr [10] begriindete Hilfssatz 1, der Polynome von der Form

) s(m) , .
(9) Ay, ..., ) = Z R Z ai(l)...i(m)x;.(l) ooy
i(1)=0 i(m)=0

behandelt. Dabei setzen wir
Aj(l)...j(m) (@505 Th)
= oI+ I Ay ) (1) L j(m) AR L L da ™)
fir ganze rationale, nicht negative j(1),...,j(m).

Hilfssatz 1. Es sei m eine natirliche Zahl = 2. Es seien u, S reelle
Zahlen, 0 <u =1, S=1, und s(1),...,s(m) natirliche Zahlen mit

10 st + 1) = s(d) t=1,...,m—1).
"

Fir ¢=1,...,m seien w, v; ganze rationale Zahlen mit (u; v:) =1,

v; >0 und

(11) s(t) log v; = s(1) log v, t=2,...,m),

(12) v 2 2m(m—1) 2m+1)/u ,

(13) oim = S

Die Koeffizienten ). ym des Polynoms (9) seien ganze rationale, nicht
simtlich verschwindende Zahlen, die absolut genommen hochstens gleich S
sind. Dann gibt es ganze rationale, nicht negative Zahlen j(1), ..., j(m)
derart, dass die Ungleichungen

Aj(l)...j(m)(rul;‘!rl LA 'um/vm) 7"‘& 0

und
J)s) + .+ jm)sm) =y

mit logy = (m + 1)log 2 4 2"~ log u bestehen.

Beweis. Der Hilfssatz folgt leicht aus den Betrachtungen von MAHLER.
Vel. [9], S. 97, Th. 1 und den Beweis.

Die wesentliche Idee des folgenden Hilfssatzes rithrt von SCHNEIDER
[11] her.

Hilfssatz 2. Es sei M eine natirliche und O eine positive Zahl. Es seien
r(1),...,r(M) natirliche Zahlen. Dann ist die Anzahl der Gitterpunkte
Gy, ..., 5(M)) mit den Eigenschaften
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0 =j0) =r@) t=1,...,M)
und
GO r@) + .o+ M)r(M) < M[2 — 6
hichstens gleich
(r(1) + 1) ... (r(M) + 1) exp (— *M).

Beweis. Vgl. MarLER [9], S. 166, Th. 1.

Von nun an werden die Bezeichnungen wvon Nr. 2 angewendet. Dazu
fithren wir noch einige Bezeichnungen ein. Gegen den Hauptsatz sei ange-
nommen, dass die Ungleichung (1) eine Losung », v mit (%, ) =1 und
v = G Dbesitzt.

Wir setzen

Tipilq: = wifv; t=1,...,M),

wobei w;, v; ganze rationale Zahlen mit (u;, ) =1 und ;> 0 sind.
Wie in [7] (vgl. [7], Hilfssatz 1, oder [8], Hilfssatz 2) sehen wir, dass die
Zahlen T,,...,T, Kkleiner als C; sind. Bezeichnet 7' die kleinste natiir-
liche Zahl derart, dass die Zahl 79 ganz ist, so kénnen wir eine natiirliche
Zahl 7' mit 7" < C; wihlen, so dass in der kanonischen Darstellung
von T'T9 als Polynom von ¢, die Koeffizienten ganz rational sind.
Da also Ty <T'T und ferner T < H(J) ist, so gilt die Abschétzung
Ty < CiH(9). Aus den Ungleichungen (1) und (4) folgen nun die Un-
gleichungen
(14) 10, — w,/v;) < COJq:® (i=1,..., M),
wobei

cV =1, CM=CCH@, V=0 (@(E=2,...,m)
gesetzt ist. Weiter gilt wegen (pi, ¢;) = 1 die Abschdtzung
(15) vy > qu/CH®®), v > ¢/CY (t=2,...,m).

Ferner setzen wir
o(i) = log ¢,/log ¢ G=1,...,M),

also (1) = 1. Ausserdem wird auch kurz o(JM) = o geschrieben. Wir
wéhlen ganze rationale Zahlen #(1),...,7(M) unter den Bedingungen

olo(@) #(@) S r@e) < oho@) x(@)+1 (E=1,...,HM).
Also ist 7(M) = 1. Nach (5) ist
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(16) (i + 1) = Poli) G=1,...,m—1).
Daher gilt fiir ¢ =2,...,m — 1

oli 4 1) w(i 4+ 1) = o) #(6 + 1) = (1 + &) o(i)(i)/pe
also, wegen 4 < 1, o(i -+ 1) #(i + 1) > o(i) »(i). Es gilt auch

0(2) %(2) = Byo(1) #(2) = 3(1 + &P o(1)x (1)/2p,

also 0(2) #(2) > o(1) %(1). Da weiter nach v = @ die Ungleichung ¢ = Cj,,
folglich die Ungleichung o¢ = o(m) % m)//lg besteht, so ergibt sich die
Abschitzung

(17) od < (i) o(d) #(i) <oA1+ E)  (i=1,...,M).

Hierbei sei auch bemerkt, dass die Zahlenfolge #(1),...,r(3) monoton
fallend ist.
Wir setzen noch

o(f) = A1 + &)[o() =(2) (f=1,...,m).
Also ist «(1) = & und nach (17)
r(t) < ox() (t=1,...,m).

Nach den obigen Folgerungen von (16) gilt

folglich
6(2) o alm) < @) (14 pf(1+ 8+ W@+ O+ ...)
S2x() B8P A +E—p).
Daraus ergibt sich die Abschétzung
(18) r(l) <ox, r2)+...-+rm)<ot.
In unserem Beweis spielt eine zentrale Rolle ein Polynom von der Form

r(1) r(M) . .
(19) Py, ...,zy) = Z v Z Ciq1)...i(M) xi(l) e
=0  idD=0

Die Koeffizienten ¢;;). ;» werden spiter wie in Hilfssatz 4 gewdhlt.
Fiir ganze rationale, nicht negative j(1),...,j(M) schreiben wir

Pj(l)...j(M) (@5 ey Zyp)
= IO+ FIOD Py o ) (1) .G 0D L axddD .
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Hilfssatz 3. Fs seien j(1),...,5(M) ganze rationale Zahlen = 0.
Dann besteht die Gleichung

Pj(l)..Aj(M) ©r,...,0y)

n—1 r(1) r(M) ) . .
=. , Z s Z B(j(l):""j(ﬂ/[):i)z(l),"-:‘l(*nf))ci(l)...i(ll) 19;,
=0 id)=0 i(M)=0

wobei die Koeffizienten B(j(1),...,5(M),3,i(1),...,i(M)) ganze ratio-
nale Zahlen sind und fir alle j(1),....jJ(M),7 der Bedingung

r(1) r(M)
(20) (120 R WZ OIB(j(l) see s (M), 0(1), (M) < C3C, — 1
ih= iM)=

geniigen.

Beweis. (Vgl. [8], Hilfssatz 4.) Fir j=2,..., M gilt
gix) < djlx + 1"

mit d; = max (|d;,....[d;,]), wobei die Bezeichnung < bedeutet,
dass jeder Koeffizient des auf der linken Seite stehenden Polynoms absolut
genommen hochstens gleich dem entsprechenden Koeffizienten auf der
rechten Seite ist und kein Koeffizient auf der rechten Seite negativ ist.
Also ist

92(1U)i(2) . gM(x)i(M)
A gD ED D) () GO e IO g )

Im Moment sei ¢ =14(1)+ (n — 1) ((2) 4 ... 4 ¢(M)). Nun kénnen wir

@i(l) cee @%}W) = 91(19‘1)“'” s 9_\1(191)1.(}” = G ﬁi

13

i 4-

1

schreiben, wobei die ganzen rationalen Koeffizienten ¢; absolut genommen
héchstens gleich

ae JIOD (=1 () + ... +i0D)

sind. Durch wiederholte Anwendung der Beziehung f(9,) = 0 sehen wir
jetzt, dass in dem Ausdruck
n—1
O . L OED = Y i), ..., i(M),i) %
i=0
die Koeffizienten b(i(1),...,i(M),1) ganze rationale Zahlen sind, die
fir (1) =n und fir ¢2)+...+ M) =1 absolut genommen nicht
grosser als
daie d;&m 9r—1) () + ... + i(3D) (@ 4 l)t—(n—l
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sind. Ist (1) <m, soist b((1),0,...,0,4) fir ¢ =i(1) gleich 1 und
sonst gleich Null. Weiter gilt

Pj(l)...j(M) ©1,...,0;)

— (;8) o <;§M;> Gy @V @I=iD

not ) (M . . . . . i
~ 3 (;8;) - (;E M;) B(1) — 1), - i) — M) ) ey o O

mit der Bezeichnung

(1) (M

(21) DE= > ... .
i)=j() i(M)=j(M)

Hierbei besteht nach dem oben Bewiesenen die Abschétzung
« [F(1) (M) . . . P
(22 Y (m)) . (j(M) 1bGQ) — (1) ., i) — () , )]
< 20 (@ 4+ 1) 3 (2a 4 2)W (2dy2a 4 2)" 7). (2dy(2a + 2)"—1)iD
< M@ 4+ 17" (20 4+ 2)® (2dy (20 + 27O L (2dy (20 + 2"

Wie in [7] (vgl. [7], Hilfssatz 1, oder [8], Hilfssatz 2) bekommen wir die
Abschétzungen

d<nla-+1)"""2HO)+1) (G=2,...,H).

Fiir j = M wenden wir diese Abschitzung an. Fir j=2,...,m gilt,
wie schon erwdhnt, 7; < (), also weiter

H@O)+1=T; H{Y) + 1 < CY H(J) .
Daraus ergibt sich
d; < Cy, H(¥;) Gg=2,...,m).
Folglich ist die Summe (22) wegen r(JM) =1 kleiner als

Oy (20 4 2Y® (20, H(S,) (2a + 2@ ... (2C, H@,) (2a + 2" ~1y™.

-]<

Hieraus folgt nach den Ungleichungen (18) eine Abschétzung von der Form
(20). Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen.

Hilfssatz 4. Es gibt ein Polynom der Form (19), das die folgenden Eigen-
schaften besitzt:

Die Koeffizienten ¢y, .or) Sind ganze rationale, wicht similich ver-
schwindende Zahlen, die absolut genommen kleiner als CgCY, sind.
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Die Gleichung
Pj(l)...j(M)(@I PR @M) =0
besteht fur alle ganzen rationalen j(1),...,5(M) mit

@3) G)/r() 4 ...+ MMy < M/2—06, 0=<jG)<r@) (i=1,...,M).

Beweis. (Vgl. [8], Hilfssatz 5.) Nach Hilfssatz 3 ist die letztere Eigenschaft
dquivalent mit dem Gleichungssystem

@ o . . .

B(J(l) LI 9.7('2”) sV %(].) PR 7’(‘71/[)) Ci(l)...i(.VI) =0 s

id)=0 i(M)=0

wobei j(1),...,5(M), ¢ alle ganzen rationalen Werte mit (23) und
0 =<7 <n annehmen. Hierin ist die Anzahl der Gleichungen nach Hilfs-
satz 2 hdchstens gleich

(r() + 1) ... (M) + /(X + 7).

Mittels des Schubfachschlusses (s. [8], Hilfssatz 1, oder [13], S. 8) wegen
(20) sehen wir jetzt, dass man solche ganze rationale, nicht sidmtlich ver-
schwindende Koeffizienten ¢y, . ;3 wihlen kann, die absolut genommen
kleiner als

(C3C0— 1)+ 1,

also wegen 7 = 1 kleiner als C§° (%, sind. Daraus folgt Hilfssatz 4.
Von jetzt an ist vorausgesetzt, dass das Pelynom (19) die Eigenschaften
des Hilfssatzes 4 hat.

Hilfssatz 5. Es gibt ganze rationale, nicht negative Zahlen j(1), ..., j(m)
mat
Py jomp WafVr s« oo uy[vy) # 0
und

J)rQ) 4.+ Gm)/r(m) < .
Beweis. Das Polynom (19) ldsst sich in der Form
Pl,,...,2y) =23 Q2y, ..., ) + By, ..., 2,)
darstellen. Fir k= 1,...,m setzen wir
Wiy, -..,z,)
=Q@,...,2,) 0R(®,...,2,)/00, — R(xy,...,2,) 0Q(x,, ..., x,) 0z .
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Erstens sei angenommen, dass es einen Wert von k£ gibt, fiir den das
Polynom W,(,,...,z,) nicht identisch verschwindet. Fiir ein solches %
schreiben wir

A@y ooy y) = Wiy, ..., 2,)

und wenden Hilfssatz 1 an. Da nun der Grad des Polynoms A in bezug
auf 2; (41 =1,...,m) hochstens gleich 2r(i) ist, konnen wir in (9)
s(1) = 27(1) und

s(@) = [8(1 + &2 x(1)Tmax (x(1),...,xm)]r(t) (G=2,...,m)

setzen. Die Eigenschaft (10) folgt dann aus den nach (17), (16) und (6)
geltenden Abschétzungen

s(2)/s(1) < 3(1 + &2 2(1) 2 max (#(1) , ..., #(m)) (1 + &) #(1)/2 fx(2)

= uh/f = p
und

S0 4 1)fs(i) < (L &) w(@)frli ~ 1) SpflB=p (=2,...,m—1).
Nach (17) besteht die Ungleichung
s(1) log v; == 2r(1) log ¢, < 2(1 + &) 2(1)™ #(s) r(7) o(¢) log q; .
Da nach (5), (7) ¢, > C, ist, so gilt wegen (15) die Abschétzung
(o(z) — 1) log ¢, < log v: t=2,...,m).
Nach (16) und (6) gilt weiter
1—1jo@) =1 —18=1/(1+E (=2,...,m).
Daher ist o(¢) logg < (1 + &)logv: und also
s(1)log v; < 2(1 + £)? »(1) P max (%(1) , ..., %(m)) r(i) log v; < s(¢) log v
fir ¢ =2,...,m, womit (11) bewiesen ist. Die Eigenschaft (12) folgt aus
q; > Cy.
Weil die Koeffizienten der Polynome ¢ und R auch Koeffizienten des
Polynoms P sind, gilt nach der Wahl von P
Q@ ,...,2), R ,...,2,)<C;Cha + 1V, . (x, +1)™
und daher
Ay, .oy x,) < 2r(k) O C3l(y + 1) L L (=, + 1),

Tolglich sind die Koeffizienten des Polynoms A absolut genommen kleiner

als
r(l) +20@2) + ... +r(m 25 ?
23 (1) +2(¢@) (m)) 06 0%01 .
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Nach (18) konnen wir also S = C;0}y wihlen; die Bedingung (13) ist
nidmlich wegen ¢, > C, und ¢ = O} erfiillt.

Aus Hilfssatz 1 folgt nun die Existenz solcher ganzen rationalen, nicht
negativen Zahlen k(1),...,k(m), dass die Ungleichungen

Ak(l)...k(m) (Wafvy s« oo s Wy fv,) # O
und
B(Js(1) + - . . + k(m)[s(m) = y

bestehen. Also gibt es auch ganze rationale, nicht negative Zahlen A(:),
j@) (¢ =1,...,m) derart, dass

(24) Qh(l)...h(m) (UafVy s o oo s U[V,) Bigy. . jomy (V1 s+ o o s Un[V,)
7 Ry v (V15 - - U [,) Qiqy...jom WafVr s« ooy Un[v,,)
ist und dabei wegen s(m) = s(i) (¢ = 1,...,m) die Ungleichungen

)/s(1) 4 ... 4+ h(m)[s(m) =<y -+ 1/s(m) ,
D/s(1) + ...+ jim)/s(m) <y + 1/s(m

bestehen.
Verschwinden jetzt die beiden Polynome Py, ymo W0d Py e im
yPunkty 2; = /vy, ..., 2y = Uy /vy, so verschwindet auch das Polynom

Qh(l) . h(m) ](1) Jmo T Qj(l) Jj(m) P h(1)...h(m)0
- Qh(l) . h(m) (1) JJmy T Rh(l).‘.h(m) Qj(l)... j(m)

in diesem Punkt gegen (24). Also ist das Polynom Py, Jmp iD1 ge-
nannten Punkt von Null verschieden, wenn nétigenfalls die Rollen von den
k(i) und j(i) getauscht sind. Wegen (17) und o = Cj ist

y =+ 1/s(m) <y -+ 1/2r(m) =y + o(m) »(m)/20) < 2y,
also

J)r(1) = ... A gm)[r(m) < 6y(1 + &) x(1) T max (%(1), ..., x(m)) = ¢,

womit der Hilfssatz im vorliegenden Fall bewiesen ist.

Zweitens sei angenommen, dass das Polvnom TW(ay,...,x,) fiir
jedes k=1,...,m identisch verschwindet. Dann g¢ilt identisch

a) Qy,...,z,) =0 oder

b) Blay,...,z,) =C*Qxy,...,x,),
wobei (* eine rationale Konstante bedeutet, deren Nenner in gekiirzter
Form nach den Eigenschaften des Polynoms P kleiner als 7}, sein
muss. Also besteht identisch entweder

a) die Gleichung P = R oder

b) die Gleichung P = (xy + C*) Q.
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Nun fithrt Hilfssatz 1 mit S = C{C}, und a) A =R oder b) 4 =20
leicht zum Ziel (vgl. den ersteren Teil des Beweises). Ausserdem ist festzu-
stellen, dass der Faktor x,, - C* fiir x,; == uy /v, nicht verschwindet. Dies
folgt (auch fiir C* = 0 = 0/1) wegen (u,vy) = 1 aus der nach (15),
¢; > Cg und o = C;; geltenden Abschitzung

vy > q7/CLH(Y) = €50, .

Damit ist die Richtigkeit des Hilfssatzes 5 festgestellt.

Hilfssatz 6. Hs seien j(1),...,j(m) ganze rationale Zahlen = 0.
Dann gilt die Abschitzung

| P 3@y . ..j(mo (Ugfvy 5+ o o s Ung/Vy)]

< 070y g MR=3=GOI) + -+ Jom)fr(m)

Beweis. Der Beweis stiitzt sich mit j(M) = 0 auf die Identitit

Pj(l).“j(.‘\[) (G|

3 i(1) i(M)
= Z* Pi(l)... i(M)(01 s o> Oy) <J(1)) R (](M)) X
X (g — O) DD L (y — B,y) 0=

wobei die Bezeichnung (21) angewendet ist.
Da

Py, .oy ry) < C7 0% (2 + 1y (4 100
ist, so ist
Pi(l)...i()[) (g, .0, @y)
< Og O?[IO 2r(1) + ..+ 1r(m) (xl _JI_ l)r(l)—i(l) . (x-‘l _!_ l)r(A/I)—i(IVI) .
Daraus ergibt sich die Abschitzung
I‘Pi(l)...i(ll) (01 PR 01\[)] g Zl
mit der Bezeichnung

Zy = 0700, 2+ 19| 4 1yD (10, + 1Y (10,] +1).

Da die Summe der obigen Binomialkoeffizientenprodukte kleiner als
QM+ ) + .o+ 1) 4ot 50 besteht nach dem letzteren Teil von Hilfssatz 4 die
Ungleichung
[Pjy...jony W[V s « oo s Ungfvy) | < MWt +rOD 7, 7

mit
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Zy = max {|uzfv; — O, WD [y foy — O [ =700},
wobei ¢(1),...,¢M) ihre Werte mit der Eigenschaft
W(1)/r(1) 4 ...+ i M)[r(M) = M2 — 6

durchlaufen. Im Moment sei (1), ..., (M) ein solches System, fiir das
das Maximum erreicht ist. Nach (14) gilt dann die Abschiitzung

Z, < (COY YO0 (O Iyen—ien
< OO+ 1) e (1, OOD) g oAV EM =) = - = o)A GO —OL)
Hierbei ist der Exponent von ¢; nach (17) hichstens gleich
— oA((@(1) —JW)/r(1) + .. . + (M) — (M))/r(I))
= — oMM)2 — 6 — (jA)r(1) + ... + j(m)[r(m))) .
Fir 1 =2,...,m gilt weiter wegen 7, < C,
[0;| +1<H@O,)+2=T;H®;)+ 2 < CrH(9,) .
Daher ist die Zahl
OM + r(1) + ... + 7(M) A Orl(Z) Hoebr(m) oo 1, C(m)
kleiner als
Cis 05 (410y] + 4y @ (4 0O+ (CYH@,)Y® . . . (C} H(B,,)™,
also wegen (18) kleiner als (7 C;. Somit ist Hilfssatz 6 bewiesen.
Der Beweis des Satzes wird jetzt mittels der Hilfsséitze 5 und 6 beendet.

Die Zahlen j(1),...,j(m) seien wie in Hilfssatz 5 gewihlt. Dann ist die
ganze rationale Zahl

Zy = 91(1) cee 93(4M) Pj(l)...j(m)() (Ufvy s -+« 5 Upg[VN)
von Null verschieden, woraus die Abschdtzung
(25) 1Zs] = 1

folgt.
Andererseits ergibt sich aus Hilfssatz 6 mit Riicksicht auf die Wahl der
Zahlen j(1),...,j(m) die Abschitzung

|Z,| < €20y qY(l)r(l) +ee ot o(M)r(M)—ci(M]2—5—3)

Dabei ist der Exponent von ¢; nach (17) héchstens gleich
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—6AMM[2 — 6 — &) + oAl + &) (U)x(1) + ... + 1/x(m)) + 0 = — oid .
Da wegen ¢, > C3 und o = C;; die Ungleichung
C50¢r™ =1

besteht, so ist |Z,;] < 1, was im Widerspruch zu (25) steht.
Der Beweis unseres Hauptsatzes ist damit beendet.

Universitdt Oulu, Finnland
und

Universitdt Turku, Finnland
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