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Zur Approximation algebraischer Zahlen

1. Einleitung. Das beriihmte »zehnte» Problem von Hil,snnr ist (siehe
z.B. [3]), einen endlichen Algorithmus fiir die vollständige Lösung der
diophantischen Gleichung

f(*,v):o
zu finden, wobei l@, g) ein gegebenes Polynom mit ganzen rationalen
Koeffizienten bezeichnet. Es wiirde einen wrchtigen Fortschritt der lInter-
suchung des erwähnten Problems bedeuten (das Problem wiirde nämlich
gelöst z.B. in dem Fall, dass die höchsten Glieder ein homogenes Pol5rnom
vom Grade n mit keinen mehrfachen linearen Teilern bilden, während die
Glieder vom Grade n-L und n-2 fehlen), wenn man die folgende
Aufgabe lösen könnte:

Sind eine irrationale algebraische Zahl O und reelle Zahleu_ C, )' mit,
C > 0, 1> 2 gegeben, so soll man explizit eine Schranke G : G(8, X, C)
angeben derart, dass die Ungieichung

J0 - ulol < Clo^

keine Lösungen in gauzerr rationalen z, a rlllit (u,a):|, a>G hat,
Wie in der Literatur manchmal konstatiert ist, scheint die Tnun-

Srncpr,-Rotrsche Methode keine Lösung fiir diese Aufgabe im allgemeinen
Eail zu geben. Wir ([7], [8]) haben jedoch neulich gezeigt (vgl. auch Bexnn
[], [2]), dass die Aufgabe gelöst werden kann, wenn I eine Zahl in einem
solchen algebraischen Zahlkörper K (vom Grade n 2 3) ist, der die
folgende trigenschaft hat:

Man kennt eine primitive grnze ZahL A aus
teilerfremde Zahlun p, q @ > 0) derart, dass

Ie-plql <Lr'q'., x) xo,

%, 1)erfiillt, ist, \4ro ?do - HoU,) und Qo : Qok,
explizit angegebene) Schranken sind.

In [7], wo eine Beweismethode ähnlich rvie bei Tnum [14] angewendet ist,
ist zr:nll(ZX - 2). In [8] haben v'ir durch Anwendung der Ideen von
z.B. Gmr,roNo [6], Dvson [5] und ScnNnronn [2] fiir No einen etwas
besseren Wert Znl), erreicht. Eine der Schwächen der genannten Ergebnisse
Iiegt darin, dass z nahe n sein muss, wenn .1, nahe 2 ist. Das Hauptziel
der vorliegenden Arbeit ist, uns von dieser Schwäche zu befreien, indem wir

(1)

(2)

I{ l1nd ga,w,e rationale
die Bedingung

q> Qo

gew'isse (in t7] bzw. t8]
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neben den Ideen von [7], [8] Näherungspolynome mehrerer Veränderlichen
zu llilfe nehmen, wie z.B. bei Scnxnroon [I], Rors und Dlvnr'Tponr

[I0], [4]. In dieser Arbeit können z und. I glei,chzei,ti,g nahe an der kritischen
Schranke 2 liegen. Dabei muss man jedoch mehrere Approximatronen der
Form (2) kennen, während es in [7] und [8] reicht, wenn nur eine Approxi-
mation (2) bekannt ist. Die vorliegenden Ergebnisse decken also nicht
unsere friiheren Resultate [7], [8], sondern beleuchten die X'rage unter
einem anderen Gesichtswinkel.

Eines der Ziele dieser Arbeit (sowie unserer Arbeiten [7], [8]) ist auch,

die Aufmerksamkeit darauf zu lenken, dass es eine enge Abhängigkeit
zwischen den Approximationen verschiedener Zahlen eines festen aI-

gebraischen Zahlkörpers gibt.

2. Formulierung des Hauptergebnisses. Bezeichnungen. Zuerst setzen

wir die

Definition. Es sei, K ei,n algebrai,scher Zahl,körper uom Grad,e n 2 3

und, tr, e'i,ne reelle Zahl mi,t 2 < 1 ! n. Wir sagutu, dass K die Ei,gensahatt

fr(l rrn r%(1), . . r,x(m\, d, ) . . . r0* rQr, . . . rl^)

hat, wenn rLCtTt, folgend,e Grössen kennt:
e'i,ne natiirliche Zahl rn;
reelle Zalr,len %(L) ,...,x(na) m'it 2<%(i,)
gq,nze irrationale Zahlen 0r, . . . ,0* q,us K,
ga,nze rationale Zahleru F;, gi mit (pt, gi) : 1,

ilerart, d,ass d,i,e folgenden Bed,i,ngurlge?L erliillt s'i,nd,:

(3) Llx(L) +
(4) lO,-p,lu,l <Llq:o

h)9, }i+r>q{

wobei, 0t pr'im'itiu 'i,st;

8i) 0 (i:1r... rrn)

1) log n)'t' LlI,
('i:1 ,.. . ,ffi) ,

(i_1r...rrn-\),

+ Llx(m)

(5)

wobei, die ?unlct'i,onen

p-§(1 ,%1 ,%(1) ,...,%(rtL),n)
g - g(1,nL r%(1), . . ., x(m),0rr ..

ui,e d,n (6) und (7) (s. unten) d,efi,niert s'ind,.

IJnser Hauptresultat, ist der

,0*)

Satz. Es sed K ein algebraischer

sed,en C, ), reelle Zahlen rnit C > 0,

Eigenschaft

Zahlkörper uorn Grade nt, > 3. Es
K habe d,i,e
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DQ., m, H(Ll, . . ., x(m), O1, . . ., 0* t et r, . ., {*) .

Dann kann man ftir jed,e i,rrati,onale Zahl, I d,es Rörpers K ei,ne solche

Schranke

G : G(X,m,x(l),...,x(m), dr,,. .,O*,9r,...,1^,O,C)

exgflizit (2.8. ilurch (8), s. unten) angeben, d,ass die Unglei,ch,ung (l) kei,ne

Lösungen u, a mi,t (u,a):l und, a2G hat.

Nun fiihren wir einige Bezeichnungen ein. Wegen (3) können wir positive
Hilfsgrössen e, C, € wählen derart, dass die Zahl

Å : MlZ- d - 6 - (1 f §) (t/z(t) + ... t tlx(m)\ - rll
mit M:m*L und 6:(Mlognl'tz f e positivistundzugleichdie
Ungleichung

ö < (M log (2n))u2

besteht. Weiter setzen wir

y : (x(t)16(l + 6Fmax (z(I),...,x(m)),

log p:2^-t (logy - M log 2) ,

B1 : 3(f * E)Bu(2)-L max (x (l) , . . . , x(m))12 p, ,

§z: (L f §)max (x(2)lx(3),x(3)lx$) ,...,H(nL - r)1x(m))1p,,

(6) f : max (h, §r, I + r/6) .

Es sei

l@):fr"farr"-rJ-,..1a^
das kanonische Polynom ftir 0L (8, ist ja primitiv, also vom Grade z),
wobei

o:n,ax(lotl ,.,,,1a"1)

die Höhe von d, (in Bezeichnung ä(t?r)) ist. Es sei

'-:"^:,,:::f#:,- 
n''

r : 2Lpl\x(lxl + §) (l + € - t)
gesetzt und ferner
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(7)

Cr: nlz(a { 1)"("-1) ,

Cz: Ci*'t' ,

Cs: (2a * 2)" (2Cr(2a, + 2)"-t max (H(Br) ,... , H($*)))',

Ca,:8o4'C?" ,

Cs: $l0r! + 4)" (4Ci*1 max (H(flr),.. . , H(r\*)))'C?,

Co: C'l ,

Cz : Q7"0)!z;'" ,

C8 - o'rl^o ,

n g.m(m- l) (2 **t')lw
w9-u)

g - max (CrrCurCr,Cr,Cn).

Cta: Ztr+" nl (a * y1 "-r712 {H(Oro) + 1) ,

Cr:- CrC'l.rH(0) ,

Cn: Q1;''(r)i;"" ,

Cts: Zhr+'C'l,ofiO^ri + 1) max (1 , CC:H(8)) ,

Au,: C!!Å ,

Cts:1og Crrllog (qrlC) ,

Crc : iog Crrllog (qrlcr) ,

Crz :1og Crullog (qr/O*) ,

Crs : x(nt) log g*l Lmin (å , 2 Y) log 8t ,

log G - max (Cru , Cru , Cr7 Cr*) log g, .

Wirsetzen 8:0w, )":x(M), %:gu, a:!lu,X'iir z- 1,...,M
sei ri die kleinste natiirliche zahl derart, dass die Koeffizienten

drr,.,.,ili* itt den Ausdriicken

TiB;:0r(0r), gr(r): drrfi"-' + ...* d'r^ (d: I ,, ", M)

ganze rationale Zahlen sind. Dabei seien die Bezeichnungen

TrSr:6. (i:1,...,M)

eingefiihrt. (Es ist Tt: L, @t:l8r) Weiter setzen wir

(8)
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3. Beweis tles §atzes. Anfangs schreiben wir zwei bekannte Hilfssätze.
Ifnser tiefstes llilfsmittel ist der folgende, zum wesentlichsten Teil auf den
Beweis von Rorn [10] begriindete Hilfssatz l, der PolSmome von der X'orm

"(1) ,(^)
(9) A(xr,...,*^) : I .. I aig1...i1^1rt\ ...s:{^)

(r):0 i(m):e

behandelt. Dabei setzen wir

Ai$r...ig1 (ur, "',n*)
: aj(r)+...+i(-) A(*r, . . ., n^)b1) 1 . . . j(m) t AnlO . . . Oril^)

fiir ganze rationale, nicht negative j(1) , . . . , j(*).

llilfssatz 1. Es sei, m e'ine natiirli,che Zahl 2 2. Es se'ien pt, S reell,e

Zahlen, 0 ( p ( l, § > l, und, s(l), . . ., s(m) natiirli,che Zahlen mi,t

(10) s(i f t) < s(i)p (d: I ,...,rn - t).
Iur d:|,...,fri seien u;, u; SaTLza rationale Zahlen mit (ui,ai.):I,
u;) 0 und,

(1 1)

(12)

(13) al1)wl* > ,S .

Die Koffizienten ai6y...i1^1 d,es Polynoms (9) sei,en ganze rati,onale, ni,cht
sdmtl,i,ch uerscltwtnd,ende Zahlen, die absolut genommen höchstens glei,ch B
sind,. Dann gibt es ga?Lze rationale, ni,cht negatiae Zahlen j(1) , . . . , j(m)
ilerart, dass d,ie Unglei,chungen

A1g...161(urlor, . . ., u^lu^) I 0

und
j(t)is(t) + . . . i j(rn)ls(m) < y

mit logy : (m f l)log 2:7 2r-'"log p, besteken.

Beweis. Der Hilfssatz folgt leicht aus den Betrachtungen von Maulnn.
Vgl. [9], S. 97, Th. I und den Berveis.

Die wesentliche ldee des folgenden Hilfssatzes riihrt 'i,on Scnnmronn

lrll her.

Hiltssatz 2. Es sei, M ei,ne notiirliche und, ö ei,ne positi,ue Zalul,. Es sei,en

r(1) ,. ..,r(M) natiirli,che Zahl,en. Dann ,ist d,i,e Anzahl d,er Gi,tterpunkte
(j(t),. .., j(!I)) m,i,t d,en Eigenschaften
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LCnLd

j(r)lr(r) +
höchstens glei,ch

0 < j(i) < r(i,) (i, -- I ,... ,II)

. + j(LVI)lr(YI) < tvI 12 å

.(r(M) + 1) exp (- ö'lM) .(r(1) + 1)

Bewei,s. Vgl. Merr,nn [9], S. 166, Th. r.

Von nun all uerden di,e Bezei,chnungen aon Nr. 2 angewend,et. Dazu
ftihren wir noch einige Bezeichnungen ein. Gegen den Hauptsatz sei ange-

nommen, dass die Ungleichung (I) eine Lösung u, a mit (u, u) : I und
a 2 G besitzt.

Wir setzen

TW,lgi - uiltti (i,:1 
' ,fut),

wobei ltit 't)r ganze rationale Zahlen mit (ut, oi) : L und a; ) 0 sind.
Wie in [7] (vgl. [7], Hilfssatz 1, oder [8], Hilfssatz 2) sehen'rvir, dass die
Zahlen Tr, . " ., T * ldeiner als C, sind. Bezeichnet 7 die kleiriste natiir-
liche ZahI derart, dass die Zahl T8 ganz ist, so können wir eine natiirliche
Zahl f' mit I' <C, wählen, so dass in der kanonischen Darstellung
von T'70 als Polynom von 8L die Koeffizienten ganz rational sind.
Da also f M < T'T und ferner f < H(0\ ist, so gilt die Abschätzung
T* l CLH(8). Aus den Ungleichungen (l) und (4) folgen nun die Un-
gleichungen

lO, - u,f u,i < g0 
lgrti)(14)

wobei

c(1)-1, CFI) : CCLH(S) ,

gesetzt ist. Weiter gilt wegen (pi, q;) - I die Abschätzung

(15) atur > qMICLH(fl) 2 1;; ) Qi,'C$) (i :- 2 ,

Ferner setzen wir

,fu[) ,

. rffi)

,ffi),

,II),o(i,) - Iog q,llog qr (i-1 ,

also o(1) : t. Ausserdem wird auch kurz o(M) : o geschrieben. Wir
wählen ganze rationale Zahlen r(f),. ..,r(M) unter den Bedingungen

o).lo(i,) r(i,) < r(i,) < o).lo(i,) x(i,) * I (i : r,. . ., M),

Also ist r(M): l. Nach (5) ist
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(16) o(d f 1) > §o(i,l (d: I '...,rn - 1).

Daher gilt, fiir'i, : 2,., .,tu - |

o(d f r) x$, { t) > §zo(i) x(i, { L) 
= 

(l + §) o(i)x(i,)lp,

also, wegen p 1t, o(t f l) x(i, { L) > o(i,) x(i,|. Es gilt auch

o(21 x(2) > 0ro(1) x(2) >- 3(1 + €)s o(r)x (L)12 p ,

also o(2) N(2) > o(l) z(l). Da weiter nach o ) G die Ungleichung o 2 Crr,
folglich die Ungleichung o 2 o(m) x(m)l),€ besteht, so ergibt sich die
Abschätzung

(17) ol,,<r(i,)o(i)x(i) <o,1(I f §) (d: I ,...,M).
Hierbei sei auch bemerkt,, dass die Zahlenfolge r(1),. ..,r(M) monoton
fallend ist.

Wir setzen noch

a(i) : L(l + E)lo(i,) x(i\ (i,: | ,- . . ,ffi) .

Also ist or(l) : a und nach (17)

r(i.)<oa(i,) (i:I,...,ffi).
Nach den obigerr n'olgerungen von (16) gilt

a(i, { L) <d(i,) pl§ + €) (i:2,...,nx - l),
a(2) < 2a(r) p,l\(t + 6)B ,

folglich

o,(2) +. . . + a(m) < a(2) (L * pl\ + 6) + @10 *6)f + ... )

{ Zx(.r) 1tl3(r -7 å)'z (t + t - p) .

Daraus ergibt sich die Abschätzung

(I8) r(t) l ou , r(2) +. . . + r(m) < or .

fn unserem Beweis spielt eine zentrale Rolle ein Polynom von der X'orm

(19) P(rr,...,nru): 'l ... 'fl'c(r)...,(rqri(r).. .nW).
i(t):s i(Ir):.

Die Koeffizienten c,(r)...(*) werden später rrie in Hilfssatz 4 gewählt.
Fiir ganze rationale, nicht negative j(I) ,..., j(M) schreiben wir

Pitrl...;trl (rt, . . ., fiv)

- ai(r)+...+i(rv4 p(*r, . . ., m*)bT) | . . . j(l[) ! aeittl . . . A*t#) .
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Hilfssatz 3. Ils seien j(L) ,

Dann, besteVtt di,e Gle,i,cltung
, j(lVt) ganze rati,onale Zahlen, 

= 
0.

Pirrl ... jtM') (@, ,. . . , @*)

i:0 r(r)_-0 i(M):6

wobe'i, d'ie KoefJ'i,z'ienten, B(i(I), . . ., j(lV), i,i(1)
nale Zaltlen si,nd zcnd fa, alle j(1) , . . . , j(IyI) , i

r(1) ,(M\(20) I ... r v(j(l) ,.. ., j(tI),,i,i,(L),
i(1): s i1M): s

genitgen.

Bewe'is. (Vgtr. [8], Hilfssatz 4.) Frir j - 2 ,.
gi@) <fi(r { t)"-r

mit dj : 
^u* l1dyl , . . . ,1di^0, wobei die Bezeichnung ( bedeutet,

dass jeder Koeffizient des auf der linken Seite stehenden Pol;moms absolut
€{enommen höchstens gleich dem entsprechenden Koeffizienten auf der
rechten Seite ist und kein Koeffizient auf der rechten Seite negativ ist.
Also ist

gz(ei,r(z) . . .g*(r)t(q

<d!r(r) .,.d,#) 2(n-t)(itz) +...+i((rvr)) (z("-t) (i(z)+...+,(tvr)) + ...* z * l).
ImlVlomentsei f :d(1) *(n- 1) (i(2) +...+i@[)).Nunkönnenwir

@i(') . . .@W :/r(or)'(') . . . grr(Lr)"n't : f c,oi
i:0

schreiben, wobei die ganzen rationalen Koeffizienten ci absolut genommen
höchstens gleich

d:;r\ . . . diffr) 2t"-rl(d2) +... + (M)

sind. Durch u,iederholte Anwendung der Beziehung /(4) : 0 sehen rrir
jetzt, dass in dem Ausdruek

@!') . . .offi -:i r1r1,y, . . . . i(M), i) 8i

die Koeffizienten b(i(r),...,|iir,U ganze rationale Zahlen sind, d.ie

ftir i,(l)>-n und fiir i,(2)+...+ i(M)> 1 absolut genommen nicht
ggösser als

d!r(r) . . . d,iff) 2("-rt (i(2) + ... +,(M)) (a { L1t-("-r

. . , i,(ht)) crg. . . ipq B,i ,

)... ,i,(M)) ganze rat,io-
der Bed,'in,gung

, II silt
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Ilaraus ergibt sich

di 1 C, H(,1) {i -'---: 2 ,. o . ,ffi)

Folglich ist die Summe (22) wegen r(ll) : I kleiner als

Cro(Za * 2;"ttr eCzH(02) Qa * 2)"-rf(2) . . . (2CrH(0^) (2a * 2)"-11'(*t .

Hieraus folgt nach den Ungleichungen (18) eine Abschätzung von der X'orm

(20). Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen.

Hilfssatz 4. Es gi,bt ei,n Polynom' d,er ?orm (t01, das die folgend,en Eigen'
sohaften bes'itzt:

Die KoelJizi,enten c;(r)...(n4 sind, ganze rat'i,onale, ni,cht srimtli,ch aer-

sclrwind,end,e Zaltl,en, d,ie absol,ut genonxnxen klei,ner als Ci0'lo sind,.

sind.fst d(I)<n., soist b(i(l),0,...,0,d) fiir d:i(1) gleichlund
sonst gleich Null. Weiter gilt

Pi$...iw)(@r, . . . ,@*)

: 
^x* (j.lll) $ifr)c(')"''(') 

@i('I)-i(I) ' ' ' ow.@)

: 
E r. (j[]) (;ifr) b$'('\) -i(1),' ", i'(M) - i(IW), i) c,e),wt*\

mit der Bezeichnung

(2r) I*: i 'X'
(r)-(t) i(M):i(M)

Hierbei besteht nach dem oben Rewiesenen die Abschätzung

(22) I. (;[]) (;iYr) rä(i(,) -i(,) , . . . ,i(M) - i(tw) ,i,)t

1 2,$t * @ * l)r-" I* ea * z1ttr) lzdr(Za 1-2)n-t)i(2) . ..(2d*(2a + 2)"-r)'(M)

<.2*(o + l)'-" (2a * 274\ lzdr(2ct * z)n-t)r(zt ...(2d*(2a * 2)n'1)r(M) .

Wie in [7] (vgl. l7l, Hilfssatz I, oder [8], Hilfssatz 2) bekommen wir clie

Abschätzungen

dil% !(of r;"t"-1)t2 (H(@j)+r) (i:2,...,M).

Fir j : M wenden wir diese Abschätzung an. Fiir j : 2, . . ., m gilt,
wie schon erwähnt, Ti 1C1, also l'eiter
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Di,e Gl,eichung

P11r1...ig1(@r, . . ., @ru) : o

besteht far alle ganzen rat'i,onal,en j(l) , , . . , j(LI) mi,t

(23) j(r)lr(t) + ... +i@I)lr(M) <M12-ö, 0 <j(i,) <r(i,) (,i : 1,..., M).

Bewe'is. (VgI. [8], Hilfssatz 5.) Nach Hilfssatz 3 ist die letztere Eigenschaft
äquivalent mit dem Gleichungssystem

r(1) ,(M)

f : B(ie,...,J(M) ,i,,i(t),... ,i,(M)) c4ry...4:r1 : 0,
,(r):0 ,(M):0

v-obei j(l),. .., j(M), d alle ganzen rationalen WTerte mit (23) und
0 < a < n, annehmen. Hierin ist die Anzahl der Gleiohungen nach Hilfs-
satz 2 höchstens gleich

(r(t) * t) .. . (r(M) * t),i/(t * q) .

lVlittels des Schubfachschlusses (s. [8], Hilfssatz I, oder [13], S. 8) wegen
(20) sehen wir jetzt, dass man solche garrze rationale, nicht sämtlieh ver-
schwindende Koeffizienten c4ry...4nr1 wählen kann, die absolut genommerl
kleiner als

(c"rcro-1)r+1,

also wegen 421 kleiner als Cl Cf, sind. Daraus folgt Hilfssalz 4.

Yon jetzt an ist vorausgesetzt, dass das Polynom (19) die Eigenschaften
des Hilfssatzes 4 hat.

Hilfssatz 5. Es gi,btganzerat'ionale,ni,chtnegati,ue Zahlen j(1) ,. .., j(m)
rnit

Pjo)...j(-)o (ur.lur, . . ., u*fa*) t' 0

und
j(t)lr(r) + . . . + j(m)ir(m) < C .

Beweis. Das Polynom (f9) Iässt sich in der Form

P(*r,.. ., fr*r) : fruQ(h,., ., fr*) * R(rr,, .,,fr*)

darstellen. X'iir & - l, . . ., n1, setzen wir

W*(*r,...,fr*)

: Q(q, . . ., n^) lH(q, . . ., r*)f 0r,r - R(q, . . ., n^) 1Q@t, . . ., r*) l0ro .

L2



Srcppo Hvrrnö , Zttr Approximation algebraischer Zalilen 13

Erstens sei angenommen, dass es einen Wert von k gibt, fiir tlen das

Polynom W1"(q, . . . , fi*) nicht identisch verschwindet. Fiir ein solches ft

schreiben wir

A(*r, . .,, n^) : Wx(h, ., ., fr*)

und wenden Hilfssatz I an. Da nun der Grad des Polynoms A inbezag
auf nr (i, : L , . . . ,m) höchstens gleich zr(i,) ist, können wir in (9)

s(I):27111 und

s(d): [3(l + 6)2z(I)-1max (z(l) ,...,x(m))f r(i,) (i:2,...,ffi)
setzen. Die Eigenschaft (10) folgt clann aus den nach (17), (16) und (6)

geltenden Abschätzungen

s(2)/s(t) < 3(t * 6)' z(1)-1 max (z(l),..., x(m)) (I + 6) x(r)lzBx(z)

: uB.lB { u

und

s(if l)/s(d) < (I *€)x(i,)lfrx(r+ 1) Ap§rl§St, $:2,...,n'L - 1).

Nach (17) besteht die Ungleichung

s(r) log ar -- 2r(r)log q1 12 (1 + §) r(1)-r x(i,) r(i) o(rl) log q, .

Da nach (5), (7) h) Ct ist,, so gilt wegen (15) die Abschätzung

(o(d) - I)logqr (logu; (d:2,...,m).
Nach (16) und (6) gilt weiter

L - tlo(i) > 1- Lllt> U(I + 6) (i,:2,...,m).
Daher ist o(i) log (r ( (1 f §) 1og a; und also

s(r) log a, < 2(l * €)z x(r)-Lrnax (z(I), . . ., x(nt)) r(i) log u; I s(i,)log at

fiir 'd : 2,.. . ,m, womit (11) bewiesen ist. Die Eigenschaft (12) folgt aus

h) Cs.

Weil die Koeffizienten der Polynome Q und .B auch Koeffizienten des

Polynoms P sind, gilt nach der WahI von P

Q(rr.,...,n*), R(rr,,.. .,n^) <C7C7o1rr* tyGl . .. (*^* ty(-l

und daher

A(rr, . . ., r^) q 2r(k) Cl" C!{(rr* t;2'ttl . . . (r*+ l)"(-) .

Folglich sind die Koeffizienten des Polynoms ,4 absolut genommen kleiner
als

23r(r) + 2(r(2) +... +4^» Ci" Cll .
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Nach (f8) können wir also S : C[,C\{ wählen; die Bedingung (fB) ist
nämlich wegen h) Cz und o ) Cru erfiillt.

Aus Hilfssahz I folgt nun die Bxistenz solcher gayrzerr rationalen, nicht
negativen Zahlen k(l) , . . . , k(m), dass die Ungleichungen

A*(r, ...k(*) (u,rf u, , ,u*fu*) + o

und
k(t)/s(t) + . . . { k(m)ls(rn) < y

bestehen. Also gibt es auch garuze rationale, nicht, negative Zahlen h(i),
j(» (a : 1,...,ffi) derart, dass

(24) Q^g...o1^1(urlur,. . .,u^lu^)At(r)...i(-) (urlar, . . .,u*lu*)

* Root...o61(utl\, . . .,,?t*lu^) 0;ol...rr-l (urlur, . . ., u^la^)

ist und dabei wegen s(m) S s(i,) (i: L,...,ffi) die Ungleichungen

ä(t)/s(t) + . . . I h(m)ls(m) < y * tls(m),

j(t)/s(t) + ... t j(m)ls(m) <z * Lls(m)

bestehen.
Verschwinden jetzt die beiden Polynome Pog.1 ...u1^10 und P;111 ...j(_)0 im

»Punkt» rr: urfu, , . . . , fiM: uyluru, so verschwindet, auch das Polynom

Q 06y... o1*',14tr1...i-,0 - Qio...it^l Pr,ol . .. r(n),

: Qogy...^1^1 Ri1l...j(-) - Ro1r1 ..,o1^1Q1gy...11^1

in diesem Punkt gegen (2a). Also ist das Polynom Pips...i1*10 im ge-
nannten Punkt von Nuil verschieden, wenn nötigenfalls die Rollen von den
h(i) und j(i) getauscht sind. \4regen (17) und o 2 C* ist

y I tls(m) { y r rl2r(nt) ! y * o(m) x(m)lzo). { 2y,
also

j(r)lr(r) + . . . { j(m)lr(m) < 6z(1 * §)2 z(1)-1max (z(l),. ..,x(m)) : €,

womit der Hilfssatz im vorliegenden Fall belr.iesen ist.
Zweitens sei angenommen, dass das Polvnom llru(r, , . . . , fr^) fiir

jedes k:1,...,n1, identisch verschrrindet. Dann gilt identisch
a) Q@r,...,t^):0 oder
b) E(xr, . . ., n^) : C* Q(%,. . ., t^),

wobei C* eine rationale Konstante bedeutet, deren ]{enner in gekiirzter
Form nach den Eigenschaften des Polynoms P kleiner als C'u}'lo sein
muss. Also besteht identisch entweder

a) die Gleichung P: R oder
b) die Gleichung P : (rm + C*) Q .
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Nun fiihrt Hilfssatz I mit B : C'oClo und a) A : R oder b) A: Q

leicht zum Ziel (vgl. den ersteren TeiI des Beweises). Ausserdem ist festzu-
stellen, dass cler X'aktor nru * C* fidrr r*: uruluru nicht verschwindet. Dies

folgt (auch fiir C*:0:0/f ) wegen (u,y,axa): I aus der nach (15),

(1 > Q und o )- Cs geltenden Abschätzung

uoo > qilCrH(8) > CZC?, .

Damit ist die Richtigkeit des Hilfssatzes 5 festgestellt.

Hilfssatz 6. Es se'i,en j(l) , . . . , i(m) ganze rationale Zahlen 2 0.

Dann gilt d,ie Abschiitzung

lP;ol...it-lo (urlu, , . . . , uMluM)l

I CI C rr ll- 
d'(M 12 - ö -(i(1)t(1) +' " + i(-)t(-))) .

P(*r, . . ., nu) < CZCio(r, 1 l;"ttl . . . (rrrf tytarl

ist, so ist
P,(r)... t1tq(frr, . . ., fiv)

<1 C'uCTo2'G)+ "' +'(^) (r, 1 t1'tt)-i(I) . . . (r*o * I)"(&4-'(ll4) .

I)araus ergibt sich die Abschätzung

lP<u...,rq (Or,...,Orr)l S Z,

mit der Bezeichnung

4: C"uC\oZ,{r) +...+'(-) fl@rl * t)'(1) . . .(iq^'t * I1,(-) (@nnl * I) .

Da die Summe der obigen Binomialkoeffizientenprodukte kleiner als

2M +tll) + "' + r(na) ist, so besteht nach dem letzteren Teil von Hilfssatz 4 die
IJngleichung

lPitrl...;t.i (urlur,. . . ,ur,rPu)l <2" +'(I)+"'+4M) ZrZz

mit

15

Pit l. .. j(rr) (frr , ' " , frv)

: I* P,(,) ,(nq (or,.. .,@*) (;[]) .. $iyÄ x

X (r, - @r;;tti-i(l) . . . (r* - 0)M)t(ml-i(ht),

wohei die Bezeichnung (21) ange\yencLet ist.
Da
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Zz: tnax{lurlar- 6)1J'(r)-i(t) . . .lu*la* - @Mlt(M)-i@)},

wobei d(1) , . , . , i(M) ihre Werte mit der Eigenschaft

i(r)lr1t) + . . . I i(Il)lr(tu[) > Mlz - ö

durchlaufen. fm Moment sei d(1),. ..,i,(M) ein solches System, fiir das
das Maximum erreicht ist. Nach (la) gilt dann die Abschätzung

Zz < (CO) lqz(t);;(t)-j(t) . . . (C{M) 1O''{w)f(*q-i1t't1

l ert l + .. . +'(-) max ( t, C(q) { o(t) 4(t) (i(t)-i(r» - .'. - o(M) H(M)(i(M)-i(M))

Hierbei ist der Exponent von q1 nach (17) höchstens gleich

- o,t((i(t) - j(r))lr(t) + . . . + (i,(Lvl) - j@))lr(ul)
< - ox,(Mlz - ö - (j(t)lr(t) + . . . { j(m)lr(m))) .

X'tir i,:2,...)!n gilt weiter wegen TrlC,

l@,1 + t < H(@) + 2 < Ti H(ot) + 2 < ciH(8) .

Daher ist die Zahl

2M + t(r) + .. . +'(M) 4 Ul2) + ... +'(m) max ( l, C(*r)

kleiner als

cYcz@ldrl * 4)41) (4c)42)+".+4^) (ciH(82)r(r).. . (ciH(8^»4^) ,

also wegen (18) kleiner als Ci Crr. Somit ist Hilfssatz 6 bewiesen.

Der Bewei,s iles Satzes wird jetzt mittels der Hilfssätze 5 und 6 beendet.
Die Zahlen j(l) ,. .., j(m) seien wie in Hilfssatz 5 gervählt. Darrn ist die
ganze rationale Zahl

Z, : qyo . . . qflo) Pi(r)...j(-)o (urlor, . . ., umlaru')

von Null verschieden, wor&us die Abschätznng

(25) lZ,l Z L

folgt.
Andererseits ergibt sich aus Hilfssatz 6 mit B,iicksicht auf die Wahl der

Zahlen ,(1),. ..,i(m) die Abschätzung

lzrl < CgCBqIO4l) + "' + o(M)r(M)-o,'(Mlz-o-l) 
.

Dabei ist der Exponent von g1 nach (17) höchstens gleich
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- o1(il112- ä - C) * oX(t * €) (tlx(t)+ ... { tlx(m)) * o : - o)'4.

Da wegen h) Ce und o å C, die Ungleichung

Cg}ruqld'l * t

besteht, so ist lZrl 4 1, was im llriderspruch zu (25) steht.
Der Beweis unseres Hauptsatzes ist damit beendet.

Universität Oulu, X'innland

und

Lrniversität Turku, Tinnland
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