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Symmetrische Bilinearabbililungen

Diese Untersuchung ist eine tsortsetzung der friiheren Arbeit [3] des

Yerfassers.

1. Es seien -E'" und E" zwei lineare m,- bzu-. ra-dimensionale R,äume

illrer einem unendlichen kommutatir.en Körper -l . l: sei eine bilineare
symmetrische Abbilclung von ll'" in .F)"

Wir nehmen an, class {gr,. .., «,,} eine Basis von .U"' ist,, und fiihren
die folgende Bezeichnung ein:

Mn : t7-u,; n1 ; t 
= 

j ;; u,t 
=. 

d 
=j).

M,u ist also eine Menge von lr (u -- f -1- 1) (t.t - t { 2) Yektorerr des

Raumes Z" . Speziell spannt Mr* die lineare Hiille H(Y) der ganzen

Bildmenge von Y atf. Bezeichnet matr

dim ä(Y) : p,
so gilt

p;-lnr(nt i1),P:=rt.

Durch Fixierung eines von den beiden Årgumenten von y entsteht
eine lineare Abbildung Y h: E^ -> 8". Die Dimension des Bildraums B(ä)
dieser Abbildung sei r(h) . Im folgenden betracht'en 'wir den minimalen

$.nr h + 0)1) und maximalen \\rert von r(å) , in dem Falle, class ,0 gege-

ben ist.

2. Wir wiederholen zuerst den Satz 2 von [3] und ergänzen ihn mit
einer Bemerkung.

Satz 1z Ist

s2 - s + 2 <2p !s2*s (1':s !*),
so gilt

max{r(/a)}}s.

1) Natiirlich gilt: r(0) == 0 .
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Diese rlchranke'ist bestmögli,ch.

Der Beweis in 13] der ersten Behauptung war zwat konstruktiv, aber
Iiess doch offen, ob die Schranke tatsächlich erreicht wird. IJm das zu
zeigen konstruieren v'ir jet'zt eine passende »Grenzabbildung».

Die Vektoren rron Mr^ sind im rroraus unabhängig und können frei
ausgev-ählt, rverden; dadurch wird die Abbildung Y völlig bestimmt.
Vonden i-(r'+ r) Vektoren von llr" seiengenau p (> å (s'- s + 2) )
linear unabhängig. Wir setzen

H-0 firHeMr^-ilr".
ä(Y) ist dann sicherp-dimensional und somit, max {r(ä)} > s. Es bleibt
noch zu zeigen, dass max {r(li)} { s gilt.

Sei h ein beliebiger Vektor votr il^. Dann gilt, eindeutig

It --: ).r a ra
lrnd entsprechencl

1' lL fii : 1L 7' u, cti

, nL)

Bilclrsiuill B$r) auf'. Iliir
Yon \iektcreil cler }fenge

. , ?'l?, )

\\' .z.b.r,rr.

Es geniigt also rvieder

7' ci, 0*) linear rlnab-
Ifen,ae { 7- u, ct 1,

w.z.b.rv.

-+ . l- 7* Y a,n a,i fiir j == I , , 'l'i't

Die },[en,ge { }. lz, a,1, . . . , }' lt, a,*} spannt den
j> § ist aber Yhq eine Linearkcrni:ination
I{ ,* M Lr, .sodas,q

woralls foigt: r(k) 5 s .

3. Die Zahl max {r(i,)} kann unmittelbar nach oben beschränkt 'werden.

Es gilt der folgende
§atz 2: mäx {r(/r)} { min {* ,p}

Diese Schranke'ist bestntögli,ch.

Grössere Werte kommen natärlich nicht in I'rage.
2.,1r zeigen, dass das Clleichheitszeichen gelten kann.

Ftir p Z rn rvählen w'ir die hlenge [ ]' G,1 e1t .

hängig, sodass r(at) *_ ?% , uncl f"tirt) < lTL d.ie

Y o, ao]; , soclass r(s) - p .

4. Weil die Sätze 1 und 2 zusammen etrvas urrrrnschaulich sind, fiigen
wir eine kleine Tabelle hinza, aus der die rnöglichen \1'erte r-on uiax {r(ä)}
fiir rn, ! 7 und der Inhalt der Sätze deutlicher herr.orgehen (Tab. 1)

5. Schwieriger als max {r(ä)} ist die Zahl. min {r(ä)} (also fnt lt, l0)
zu behandeln. Doch kann man leicht folgendes beweisen:

§atz 3: min {r(ä)} } max {0 , p - *(*' - *)\ .
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Tabelle t.
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sod ass r(at)

Iloch *(n' -
ist.

Es sei p

Diese Schranke ist bestmöglich.

Bs sei zuerst p ! *(m, - m) . IIan behauptet, dass es eine solche Ab-
bildung I giirt, dass min {r(å)} den \Vert 0 erreicht. Wir wählen einfach

1'arai=_0 ftir j=-:1,...,,t?1 ,

fifr*-{Yu,rai; I <j Sm}__- fufr*

wL) \rektoren, die tr.ir so u,ählen können, dass dim H(Y) - p

sod.ass

so kann in der Menge l[,,^ \r-egen

M1* : {y arq ; t S j a m,t U Mr-

höchstens p - | linear unabhängige Yektoren sein, was einen Wider-
spruch enthält. Also gilt

min {r(h)) Z p *(nt' - m,) .

IJm eine »Grenzahbildung» zLL konstruieren \\.ählt man crt so, dass

r(ar):P-t@'-m).

Mr* wählt man so, dass sie linear unabhängig ist und dass die lineare Hiille
dieser Menge und der Unterraum B(ar) linear unabhängig sind. Dann gilt:
dim II(Y) -p. w.z.b.w.
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6. Eine triviale obere Schranke fiir min {r(ä)} ist die entsprechende
ZahL max {r(ä)}. Wir geben im folgenden zwei Beispiele, die von ver-
schiedener Natur sind. In dem ersten ist, r(h) eine Konstante und alsol)

min {r(ä)} : max {r(h)};

in dem zweiten dagegen notrvendig

min {r(å)} ( max {r(h)} .

Das letztgenannte Beispiel zeigt, dass die obengenannte obere Schranke
fiir jedes S-tupel (m,p, max{r(ä)}) nicht bestmöglich ist.

Im folgenden ist A der Körper der reellen Zahlen.

7. {or, ctz, as} sei eine Basis von ,O3. Wir definieren die Abbildung Y
durch folgende Annahmen:

1" Die Menge

t l' o,, ar, )' a, a2, Y a1 as, )' a2 a2, 7' a, o,rj

ist, linear unabhängig.
2" Yar&s:-Yarar.

Es gilt also p == 5 und max {r(ä)} : 3 . Wir behaupt'en, dass r(h) : 3

fiir jedes h+0.
Es sei

h : ).1 at* ),zar! isur.

Dann gilt
Y ha, : )'r 7'atat * )'2 Y araz * )'3 Y arus,
Yhar: )'LYaraz I )'2Yaraz * ltYaras,
Y ha, : ).1 Y al as * )'2 Y araa - lu Y arar.

Setzen wir

arY hqr * dzY ha, + o,,I ha,, : g,

so erhalten wir wegen der Annahme I das folgende Gleichungss5rstem:

i, o, --- 0

),2011 { 1rx2 - 0

1'o, * ,11 a, : g

1'or - ),8 a, : g

1'or+ ).2a., : g

Dieses System hat fiir jedes 3-tupel (1t, 12,2s) mit Q,,),+ (1,), + (i3)2 > 0
nur die triviale Lösung &L: dz - &s: 0 , wie leicht zu sehen ist. Die }Ienge

1) Diese Gleichung gilt sicher in clem Falle , p -: $ m (tn * 1) .
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{Yhar, Yha2, Yhar) ist also fiir jedes h +0 linear unabhängig und
somit r(h) :3 . w.z.b.w.

8. Jetzt nehmen wir an, dass

m: ?: max {r(h)} : z .

ct! sei ein »maximaler» Vektor, sodass die Menge

{Y arar, Y ara2, Y arar}

linear unabhängig ist.l Die anderen Vektoren der Menge Mruhabendie n'orm:

Y ara, : €L Y atar * €2 Y qez * *Y ara,
Y ara, : ,f Y etat * qz Y araz I qB Y ara,
Yarar: eLYatar I ezYaraz * CsYarar.

Nehmen 'wir einen beliebigen Yektor h € E3:

h - ),rar I 12a, I i\ar,
stellen die Vektoren Y ha1(j: l, 2, 3) mit Hilfe der Basisvektoren
Y arai U : 1, 2, 3) dar und setzen schliesslich

arYhc\ * ezYha, * asYha, : g 
,

so erhalten wir durch einfache Kalkulation das folgende Gleichungssystem:

)l oq * (12 tL + )"3 rf) *, + (1, rtL + ),s 6t) o, : 0

1'o, + (),1 -y 1z t2 + 13 qz) oz * (1r rt, + ),3 12) a, == g

1'o, +- ().2 ts + ).3 rf) *, -f (),r 1- 7z ,,t l- 2t f,)ea : 0 .

Wir fragen nun: Können clie §'-, r7'- und li-Zahlen so ausgewählt werden,
dass dieses Gleichungssystem fiir jedes 3-tupel (1r, 1r,23) mit ()LL)z + (12)z

+ (r.')'> 0 nur die triviale Lösung dt: ez: (xB.:0 hat?
Die Antwort, muss verneinend sein, denn die Determinante des Systems

ist offensichtlich eine kubische Form der Veränderlichen (),1, 12, ),8) und
als solche stets indefinit. Es gibt also irnmer mindestens einen l-dimensio-
nalen Llnterraum des 3-dimensionalen arithmetischen Vektorraumes
{(11, )'2, )'3)), wo die Determinante verschrrinclot. Fiir die entsprechenden
Vektoren h e E3 ist die Menge {7' lt q i j - 1,2, 3} linear abhängig und
r(h) < 3 , wie im Schluss des Paragraphen 6 r.orhergesagt wurde.

Universität Helsinl<i
X'innland
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