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Symmetrische Bilinearabbildungen

Diese Untersuchung ist eine Fortsetzung der fritheren Arbeit [3] des
Verfassers.

1. Es seien E™ und E" zwei lineare m- bzw. n-dimensionale Riume
iiber einem unendlichen kommutativen Kérper .1. Y sei eine bilineare
symmetrische Abbildung von Z™ in E".

Wir nehmen an, dass {a,, ..., d,.} eine Basis von /™ ist, und fithren
die folgende Bezeichnung ein:

J-

7

My = {Ywa;it =) = u.t =12

M,, ist also eine Menge von & (u —1f--1) (w—1t-+4 2) Vektoren des
Raumes E". Speziell spannt M, die lineare Hiille H(Y) der ganzen
Bildmenge von Y auf. Bezeichnet man

dim H(Y) = p,

so gilt
p=3im@n-+=1), p=mn.

Durch Fixierung eines von den beiden Argumenten von Y entsteht
eine lineare Abbildung Y % : E™ — E". Die Dimension des Bildraums B(%)
dieser Abbildung sei 7(h). Im folgenden betrachten wir den minimalen
(fiir A # 0)Y) und maximalen Wert von r(h), in dem Falle, dass p gege-
ben ist.

2. Wir wiederholen zuerst den Satz 2 von [3] und erginzen ihn mit
einer Bemerkung.

Satz 1: Ist
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m),

so gilt
max {r(h)} = s.

1) Natiurlich gilt: »7(0) = 0.
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Diese Schranke ist bestmoglich.

Der Beweis in [3] der ersten Behauptung war zwar konstruktiv, aber
liess doch offen, ob die Schranke tatséichlich erreicht wird. Um das zu
zeigen konstruieren wir jetzt eine passende »Grenzabbildungy.

Die Vektoren von M, sind im voraus unabhédngig und konnen frei
ausgewdhlt werden; dadurch wird die Abbildung Y vollig bestimmt.
Von den (s> + s) Vektoren von M, seien genau p (= 1 (s* — s+ 2))
linear unabhangig. Wir setzen

o =0 fir HeM,, — M,.

H(Y) ist dann sicher p-dimensional und somit max {r(2)} = s. Es bleibt
noch zu zeigen, dass max {r(h)} = s gilt.
Sei % ein beliebiger Vektor von Z™. Dann gilt cindeutig

ho=Ma+ ...+ tn, PE€EAT=1,...,m).
und entsprechend
Yha=2Yaa+ ...+ 2"Yana fir j=1,... m.

Die Menge {Y hay,..., Y L a,.} spannt den Bildraum B(h) auf. Fiur
j>s ist aber Y ha; eine Linearkombination von Vektoren der Menge
M, — M, sodass

L Im
Yhaj=0 fir j=s-+1,...,m,

woraus folgt:  7(h) = . w.z.b.w.

3. Die Zahl max {r(h)} kann unmittelbar nach oben beschrinkt werden.
Es gilt der folgende

Satz 2: max {r(h)} =< min {m , p}.
Diese Schranke ist bestmoglich.

Grossere Werte kommen natiirlich nicht in Frage. Es geniigt also wieder
zu zeigen, dass das Gleichheitszeichen gelten kann.

Fir p = m wihlen wir die Menge {Y a; @, ..., Y ¢y a,} linear unab-

hingig, sodass 7(a;) =m, und fiix p<<m die Menge {Y aq;a;, ...,
Ya,a,}, sodass r(a,) =p. w.z.b.w.

4. Weil die Sétze 1 und 2 zusammen etwas unanschaulich sind, fiigen
wir eine kleine Tabelle hinzu, aus der die moglichen Werte von max {r(h)}
fir m =<7 und der Inhalt der Sitze deutlicher hervorgehen (Tab. 1)

5. Schwieriger als max {r(h)} ist die Zahl min {r(k)} (also fiir A + 0)
zu behandeln. Doch kann man leicht folgendes beweisen:
Satz 3: min {r(h)} = max{0,p — F(m? — m)}.
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Tabelle 1.
~_ m R _ |
» _ 1 2 3 4 5 6 7

; i
1 1 1 L 1 1 1
2 2 2 2 2 2 |
3 2 2, 3 2, 3 2, 3 2, 3 2, 3
4 3 3, 4 3, 4 3, 4 3, 4
5 3 3,4 3,4,5 | 3,45 | 3, 4,5 |
6 3 3,4 3,45 3,...6 3,..,6
7,..,10 (1 4.5 | 4,5 6  4,..,7
11,..,15 5 5,6 | 5, 6,7
16, .., 21 6 | 67 |
22, .., 28 | _ B

Diese Schranke ist bestmiglich.

Es sei zuerst p < 1(m* — m). Man behauptet, dass es eine solche Ab-
bildung Y gibt, dass min {r(k)} den Wert 0 erreicht. Wir wihlen einfach

Ya,a0=0 fir j=1,...,m,
sodass r(a;) == 0. Nun gibt es in der Menge
My, —{Yaa;1 =j=m}=M,,
noch 4(m?— m) Vektoren, die wir so wéihlen kénnen, dass dim H(Y) = p

ist.
Es sei p>1(@m?—m). Gibt es nun «,€ E™ (a; # 0), sodass

ra;) = p— tm*—m) — 1,

so kann in der Menge 13/, wegen

Im

M, ={Yaaq;1=j=myUM,,

héchstens p — 1 linear unabhingige Vektoren sein, was einen Wider-
spruch enthélt. Also gilt
min {r(h)} = p — T(m?* — m).
Um eine »Grenzabbildung» zu konstruieren wéhlt man «, so, dass
r@) = p — 3m? — m).

M,,, wihlt man so, dass sie linear unabhéangig ist und dass die lineare Hiille
dieser Menge und der Unterraum B(e;) linear unabhingig sind. Dann gilt:
dim H(Y)=1p. w.z.b.w.
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6. Eine triviale obere Schranke fiir min {r(h)} ist die entsprechende
Zahl max {r(h)}. Wir geben im folgenden zwei Beispiele, die von ver-
schiedener Natur sind. In dem ersten ist »(k) eine Konstante und also!)

min {r(h)} = max {r(h)}:
in dem zweiten dagegen notwendig
min {r(k)} < max {r(h)}.

Das letztgenannte Beispiel zeigt, dass die obengenannte obere Schranke
fir jedes 3-tupel (m ,p, max{r(h)}) nicht bestmoglich ist.
Im folgenden ist /1 der Kérper der reellen Zahlen.

7. {ay, ay, ag} sei eine Basis von E3. Wir definieren die Abbildung Y
durch folgende Annahmen:
1° Die Menge

(v , . , F
(Y a,a, Y ayas, Y ayaq, Y oaya,, Y ay ag}
ist linear unabhingig.
9oy . r
2° Yagay = — Y a,a,.

Is gilt also p == 5 und max {r(k)} = 3. Wir behaupten, dass r(h) =
fir jedes h =£0,

Es sei
h = Ma, + 22ay,+ Ba;.
Dann gilt
Yha, = M Yaya, + 2Ya a5 + BYaag,
Yha, = M Ya,a, + 22 Y ayay, + B Yaya,,
Yhay = MY ajay + 2 Y ayay, — B Yaya,.

Setzen wir
ay Yhay + ag Y hay + 3 Y hay = 0,

so erhalten wir wegen der Annahme 1 das folgende Gleichungssystem:

Aoy =0

Aoy + Aoy =0

By + Moy =0
Poag— Bag = 0
Bayg+ Py = 0.

Dieses System hat fiir jedes 3-tupel (A%, 22, 23) mit (A1)2+ (422 4 (432 > 0
nur die triviale Losung «; = &y = x5 == 0, wie leicht zu sehen ist. Die Menge

!) Diese Gleichung gilt sicher in dem Falle: p = L m (m + 1).
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{Yha, Y hay, Y hag} ist also fiir jedes % s 0 linear unabhingig und
somit r(h) = 3. w.z.b.w.

8. Jetzt nehmen wir an, dass
m = p = max {r(h)} = 3.
a, sei ein »maximaler» Vektor, sodass die Menge
{(Yayay, Y ayay, ¥ a; ag}
linear unabhéngig ist.f Die anderen Vektoren der Menge M, haben die Form:

Yaya, = &Y aya; + & Yaja, + EYaa,
Yaya; = ft Yaya, + 12 Y ayay + 12 Y ajay
Yaga; = P Yaya, + 2 Yajay + B Yaay.

Nehmen wir einen beliebigen Vektor h € E3:
h = Aa, + 2ay, + Pay,

stellen die Vektoren Y ha;(j =1, 2, 3) mit Hilfe der Basisvektoren
Yaja;(j =1, 2, 3) dar und setzen schliesslich

o Yha, + 0y Yhay + a3 Y hay = 0,
so erhalten wir durch einfache Kalkulation das folgende Gleichungssystem:

Moy + (BE + Boyl)ay + (B + B ag =0
Aoy A (A A4 B8 4 By (A2 By = 0

By f (BE LBy + (2P b BBy = 0.

Wir fragen nun: Kénnen die &-, /- und {’-Zahlen so ausgewiihlt werden,
dass dieses Gleichungssystem fiir jedes 3-tupel (A1, A2, 43) mit (A1)2 4 (42)2
4 (232 > 0 nur die triviale Losung ~; = &y = a3 = 0 hat?

Die Antwort muss verneinend sein, denn die Determinante des Systems
ist offensichtlich eine kubische Form der Verdnderlichen (A, 22, 23) und
als solche stets indefinit. Es gibt also immer mindestens einen 1-dimensio-
nalen Unterraum des 3-dimensionalen arithmetischen Vektorraumes
(4%, 2%, %)}, wo die Determinante verschwindet. Fiir die entsprechenden
Vektoren % € E* ist die Menge {1} ha;;j =1, 2, 3} linear abhiingig und
r(h) <3, wie im Schluss des Paragraphen 6 vorhergesagt wurde.

Universitat Helsinki
Finnland
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