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Funktionenriume in der Kategorie der Limesrdume *

Einleitung

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die Menge ((X, Y)
der stetigen Abbildungen eines Limesraumes X in einen Limesraum Y .
Durch Einfiihrung einer Limesstruktur auf (X, Y) wird dieser Funk-
tionenraum selbst zu einem Limesraum gemacht. Es werden zwei Limitie-
rungen auf ‘¢(X, Y) betrachtet, die beide durch die Struktur von (X , Y)
in natiirlicher Weise bestimmt sind: die Limitierung A, der stetigen Kon-
vergenz im ersten Abschnitt und die Limitierung A, der einfachen Konver-
genz im dritten Abschnitt. Es handelt sich bei 4. (bzw. A,) um die grobste
Limitierung auf (X ,Y), fir welche die kanonische Abbildung

w: CX,T)xX > 1

stetig (bzw. getrennt stetig) ist. Sowohl /A, als auch .1, werden charak-
terisiert durch je eine universelle Eigenschaft in der Kategorie der Limes-
rdaume (Sdtze 2 und 24). Die vdéllige formale Analogie der Aussagen dieser
Sitze wird erreicht, indem auf der Produktmenge zweier Limesriume der
gewohnlichen Produktlimitierung eine feinere zur Seite gestellt wird, die
wir die Limitierung der getrennten Stetigkeit nennen (Satz 22).

Der zweite Abschnitt behandelt den Fall, wo in ¥ stetige algebraische
Operationen definiert sind, die sich dann auf den Limesraum

(CX,Y), A)

tibertragen. In diesem Zusammenhang werden zur Abkiirzung der Sprech-
weise die Begriffe Limesmonoid, Limesgruppe, Limesring etc. eingefiihrt.

Fiir die Limitierung der stetigen Konvergenz sei insbesondere auf die
Arbeit von C. H. Cook und H. R. Fischer [3] verwiesen. Unter dem Namen
»pseudotopologie de la convergence locale» wird diese Limesstruktur von
Andrée Bastiani in [1] benutzt, desgleichen von E. Binz in [2]. Ferner wird
sie von H. H. Keller in [5] kurz betrachtet.

* Mit Dankbarkeit sei erwihnt, dass diese Arbeit im Rahmen einer von der Fritz
Hoffman - La Roche - Stiftung zur Forderung wissenschaftlicher Arbeitsgemeinschaften
i der Schweiz unterstiitzten Forschungsgruppe entstanden ist.
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Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, dass 4., im Gegensatz
zu A,, im allgemeinen im Rahmen der topologischen R&dume nicht
konstruiert werden kann; m. a. W. selbst wenn X und Y topologische
Riume sind, ist 4. im allgemeinen keine Topologie auf C(X, Y). Eine
entsprechende Bemerkung gilt iibrigens auch fiir die erwahnte Limitierung
der getrennten Stetigkeit. Fiir die in dieser Arbeit durchgefiibrten Kon-
struktionen ist es somit wesentlich, dass in der Kategorie der von H. R.
Fischer [4] eingefiithrten Limesrdume gearbeitet wird. Da Limesrdume
nicht als allgemein bekannt vorausgesetzt werden konnen, schicken wir
eine kurze Zusammenfassung der spiter gebrauchten Begriffe und Be-
zeichnungen voraus.

0.1. Sei X eine nicht-leere Menge. Eine Limesstruktur oder Limitierung
A auf X ordnet jedem Punkt 2 € X eine Menge /(x) von Filtern in
X so zu, dass die folgenden Axiome erfiillt sind:

(Lim 1) DEANx), PV => VYEA)
(Lim 2) DENx), PVEAR) = PANYE A)
(Lim 3) Fiir jedes » € X ist z € A(x).

Dabei bedeutet @ < ¥, dass ¥ ein Filter in X ist, welcher feiner als
@ ist; @ AW Dbezeichnet unter den Filtern in X , die grober als @ und
¥ sind, den feinsten; mit z ist der durch a bestimmte triviale Ultrafilter
in X Dbezeichnet. Eine Menge A(x) von Filtern, die den Axiomen (Lim 1)
und (Lim 2) geniigt, heisst ein Filterideal.

Die Limitierung A auf X heisst separiert, wenn ausserdem gilt

(Lim 4) Fir a =y ist A(x) N A(y) leer.

Das Paar (X, A) heisst ein Limesraum. Statt @ € A(x) schreiben wir
im folgenden stets @ —>ax € (X, A) oder @ —x€X, falls X selbst
schon den Limesraum bezeichnet und fiir die Limitierung kein separates
Symbol verwendet wird.

0.2. Seien X und Y Limesrdume. Eine Abbildung f: X — ¥ heisst
stetig. wenn fiir jedes 2 € X und jeden Filter @ in X gilt

D>z €X = f(O)—>flx)EY.

Dabei bezeichnet f(®) den Bildfilter von @ vermdge f.

Es ist klar, dass fiir jeden Limesraum X die identische Abbildung
idy: X — X stetig ist. Ebenso ist fiir drei Limesrdume X ,Y und Z
die Komposition gof: X —Z von zwei stetigen Abbildungen f:X — Y
und g:Y —Z stetig. Daraus folgt, dass die Limesrdume die Objekte
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einer Kategorie ‘¢ sind, wenn die stetigen Abbildungen zwischen Limes-
riumen als die Morphismen von C erklirt werden. Wir nennen ¢ kurz
die Kategorie der Limesrdume. Fiir je zwei Objekte X , Y von € wird
die Menge der Morphismen von X in Y allgemein mit ‘C(X, Y) be-
zeichnet. Die Iscmorphismen in der Kategorie < werden auch Homd-
omorphismen genannt.

Jeder topologische Raum X trégt in natiirlicher Weise eine Limitierung
.1, indem fiir jedes € X das Filterideal (x) aus den fiir die Topologie
von X gegen x konvergenten Filtern besteht. Die Kategorie der topo-
lcgischen Réume ist in diesem Sinne als Unterkategorie von ‘¢ aufzufassen.

0.3. Sei X eine nicht-leere Menge. Eine Limitierung A’ heisst feiner
als eine Limitierung A auf X, (oder auch /A grober als A’), wenn

idy: (X, 4)— (X, A)

stetig ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn man A'(x) € A(x) fiir jedes
r € X hat.

Nun seien X eine nicht-leere Menge und (Y,, 4,),c; eine Familie von
Limesrdumen. Wir betrachten die folgenden beiden Situationen:

1) Fir jedes ¢ €J sei eine Abbildung f : X — Y, gegeben. Dann
2ibt es unter allen Limitierungen A auf X , fiir welche alle Abbildungen

.f,:(Xa/l)—%(Y,)Ar)y LGJ,

stetig sind, eine grobste, . Sie heisse die von der Familie (f)¢; indu-
zierte Limitierung. Ist S ein beliebiger Limesraum, so ist eine Abbildung
w: S— (X, 4, genau dann stetig, wenn fowu: S—(Y,, 4) fir jedes
1 €.J stetig ist.

2) Fiir jedes :€.J sei eine Abbildung ¢, : 1Y, — X gegeben. Dann
existiert unter allen Limitierungen /A auf X, fiir welche alle Abbildungen

g: (Y, 4)—= (X, 4), (&€J,

stetig sind, eine feinste, A°, die von der Familie (g,),¢; erzeugte Limitierung.
Fiir jedes « € X wird das Filterideal A%x) erzeugt durch den Ultrafilter
x und alle Filter der Form ¢,(¥), ¥,—y, €(Y,, A,). Dabei durchliuft
¢ die Indexmenge J und fiir jedes ¢ € J durchliuft y, die Urbildmenge
g (x)ycY,. Ist T irgend ein Limesraum, so ist eine Abbildung
v: (X, A% — T genau dann stetig, wenn vog, : (},,.1)—7T fur jedes
t €J stetig ist.

0.4. Seien (X, A) ein Limesraum und A eine nicht-leere Teilmenge
von X . Die durch die Inklusicn i: 4 — X auf 4 induzierte Limitierung
(auch die von A auf A induzierte genannt), werde der Einfachheit halber
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auch mit A bezeichnet. Dann heisst (4, A) Unterraum des Limes-
raumes (X, 4).

Ist (X,, A4,),e; eine Familie von Limesrdumen, so wird auf dem carte-
sischen Produkt [,e;X, die Produktlimitierung | |,e; A, definiert als
die von der Familie (p,),¢; der Projektionen p,: |[,e; X, — X, indu-
zierte Limitierung, und T ,c; (X,, 4) = ([ [.es X,, [ [.es 4,) heisst das
Produkt der Familie (X, , 4); von Limesrdumen.

0.5. Folgende Bezeichnungen werden ganz generell verwendet.

Sind X und Y nicht-leere Mengen, so ist (X, Y) die Menge aller
Abbildungen von X in Y. Diese wird mit der Produktmenge 1
identifiziert.

Ist H eine nicht-leere Teilmenge von F(X, Y), so bezeichnet allge-
mein das Symbol o die natiirliche Abbildung

w: HxX —Y,

definiert durch o(u , ) = u(x) fir jedes w € H und jedes x € X . Falls
ferner eine Menge M und eine Abbildung f: M — H gegeben sind. so
heisse

~

f=wo(fxidy): MxX—7Y

die zu [ assoziierte Abbildung. Es ist f(p , ) = f(p)(x) fir jedes p € M
und jedes x € X .

1. Die Limitierung der stetigen Konvergenz

1.1. Satz 1. Seien X wund Y Limesrdume. Unter allen Limitierungen
A auf CX,Y) fur welche die natirliche Abbildung

w: (¢X,Y), )xX - Y

stetig ist, qibt es eine grobste, .. Diese ist genaw dann separiert, wenn Y
separiert ist.

Man definiere /A, durch die Forderung, dass fiir jedes u € C(X, Y)
und jeden Filter @ auf ‘C(X, Y) die Konvergenz 0 —u € (¢(X,7Y), A,)
genau dann bestehe, wenn fiir jedes # € X und jeden Filter @ auf X gilt:

O—>2€X = 0@XD)—>ux)€Y.

Man verifiziert, dass /. eine Limitierung auf (X ,Y) ist, und dass
diese die im ersten Teil von Satz 1 geforderte Eigenschaft besitzt. Der
zweite Teil von Satz 1 ergibt sich unmittelbar aus der Konstruktion von
A, . Fir die Einzelheiten sei auf [3] verwiesen.
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In Ubereinstimmung mit [3] nennen wir A, die Limitieruny der
stetigen. Konvergenz auf ‘C(X , Y) und schreiben fortan ‘¢, (X, Y) statt
(X ,Y),A,).

1.2. Es seien H eine nicht-leere Teilmenge von (X, ¥) und
i: H—CX,7Y)
die Inklusionsabbildung. Wir setzen (H , A.) = H,. Die Limesstruktur
1. besitzt die folgende universelle Eigenschaft:

Satz 2. Fs seien X und Y Limesriume und H. ein Unterraum von
(X, Y) . Fur jeden Limesraum S ist eine Abbildung f: S — H, dann
und nur dann stetig, wenn die assoziierte Abbildung f SxX — Y stetig ist.

Wenn f stetig ist, so ist f~: o (iofXidy) stetig, weil i und o
stetig sind. Ist umgekehrt f~ stetig, so seien s € S und x € X beliebige
Punkte, ferner X', @ beliebige Filter auf S bzw. X | fir die ¥ —s €9,

® — v € X. Nach Voraussetzung iiber f hat man
oi(f(Z) > @) = [(EX D) — (s, x) = f(s)(x) € Y .

Aus der Konstruktion von A, folgt i(f(X)) —#(f(s)) € C(X, Y). Daher
ist {of: S—C(X,Y) stetig, und somit auch f: S — H.. Damit ist
Satz 2 bewiesen.

1.3. Tatsdchlich ist die Limitierung .. auf jeder nicht-leeren Teil-
menge von ‘C(X, ¥) durch die in Satz 2 ausgedriickte universelle Eigen-
schaft charakterisiert.

Satz 8. Esseien X, Y Limesrdume, H eine nicht-leere Teilmenge von
(X, Y) und A eine Limitierung auf H wmit der Eigenschaft: Fiir jeden
Limesraum S st eine Abbildung f: S— (H,A) dann und nur dann
stetig, wenn f : SXX — Y stetig ist. Unter diesen Voraussetzungen ist
A mit A, identisch.

Falls 1 der Voraussetzung von Satz 3 geniigt, so ist mit idy : (H , A)
— (., A) auch iH’H: (H, A)xX — Y stetig, und daher nach Satz 2
auch idg: (H, 1) H,. Umgekehrt folgt aus der Stetigkeit von i?fH =
o H. X — Y, nach Voraussetzung iiber A, dass idy: H,— (H, A)
stetig ist.

Korollar. Es seien U, X, ¥ Limesrdume und H eine Teilmenge von
(X . Y). Eine bijektive Abbildung w: U — H, ist dann und nur dann
ein Homoomorphismas, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind :

(i) w:UxX -1 st stetig.

(i) Fir jeden Limesraum S wund jede Abbildung f: S — U impliziert
die Stetigkeit von ;\/j SxX — Y diejenige von f.
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Aufgrund von Satz 3 ist u genau dann ein Homdomorphismus, wenn
fiir jeden Limesraum S und jede Abbildung f: S —U gilt:

N. . o .
wof stetig < f stetig.

Mit dieser Bedingung dquivalent ist aber das Paar (i), (ii).

1.4. Es bezeichne K die Menge der konstanten Abbildungen von
X in Y. Die natiirliche Bijektion ¢: Y — K ist definiert durch
¢(y)(x) = y fir jedes y €Y und jedes x € X .

Satz 4. Es seien X, Y Limesriume und K die Menge der konstanten
Abbildungen von X in Y . Die natirliche Bijektion ¢: Y — K. ist ein
Homdcmorphismus.

Die zu ¢ assoziierte Abbildung ¢: Y xX — Y ist die Projektion.
Diese ist stetig, und daker auch ¢. Andrerseits sind o: K, xX — Y
und die Projektion K.xX — X stetig, folglich auch

g1xidy: K.oxX —> Y xX.

Hieraus folgt die Stetigkeit von ¢': K, — 1.

1.5. Seien X, Y und Z Limesriume. Nach Satz 2 ist eine Abbildung
fi X —C(Y,Z) genau dann stetig, wenn a(f) = f~: X< Y —Z stetig
ist. Folglich ist « eine Bijektion von C(X ,C (Y, Z)) auf (X <Y, Z).

Satz 5. Fiwr drei Limesriume X ,Y wund Z ist die durch x(f) :j"
definierte  Abbildung «: C(X ,C(Y ,Z)) — C(Xx Y ,Z) ein Homs-
omorphismus.

Der Beweis ergibt sich durch wiederholte Anwendung von Satz 2 wie
folgt. Zunichst zieht die Stetigkeit der natiirlichen Abbildungen

CX,C(Y , Z)xXxY *———'——za C(Y . Z)xY .z
die Stetigkeit von ~ mnach sich. Andrerseits ist
o: C(XxY, Z)xXxY — Z
stetig, und daher auch
Al CUX XY, Z) X —CAY L 7).
Somit ist auch «~! stetig.
1.6. Satz 6. Fiir drei Limesriume X , Y , Z istdie durch die Komposition

(v,u) ~—>vou definierte natirliche Abbildung von “C(Y , Z) XC(X, T)
in C(X,Z) stetig.
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Wiederum nach Satz 2 hat man zu zeigen, dass die Abbildung
(v, u, )~ (vou)(zx) =v(u)) von C(Y,Z)xXC(X,Y)xX auf Z
stetig ist. Dies ergibt sich durch die Zerlegung in die stetigen Abbildungen

CAY , Z)xC(X , V)% X —>C(Y ,Z)X Y —Z,
definiert durch
w,u,x)~— v, ux) ~— v(u)) .
1.7. Satz 7. Seien X ein Limesraum, (Y,),c; eine Familie von Limes-

riumen und q,: | |,e; Y, — Y, die Projektionen. Die durch die Zuordnung
w ~—> (q,0u),c; definierte natirliche Bijektion

p: C(X, ﬂleJ —é]_l-le.](() X,Y)

ist ein Homdomorphismus.
Seien

Pt [les (X,Y)—>CX,Y), =€J,

die Projektionen. Durch Anwendung von Satz 2 ergibt sich zunéchst, dass
fir jedes x» €.J die Abbildungen

(() X -I_TIEJ ><X_—+ I |1€J Irl&+ }Yz
stetig sind, und hieraus, dass
p 5 '() ( -I—I-leJ }Yl) - (()C(X ) }’z) s 7 € J E

stetig ist, und damit S selbst.
Andrerseits ist das folgende Diagramm natiirlicher Abbildungen fiir
jedes x € J kommutativ.

wo (fixidy) —

TTes CX, V)X X —————> e, ¥,
P, Xidy f‘]z
' '
o
“C(X, Y )xX ST,

Die Stetigkeit von w o (8~1xidy) folgt nach Definition der Produktlimi-
tierung auf [],e;Y, aus der Stetigkeit der iibrigen Abbildungen. Nach
Satz 2 ist f1 stetig.
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1.8. Das Produkt einer Familie (f) ¢, von Abbildungen f: X — 1’
zwischen Limesrdumen,

TT:GJJ‘: : TTIGJ Xl e I_I-IEJ I" ]
definiert durch
(ﬂ‘,ejf,)(f,),e.j = (f(¥).es .

ist genau dann stetig, wenn f fur jedes ¢ € J stetig ist.

Satz 8. Seien (X)), e; und (Y), e, zwei Familien von Limesrdumen il
der gleichen Indermenge J . Die durch (f),e; ~> 1 1,es [, definicite patis-
liche Injektion

v T—rfe,l CX,, Y)— ((/c(ﬁ,ej AP T—l—,ej T

bildet den Raum | ,e, C(X,, Y,) hombomerph auf einen Unterrauwm von

COT1esX, . TTes Y ab.

Als Produkt der stetigen Abbildungen
w: CX,,Y)xX, — T, (t €.)
ist
v W,e.l CAX, L Y) XW/EJ X, — TT/E.I Y,

stetig und daher auch y .
Nach dem Korollar von Satz 3 hat man noch zu zeigen, dass {iir jeden
Limesraum S eine Abbildung

g = @)es: S—>Tles X . Y)

stetig ist, wenn nur
yog : SxTTes X, =TTes 7,

stetig ist. Sei also vorausgesetzt, dass

yeg (s, (x)es) > @) ) e
stetig sei. Dann ist fir jedes ¢ €./ die Abbildung

G0 SxX, Y (Gls, )= g6)@) .,
stetig, und daher nach Satz 2 auch
g S—=C(X,,Y),

was dquivalent zur Stetigkeit von ¢ ist.

1.9. Es bezeichne ¢ die Kategorie, deren Objekte die Limesrdume
und deren Morphismen die stetigen Abbildungen zwischen Limesrdumen
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sind. Sind X, Y Limesrdume, so ist die Morphismenmenge “C¢(X ,7Y),
verschen mit der Limitierung .. der stetigen Konvergenz, selbst wieder
ein Objekt (X, Y) der Kategorie “C.

Jeder feste Limesraum S bestimmt in natiirlicher Weise einen kovarian-
ten Funkior ‘Cg der Kategorie ‘C in sich. Fiir jeden Limesraum X setze
man nimlich ‘C4(X) = C(S, X). und jedem Morphismus f€ C(X,Y)
ordue man die Abbildung

)OS, X) S, T
zu, die durch
Cf)) = fou  (w€S, X)),
definiert ist. Da
Cl) S X) RS - Y
stetig ist, so ist nach Satz 2 auch ‘Cg(f) stetig, also ein Morphismus:
Co(f) €C(CG(X), Cy(Y))

AMan verifiziert leicht, dass “Cg in der Tat die Eigenschaften eines kovarian-
ten Funktors aufweist.

Fir jedes Paar X, 1Y von Limesrdumen kann die Zuordnung
J — 1 J{f) als eine Abbildung

st X, Y) O C(X), Cs(Y)

aufgefasst werden. Diese ist injektiv, wie man sofort einsieht, und stetig
nach Satz 2, weil die natiitliche Abbildung

Tt CUX, D)X CAS , X) = C(S, 1),

die durch die Komposition (f, u) ~— fou gegeben ist, nach Satz 6 stetig
ist. Es gilt jedoch sogar der

Satz 9. Es seien S, X ,Y Limesrdume. Der kovariante Funktor Cg
in der Kategorie “C der Limesrdume bildet den Raum C(X , Y) homdomorph
auf einen Unterraum von C,(Cy(X), C4(Y)) abd.

Nach dem Korollar von Satz 3 hat man noch zu zeigen, dass fiir jeden
Limesraum 7' eine Abbildung ¢: 7 — C(X , Y) stetig ist, falls

Cgog: TxC(S,X)—C(S, YY),

definiert durch (¢, u) ~—g(t) o u , stetig ist. Wir setzen also voraus, dass
diese letzte Abbildung stetig sei. Nun seien K, € C(S, X), K. c €(S, Y)
die  Unterrdume, bestehend aus den konstanten Funktionen, und
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¢: X—K,, y: YK, die kanonischen Homdomorphismen (Satz 4).
Wir betrachten die Sequenz stetiger Abbildungen:

idp X -1
REAANY NG SN CIRAN

TxX

wobei die mittlere die Restriktion von m auf T x K, ist (mit Werten
in K.). Man verifiziert, dass die Komposition dieser Abbildungen gerade
g: (t,x)~—g(t)(x) ist. Somit ist nach Satz 2 auch g stetig.

Die Aussage des Satzes 5, welche fiir die Limitierung der stetigen Kon-
vergenz charakteristisch ist, lisst sich mit Hilfe des kovarianten Funktors
‘Cy wie folgt ausdriicken:

Satz 10. Seien S und T zwei feste Limesriume. Wird fir jeden Limes-
raum X wvermége des natirlichen Homdomorphismus o«  der Raum
C(S, C(T , X)) mit C(SXT,X) identifiziert, so sind die Funktoren
Cy0Cp und Cg,p tdentisch:

(:()S ° ((),T — (()SXT .
Jedem festen Limesraum S entspricht auch ein kontravarianter Funktor
‘¢% von C in sich, indem man setzt ‘C5(X) = €,(X , S), und jedem Mor-

phismus f€C¢(X, Y) den Morphismus C5(f) € C(((3(Y), 3(X)) zu-
ordnet, der definiert ist durch

Cf) : v~>vof (v €C(Y,NS)).
Dass fiir jedes Paar X , ¥ von Limesrdumen die Abbildung
O CX L Y) = C(E(Y), X))

stetig ist, folgt wie oben.

Satz 11. Es seien S,X,Y Limesriume. Der kontravariante
Funktor €5 in der Kategorie C der Limesrdume bildet “C.(X , Y) stetig in
CCNY), CN(X)) ab.

2. Stetige algebraische Operationen

2.1. Sei F eine nicht-leere Menge. Eine innere Verkniipfung in F ist

eine Abbildung
w: FxF—F.

Ist ausserdem eine weitere nicht-leere Menge A gegeben, so heisse eine
Abbildung
w: AXF —F
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eine dussere Verknilpfung in F mit dem Operatorenbereich A . Innere
und #ussere Verkniipfungen in F werden im folgenden als algebraische
Operationen in F bezeichnet.

Ist X eine beliebige nicht-leere Menge, so iibertrigt sich in natiirlicher
Weise jede in F erklirte innere bzw. dussere Verkniipfung, u bzw. w,
auf die Menge (X , F) = FX aller Abbildungen von X in F, indem man

s @ HX,F)xHX ,F)— /(X ,F),

bzw.
a, : KX, A)xFX,F)— HX,F),

definiert durch

pge(w, v)(@) = plu(r), o(@)) ,
bzw.

e, W)(@) = @ (x(x) , u(2))

fiir beliebige Elemente u,v € /(X ,F), x €F(X ,4), r€X. Uberdies
induziert = in (X, F) eine dussere Verkniipfung

a, AxFHX,F)—>J(X,F),

welche als Restriktion von z, auf 4 xF(X , F) betrachtet werden kann.
falls A mit der Menge der konstanten Abbildungen von X in A iden-
tifiziert wird.

2.92. Nun seien die auftretenden Mengen F , 4, X Limesrdume. Fur
jede stetige innere bzw. dussere Verkniipfung in F, u bzw. =z, bildet
iy bzw. 7z, die Menge (X, F)xC(X , F), bzw. (X, AyxCXx, F),
in ‘¢(X , F) ab, so dass man, was im folgenden geschehen soll, die induzierte
Verkniipfung py , bzw. @, , als Abbildung

it CAX, F)CCX  F) - CX P,
bzw.
Ty CuX , A)yx (X, F)y—-C(X,F),

betrachten kann.

Satz 12. Seien X wund F Limesrdume. Die von einer stetigen inneren,
baw. dusseren Verknipfung, p bzw. m, in F induzierte Verkniipfung,
ps brw. my, in C(X, F) st stetig.

Nach Satz 7 ist nimlich die natiirliche Abbildung

Bt CX , F)xXCX , F) = C(X, F <F)
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ein Homdomorphismus; andrerseits ist die Abbildung w~—>pyow von
C(X,FxF) in C(X,F) nach Satz 6 stetig, und daher auch u, als
Komposition von beiden. Analog ergibt sich die entsprechende Aussage
itber o, .

2.3. Falls F eine algebraische Struktur triigt, deren Operationen asso-
ziativen, kommutativen oder distributiven Gesetzen geniigen, so sind die
in (X .F) induzierten Operationen wieder assoziativ, kommutativ oder
distributiv. Dies gilt natiirlich auch fiir die in ‘C,(X , F) induzierten Opera-
tionen, wenn die zugrunde liegenden Rédume Limesriume und die in F
definierten Operationen stetig sind.

Einen Limesraum £ mit stetiger, assoziativer innerer Verkniipfung
wollen wiv als Limesmonoid bezeichnen. Fir ein Limesmonoid F und einen
Limesravm X st “C(X, F), mit der induzierten inneren Verkniipfung
versehen, ein Limesmonoid. Falls F ein Einselement e besitzt, so ist
ey = q(¢) € C(X . F) Einselement von C(X,F). Dabei ist

¢: F—C(X,F)
die natiirliche Einbettung, also e, (x) = ¢ fiir jedes 2 € X . Ein Element

w € (X, F) ist genau dann invertierbar, wenn wu(x) fir jedes » € X
invertierbar in F ist.

2.4, Unter einer Limesgruppe wollen wir einen Limesraum F verstehen,
der so mit einer Gruppenstruktur versehen ist, dass die Gruppenmulti-
plikation

w: FxF—F
und die Inversion
i F=F (uiy),y) = uly.iy) =e)
stetig sind.

Satz 13. Seien X ein Limesraum und F eine Limesgruppe. Dann ist
C(X, F), versehen mit der induzierten inneren Verkniipfung, eine Limes-
gruppe.

Nach Satz 12 ist die Gruppenmultiplikation g, stetig. Es bleibt zu
zeigen, dass dies auch fiir die Inversion

iy 1 C(X,F)—C(X,F),

definiert durch i, (u)(x) = i(u(z)) fir jedes wu € C(X,F) und jedes
x € X, zutrifft. Nun ist ¢, die Komposition der Abbildungen

CX,F)xX-2sF s F,

also stetig. Nach Satz 2 ist 4, stetig.
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2.5. Unter einem Limesring wollen wir einen Limesraum mit Ringstruk-
tur verstehen, der fiir die Addition eine (abelsche) Limesgruppe und fiir
die Multiplikation ein Limesmonoid ist. Satz 12 und Satz 13 hefern dann den

Satz 14. Seien X ein Limesrawm und R ein Limesring. Dann ist
CAX . Ry, wversechen mit den induzierten Ringoperationen, ein Limesring.

Als  Limeskérper sei ein Limesravm mit Korperstruktur bezeichnet,
der fiir die zugrunde liegende Ringstruktur ein Limesring ist, und fiir den
die Inversion (definiert auf dem Unterraum der von O verschiedenen
Elenwente) stetig ist.

Falls X ein Limesraum und A ein Limeskorper ist, so ist ‘(X | K),
mit den induzierten algebraischen Operationen versehen, zwar ein Limes-
ring. im allgemeinen jedoch kein Limeskorper.

2.6. FEin Limesraum £ heisse Limesmodul itber dem Limesring I,
oder R-Limesmodnl, wenn F ein Modul tiber dem Ring R (cin R-Modul)
ist, so dass 1. F fiir die zugrundeliegende additive Struktur eine (abelsche)
Limesgruppe ist, und 2. die dussere Multiplikation Rx F — F stetig ist.
Falls dabei R ein Limeskérper K ist, und 1-y =y fir jedes y € F
gilt, wobei 1 das Einselement von K und der Punkt die dussere Verkniip-
fung in I bezeichnet, so nennen wir F einen Limesvektorraum iiber dem
Limeskorper K oder A-Limesvektorraum.

Satz 15. Seien X ein Limesraum, R ein Limesring und F ein R-Limes-
modul. Dann ist C(X , F), wverschen mit den induzierten algebraischen
Operationen, ein C(X , R)-Limesmodul, und zugleich ein R-Limesmodul.

Falls F ein Limesvektorraum iber dem Limeskorper K ist, soist “C(X , I)
ein N -Limesvektorraum.

2.7. Unter einer Limesalgebra iiber dem Limesring R, oder R-Limes-
algebra, sei ein Limesraum mit R-Algebra-Struktur verstanden, der fiir
die inneren Verkniipfungen ein Limesring und fiir die additive innere und
die iussere Verkniipfung ein R-Limesmodul ist. Aus den Sitzen 14 und
15 folgt

Satz 16. Seien X ein Limesraum, R ein Limesring und F eine R-
Limesalgebra. Dann ist ‘C(X , F), versehen mit der induzierten algebraischen
Struktur, eine C(X . R)-Limesalgebra und gleichzeitig eine R-Limesalgebra.

2.8. Im folgenden sei R ein fester Limesring. Mit <% wollen wir die
Kategorie bezeichnen, deren Objekte die R-Limesmoduln und deren Mor-
phismen die stetigen R-linearen Abbildungen zwischen solchen sind. Dann
ist <£ eine Unterkategorie von ¢ . Fiir jedes Paar £, F von R-Limes-
moduln bezeichne <£(E , F) die Menge der Morphismen von K in F.
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Versehen mit der von C(E, F) induzierten R-Limesmodul-Struktur ist
L(E , F) selbst wieder ein Objekt <£,(E , F) der Kategorie <£ .

Sei S ein beliebiger Limesraum. Wir betrachten den in 1.9 einge-
fiihrten kovarianten Funktor ‘Cs der Kategorie C in sich. Fiir jedes Objekt
E von < ist nach Satz 15 der Raum Cy(E) = C,(S , E) ein Objekt von £,
und fiir jeden Morphismus f € “£(E, F) hat man Cy(f) € <L(Cy(E), Cy(F)) .
Somit stellt die Restriktion des Funktors <Cg auf die Unterkategorie
£ von C einen kovarianten Funktor von <% in sich dar, und die durch
‘Cs bestimmte Abbildung

Cs o Ll , F)—L(Cs(B), C(F))

ist stetig und linear.

Sei L ein beliebiger R-Limesmodul. Dieser bestimmt nach 1.9 einen
kontravarianten Faktor ‘" der Kategorie ‘C in sich. Fiir jedes Objekt X
von ‘C ist nach Satz 15 das Bild ‘(*(X) = ‘(X , L) ein R-Limesmodul
und jeder Morphismus f € C(X , Y) von ‘¢ wird durch ‘¢* in eine stetige
R-lineare Abbildung C*(f) von C*(Y) in ‘C*(X) transformiert, wie man
sofort verifiziert. Also kann ‘C* auch als kontravarianter Funktor von ¢
in die Unterkategorie ¢£ betrachtet werden. Zusammenfassend kénnen
wir feststellen:

Satz 17. Seien ‘C die Kategorie der Limesrdume und L die Kategorie
der Limesmoduln uber einem festen Limesring R .

Fiar jedes Objekt S wvon C st die Restriktion des kovarianten Funltors
‘Cs auf die Unterkategorie L ein Funktor von <£ in sich.

Fir jedes Objekt L von <L ist C* ein kontravarianter Funktor von
in die Unterkategorie <L .

2.9. Esseien X und Y beliebige Limesriume, £, F und G Limes-
moduln iiber dem festen Limesring R . Nach Satz 15 sind ‘€ (X , ‘¢ (Y, &))
und C(XxY,@#) R-Limesmoduln. Der in 1.5 eingefiihrte natiirliche
Homdomorphismus « von C(X, C(Y, &) auf C(XxY, 6 G). defi-
niert durch «(f) = f , f(x ,y) = f(x)(y) , ist offensichtlich R-linear. Der
Raum <L(E,<L(F,#) kann mit einem linearen Unterraum von
‘C(B , C(F, @) identifiziert werden. Andrerseits bezeichne <Z (E ,F ;@)
den linearen Unterraum von ‘C(ExF , @), bestehend aus den stetigen
R-bilinearen Abbildungen. Nun ist <£.(E, F ;) gerade das Bild von
LB ,L(F,R) vermige x. Man hat also den

Satz 18. Sei R ein fester Limesring. Sind X wund Y beliebige Limes-
rdume und ist G ein R-Limesmodul, so ist die natiirliche Abbildung

x: CX,C(Y, @) —>C(XxY ,G)
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cin Isomorphismus in der Kategorie <L der R-Limesmoduln. Sind E ,F
und G R-Limesmoduln, so ist die Restriktion von « auf den Unterraum
LAE ,LAF ,G)) von C(E,C(F,Q) ein Isomorphismus

ne @ LB LAF Q) LB F G

in der Kategorie <L .

2.10. Wieder sei R ein fester Limesring, und es bezeichne <4 die Kate-
gorie der R-Limesmoduln. Jedes Objekt L von <£ bestimmt je einen
kovarianten Funktor </, und einen kontravarianten Funktor <£* der
Kategerie <4 in sich, indem man

SLL(E) — C:Z((L , E) s ELL(E) = gi/c(IZ s L)

fiir jeden R-Limesmodul E setzt, und fiir jeden Morphismus f € 4(E , F)
von <L

Ly(f) € L(LLE) , LL(F))
und
SLY(f) € SL(ELME) , LYE)),

definiert durch w ~—> fou , u€<L(L, E) , bzw. v~—>vof, v €L(F,L).
Die Funktoren <4, bzw. <L in der Kategorie <£ entsprechen den Funk-
toren Cg bzw. ° in der Kategorie C. Wie fiir jene beweist man den
Satz 19. Set R e¢in fester Limesring. Fir je drev R-Limesmoduln L, E , F
sind die durch die Funktoren <L, bzw. L% bestimmten Abbildungen

Ly LB F) — L Ly(E), Ly(F)),
bz,
SLE o LB F) — L(LNF), LYE))

stetig und R-linear, also Morphismen der Kategorie <L der R-Limesrdume.

2.11. Die Bezeichnungen seien wie in 2.10 Ein wichtiger Spezialfall
des Funktors <" liegt vor, wenn fiir L der Limesring R gewihlt wird,
wobei R als Objekt von £ betrachtet wird. Man hat dann den

Satz 20. Sei R ewn fester Limesring. Fir jeden R-Limesmodul B sei
der mit der Limitierung der stetigen Konvergenz versehene Dualraum “L(E , R)
mit K’ bezeichnet. Scien E wund F zwei R-Limesmoduln und v : E —F
eine stetige R-lincare Abbildung. Dann ist die zu w duale R-lineare Abbildung
w: F'— E' stelig, und die Zuordnung w~— ' 1ist eine stetige R-lineare
Abbildung von “LJ(E ,F) in <L(F',E’).
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3. Einfache Konvergenz und getrennte Stetigkeit

3.1. Seien M eine nicht-leere Menge und Y emn Limesraum. Durch
Identifikation mit Y™ wird der Menge (M , Y) aller Abbildungen von
M in Y die Produktlimitierung von Y™ autgeprigt, nimlich die gribste
Limitierung aut /(M , Y), fiir die alle Abbildungen u~—u(p), p € M ,
von F(M,Y) in Y stetig sind. Wir nennen diese die Limitierung /I
der einfachen oder punktweisen Konvergenz auf (M ,Y) und setzen
J(M YY) statt (F(M,Y), A,). Fir einen Filter @ auf F(M . 1) hat
man ndmlich @ —u € /(M ,Y) genau dann, wenn fiir jedes p € M
gilt » (Oxp)—u(p) €Y. Fir jede Teilmenge H von F(M,Y) werde
(H, A) = H, gesetzt. Aus der Definition von /1, ergibt sich zunichst
folgendes Stetigkeitskriterium:

Seien T ein Limesraum und H eine Teilmenge von F(M ,Y). HEine
Abbildung f: T — H, ist genau dann stetig, wenn die Abbildung t ~— f(t)(p)
=f(t,p) vono T in Y fir jedes p € M stetig ist.

Nun seien X und Y Limesrdume. Es bezeichne ‘C(X , Y) den Raum
der stetigen Abbildungen von X in Y, versehen mit der Limitierung 1,
der einfachen Konvergenz. Aus dem obigen Stetigkeitskriterium ergibt sich
sofort der

Satz 21. Seien X wund Y Limesriume wund H, ein Unterrauin von
C(X,Y). Fir jeden Limesraum T ist eine Abbildung f: T — H, dann
und nur dann stetig, wenn die assoziierte Abbildung f: TxX —Y getrennt
(d. h. argumentweise) stetig ist.

3.2.  Seien wieder X und Y Limesrdume. Die natiirlichen Inklusionen
iy: X—>XxX7Y, yEeEY,
und
Jo: Y—=XXY, =2€7Y,
definiert durch
(@) =j.y) = @,y),

sind stetig. Ist Z ein weiterer Limesraum, so heisst eine Abbildung
fi XXY —Z getrennt stetig, wenn die partiellen Abbildungen von f,
némlich

feiy: X—Z und foyj,: Y12,
fiir jeden Wert von y € Y, bzw. von z € X , stetig sind. Um auch solche

getrennt stetigen Abbildungen als Morphismen in die Kategorie ¢ der
Limesrdume einordnen zu koénnen, fithren wir eine neue Limesstruktur ein,
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und zwar auf der dem Raum X XY zugrundeliegenden Menge, die wir

als Produktmenge der Einfachheit halber auch mit X x Y bezeichnen.
Satz 22. Sind X und Y Limesrdume, so gibt es auf der Produltmenge

X XY eine und nur eine Limitierung A, mit der universellen Eigenschaft:
Fiir jeden Limesraum Z ist etne Abbildung

fi (XXY,A)—Z
dann und nur dann stetig, wenn
f: XY —>2Z

getrennt stetig ist.
Unter allen Limitierungen auf X XY, fir welche alle natirlichen
Inklusionen iy (y €Y), und j, (x €X), stetig sind, ist A, die feinste.
Sei /, eine Limitierung auf X x Y, welche der universellen Eigen-
schaft von Satz 22 geniigt. Dann ist

id: XxY¥ > (XxY,4,)

getrennt stetig, d.h. ¢, und j, , als Abbildungen mit Wertenin (X x 1", 4,) ,
sind stetig. Ist A eine beliebige Limitierung auf X x Y, fiir die jedes
ty und jedes j, stetig ist, so ist

id: (XXY,4) = (XxY,A)

stetig, 4, also feiner als . Hieraus folgt gleichzeitig, dass .1,. falls
es existiert, eindeutig bestimmt ist.

Zum Beweis der Existenz von .1, konstruiere man fiir jedes feste
(x,y) € Xx Y das Filterideal A,(x,y) auf X x Y , das erzeugt wird durch
alle Filter der Form Oxy und +x¥%, wo ® —-2€X und ¥y €Y.
Man verifiziert sofort, dass der so konstruierten Limitierung .1, tatsiich-
lich die in Satz 22 geforderte universelle Eigenschaft zukommt.

Wir nennen A, die Limitierung der getrennten Stetigkeit auf X x Y
und schreiben fortan X x, Y statt (Xx Y, 4,). Das Symbol X 1 be-
zeichne im iibrigen weiterhin das Produkt der Limesriume, wie es in 0.4
eingefiihrt wurde, d.h. wie bisher versehen mit der gewshnlichen Produkt-
limitierung.

Bemerkungen. 1. Die Limitierung /, ist dann und nur dann eine
Topologie auf X <Y, wenn X und Y topologische Ridume sind, wovon
einer diskret.

2. Die Limitierung A, ist stets feiner als die Produktlimitierung, da
die Inklusionen ¢, und j, fiir die letztere stetig sind. Daraus folgt, dass
die Projektionen von X X,Y auf X und Y stetig sind.
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3. Die oben durchgefiihrte Konstruktion lédsst sich leicht auf ein Produkt
von mehr als zwei Limesrdumen erweitern. Sind X , Y, Z Limesrdume,
so sei Xx,Yx,Z die Produktmenge X xYxZ, versehen mit der
Limitierung der getrennten Stetigkeit. Die Bildung ist assoziativ: Werden
die Produktmengen (X< Y)xZ, Xx (Y xZ) und XxY xZ identifizi-
ert, so hat man

(XX Y)XZ = XX (Y XZ) = X XY X 2.

3.3. Wie fiir die gewohnliche Produktlimitierung, hat man auch fiir
die Limitierung der getrennten Stetigkeit den folgenden Sachverhalt:

Satz 23. Seien X,, X, Yy, Y, Limesriume und seien f,: X;— Yy,
for Xo— Y, Abbildungen. Die Produktabbildung

fix for XXy — Y, T,

ist dann und nur dann stetig, wenn f; und f, stetig sind.
Seien zunidchst f; und f, als stetig vorausgesetzt. Fiir jedes feste
x, € X, ist die erste partielle Abbildung von f;x f,, némlich

2y~ (fi(2)) 5 folan))
stetig. weil sie sich zusammensetzt aus f; und der natiirlichen Inklusion
Y1~ (Y15 o))

von Y, in Y;x,Y,. Dasselbe gilt, wenn 2; und x, ihre Rollen tauschen.
Nach Konstruktion von X, X, X, ist f;X f, stetig.

Wird umgekehrt f,x f, als stetig vorausgesetzt, so folgt, dass f; und
f, stetig sind. Denn f; (und analog f,) lésst sich wie folgt in stetige Ab-
bildungen zerlegen:

xy ~ (g, W) ~—> (fi(21) 4 fa(72)) ~— fi(ay) .

Dabei ist a, € X, beliebig.

3.4. Die Einfithrung der Limitierung der getrennten Stetigkeit gestattet
es, dem Satz 21 eine Formulierung zu geben, die derjenigen von Satz 2
ganz analog ist.

Satz 24. Es seien X und Y Limesrdume und H, ein Unterraum von
C(X .Y). Far jeden Limesraum S ist eine Abbildung f: S — H dann
und nur dann stetig, wenn die assoziierte Abbildung ? Sx X — Y stetig ist.

Rein formal entsteht Satz 24 aus Satz 2 dadurch, dass H, durch H;
und gleichzeitig S X durch Sx,X ersetzt wird. Nach Satz 3 charak-
terisiert die in Satz 2 ausgesprochene universelle Eigenschaft die Limitierung
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1. der stetigen Konvergenz, so dass sich die Eigenschaften von . als
Folgerungen von Satz 2 herleiten lassen, ohne dass man auf die explizite
Konstruktion von /A, zuriickgreifen muss. Die formale Analogie der Satze
2 und 24 erlaubt die Ubertragung dieser Eigenschaften auf die Limitierung
1, der einfachen Konvergenz, indem in den entsprechenden Formulie-
rungen an geeigneter Stelle »stetigy durch »getrennt stetigy ersetzt wird.

3.5. Die folgenden drei Siitze entsprechen genau den Sitzen 4, 5 und 6.

Satz 25. Seien X wund Y zwei Limesrdume und K die Menge der
Fonstanten Abbildungen von X in Y . Dann ist die natirliche Bijektion
¢ Y — K, ein Homdomorphismus.

Dies bedeutet nach Satz 4, dass auf K die Limitierungen A, und A,
identisch sind. Da A, feiner als A, ist (vergl. Bemerkung 2 in 3.2.), bleibt
zu beweisen, dass idg: K,— K, stetig ist, oder nach Satz 2, dass o:
KX — Y stetig ist. Diese letzte Abbildung ist aber getrennt stetig.
Da ihr Wert nur vom ersten Argument abhingt, bedeutet dies bereits
Stetigkeit dieser Abbildung.

Satz 26. Fiir drei Limesriume X ,Y und Z definiert die Zuordnung
[ feinen Homéomorphismus von “C(X , C(Y , Z)) auf C(X XY, Z).

Nach Satz 24 ist die besagte Abbildung bijektiv. Dass sie ein Homdo-
omorphismus ist, folgt wie im Beweis von Satz 5.

Satz 27. Fir drei Limesriume X ,Y, Z istdie durch die Komposition
(v, u) ~—> vou definierte natirliche Abbildung von C(Y , Z)xC(X ,Y)
in C(X ,Z) getrennt stetig.

Der Beweis von Satz 6 kann wortlich iibernommen werden, wobei
diesmal die auftretenden Produktmengen mit der Limitierung der getrenn-
ten Stetigkeit zu versehen sind.

Universitat Ziirich
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