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Zur Theorie linearer Differentialgleichungen im Komplexen

Nach dem Existenzsatz von A. L. Cauchy sind bei passenden Annahmen
die Losungen gewdhnlicher Differentialgleichungen im Komplexen analy-
tische Funktionen einer komplexen Verinderlichen. Die Untersuchung der
Lésungen stiitzt sich auf Sitze der Funktionentheorie. Umgekehrt ermog-
lichen funktionentheoretische Hilfsmittel die Bestimmung von Klassen
gewChnlicher Differentialgleichungen, deren Losungen vorgeschriebene
Eigenschaften aufweisen. Eine Frage in dieser Richtung behandelten schon
1856 Ch. Briot und J. C. Bouquet [2] mit der Aufocabe, die eindeutigen
Losungen der Differentialgleicbung P(w,w’) = 0 zu bestimmen, wo
P(w,w') ein Polynom in w und w’ ist. In diesem Zusammenhang ist
noch eine Untersuchung von J. Malmquist [8] zu erwihnen. Danach ist fiir
rationales R(z, w) entweder w’ = R(z,w) eine Riccatische Differential-
gleichung, oder jede im grossen eindeutige Losung w(z) von w’ = R(z, w)
ist eine rationale Funktion.

Untersuchungen von L. Fuchs [5], die durch B. Riemanus Abhandlung
tiber die hypergeometrische Differentialgleichung angeregt wurden, ver-
folgen das Ziel, Zusammenhinge zwischen dem Anwachsen der Losungen
linearer Differentialgleichungen und ihrer Koeffizienten aufzudecken, was
fiir Stellen der Bestimmtheit vollstindig gelungen ist. Es liegt nun nahe,
auch Stellen der Unbestimmtheit zu betrachten. Das soll im folgenden
geschehen, und zwar fiir lineare Differentialgleichungen

(D) w o, (2" a2 =0, a(z)=0.

mit ganzen Koeffizienten und fiir lineare Differentialgleichungen zweiter
Ordnung der Form

(D) 2" + za(z)w' + bzhw = 0

mit Koeffizienten a(z) und b(z), die in einer Umgebung von z = % holo-
morph sind. Eine eingehendere Betrachtung der speziellen Gleichungen
(D) ist deshalb gerechtfertigt, weil die gewonnenen Resultate zur Kenn-
zeichnung von solchen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiihren, die
in der mathematischen Physik seit langer Zeit eine Rolle spielen. Diese
Differentialgleichungen ergeben sich, wenn man, grob gesprochen, ein
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moglichst langsames Anwachsen der zu einer Stelle der Unbestimmtheit
gehorigen kanonischen Lésungen fordert.

Ein der zu behandelnden Aufoabe angemessenes Hilfsmittel ist die
Theorie der Wertverteilung*), wie sie vom Jubilar in ihren wesentlichen
Teilen entwickelt wurde.

1. Tn der Differentialgleichung (D) seizn die Koeffizienten ganze Funk-
tionen. Dann ist jede Lisung w(z) von (D) eine ganze Funktion. Wird (D)

als System

dw; 4 da;
P Az w0y, w, = w und P Wi

j=1,...,n—1,

geschrichen, dann eigibt sich nach der Majorantenmethode von A. L.
Cauchy: Sind alle Koeffizienten a;(z) Polynome  a,(z) = + 24,
dann ist jede Losang von (D) von endlicher Wachstumsordnung.

Diese Aussage lisst sich auch auf folgende Art beweisen. ks sei

n

y=(wy,...,w,) und [y = (e
1

2,172
)

Bei festem ¢, z = re’?, ist |y eine Funktion von r, fir die wegen

d dy!
des Eindeutigkeitssatzes [y|| = 0 gilt. Weiter ist i i = Ak Mit
== maxa; gilt fir alle r=r,>1 @) = e Aus lwy | = Jw;),
n-1
j=1,...,n—1 und lw, = > |a) wz) folgt
=1
R e
also
d dy. ‘ -
ol < :{; < ey, und log [y = er* .
Die letzte Abschitzung gilt fiir alle z auf |z] =7, also auch dort,
wo lw(Z)| = M(r,w) = max lw(z)|ist. Aus log M(r, w) = log [lyl| = e ™!

folgt die Behauptung
—— loglog M(r , w)
Aw) = lim —— —
Schiirfere Abschiitzungen fiir die Ordnungen A(w) der Losungen w(z)
gewinnt man mit der Methode des Zentralindex bei ganzen transzendenten

Funktionen ([12] und [13]).

*) Man vgl. dazu [7], [9] und [13].

IA

x4+ 1< oo.
log r
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Es sei nun w,(z), ..., w,(z) ein Fundamentalsystem von (D) mit der
Cigenschaft  A(w;) < oo fir j=1,2,...,n. Die mit dem Funda-
mentalsystem gebildete Wronskische Determmante W (w, ... ., w,) = W(z)

W' (z)
ist eine ganze Funktion von endlicher Ordnung. Wegen «, (z) = — W)
gilt fiir die Schmiegungsfunktion von «, ,(z) m(r, a4, 4(z)) = O(log r),
d.h.  a,_,(z) ist ein Polynom. Damit folgt fiir »n = 2  wegen
ryr !
w w
ay(z) = — — — ay(z)—— durch mehrfache Anwendung des Satzes iber
w w -

die Schmiegungsfunktion der logarithmischen Ableitung m(r, @,(z)) =
O(log 7): a,(z) ist ebenfalls ein Polynom. Zum Beweis der analogen Aussage
im Fall #>2 werden ihnliche Betrachtungen mit einer Reduktionsmethode
von L. Fuchs kombiniert.
In der Differentialgleichung

(1) Loy) = ™ 4 A, 1@y o A2y =0

seien die Koeffizienten A;(z) in z| < % analytischc Funktionen. (1)
besitze ein Fundamentalsystem y,(z), .., y.(x) von Losungen, die in
2l < oo meromorph und von endlicher Ordnung sein sollen. Mit »(z) =

d (z)
-M*(~-':L'/ﬂf~) ergibt sich fiir v¢(z) die Differentialgleichung
dz ) DT .
(1) L, (v) =" B, L,z . Bz)e = 0.
Dabei ist fiir j=0,1,...,m—2 und mit 4,(z) =1

m _jw— 1 yl( »)
(2) B) = A+ Y ey ()

p=1 1

die Konstanten ¢;, sind gewisse Binomialkoeffizienten.
Aus (2) folgt, dass die in |2, < o meromorphen Funktionen Bj(z)
von endlicher Ordnung sind. Es ist unmittelbar zu sehen, dass die Losungen
4 )

v(z) = j=1,...,m—1, ein Fund talsyst ;
(2) = e Jj , m ein  Fundamentalsystem von
3 . - . - T IOg T (I’, 'vj)
(1) bilden, wobei noch Ai(v;) < oo gilt, wenn 2(y;) = lim Tleer
r—> oo f=]

die Ordnung von v;(z) ist. Nun gilt der

Hilfssatz: Aus m(r, By(

Q2

)) =O(ogr), j=0,1,...,m— 2, folgt

m(r, 4;,(z)) = O(logr), i=0,1,...,m—1.
Beweis: Aus B, _,(z) = 4,_1() 4+ cp_s, z—l folet  m(r, 4,,_.(z)) =
1

!

m(r, B,,_,) + m (r,ii) 4+ 0(1) < clogr, alsodie Behauptung fiir ¢ =m — 1.

\ 1
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Damit ergibt sich auf dhnliche Weise m(r, 4,,_,) = O(logr) u.s.w. bis
m(r, A;) = O (log r) und schliesslich m(r, 4,(z)) = O(logr) aus

(m) (m—1) ’
Y Y Y
Aiz) = ——— 4,1z — .= Ax)—.
o(?) y 1(2) y 1(2) y
Nun wird die Reduktion, ausgehend von einem Fundamentalsystem
wy(z), ..., w,(z) der Differentialgleichung L, (w) = w™ + a,_,(z)w"~Y +

.+ a,(z)w = 0 so oft angewandt, bis eine Differentialgleichung der Form
v'(z) = A*(z) v(z)
erreicht wird. Daraus folgt, da »(z) in |z] < oo meromorph und von end-
licher Ordnung ist, fiir die meromorphe Funktion A4*(z) m(r, 4%(z)) =
O(log 7). Wiederholte Anwendung des Hilfssatzes ergibt m(r, ;) =
O(log 7) fiir j = 1,...,n — 1. Mit Hilfe der Differentialgleichung
L,(w) = 0 erhiilt man schliesslich noch m(r, a,) = O(log r). Mithin gilt der

Satz 1. In der Differentialgleichung
w™ 4 a, (2w 4 ayz)w =0

sind die ganzen Koeffizienten genau dann Polynome, wenn jede Losung
der Differentialgleichung von endlicher Ordnung ist.

Resultate, die sich auf den Fall beziehen, dass gewisse der Koeffizienten
a;(z) ganze transzendente Funktionen sind, findet man bei M. Frei [3].

2. Bei den folgenden Bemerkungen zu Satz 1 wird durchweg angenom-
men, dass L, (w) = 0 eine lineare Differentialgleichung der Ordnung m
von der Form (D) mit Polynomkoeffizienten (a,(z)=1) ist. Sind wu(z),
..., w,(2) ganze Funktionen endlicher Ordnung und ist die Wronskische

Determinante W(w, , ..., w,) nullstellenfrei, dann geniigen diese Funk-
tionen der Differentialgleichung

Ww,wy,...,w,) =0,
die sich wegen W(w, ,...,w,) # 0 auf die Normalform

w® +oa, (2w L ag(z)w = 0

bringen lisst, wobei die Koeffizienten a;(z) ganze Funktionen sind. Da jede
Losung dieser Differentialgleichung eire endliche Ordnung besitzt, sind die
Koeffizienten «;(z) nach Satz 1 Polynome, und die Differentialgleichung
ist von der Form L, (w) = 0. Umgekehrt gilt fiir jedes Fundamentalsystem
von L, (w)=0 W(z)+# 0. Danach bestimmen = ganze Funktionen
wy(z), ..., wy(2) von endlicher Ordnung genau dann eine Differential-
gleichung L, (w) = 0, wenn die mit diesen Funktionen gebildete Wronski-
sche Determinante nullstellenfrei ist.



H. WrrricH, Zur Theorie linearer Differentialgleichungen 7

Nach G. Frobenius [4] heisst eine Differentialgleichung L (w) = 0
irreduzibel, wenn sie mit keiner Differentialgleichung L, (w)= 0 der
Ordnung m < n eine Losung gemeinsam hat, sonst reduzibel. Ist L, (w) = 0
reduzibel, dann gibt es mindestens eine irreduzible Differentialgleichung
L(w)=0 der Ordnung » <n, deren sdmtliche Integrale L, (w)= 0
geniigen [11]. Ist w,(z), ..., w,(z) ein Fundamentalsystem von L (w) = 0,
dann gilt W(w,,...,w,) s 0, und fiir » <» dieser Funktionen hat die
zugehorige Wronskische Determinante stets Nullstellen. Sonst bestimmen
ndmlich die » Funktionen w,,l(z) , ..., w, (z) eine Differentialgleichung

L(w) =0, die mit L (w)= 0 mindestens eine Losung gemeinsam hat,
was der Irreduzibilitit von L (w)= 0 widerspricht. Hat L (w) =0
umgekehrt die Eigenschaft, dass schon fiir ¢ <n Losungen w(z), ...,
w,(z) eines Fundamentalsystems die Wronskische Determinante null-
stellenfrei ist, dann gibt es eine Differentialgleichung L (w) = 0, die mit
L,(w) = 0 die Losungen w,(z),...,w,(2) gemeinsam hat. L, (i) = 0

ist also reduzibel. Danach gilt der

Satz 2. Die Differentialgleichung L, (w) = w™ + a, ,(z)uw®™ Y -
+ ay(zjw = 0 mit Polynomkoeffizienten ist genau dann reduzibel, wenn
0, 1 = ¢ < m, Losungen w(z),...,w,(2) existieren, fiir welche
Ww,,...,w,) #0 gilt.

Hat L,(w)=0 eine nullstellenfreie ganze Lésung w(z) = e, p(z) ein
Polynom, dann ist sie wegen L,(w)= w" — p’(z)w = 0 reduzibel. Die
Differentialgleichung L, (w) = 0 hat hochstens (r — 1) linear unab-
hingige Polynomlosungen. Wird diese Maximalanzahl von einer Differen-
tialgleichung L,(w) = 0 erreicht*), dann ist L, (w) = 0 irreduzibel. Ist
ndmlich im Gegensatz dazu L,(w) = 0 reduzibel, dann gibt es eine irredu-
zible Differentialgleichung L (w) =0 mit einem Fundamentalsystem
wy(z),...,w,(2). Darunter kommt eine ganze transzendente Funktion vor.
Es sei w,(z) ganz transzendent. Dann sind w,(z),...,w,(z) linear un-
abhangige Polynome. L, (w) hat eine Zerlegung der Form L, (w) ==
L,_, (L(w)). Fir j=v»+1,...,n sind die Funktionen L, (u(z)) = p;(2)
nicht identisch verschwindende und linear unabhéngige Polynome. Wegen
L,(w;) = L,_,(p;(z)) = 0 hiitte dann die Differentialgleichung L, _ (i) = 0

n — v linear unabhéngige Polyncml6sungen, was nicht moglich ist.

*) Das ist moéglich. Die Funktionen wj(z) = 2, j=1,...,n—1, geniigen
einer Differentialgleichung L,_1(w) = a,_1(z)w™= 1 + ... + qy(z)w = 0 mit Polynom-
koeffizienten. L,(w) = w™ + L,_i(w) =0 hat die Polynomlésungen z, 22,...,z"~!

und eine ganze transzendente Losung der Ordnung 7.
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3. In der Differentialgleichung
(D) 2w 4 za(z)w’ + bz)w = 0,b(z) =0,

seien die Koeffizienten a(z), b(z) hclomorph in G = {z R < |z2] < oo}
und rational in z = oot

A

a(z) = Az“(\l + 0(—}))

il

1\

b(z) = Bzﬁ(l +O(:)).

x und B sollen den Bedingungen « =0, f =0 und « -+ f =1 geniigen.

Wir nehmen an, dass (D’) eine in @ holomorphe Losung w(z) hat, fiir die

z = oo wesentliche Singularitit ist. Dann ist in der Laurententwicklung
J'].y

w(z) = g(z) + 7(;

) g(z) eine ganze transzendente Funktion, deren Ordnung

) — loglog M(r,w) ]
Mg) mit der lokalen Ordnung A(w, o) = lim T leer iiberein-
S

stimmt. g¢(z) ist in G Losung der Differentialgleichung

r—>0o0

(3) 2y +za@)y + b(z)y = k() ;

‘ : L . h(2),
h(z) ist holomorphin ¢ undrationalin z = co. Esgilt also i g) -0

fir r — oo. Ist »(r) = »(r, g) der Zentralindex von g(z) und ( eine Stelle
auf der Kreislinie [z] = 7> R, an der |g({)| = M(r,g) ist, dann gilt [13]

g(j)(z;) "1)('7') j |
g(2) :(‘ «;) (L+n(8), j=1,2.

(4)

(4) ist richtig fiir alle ¢, deren Betrag r = |{| ausserhalb einer »-Menge 4
von endlichem logarithmischen Mass liegt; die Grossen #,({) streben gegen
Null, wenn |¢| iiber zuldssige r (d.h. » € 4) nach oo geht. Mit (4) geht (3)

)
wegen Eﬁ%; — 0 iiber in
3) (”—(?) + Ap (5?—)) (4 e()) + B0 + ey(0) = 0,

[

g(¢) =0 fir [{]— oo iber zuldssige (. Da fiir ganzes transzendentes
g(z) der Zentralindex »(r, g) monoton wachsend nach oo geht bei r — oo,
interessieren von (3’) nur Losungen »(r) mit »(r) — oo bei r— co. Aus

(3') folgt
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(5" »(r) = er’(1 + 5(r)), ¢ # 0 eine Konstante und 0 <o < .

(5") gilt fiir alle » € A, und dort strebt 7(r) gegen Null bei 7 — co. Dabei
ist

c=xa=1 fir f <«
g1 p
(5) 0___525 fiir aég
=« =1 oder B
s=f—-xz=1 fir ; <x=§,

1
also 0 =5 . Nun lasst sich nach einer in der Theorie der Wertverteilung

mehrfach benutzten Schlussweise zeigen, dass (5') fiir alle hinreichend gros-

dt
sen r gilt. Essei 4, = {r; 0 =r €4} und ¢(o) = /—t—, dabeiist ¢(o) | 0

o

1
fir g— o, also ¢(o) =7 < 5 fiir alle o > Ry(n) > R. Weiter gilt fiir

alle zulissigen r = R,(n)
er'(l — ) <) <er’(l +19).

Wir betrachten nun ein beliebiges r = 2R(n) = 2 max (R, B;) aus der

1

Ausnahmemence .1 und setzen mit n <9 < - 7 = re’, ry =re”" >
7] 2 1 s 0

2R(n)e™"* > R(n). Dann gibt es zuldssige 7', die r, <r' <r geniigen.

r
Im anderen Fall wiirde (ry, 7> zu A gehoren, was wegen 7' = log - =
0

¢(ry) < @(R(n)) =n nicht moglich ist. Ebenso folgt die Existenz von zu-
lissigen #” mit r <" <r,. Unter diesen zulissigen r-Werten lassen sich

us

r
zwei Werte » und ", ' <r < 7", so wihlen, dass logr—, < 5 gilt. Nun

ist
y(r) _ »(r") B »(r") (C"—)f < ¢(1 + e < (1 + 2p)7+!
7'6 = 7,/1 - 7.”0 r = 17 "‘7]
und
»(r) y(r') »(r') (r’ \)’ ( ')"
> = B —n =] = _ 9p)tl
To' - rn rla 7', _ C(]. 77) 7'”/ = C(l 27]) )
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also

v(r)

ol =29 =3

= o1 + 2p)" .

Da 5> 0 beliebig war, gilt (5') mit passendem #(r), lim n(r) =0, fur

r—> oo

alle r > R. Damit ist, da aus lim»(r)r="=c¢ lim =" log M(r,g)

r— oo r—> 0o o

folgt, A(g) = A(w, o) bestimmt, nidmlich

1
Mw, ©)=0=<

=%

4. Wir nehmen jetzt wie in 3. an, dass die Koeffizienten a(z), b(z) in
(D) holomorph in G sind, machen aber iiber ihr Verhalten in z = oo keine
weiteren Annahmen. (D’) hat mindestens eine multiplikative Losung*)
w,(z) = 21 u(z), wobei u(z) holomorph in & ist. Durch die Transforma-
tion w(z) = 2ly(z) geht (D’) iiber in 2%" -+ 2(20, + a(2))y’ + b(z)y = 0.
Diese Differentialgleichung hat jetzt eine in ¢ holomorphe Losung y(z) =
u(z). Wir diirfen danach annehmen, dass schon (D’) eine in ' holomorphe
Losung hat. Hat das charakteristische Polynom det (4 — »E) der zu
einem Fundamentalsystem von (D’) in. G gehorigen Substitutionsmatrix 4
zwei verschiedene Nullstellen »; und x,, dann gibt es noch eine zweite
multiplikative Losung w,(z) = 2%(z), 0 # 0 und v(z) holomorph in G.
Im Falle » = x, existiert eine von w,;(z) linear unabhingige Losung

d wy(z
w,y(z) mit der Eigenschaft, dass y(z) = —— (<) eine in G meromorphe
dz w,(z)
Funktion ist. y(z) ist Losung der Differentialgleichung
7 ' u/
©) o+ (2 a) y = 0.
— a(z) a_q ) . a_, dg
i it — —_ P et R .
Danach gilt mit . - + _ZOO a; . i o g(z) holomorph
j#—1
in G
86 dH
(7) y(2)=z-1u2—(2)~——d—z-

Da y(z) in G eindeutig ist, muss «_, = » eine ganze Zahl sein. y(z) hat
Doppelpole an den Nullstellen ¢ von wu(z). Weiter gilt Res y(z) = 0, wie

*) Man vgl. dazu [1].
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man durch Reihenansatz u(z) = w'({) (z — {) + ... unter Beniitzung von

Lu"(C) + a(l) w'(C) = 0 Dbestitigt. Mit dz = 2mic erhalten wir in

7

|z]=r
H(z) —clogz = F(z) eine in G meromorphe Funktion mit einfachen
Polstellen an den Nullstellen ¢ von wu(z). v(z) = u(z) - F(z) ist also holo-
morph in ¢, und w,(z) ist von der Form

wy(z) = cu(z) log z 4 v(2) ;

dafiir kann auch wy(z) = c u(z) log z + z%v*(z), o eine ganze Zahl, ge-

schrieben werden, wobei v*(z) wieder in G holomorph ist. Zu z = o
gehort also ein kanonisches Fundamentalsystem [1]

wi(z) = u(z) wy(2) = u(z)
(8) 2 £ xy: R = Ky
wy(2) = 2°v() wy(z) = cu(z) log z + z%¢(z) .

Aus der Struktur dieser Losungen ist zu erkennen, dass das Verhalten
von |w(z)| einer beliebigen Losung w(z) = c,w,(z) + cow,(z) bei [z — oo
im wesentlichen dutch das Anwachsen von |u(z)] und [|v(z)| bestimmt
wird, wenn z der Bedingung |argz| =< @ unterworfen wird.

Nach Konstruktion von w»(z) gilt im Falle 3, = », fiir die lokale
Ordnung A(v, ©): A(v, ) = max (A(u, ), A(F, o0)). Weiter gilt, da die
lokalen Ordnungen von F(z) und F'(z) gleich sind [14], A(F, ) =
AMF', o) = Aly, ©) < max (Au, o), A(e?, o)), also

9) Alw, 0) < max (Au, ©), Aef, ©)).

5. Bilden wir mit dem Fundamentalsystem (8) die Wronskische Deter-
minante, dann, erhalten wir

‘cu’
W) = W, , w,) = zo—l( = + ouv + z(uv’ — u'v)) ,
W (z)
wobei fiir ¢=£0 ¢ eine ganze Zahl ist. Zusammen mit W_(:A)“ —
a_y dg . . .
- + 7 folgt, da 2'"¢W(z) in G eindeutig ist,

2
cu
27est) — = -+ ouv 4 z(uv’ — u'v), v eine ganze Zahl.

Daraus folgt, wenn die lokalen Ordnungen von u(z) und (z) endlich
sind, durch Ubergang zu den Schmiegungsfunktionen

m(r,ef) < 3m(r,u) +m(r,v) +clogr, ¢ #0

(10) m(r,ef) < m(r,u) +m(r,v) +clogr, ¢c=0,
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also m(r, e?) = 0@*), 0 <k < oo. Das ist nur moglich, wenn ¢(z) und
damit auch a(z) in z = oo von rationalem Verhalten sind. Aus
2 ! w’
b(z) = — =z w a(z)—w—
folgt mit w(z) = u(z) m(r, b(z)) =O(logr), d.h. b(z) verhilt sich eben-
falls rational in z = co.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass sich die Koeffizienten «(z) und
b(z) rational in z = oo verhalten. Dann sind die Voraussetzungen von 3.
erfiillt. Im Fall ¢ = 0 sind danach die lokalen Ordnungen von wu(z) und
v(z) endlich. Ist ¢ # 0, dann liefert 3. zunidchst A(u, ) < o, und zu-
sammen mit (9) folgt wieder A(v, ) < oo. Wir setzen L(0) = A(u, o) +
Mr, =) und fassen das Ergebnis zusammen in dem

Satz 8. Fiir eine Differentialgleichung z*w” -+ za(z)w’ + b(z)w = 0 mit
in R < |z] < oo holomorphen Koeffizienten und mit dem kanonischen
Fundamentalsystem (8) ist L(co0) genau dann endlich, wenn sich die
Koeffizienten rational in z= oo verhalten. z = co ist genau dann eine
Stelle der Bestimmtheit, wenn L(oo) = 0 ist.

Nach Definition einer Bestimmtheitsstelle verhalten sich u(z), v(2)
rational in z = oo, also L(o) = 0. Ist umgekehrt L(oo)= 0, dann
muss wegen (10) « = 0 und nach 3. u(z) rationalin z = oo sein. Das ist

: ) b)
aber nur fir « = mdoglich. Wegen lim — = lim— =0 fir a=

B =0 ist 2= oo Stelle der Bestimmtheit. Das gilt erst recht fir x =0
und 5 =0.

6. Fiir die weiteren Betrachtungen ist es niitzlich, die Abschitzung (9)
zu ergiinzen. Ist ¢ % 0 also wy(z) = cu(z) log z + v(2), dann geniigt v(z)
der inhomogenen Differentialgleichung
22" 4 za(z2)v’ -+ bz = — c(22u’ + (a(z) — 1)u)

w \
(11) = — cu(z)(?z; + a(z) — 1)
= — cu(z) H(z) .

’

U
Die in G meromorphe Funktion U(z) = 2z; geniigt mit P(z) = 1 — a(z)

der Differentialgleichung
2

2U" = —2b(z)—i—<15(z)'U—T,
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'
und H(z) = U(z) — D) = 2z;—i— a(z) — 1 ist einein G' meromorphe

Losung der Riccatischen Differentialgleichung
., =y . D) 2b(z) ,
(12)  y =——+D@), D)= —;  — —P().

2z z

Da (12) mindestens eine in ¢ eindeutige Losung hat, nimlich y(z) = H(z),
kann D(z) nicht identisch verschwinden. Dann folgt aber wegen m(r, D) =
O(log r) aus (12)

m(r , H) = O(log r) , m(r , ?1—) —

O(log ) ,
also m(r, u) = m(r,v) 4+ clogr, A(u, ) = A(v, ). Danach gilt

(13) o =max (Mu, ), Alv, o)) fir beliebiges ¢,
Au, ) = AMv, o) = max (x, AMu, o)) fir ¢=£0.

Hat (D’) ein kanonisches Fundamentalsystem w,(z) = u(z), w,(z) = 29v(2)
bei z = oo, dann geniigt v(z) der Differentialgleichung

20" b za* (2 b () = 0

/ 1\
mit  a*(z) = a(z) + 20 = A*Za'( 1+ (T)) b*(z) = ole — 1) + ea(z) +
b(z) :B*zﬁ‘(l —I—(-z—)) Danach ist ~ = a* f*¥ < max (x, f). Wir
erhalten fiir f < 5
Au, o) = Av, ©) =«, L(w©0)=2x

und fir « < 5

L(w) =§.

Aw, o0) = Av, ) = —g,
p C e .
Ist g <« = f, dann sind fir wu(z), v(z) die Ordnungen g —« und «

moglich. Wegen (13) ist A(u, ) = A(v, 0) = f — « nicht mdglich.
Wihlen wir, wenn wu(z) und wv(z) verschiedene Ordnungen haben, die
Bezeichnung so, dass A(u, o) < A(v, o) gilt, dann erhalten wir fiir

B
5 <a=p

Mu, ) =« = Av, ©), L(o0)=2x
oder
Au, 0)=p—a < AMv, ©) =«, L(x)=4.
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Nach (13) gelten diese Beziehungen unverédndert auch im Fall ¢ # 0,
so dass wir fiir (D’) erhalten

f<a: AMu,)=~Av,0)=nx, L(wo)=2«

cx§€: l(u,oo):l(v,oo):g, L(0) = §

<x=<p: Mu, ©)=~Av, ©)=x, L(o)=2« oder
Mu, ) =pf—a < Av, ©)=x, L(o)=4.

Wegen der Annahme « -+ f = 1, die bedingt, dass 2z = o eine Unbe-

stimmtheitsstelle ist, gilt

L(0) = 1 ist nur mdglich fiir L(c) = =1, also nach (14) fir « = 0,
p=1, und fir o =p=1 Dazu gehoren die Differentialgleichungen

/

(D,) 2w + 2(&0 + %l + .. ) w’ +(

b_,
blz—}—b0+7+... w=0,

b, # 0

“ \
(D) Z2W”—§—z<alz+a0+7_l+,_,)w'_;_

b
(blz+bo+§+"-)lvzo’albl#O‘

Da (D,) keine in z = oo raticnale Losung hat, sind u(z) und v(z) trans-

zendent, so dass nach (14) A(u, ) = A(v, ©) = ; L(c) =1 gilt. Ist
fiir (D) L(oo) = 1, dann muss ZA(u, ) = 0 gelten, also u(z) rational in
2z = oo sein. Ist umgekehrt u(z) rational in co, dann muss, da z =
Unbestimmtheitsstelle ist, v(z) transzendent sein. Nach (14) ist dann
J(v, ©) =« =1 und somit L(o0) = 1.

Wir fassen diese Ergebnisse, die Resultate von H. von Koch und
0. Perron [10] verschirfen, zusammen in dem

Satz 4. Ist z= oo eine Unbestimmtheitsstelle der Differentialgleichung
(D), dann gilt L(o0) = A(u, ©) + A(v, ©) = 1. Das Gleichheitszeichen
steht genau dann, wenn (D’) von der Form (D,) oder (D,) ist mit einer
in z — oo rationalen Losung u(z). Fiir jede andere Differentialgleichung
ist L(o0) = 2.
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7. Wir bezeichnen die in den Punkten =z, ,z,,...,2 = o, » =1,
punktierte z-IKbene mit ¢, und nehmen an, dass die Koeffizienten a(z),
b(z) der Differentialgleichung (D’) holomorph in &, sind. Zu jeder Stelle z;
gehort ein kanonisches Fundamentalsystem mit den in einer Umgebung
von z = z; holomorphen Funktionen wuz), v;(z). Sind A(u;,z), Av;,z)
ihre lokalen Ordnungen, so ist L(z;) = A(u;, 2;) + A(v;,2;) genau dann
endlich, wenn a(z) und b(z) rational bei z; sind. Die Koeffizienten von
(D’) sind daher genau dann rational in der vollen z-Ebene, wenn L(z;)
fir jede Stelle z; endlich ist. L(z;) =0, j=1,...,», charakterisiert
die Differentialgleichungen vom Fuchsschen Typus. Wollen wir iiber diese
Klasse von Differentialgleichungen hinauskommen, dann muss fiir mindes-
tens eine Stelle z; die Grosse L(z;) positiv und damit =1 sein. Es liegt
nun nahe, nach denjenigen Differentialgleichungen zu fragen, fiir welche
an u Stellen, 0 =u <», L(z) =0 und an den restlichen (v — u)
Stellen  L(z;) = 1 gilt. Es zeigt sich, dass die Forderung L(z;) = 1, die
die Stelle z; zu einer méglichst schwachen Unbestimmtheitsstelle macht,
zu den am Anfang der Arbeit angekiindigten Differentialgleichungen der
mathematischen Physik fithrt. Wir betrachten hier nur einige typische
Beispiele bei Beschrinkung auf den reguliren Fall A(u;, z;) = A(v;, 2;).

Fiir v = 1 sind die Differentialgleichungen von der Form w” + A(z)w’
+ B(z)w = 0 mit ganzen Koeffizienten, die genau dann Polynome sind,
wenn L(o) = A(w,) + A(w,) endlich ist. Ist «, bzw. B, der Grad von
A(z) bzw. B(z), dann gilt x =, +1=1, =0, +2=2, also L(w)=2.
Es ist L(owc) = 2 genau dann, wenn die Differentialgleichung konstante
Koeffizienten hat. Sie verschwinden beide genau dann, wenn z = oo
Bestimmtheitsstelle ist.

Fir »=2 sei 2z, =0, 2z, = o. Liegt die Eulerschs Differential-
gleichung vor, dann ist L(0) = L(o0) = 0 und umgekehrt. Von den Bedin-
gungen L(0) =0, L(ow) =1 fihrt letztere nach Satz 4 zu

a_ —
(13) a(z) = a, «{—~—2—1+ cee, b(z) =01z + b, —é——z~1-+ o, 0 < izl< oo,
Da z = 0 Stelle der Bestimmtheit sein soll, ergibt sich daraus die Gleichung

2w’ = zagw' - (byz - b)w = 0.

Durch Bedingungen, die an die Wurzeln o; der determinierenden Gleichung
o(o — 1) + ago + b, = 0 fiir die Stelle z = 0 gestellt werden, reduziert
sich die Zahl der Parameter. So fithrt die Forderung o, 4 0, = 0 zu
Zu” 4 2w’ 4 (bz — #*)w = 0. Diese Differentialgleichung geht, wenn mit
passendem y die Variable z durch vz ersetzt wird, iiber in

(16) Zu' o — (2w =0,
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die durch Zylinderfunktionen geldst wird.
1
Ist L(0) = L(w) = 1, dann gilt zundchst wieder (15). Durch z = 7

w(z(t)) = y(t) geht (15) iiber in

Oyl o,

Da wegen L(0) == 1 bei t= o L =1 gelten muss, folgt
a_, =0 s=...=0, b_y=b_y=...=0.
Damit erhalten wir, wenn wir noch die Transformation =z — yz anwenden,

L
(17) 2u’ - ozaae’ - <bo -+ b(: + - )) w=0.

Mit a, = 1 und z = ¢*=, w(z(J)) = W(Z) geht (17) iiber in die Mathieusche
Differentialgleichung

W

de?

Nach (14) fiihrt die Bedingung L(0) = 0, L(%0) = 2, wenn wir nur den

Fall A(u, ) = Av, ) beriicksichtigen, zu den Differentialgleichungen

- (A — 2k cos 20)TV = 0.

2w’ - 2(Ay 4+ A+ (B + Bpw =10, 4,%#0

2w’ + (A - A)w + (B + Bz + By)w =0, B, #0.

Daraus entstehen, wenn eine Wurzel der determinierenden Gleichung fiir
z=0 zu Null gemacht wird, die Differentialgleichungen

(Dy) w” + (a2 + a)w’ + baw =0, a; # 0

(Dy) 2w’ 4 (ayz -+ a)w + (byz + b)w =0, b, 7= 0.

Durch eine Transformation z —-yz geht (D)) in die konfluente hypergeo-
metrische Differentialgleichung

(D;) a4+ (A — 2w — Bw =10

iiber. Ist in w(z) = ¢7y(z) s eine Wurzel der Gleichung 5 - a,s + b, = 0,
dann erhalten wir aus (D,)

(Dy) 2" + (@ + 28)z + @)y’ + (say + by = 0.

Das ist, wenn die Gleichung s* - a,s -+ b, = 0 keine Doppelwurzel hat,
eine konfluente hypergeometrische Differentialgleichung. Ist 2s 4 a, = 0,
dann erhalten wir eine Differentialgleichung der Form (16). Die Bedingung

L(0) =0, L(oo)=2 fiihrt also zur konfluenten hvpergeometrischen
Differentialgleichung.



H. WirticH, Zur Theorie linearer Differentialgleichungen 17

8. Wir betrachten jetzt die Differentialgleichung (D’) fiir beliebiges »
und machen neben

L(z) =0, j=1,2,...,v—1, L(z)= L(x) < ©

die Annahme: Jede Losung w(z) von (D) ist eindeutig in &,. Da die Stellen
Zyy ..., 2, Stellen der Bestimmtheit sind, ist w(z) in z] < oo holo-
morph bis auf endlich viele Polstellen, die unter den Stellen z,,....:
vorkommen. Fir (D) kann man schreiben

r—1

(D") ay(2)w" 4 a,(z)w" + ay(z)w = 0 ;

die Koeffizienten «;(z) sind Polynome vom Grad Aoz, = 00 st cenau

dann Stelle der Bestimmtheit, wenn ~, — ;=< — 1 und ~, — v, == — 2
gilt. Die in R < |2| << o holomorphen Funktionen u(z), v»(z) aus dem
kanonischen Fundamentalsystem bei z = s sind wegen der Eindeutigkeit
jeder Losung w(z) selber Losungen von (D”). Mit der Normierung A(u. %)=

1
v, ) bedingt L(c) > 0 nach den bisherigen Ergebnissen A(v, x) == 5

Wir zeigen, dass die Forderung der Eindeutigkeit i(», ) = 1 nach sich
1
zieht. Zundchst folgt aus der Annahme A(v, ) = 5 da u(z) und (z)

1
beide (D”) geniigen und nur eine Losung der Ordnung - moglich ist ([13],

|
b

¢

- 67), A(u, 00) <, dh. w(z) istrationalin z = oc. Das ist nur moglich,

wenn von den Zahlen x, — 2, x; — 1 und ~, mindestens zwei gleich dem
1
Maximum dieser drei Zahlen sind. Das kann aber, da (v, o) = 5

Xy —ap=—1 und ~, —a, = —1 bedingt, nicht zutreffen. Die Annahme

1
v, o) = - fithrt also zu einem Widerspruch. Nach fritheren Ergebnissen

)
ist daher (v, oc) = 1. Unter den angegebenen Voraussetzungen folgt also
aus L(ow) > 0 Aw) =1 fir jede Losung w(z) von (D”).
Ist 2(w) = 1, dann hat die Wronskideterminante W (z) = W(u(z). r(z))
eine. Wachstumsordnung, die hochstens gleich 1 ist. Daraus folgt wegen

W'(z) (2)

seht man von — = — — /‘ mit  Hilfe des
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Zentralindex »(r, v) von v(z), der wegen A(v, ©0)=1 lim v(r;v) = ¢ #
0, o geniigt, zu der Gleichung e
a?(C) ( ’V(/I' ’ ?)) )2 al(C) ’V(T ’ ’U)
= —\" 1 0) — 1
ao(é‘) C ( + 81( )) aO(C) C ( —l_ 82(5))

Lay(2) |
iiber, dann folgt ?a"( )
|

g — g = 0.
Nach einem Satz von G. Halphen [6] folgt jetzt, dass w(z) die Gestalt
w(z) = R;(2)e" + Ry(z)e™

hat. R,(z) und R,(z) sind rationale Funktionen. Fiir L(oo) > 0 ist
s, = lsy] > 0. Umgekehrt bilden zwei linear unabhingige Funktionen
Ry(z) e und Ry(z) € stets ein Fundamentalsystem einer Differential-
gleichung (D”), wobei fiir die Grade «; der Polynome « (z) die Beziehungen

&g = und xy = Xy

gelten.

Technische Hochschule Karlsruhe
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