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Zur Theorie linearer Differentialgleichungen im Komplexen

Nach dem Existenzsatz von A. L. Cauchy sind bei passenden Annahmen
die r,ösungen gewöhnlicher Differentialgleichungen im Komplexen analv-
tische Funktionen einer komplexen Veränderlichen. Die Untersuchung d.er
Lösungen stiitzt sich auf sätze der Funktionentheorie. umgekehrt ermög-
lichen funktionentheoretische Hilfsmittel die Bestimmung von Klassen
gewöhnlicher Differentialgleichungen, deren Lösungen vorgeschriebene
Eigenschaften aufweisen. Eine Frage in dieser Richtung behandelten schon
1856 Ch. Briot und J. C. Bouquet [2] mit der Aufgabe, die eindeutigen
Lösungen der Differentialgleichung P(w , ut') : Q za bestimmen, wo
P(w , w') ein Pol5.'nom in zo und u;' ist. In diesem Zusammenhang ist
noch eine untersuchung von J. Malmquist [8] zu erwähnen. Danach ist fiir
rationales R(2, w) entweder w' : R(2, w) eine Riccatische Differential-
gleichung, oder jede im grossen eindeutige Lösung w(z) von w': R(z,w)
ist eine rationale Funktion.

Untersuchungen von L. Fuchs l5], die durch B. Riemanns Abhandlung
iiber die hypergeometrische Differentialgleichung angeregt, wurden, ver-
folgen das Ziel, Zusammenhänge zwisehen dem Anwachsen der Lösungen
linearer Differentialgleichungen und ihrer Koeffizienten aufzudecken, was
ftir Stellen der Bestimmtheit vollständig gelungen ist. rtrs liegt nun nahe,
auch Stellen der L-l'nbestimmtheit zu betrachten. Das soll im folgenden
geschehen, und zwar fiir lineare Differentialgleichungen

(D) w(") + e,n_lz)za("-t) + +a,{z)w- 0, a"(z) +0;
mit ganzen Koeffizienten und fiir lineare Differentialgleichungerr zrveiter
Ordnung der Form

(D',) z2r.t/' + zu(z)w' + b(z)w -: 0

mit Koeffizienten a(z) und b(z), die in einer Umgebung von z : oo holo-
morph sind. Eine eingehendere Betrachtung der speziellen Gleichungen
(D') ist deshalb gerechtfertigt, weil die ge'rvonnenen Resultate zur Kenn-
zeichnung von solchen Differentialgleichungen zll.eiter Ordnung fiihren, die
in der mathematischen Physik seit langer Zeit eine Rolle spielen. Diese
Differentialgleichungen ergeben sich, rvenn man, glob gesprochen, ein
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möglichst iangsames Anrvachserr cler ar einer

gehörigen kanonischen f,ösungen f ordert.
Ein der zLL behanclelnden Aufgabe angernessenes

Theorie der: \Vertverteiluilt*), wie sie vom Juhilar: irr

lleilen eutrn icl<elt lrtlrrle.

Stelle der [,Tnbestimmt]reit,

t{iifsmittel ist, die
ihren \^-t:sentlicheir

1. In der Differentialgleichung (D) sei;n die Koeffizienten ganze I'unk-
tionen. Dann ist jede Lösung w(z) von (D) eine ga,\ze Funktion. \4rird (D)

als Svstem

'l,l.1n) 
)

d'LL',
'/{)t ,:: lLl UnCl --,^'' :- Il); ,| ,

GZ J

.i '' 1, " ,'tL - L,

geschr:ieL;en, darur ergibt sich nach dei' l{ajorantenmethode \ron A. L.

i'arohy, Sincl n,lle KoefTizierrten a1@) Polynome a1@) : A,z"i a ' ' ' ,

dann ist, jede Lösiiitg voir (D) von endlicher Wachstumsc?dnung.

Diese Aussage lässt sich auch auf folgerrde Art beweiseD. lJs sei

y: (r^,, , , 11,,,) und \lyli =:_ , 
j- 

i 
,,, j',')'i '.

Bei festem V, z :== re;'t', ist iiyli e,ire l-unlitiol: von ?',

"tlcles trind.eutigkeitssatzes iiyil * 0 g:ilt. \Veite'' ist' rly ,tA t,

ai =:i max nj gitt fiir afle r ,= r,,,]r 1 (i jtz] , '{, cr". Aus

j--::1 ,. ,lt I rlnd ;u'nt 
=I !ti\?) ii?{rj(z) i folgt

.i': L

f tir clie \\-egetl
du 1'l

I - lcLz

\oi I - ll.oi-t1,,

n

\'.1

1

=S- 
czr2" llyll' ,

alsc
d du,

filu'l = y-å11 -1 t',r"i ul und log llYll S cor"+' '

Die letzte Abschätzung gilt, fiir alle z auf lrl : r, also auch dort,

wo lr.u(() i : tuI(r, *) : T,y l'zo(z)l ist. Aus log M(r, w) < log llvll I c^r"+r

folgt, die Behauptung

- - los los. M(r . w\1(*):li-'ff-{a* I < oo'

schärfere Abschätzungen fiir die ordnungen 1(*) der Lösungen w(z)

gewinnt man mit der Methode des Zentralindex bei ganzen transzendenten

n'unktionen (lt2l und [t3]).

{<) Man vgI. dazu LT), t9l und [13].
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Es sei nrr' wr(z) , . . . , u*(?) ein X'undamentalsl-stern von (D) mit der
Eigenschaft ),(u'1)<a fiir i:L,2,. ,h. Die mit dem I'unda-
mentalsystem gebildete Wronskische Determinante Ilr(tl, , . . . ,utn) : lY(z)

ist eine ganze }-*nktion r-on endlicher Orclmrng' \Vege, ct"-r(z): - 
lI"('

' 1l/(z)

gilt fiir die Schmiegungsfunktion Yon ct^-r{z) nt(r, crn-r(a)1 : 0(h»g r),
d.h. a,-r(z) ist ein Polvnom. Darnit folgt fiir ru : 2 \l'egen

w" w'
an@) -: rr,(:)- durclr mehrfache Anlr-endung tles Satzes tiberu)-w
die Schmiegungsfunktion der logarithmischen Ableitrurg m(r, a,,(z)) :
O(log r): no(z) ist ebenfalls ein Polynom. Zvm ]Jeweis der analogen Aussage

irn Fall n> 2 v'erden ähnliche Betrachtungen mit einer Reduktionsmethode
von L. Fuchs kombiniert.

Lr cler Differentialgleichung

seien die Koeffizienten At(z) in 121, < tt anal;.tische tr'unktionen. (1)

besitze ein Fundamentalsystem !/r(z),..,y^(z) 'l'on Lösungen, die in
',21, < a, meromorph und von endlicher Ordnung sein sollen. llit r(:) :
r1, t u(z\ t,

| ":' I ^..^.:r-.+.-:,- I I EIYIUU DITd'z\y|\z)1-:lrfiiru(z)dieDiffererrtialgleichung
(1') L^*lu) - a@-r) - B^-r(z)ulm-2) t . . -r B,(z)u :0 .

Dabeiistfiir j:0,1, .,M-2 undmit A*(z)='=L

^-j -r tt,t'l(2) Bl") : Ai rrk) * ,ä c,,.A,-t ,,G)Ii :

die Konstanteu cj, sind gervisse Binornialkoeffizienten'
Aus (2) folgt, dass <iie in lai < m meromorphen }-unktionen B,(z)

von endlicher Ordnung sind. Es ist unmittelbar nt sehen, dass die Lösungen

(r)

d ui*LG) ' r
ur(z) - rlr-ttri@t, i ==1)...,lTL 1, ein

die Ordnung \rorl u,(z) ist. Nun gilt der

Fundaillentalsystern \:on

i{u1) --,g "*å1 
,'t)

Hilfssatz: Aus m(r, B/z)) : O(logr), j : 0, I, . . ., nL - 2, folgt

m(r, A,(z)) : O(log r), 'i : 0 , U , .,. , , ffi - L .

Beweis: Aus B^-r(") : A^-r(z) + "^-r.r* folgt m,(r, A^-r(z)) {,,,_.,. 
at

m.(r, B^-r) * *\r,ff\+ o(l) < c log r , also die Behauptungfiil i, : m - t.
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Damit ergibt sich auf ähnliche Weise rn(r,A*-r):O(logr) u.s.w. bis

m(r, Ar): O (log r) und schliesslich m(r, Ao@)) : O(logr) aus

_ AL@)+

Nun wird die Reduktion, ausge.hend von einem Fundamentalsystem
wr(z), . . ., w"(z) der Differentialgleichung L,(w) : 11;@) ! a,-r(z)w("-t) *
. . . + ao@)us: 0 so oft angewandt, bis eine Differentialgleichung der Form

u'(z) : A*(z) a(z)

erreicht wird. Daraus folgt, da a(z) in lzl < oo meromorph und von end-

licher Ordnung ist, fiir die meromorphe X'unktion .4*(z) m(r, A*(z)) -
O(log r). Wiederholte Anltendung des Hilfssatzes ergibt m(r, a) :
O(logr) fiir j: 1,... ,% - l.MitHilfederDifferentialgleichung
L,(u;) :0 erhält man schliesslich noch m(r, a): O(log r). Mithin gilt der

Satz 7, In der Differentialgleichung

w@) * a,,_r(z)w\-r) 1 . . . ! ao@)w : 0

sind die ganzerr Koeffizienten genau dann Polynome, wenn jede Lösung

der Differentialgleichung rron endlicher Ordnung ist.

Resultate, die sich auf den Fall beziehen, dass gervisse der Koeffizienten
a,(z) ganze transzendente Funktionen sind, findet man bei II. Frei [3].

2. Bei den folgenden Bemerkungen zu Satz I wird durchweg angenom-

men, dass L*(w): 0 eine lineare Differentialgleichung der Ordnung za

von cler Form (D) mit Polynomkoeffizient'en (a^(z):1) ist. Sind ta'r(z) ,

. . . , w.(z) ganze Funktionen endlicher Ordnung und ist die Wronskische

Determinante W(w, , . . . , wn) nullstellenfrei, dann geniigen diese Funk-
tionen der Differentialgleichung

W(w,wr,...,wn):0,
die sich wegen W(*r,...,un) t' 0 a:uf die Normalform

w("1 + a,^_r(z)w("-tl 1 . . . I ao@)w : 0

bringen lässt, wobei die Koeffizienlen a1Q) ganze Funktionen sind. Da jede

Lösung dieser Differentialgleichung eine endliche Ordnunq besitzt, sind die

Koeffizienten a1@) nach Satz I Polynome, und die Differentialgleichung

ist, von der Form L^(w) :0' Umgekehrt gilt fiir jedes Bundament'alsystem

Yon L.(w) : O W(z) * 0. Danach bestimmen n ganze X'unkt'ionen

wlz) , . . . , w^(z) von endlicher Ordnung genau dann eine Differential-

gleichung L^(w) :0, wenn die mit diesen Funktionen gebildete wronski-
sche Determinante nullstellenfrei ist.
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Nach G. X'robenius [4] heisst eine Differentialgleichung L*(w) : Q

irreduzibel, wenn sie mit keiner Differentialgleichung L^(w) : Q der
Ordnung rn < n eine Lösung gemeinsam hat, sonst reduzibel. Ist L^(w) : S

reduzibel, dann gibt es mindestens eine irreduzible Differentialgleicbung
L,(w) :0 der Ordnung e 1%, deren sämtliche Integrale L.(w) : g

geniigen [11]. Ist wr(z), . . ., w,(z) ein Fundamentalsystem von L,(to) : 0,
dann gilt W(*r,. -.,w,) I 0, und fiir r, ( r dieser Funktionen hat die
zugehörige Wronskische Determinante stets Nullstellen. Sonst bestimmen
nämlich die l Funktionen w,r(z), .. .,w,,_(z) eine Differentialgleichung

Lr(w) : g, die mit L,(w) :0 mindestens eine Lösung gemeinsam hat,
was der Irreduzibilität von L,(w) :0 v'iderspricht. Hat L"(w) : g

umgekehrt die Eigenschaft, dass schon fiir Q <n Lösungen wr(z),...,
wn@) eines Fundamentalsystems die Wronskische Determinante null-
stellenfrei ist, dann gibt es eine Differentialgleichutg Lr(w): 0, die mit
L"(w):0 die Lösungen ur(z),...,wr(z) gemeinsam hat. L"(u):g
ist also reduzibel. Danach gilt der

Satz 2. Die Differentialgleichung L,,(w) : w(") i a*-r(z)w@-r) a . . .

{ ao(z',w : 0 mit Polynomkoeffizienten ist genau dann reduzibel, u.enn
g, I < Q 1 n, Lösungen wr(z), . . ., wr(z) existieren, fiir welche
W(*r,...,wr) l0 gilt.

IJat L*(w):0 eine nullstellenfreie ganze Lösung w(z) : se@, p(z) ein
Polynom, dann ist sie 'r,r,egen Lr(w): w' - p'(z)w:0 reduzibel. Die
Differentialgleichung L*(tu) : 0 hat höchstens (n - l) linear unab-
hängige Polynomlösungen. \4rird diese Maximalanzahl yon einer Differen-
tialgleichung L"(w) : O erreicht*), dann ist L^(w) : 0 irreduzibel. Ist
nämlich im Gegensalz daza L,(w) :0 reduzibel, dann gibt es eine irredu-
zible Differentialgleichung L"(*) :0 mit einem Fundamentalsystem
wr@) , . . . , w,(z). Darunter kommt eine ganze transzendente Funktion vor.
Es sei wr(z) ganz transzendent. Dann sind wz@) , . . . , w,(z) linear un-
abhängige Polynome. L"(.0) hat eine Zerlegung der Form L,,(u) :
L^-,(L,,(w)). Fiir j : y * 1,...,% sind die Funktionen L,(u/z)) : $z)
nicht identisch verschwindende und linear unabhängige Polynome. I\'egen
L"(w) : L^-,(pj(z)) : 0 hätte dann die Differentialgleichung Z"-,(ic) : 0

n - y linear unabhängige Polynomlösungen, was nicht möglich ist.

*) I)as ist möglich. I)ie Funktionen u)j(z)-zi, j- 1,...,71,- I,
einerI)ifferentialgleichung Ln-L(I.t)):dn-L@),-,^(n-l) +...-i cls(z)ru -0 mit
koeffizienten. Ln(u,) - 7p@) + L,-t?t:) - 0 hat die Pol.vnomlösungen z, z2

uncl eine ganze transzendente Lösung der Orclnuns^ n,.

geniisen
Polvnom-

*n-L
r r rr !
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3. In der Differentialgleichung

(D') z2*rt { za(z)w' + b(z)w '': 0 , b(z)

seien die Koeffizienten a(z), b(r) hclomorph in
und rational in fl'-: co:

log log fuI (r, u)
h(to, co) -- lim - iiberein-

Differ"rt i;ä?i.hr.,rfn 
g'

,'y" -1-- z a(z) y' + b(*) A - h(r) ;

ä(e) ist,holomorphin G undrational in z:oo. Esgiltalso J9"- -.0
M(r, g)

fiir r-> oo. Ist, /r):/r,g) det ZentralindexYon g(z) und ( eineStelle
auf der Kreislinie lzl : r > -8, an der ls(ill: M(r, g) ist, dann gilt [13]

sD(c) 
-('(')\i,', t -t(4) ffi:\?/ (t * 'i;(()) ' j:t'2'

(4) ist richtig fiir alle {, deren Betrag r : lEl ausserhalb einer r-Menge /
von endlichem logarithmischen Mass liegt; die Grössen Ti(6) streben gegen

Null,wenn lf I iiberzulässige r (d.h. re /) nach oo geht.Mit (+)geht (3)

lntnl
wesen 

l«rjl - 0 iiber in

(s') (?i * A6*-':(?) ,' *,,(0) + B€§-zG* ,,(6)) : o,

e;(6) -r 0 fiir I{l * o iiber zulässige e . Da fiir ganzes transzendentes

g(z) der Zentralindex u(r, g) monoton wachsend nach o geht bei t + @,

interessieren rron (3') nur Lösungen z(r) mit t(r) --> oo bei r --+ oo. Aus

(3') folgt

+0,
G-

r /t \ t
a(z):,42"(t +ol;ll

I r I\\b(z):Bzrlt+o\;))

a nnd p sollendenBedingungen a)- 0, §ZO und a+p>l geniigen.

Wir nehmen an, dass (D') eine in G holomorphe Lösung w(z) hat, fiir die

z : @ wesentliche Singularität ist'. Dann ist in der Laurententwicklung
/I\

w(z) : S@) * \;l Ot") eine ganze transzendente Funktion, deren Ordmrng

1(g) mit der lokalen Ordnung

stimmt. g(z) ist in G Lösung oer

(3)
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(5')v(r):cr"(l{r1Q\,cl0eineKonst'anteund0<o(co'

(5') gilt fiir alle r C. /, uIId dort strebt q(r) gegen Null bei r '-> @' Dabei

ist

1 ftir §

1
ftir u.

2

I oder
c. 

= 
I ftir

1a

_-p:2
np

i 1x

0
2

o-§ <p,

I
also o > I . Nrm lässt sich nach einer in der Theorie der Wertverteilung

-z
mehrfach benutzten Schlussweise zeigen, dass (5') fiir alle hinreichend gros-

fdt
sen r gilt.Essei Åo-{r;a3rel} und g(p) : Ji, dabeiistg(p)}O

on

I
fiir g* @, also 9(q) {r1 <, f", alle g > Ro(d > -8. Weiter gilt fiir

alle zulässigen r 2 Rr(q)

cr'(l - rt) < v(r) 1cr"(l * q) .

\l'ir betrachten nun ein beliebiges r > Z&(rfl : 2 ru.a,x (ä0, fir) aus der

Ausnahmem enge iJ und setzen rfi n arl' a; r, : telt , rs: vs-n' 2

2R(r1)e-'1,> R(ri. Dann gibt es zulässige t', die ro<r' <r geniigen.

fm anderen Fall wiirde (ro, r) at Å gehören, w&s wegen tt' : log L <" ro-
E(r.) < q(R(ril < 4 nicht möglich ist. Ebenso folgt die Existenz Yon zu-

lässigen r,, mit r 1r' < r.. Unter diesen zulässigen r-Werten lassen sich
r'

zwei Werte r' und r', r' 1r 1.r', so wählen, dass log 7 <q gilt. Nun

ist

(5)

y(r) .\ v(r') ,(r')
2

ro : ro r''

und

c(I - ri
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also

c(t zrt)'-r< ry {c(t+ zrl)'*'r'
Da 11 7 0 beliebig war, gilt (5') mit passendem

alle r ) R. Damit ist, da aus lim u(r) r-o - c

folgt,, A(g):- ),(n, co) bestimffit,'i#"fich

a (z) a, _t
rllrt - - 

-r-
44tuKr

- a, dg
oiri - ; 1- å, g(z) holomorrh

q(r), Iim rl(r) :-- 0, ftir
r_+ oo

c
lim r-o log M(r, g) : -

r-+ oo 6

dH
E.
eine ganze Zahl sein. a@) hat

_t
3\

)'(tu, @) 
-

4. \Mir nehmen jetzt wie in 3. an, dass die Koeffizienten a(z), å(z) in
(D') holomorph in G sind, machen aber iiber ihr Verhaltenin z: oo keine
weiteren Arnahmen. (D') hat mindestens eine multiplikative Lösung*)

wr(z) : z" u("), wobei u{z) holomorph in G ist. Durch die Transforma-

lion w(z) : 2aty1z) geht (D') iiber in ,'y" + "(2e, * a(z))A' * b(z)y - g.

Diese Differentialgleichung hat jetzt eine in G holomorphe Lösung y(") :
u(z). Wir diirfen danach annehmen, dass schon (D') eine in G holomorphe
Lösung hat. Hat das charakteristische Polynom def (A - ,E) der zu
einem Fundamentalsystem von (D')in G gehörigen Substitutionsmatrix .4

zwei verschiedene Nullstellen z, und xr, dam gibt es noch eine zu'eite
multiplikative Lösung wr(z) : zaa(z), p I 0 und o(z) holomorph in G.

Im X'alle %r - N2 existiert eine von wr@) Iinear unabhängige Lösung

wr(z) mitder Eigenschaft, dass y(z) : * # eine in G meromorphe

Funktion ist. y(z) ist Lösung der Differentialgleichung

(6)

Danach gilt

in G:

zy' i-

ns?)

eindeutig ist, muss ct _r - t)

d"en l{ullstellen C von u(z).

I
o'2

-2

lr,rr{a,,,) u-o

YL
-ooj+-L

(7)

Da y(z) in G

Doppelpole an

*) Man vgl. daza [1].
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man durch Reihenansatz u(z) : u'(e) @ - 0 + . . . unter Beniitzung von
fdH

Cu'(C) * a([)u'(O: g bestätigt. Mit I EUr:2nic erhalten g'ir in
lol": 'H(z) - clogz: I(z) eine in G meromorphe Funktion mit einfachen

Polstellen an den Nullstellen ( von u(z). u(z): u(z).7(a) ist also holo-
morph in G, und wr(z) ist von der X'orm

wr(z): cu(z)logz { a(z);

dafiir kann auch wr(.2): cu(z)logz I zau*(z), p eine gauze Zahl, ge-
sohrieben werden, wobei o*(z) wieder in G holomorph ist. Zt z : a
gehört also ein kanonisches Fundamentalsystem [l]

11

wr(z) - u(z)
(8) %L + Hz:

wr(z) - zqa(z)

wr(z) - u(z)
xL: Hzi

wr(z) - c'u(z)logz + z!u(z) .

Aus der Struktur dieser Lösungen ist zu erkennen, dass das Verhalten
von lw(z)l oiner beliebigen Lösung w(z) : crwr(z) { crwr(z) bei jz i + oo

im wesentlichen durch das Anwachsen rron lu(")l und lu(z)l bestimmt
wird, wenn z der Bedingung larg zl ( @ unterworfen wird.

Nach Konstruktion von a(z) gilt im X'alle Nr: %z ftir die lokale
Ordnung )"(u, a): )"(u, a) ( max Q.(u, a), ),(I, a)). Weiter gilt, da die
lokalen Ordnungen von F(z) und I'(") gleich sind 1141, ).(F, a):
1(I', a): )'(a, oo) ( max Q'(u, a), ).(es, a)), also

(e) 1(o , oo) { max Q,(u, @) , )'(nr , oo))

5. Bilden wir mit dem X'undamentalsys,tem (S) die Wronskische Deter-
minante, dann erhalten wir

\

Qua + z(tcu' - tt'u)) ,
/

wobei fitu' c + o q eine ganze Zall. ist. Zusammen mit If9- :' II'(:) -
a, d,a

- - * ;i fotgt, da zr-aW(z) in G eindeutig ist,z a,z

cu'
zves?): * +Quu+z(ua'-u'a), u eine ganze Zahl.

Daraus folgt, wenn die lokalen Ordnungen von u(z) und o(z) endlich
sind, durch Ubergang zu den Schmiegungsfunktionen

(r0) m(r, es) { \m(r, u) + m(r,a) { crlogr, c + 0

m(r, es) { m(r,u) + m(r, a) | crlogr, c : 0,
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damit' auch a(z) in z - cc von rationalem Yerhalten sind. Aus

- -*+-*o(r)--
folgt rnit w(z) : ry1") m(r,b(z)):o(logr), d.h. b(z) verhält, sich eben-

falls rational in a : co.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass sich die Koeffizienten o(z) und

ö(z) rational in z: oo verhalten. Dann sind die voraussetzungen von 3.

erfiillt. Im Fall c : 0 sind danach die lokalen Ordnungen von z(a) und
o(z) endlich. Ist c 4 0, darm liefert 3. zunächst 1(u, a) < co, und zu-

sammen mit (9) folgt wieder )"(u, a) < o. Wir setzen -L(oo) : )'(u, o) |
).(u, a:) und fassen das Ergebnis zusammen in dem

Satz 3. Fiir eine Differentialgleichung z'w" * za(z)w' t b(z)w: 0 mit
in -B < lzl < oo holomorphen Koeffizienten und mit dem kanonischen

X'undamentalsystem (8) ist Z(oo) gena,u dann endlich, wenn sich die

Koeffizienten rational in z: oo verhalten. z : @ ist genau dann eine

Stelle der Bestimmtheit, wenn L(a) :0 ist.

Nach Definition einer Bestimmtheitsstelle verhalten sich u(z), a(z)

rational in z: @, also -L( oo): g. Ist umgekehrt -t( co): g, dann

muss \vegen (10) « : 0 und nach 3. u(z) talional in z : oo sein. Das ist

b(r)

aber ltur fiir &

§ - o

uncl §

6. Fflr dio weiteren Betrachtungen ist es niitzlich, die Abschätzung (9)

zu ergänzen. Ist c * 0 also wz@): cu(z)logz I u(z), dann geniigt a(z)

der inhomogenen Differentialgleichung

z2?)" * za(z)o' + b(z)u - - c(Zzu

Die in G meromorphe X'unktion U(z) : 2{ Senn$, mit, @(z) : | - a(z)

der Differentialgleichung

IJ2
zU' : - zb(z) * @(z)'U -U,

- 13 möglich. \Vesen lim ry- lim ry:o
z-->@ z B->oo z

co Ste1te der Bestimmtheit. Das gilt, erst, rechtist, z =-

(1r)

' + (o(r)
I rL'

lzr- +\u
H(") .
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und H(z) : u(z) - @(z) : r"* * o@) -1 ist eine in G meromorphe

Lösung der Riccatischen Differentialgleichung

- ?t' @2(z\ 2bh\(r2) a' :; -r D(z), D(z):; -; - (D'(").

Da (12) mindestens eine in G eindeutige Lösung hat, nämlich A@) : H(z),
kann D(z) nicht identisch verschwinden. Dann folgt aber wegen m(r, D):
O(logr) aus (12)

),Qt,, @) - )'(a , L(q) : §

BIst;<n<P, dann sind fidrr u(z), u(z) die Ordnungen p-u und a

möglich. Wegen (I3) ist ),(u, a): ).(u, a) : p - a nicht möglich.
Wählen wir, wenn u(z) und a(z) verschiedene Ordnungen haben, die
Bezeichnung so, dass )"(u, a) < )"(u, a) gilt, dann erhalten wir fiir
t

=<a{B2 -',
1(u, co) : a - 7(r, co), L(n) : 2x

i(rc, co) : § - x <" 7(u, oo) - §, L(q) - p.

m(r , H): o(ros r) , *1, ,+\: o(tosr) ,

also m(r,u) {m(r,u) { clogr, )"(u, a) ! ),(u, a). Danach gilt

/ra\ a ( max Q"@, a), ),(u, oo)) fiir beliebiges c,\ru'' ).(u, a){),(u, oo) 
-(max 

(x,)"(u, oo)) fiir c+0.
Hat (D') ein kanonisches tr'undamentalsystem u;r(z) : u(z), w2@) : zoa(z)

lrei ?: @, dann geniigt a(z) der Differentialgleichung

z'a" * za*(z)u' * b*(z)u : O

mit a*(z): a(z) * 2q:A*z*.(,,.(+)) , b*(z):s(s- t)t pa(z)l
/ I r\\

b("):3*rr'(r *(;/) Danach ist .x :.a*, B* ( max (o, fr). Wir

erhalten fiir p <x
)'(u, a) : )'(a, @) : a, L(a) : )61

und fiir *.!-.)
B

cc) : 2,

oder



14 Ann. Acad. Scient. Fennicre A. I. :]79

Nach (13) gelten diese Beziehungen unverändert auoh im x'aII c * 0,

so dass wir fiir (D') erhalten

P <a: )'(u, oo): )'(u, a):x' L(a):26'
B8

" =;: 
)'(u, oo) : 1'(u , a) : , ' L(q) : fr

(I4) D

* a"{fr: )"(u, @): )"(u, a):a, L(a):2a oder
2 -'

),(u, a) : p - a < )'(a, @) : *, L(a) : P.

Wegen d.er Annahme e + § > l, die bedingt, dass z: @ eine Unbe-

stimmtheitsstelle ist, gilt

also nach (11) fiir d. : 0.

die Differentialgleichungen

(Dr)

L(n) 
= 

1.

L(*) - I ist nur möglich fiir L(*) - § - 1,

I LL-1 \ 
1'(D,) z2w"+r\"r+ *+ .) ,r'r(b,z

b_L \
+ bo -; +. . .)ro: o,

bL+0
\

. . ln'-j-
/

I a-r
z2?.t)" + ,l a& + cLo * -l -r-

,\Irv.7
\v

Da (Dr) keine in z -- @ rationale Lösung hat, sind u,(z) wd o(z) trans-

zendent, so dass nach (14) ).(u, o): ),(a,*) :;, tr(o) : I gilt' Ist

fiir (Dr) L(a) :1, dann muss i(2, oo) : o gelten, also z(z) rational in
z : @ sein. Ist umgekehrt u(z) rational in oo, dann muss, da ? : Q;

Ilnbestimmtheitsstelle ist, a(z) transzendent sein. Nach (1a) ist dann

),(u, a) : d.:1 und somit Z(oo) : 1.

Wir fassen diese Ergebnisso, die Resultate von H. von Koch und

O. Perron [10] verschärfen, zusammen in dem

Satz 4. fst a: co eine Unbestimmtheitsstelle der Differentialgleichung
(D'), dann gilt L(q) : )'(u, a) * )'(a, oo) ) 1' Das Gleichheitszeichen

steht genau dann, wenn (D') von der Form (Dr) oder (De) ist mit einer

in z, : oo rationalen Lösung u(z). Enr jede andere Differentialgleichung
ist L(a) > 2.
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7. Wir bezeichnen die in den Punkten 21 ,22,...,2,: oo, a2l,
punktierte a-Ebene mib G, und nehmen an, dass die Koeffizienten a(z),
b(z) dw Differentialgleichung (D') hclomorph in G, sind. Zu jeder Stelle z,
gehört ein kanonisches Fundamentalsystem mit den in einer Umgebung
von z : ?j holomorphen Funktionen ui@), u,(z). Sind ),(ui, z), )"(a,, z1)

ihre lokalen Ordnungen, so ist L(z) : )"(u,, z) .1 )'(u,, z) genau dann
endlich, wenn a(z) ar,.d b(z) rational bei z, sind. Die Koeffizienten von
(D') sind daher genau dann rational in der vollen a-Ebene, wenn L(z)
fiir jede Stelle z, endlichist. L(z):0, j:1,...,,t), charakterisiert
die Differentialgleichungen vom n'uchsschen Typus. Wollen wir iiber diese
Klasse von Differentialgleichungen hinauskommen, dann muss fiir mindes-
tens eine Stelle z, die Grösse Z(z;) positiv und damit ) I sein. Es liegt
nun nahe, nach denjenigen Differentialgleichungen zu fragen, fiir welche
an p Stellen, 0 S p 1y, L(z) :0 und an den restlichen (, - p)
Stellen L(") : 1 gilt. Bs zeigt sich, dass die Forderung L(2,) : l, die
die Stelle e, zu einer möglichst schwachen Unbestimmtheitsstelle macht,
zu deu am Anfang der Arbeit augekiindigten Differentialgleichungen der
mathematischen Physik fiihrt. Wir betrachten hier nur einige typische
Beispiele bei Beschränkung auf den regulären Fall ),(u,, z) : ),(uj, zj).

Fiir r, : I sind die Differentialgleichungen von der Form w" ! A(z)w'
{ B(z)w: 0 mit garrzerl Koeffizienten, die gena,u dann Polynome sind,
u-enn Z(q) : )'(wr) * ),(wr) endlich ist. Ist, ao bzw. §o der Grad von
A(z) bzw. B(z), danngilt a: er* I>L, B: §r*2>2, also Z(a)22.
Es ist L(q) :2 genau dann, wenn die Differentialgleichung konstante
Koeffizienten hat. Sie verschwinden beide genau dann, wenn z : @

Bestimmtheitsstelle ist.

15

gleichung vor, dann ist I(0)
gurlgerl L(A) _- 0, L(*) -
(15) atz)-- cLn f ? +

zz -.: co. Liegt die Eulersche Differential-

1 fiihrt letztere nach Satz 1 zu.

2

Gleichung

p21,1;" : zaow' | (brz * b)u : 0,

Durch Bedirrgungen, die an die Wurzeln Q; der determinierenden Gleichung
p(p-l) *ooq*öo:0 fiir die Stelle z:0 gestellt werden, reduziert
sich die Zahl dar Parameter. So fiihrt die Forderung Qr * Qz : 0 zrt
z'lt)" * zw' + (bG - x'1w :0. Diese Differentialgleichung geht, wenn mit
passendem y die Variable a durch y z ersetzt wird, iiber in
( l6)



die durch Z.ylinderfunktionen gelöst wird.

Ist Z(0) : r(oo) :1, dann gilt' zunächst rvieder (I5)' Durch ":!i'
w(z(t)) : y(t) geht (15) iiber in

'l'y ,,1, ^tlt\{Y 
rl't

"ir' 
-r' \- - *\ 

f ll rtt i o\1)u : o'

Da wegen r(0) : 1 bei f : oo L : I gelten muss, folgt

a-r:fr-2: "'-0, b-z:b-t: "':0'
Damit erhalten wir,'n-enn u.ir noch die Transformation z'->yz anr.venden,

(I7) :2tLr' 1:a6f l(r,, - ,(' _t_ 
i)) u': o .

Mit ao: I und p: s|i:, wk(eD: W(e) geht (17)iiberindieMathieusche
Differen tialgleichung
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g - p, - th'cos 2-')TIl -= o .

QC

Nach (ra) fiihrt die Bedingung L(0) :0, tr(m) : 2, tvenn rvir nur den

Fall ),(u,, cxt) : )'(a, q\ beriicksicht'igen, zu den Differentialgleichungen

z'w" * z(Aoz { Ar)w' * (Boz * Br)w : o, Ao * 0

z'w" * z(Aoz I Ar)w' * (Boz' * Brz i Br)w : 0, Bo * 0 .

Daraus entstehen, ryenn eine \Vurzel der determinierenden Gleichung fiir
z: 0 zu Null gemacht u'ird, die Different'ialgleichungen

(Dr) zu" + (cr.oz I at)w' * brw:0 , cL, * 0

(Dr) zw" + (aoz * ar)w' * (brz * br)w : 0, bo * 0 .

Durch eine Transformation z -:- yz geht (Dr) in die konfluente hypergeo-

metrische Differentialgleichung

(Di) zw" + (A - z)w' - Bw :0
iiber. Ist itt' w(z): e"'y(z) s eine\{'urzelderGleichung §'+ oos } bo:0,
dann erhalten rvir aus (Dr)

(D;) zy" * ((aof2s)z+Qt)y'* (sa, *bt)y:0.
Das ist, wenn die Gleichung s'1 o'os * äo : 0 keine Doppelwurzel hat'
eine konfluente hypergeometrische Differentialgleichung. Ist 2s { ao: g,

dann erhalten wir eine Differentialgleichung der x'orm (16). Die Bedingung

,L(0) : 9, L(a) :2 fiihrt also zur konfluenten hvpergeometrischen

Differentialgleichung.
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8. Wir betrachten jetzt die Differentialgleichung (D') fiir beliebiges l
und machen neben

L(z):0,.i==1,2)
die r\nnahme: Jede Lösung w(z) von (D') ist eindeutig in (1,. Da die Stellen
zt,...tzv_.t Stellen der Bestimmtheit sind, ist w(z) in i"i<n holo-
morplr bis auf endlich viele Polstellen, die unter den Stellen zt,...,2,_r
vorkommen. tr'iir (D') kann man schreiben

(D")

L7

die Koeffizienten n (z) sind Polynome yom Grad rr. z,: @ ist gena,rr
dann Stelle der Bestimmtheit, wenn nI -*u ( - I und a2-,ro 5 - l
gilt. Die in -E < lzl < oo holomorphen I'unktionen u(z), o(a) aus ciern
kanonischen tr'undamentalsystem bei z : oo sind lregen der Eindeutigkeit
jeder Lösung w(z) selber Lösungen von (D"). NIit der l{ormierung ),(tt. n)!

)"(a, oo) bedingt Z("o) > 0 nachdenbisherigenErgebnissen ,i,(o, .l 
= l

Wir zeigen, dass die Forderung der Eindeutigkeit ,1(u, oo) ) I ,u"h 
"iJh

ziehl. Zvnächst folgt aus der Annahme ),1a, Q :f,, cla a(z) und t{z)

beicle (D") geniigen Lrnd nrlr eine I-,ösung der Ordnung möglich ist (|I31,

I
S. 67), ).(tt, w) 

= , , d.h. u,(z) ist rational in e : co. Das ist nur möglich,

wenrl von den Zahlen &o - 2, xr - L und *, mindestens zwei gleich dem

Maximrrm dieser drei Zahlen sind. Das kann aber, da fp, *1 : 
l;

ar - no < - I und :xr-eoS-1 beclingt, nichtzutreffen. DieAnnahme
I

Ä(u, a): 
,_- 

fiihrt also zu einem Widerspruch. Nach friiheren Ergebnissen

ist daher )'(u, a) ) L Lrnter den angegebenen Yoraussetzungen folgt also
aus I(oo) > 0 )"(w) > L fiir jede Lösung u,(z) von (D").

Ist ),(w): 1, dann hat die \Yronskideterminante lV(z) : lli'(u(z). t(z))
cine Wachstumsordnung, die höchstens gleich l ist. Daraus folgt lr-esJen

\Y'(z) alz)
w(4 - - ,r,@

I
:)

y3) a,r(z) u;'(z)

-M ,t,kf
ar(z)

aa@) ta (z)
Geht rnan \ron rnit Hilfe rles
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Zentralindex v(r,a) von a(z), derwegen )"(rt,a):' 
,*@: ' +

0, @ geniigt, zu der Gleichung

-2: -( "' :o) )',, n e,(()) - !2 v(r 'o) (r + r,(r))auG)- \ s / do(6) 4

I a"(O I

iiber, dann f"lgt lAö 
< c fiir lf ) rn, also

a2-ao{0.

Nach einem satz von G. Halphen [6] folgt ielzt, dass w(z) die Gestalt

w(z) : Rr(z)e"" I Rr(z)e""'

hat. Rr(") und Rr(z) sind rationale Funktionen' Fiir -L(m) > 0 ist

lsrl * lsrl> 0. umgekehrt bilden zwei linear unabhängige x'unktionen

Rr(z) e",. und Rr(z) e"," stets ein Fundamentalsystem einer Differential-

gleiclrung (D"), wobei fiir die Grade cr, der Polynome a (z) die Bezieltungen

ao} x1 und xo ) a,

gelten.

Technische Hochschule Karlsruhe
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