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tiber rationale Näherungswerte algebraiseher Zahlen

1. Einleitung. Wir [3] haben neulich bewiesen, dass man alle in ge-
wissem Sinne »guten» Näherungsbriiche fiir eine beliebi,ge inationale Zahl
O eines gegebenen algebraischen Zahlkörpers K vom Grade n 2 Z

durch endlich viele Schritte bestimmen kann, wenn es nur in K e,ine
solche primitive zahl p gibt, fiir die ein hinreichend »guter» Näherungs-
bruch bekannt ist. fn der vorliegenden Arbeit verschärfen wir einerseits
das Ergebnis von l3l, andrerseits das von Gprnoxo [2], S. ZZ, Th. I.

Es seien x , )" und C gegebene positive Zahlen, wobei z grösser als
eine Schranke xo und ,1 grösser als eine yort ?t abhängige Schranke h
ist. Bs sei g eine veränderliche primitive ganze Zahl in K und I eine
veränderliche irrationale Zahl in K . Weiter seien p, q (q > 0) :und u, a
(u > 0) veränderliche ganzo rationale Zahleu In [3] sind explizit eine von
g (und yor- %,1) abhängige X'unktion go(g) sowie eine von g, q, I (und
von x, )., C) abhängige Funktion §(S, q, ,r) definiert. Nach [B] ergibt
sich leicht der folgende Satz, in dem das oben im ersten Abschnitt skizziefi,e
Ergebnis enthalten ist,:

Di,e Ungleichungen

le - plql 1rlQ,, Q ) 7ok) ,

l8 - ulal l CfoA, a 2 B(p,q,8)

haben lcei,ne Lösung Q, p, g,8, Lc, n.

Unter der zusätzlichen Voraussetzung (p,q):1, (u,a):I ver-
bessern wir in dieser Arbeit das Resultat von [3]. Das genannte Brgebnis
von Gnruono [2] ist allgemeiner als das von uns in dem Sinne, dass die
Näherungswerte von p und o zahlet aus einem algebraischen Zahlkörper
K, sind, statt der rationalen plq wd ulu bei uns. In dem X'alle, dass
K, der Körper der rationalen Zahlen ist, verbessern wir das Resultat in
[2]. In [2] ist die X'unktion go lron ,r9 abhängig; in [3] und in dieser Arbeit
ist gs aon I frei, so dass wir t? beliebig wählen können, nachd,em die
Zahlen g und q festgesetzt worden sind. fn [3] ist xo: nl2; in [2] sowie
in dieser Arbeit hat, xo den besten möglichen Wert 2 (ist nämlich x ! 2,
so gibt es fiir jedes g unendlich viele Näherungsbriiche obengenannter
Art). In [3] ist lo:2 xl(2 x - n) ; in dieser Arbeit ist ,10 : 2 nlx. Dio
letztere Schranke lo ist fiir x I n besser als die erstere. Schon die erstere,
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also auch die letztere schranke liegt beliebig nahe dom besten möglichen

Wert 2, wenn z hinreichend nahe n ist. In [2] muss .1 grösser als 2 nf x

und mindestens gleich z, also grösser als (2ra)u2 sein.

I]nser Ergebnis ist unten in Nr. 2 exaktr, ausgesprochen' (Es sei bemerkt,

dass die dorb auftretenden Funktionen g und G etwas anders sind als

die obengenannten entsprechenden X'unktionen g0 und ,S von [3].) Der
Beweis stiitzt, sich auf Eigenschaften gewisser Polynome zweier Veränder-

lichen ähnlich wie z.B. bei Gnr,n'olrD lzf, DvsoN [I] und ScnNnronn [4].
IJnser friiherer Beweis [3], in dem nur Polynome einer Veränderlichen zur
Anwendung kommen, ist einfacher als der vorliegende Beweis oder der von
Gnr,roNo [2].

Es sei noch auf die Einleitung Yon [3] hingewiesen, wo weitere Diskus-

eion iiber das betreffende Problem sich findet.

2. Ilauptsatz unal Bezeiehnungen. AIs Resultat unserer Betrachtungen

ergibt sich der folgende

Hauptsatz. Es sei K ei,n algebraischer Zahllcörper aoru Grad,e n 2 3'

Esseien, x,).,e und, C reelleZaltlenmi,t 2<x{n,2<-),{n,, e} 0,
C > 0, wobei d,i,e Bed,ingung

erfilllt ist. f erner

nale Zahl 'in K.
(u,a) - t D'ie

und rJ'ie uon Q, Q,

Dann können di,e

(1)

(2)

ni,cht gleichzei,ti,g

Nun setzen

das kanonische

lq -plql < 11,1",

lB - ulal < Clo^,

bestehen.

(t> sk),
a=G( Q,q,o)

"'*an

, la"l )

x).:2n + t

sei q ei,ne primi,t'iue ganze Zahl i,n K und B ei,rue 'iruati,o'

EsseienP,Q,%,Uganzerat,ionaleZahlennL,it(p,q)
ao% A (und, %, 1) abh,angige Furukt'ion g sed wie i,n (3)

O (und 24, 1, C) abhangige ?unkt'ion G usi,e in (\ defi,ni,ert.

Ungle'ichungen

wir die Bezetchnungen fest. Es sei

f(*)-nn*or*"-'+
Polynom fiir Q, wobei

a, - max (lrrl ,

gesetzt ist. Wir wählen eine llilfsgrösse ö unter der Bedingung



Sppro Hrnrnö, tiber rationale Näherungswerte

weiter werde 
rt:2(r, -x*n* ö)rx(e - 2ö),

s:l(il.1t-*)12),
oc:xlp-H-s,

(3) g : max 1€+t1za + 2)"("+1)/ä, 8(o * 2) (2a I zltay

(also g : max (Cr, Cro), s. unten) gesetzt,. (Man sieht leicht, dass ).p > 2

undalso sll ist.)
Es sei T, die kleinste natiirliche Zahl derart, dass die Zahl T§ ganz

ist. (7, ist nicht grösser als die IIöhe von 8.) Dann gibt es bei 2 < y 1n
ein solches Polynom

fr("):r'J.hrf-r+"'+h,
mit ganzen rationalen Koeffizienten, dass fr(Trfl) gleich Null ist. Wir
setzen

fi: max ( lhrl, . . ., lh"l) .

X'erner setzen wir

C, : nl.z(a I 11"("-t) 7r,
C, : nl.2'(a * !)'"("-tt 6r,

Ct : ntCz(a -+- l)"("-r)/2 ,

c4 : (2cs(2a, + z)"-t)""tö ,

Cu : (2a I 2)"to ,

Cu : (" + l)!C4'+r ,

C? : (4C5)F+r) ,

C, : Cu"F+t) ,

% : (u + L)C4\ZC, { 2)"q'"max (I, CCL)" ,

Cro: (SCu(cL + 2)) ,

5t, : flog (C6lq)llog (qlCr)) * L ,

Cr, : flog (CrC)llog (qlOr)) -l L ,

Cr, : [og Cnllog (ql0ri] * | ,

Crn: lQt p + r) (n { ö)lQa(.s + l) - ),p@t" * r) (n+ ä))l + 1,

(4) log G : max (Crr, CM, CB, Crn)log q .

Damit sind die beiden n'unktionen g und G definiert worden.

3. Vorbereitungen untl llilfssätze. Der Beweis unseres Hauptsatzes
ist indirekt. Dafiir sei vorausgesetzt, dass die Bedingungen (l) und (2)

erfiillt sind.
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Wir definieren noch einige Hilfsgrössen, dio im Beweise angewendet
werden. Wir setzen T : TtTz mit der kleinsten natärlichen Zahl Tz
derart, dass die Koeffizienten dr, . . . , d" in dem Ausdruck

To : fok), fo@) : drn"-' + d&"-' + "' + d^

ganze rationale Zahlon sind. Bei diesem T bezeichnen wir

@ : T8 , 'u): T'tt, ,

d, : max(ldrl, . . ., ld,"l) .

Die ganze Zahl O ist eine Nullstelle des Polynoms

lr@) : T{ffulr) : r' * Hr{-' + .. . * Ho,
wobei

lz : max (lHrl,. . ., lH,l)
gesetzt sei.

\Yeiter setzen wir
6 : llogullogqf ,

y : lox).

(Aus a)8"", als folgt,dass o und r natiirlicheZahlensind.)

In unserem Beweis brauchen wir den bekannten

flilfssatz 1. Es seien l, m natiirliche Zahlen mi,t I < m und' Sii

(i: 1 ,...,1; j: L,.,.,ffi) ganze rationale Zahl,en mi,t

Iäal * lb"l*...+ lb;.^l{B (i:r,...,1),
wobei, B ei,ne natiirliche Zahl >- 2 i,st. Dann 'ist das Glei,chungssystem

b,fir*brzrz*"'+b;^n*:0 (i,:1,...,1)

lösbar i,n ni,cht sd,mtlich aerschwi,nd,enden ganzen rat'ionalen Zahlen fr1 2 . . . t *^»

die absolut genornnxen klei,ner als

BU@_q + |
si,nd.

Bewei,s. Anfangs laufen die Za};.len ri die Werte 0, tI , . . . , +itr
durch, wobei ,I[ die natiirliche Zahl mit

prt(m-t) <2N + t < Btt@-t) +z
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ist. Man sieht jetzt mittels des schubfachschlusses, mit Riicksicht auf

(2BII + u < B\QN + 1)' < (2-1tr + t)-,

dass es eine Lösung mit lrll { 2N gibt. Daraus folgt die Behauptung.

Hilfssatz 2. Es gilt

? = Cr, t, <Cr, d <Cr.

Beweis. Wie in l3], Hilfssatz I, können wir durch Betracht'ung des

Gleichungssystems lo(Q) : @r, wobei Q1 , . . ' , Q, die Nullsteilen von

l@) sind und die Ungleichungen le,l < a + I und l@tl <tz* | be-

stehen, die Richtigkeit der Abschätzungen

T2 < CITL, h< rz"q< c2' d < (cslc) (t2+ t) 
=c8

beweisen. Also gilt Hilfssatz 2.

Ililfssatz 3. Es sei,en d,ie Werte aon 'i, und, i ganze rationale Zahlen

2 0 mit d,er Bed,i,ngung

i,lo)'*jl*<p.
Dann i,st d,i,e Anzahl der Gi,tterpunkte (i,, i) ldeiner als

(r * I) (s { l)l(n + d).

Bewe,is. n'iir die genannte Anzahl ergibt sich leicht die obere schranke

(o)'p * t) (xp I L)12 .

Bs reicht also zu zeigen, dass die Zahl

4:2(r t l) (s + I) - (otp*L)(rtri t)(nl ö)

positiv ist. Nach dor Definition Yon r gilt die Abschätzung

Zr>o(2a(s+t)- lp(rplr)(n* ä))-(rp* t) (n, f ä) .

Daraus folgt wegen o 2 Crn, dass Z, positiv ist, wenn nur die Zahl

Zz: 4(a* s * t) (s * l) - a(s + If - %'p,(xp,f t) (zr, f ä)

: - (2(s * l) - (*Xp - x * 1))' + (n - r)'

grösser als Null ist. Da x > 2 lund'

l(s f l) - (rtp - x * 1)l2l < Uz

ist, so ist, Zr, also auch Zt posiliv. Damitist Hilfssatz 3 bewieson.
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(5)

4. Näherungspolynom. Weitere Hilfssätze. Das Polynom

P(*, y)- I l, cqr'yi
,:0 j:0

hat eine zentralo Bedeutung in unserem Beweis. Nachdom Hilfssatz 5
bewiesen ist, sind die Koeffizienten c;i auf solche weise gewählt, dass die
in Hilfssatz 5 gestellt'en Bedingungen erfiillt sind. n'iir gar\ze rationale
h ( > 0), k( > 0) setzen wir

Po*(r, y) : ah+hP(x, g)lhl kl OrhOgh ,

Pn(t, Y) : Poo(r, Y) .

Hiltssatz 4. niir ganze rational,e h(>0), k (> 0) kann pu,(p,@)
'i,n d,er Xorm

n-lrs

I I I E(h,tc,m,i,,j)c;is^
n:0 i:0 j:0

ausged,rilcld werilen, wobei, d,ie Koffizienten E(h,\c,n1,,i,, j) ganze rati,onale
Zahlen sind, u,rd, fur alle h, k, m d,er Ungleichung

t§

Z 2 Wtn, k, ffi, i, j) I < (2cr)' (2a + 2),+("-t)"
i:0 j:0

genilgen.

Beweis. Es seien i und j ganze rationale Zahlen mit 0 { i, { r,
0<y<s. Da

fo@) <d,(r { t)"-l
ist, so ist

fo@)i <di(rl r)("-1» 42("-t)ifli 1ru@-tti +...*rf t) .

(Unsere Bezeichnung U < V bedeutet, dass jeder Koeffizient des Poly-
noms [/ absolut genommen höchstens gleich dem entsprechenden Koef-
fizienten des Polynoms v ist, wobei 7 keine negativen Koeffizienten
hat.) Daher können wir

qi @i : e%(e)i :'*'f"' b^ n^

Bchreiben, worin die genzerLrationalen ,äåtrruo, en b^ absolut genom-
men höchstens gleich 2("-1)idi sind. Ist i )1 oder i2n,j:0 und.
wird oben auf der rechten Seite der Reihe nach fiir m: i * (n - l) j,
... ,h * l,n
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q'o : - &, Q*-l - &, Q^-' - 
go qn-n

gesetzt, so ergibt sich, dass die Koeffizienten e(i, j,m) in dem Ausdruck

n'@' ::t,"$, j,,,t) Q^

ganze rationale Zahlen und absolut genommen nicht grösser als

2(.-r)i di(a * l),+(n-1) U-r)

sind. Ist i <n, so ist e(d, 0, m) fid.rr ,i : m gleich I und sonst gleich Null.
Ohne Beschränkung können wir h 

-{ 
r und ft 

-< 
s annehmen. Nun

besteht die Gleichung

Pu*(Q,@):,ä,\0 (t cii si-h oi-k

:-:i,å,å (;) (:; e g-h'i-k'm)cii p^

Hierin gilt rvegen 
^{},1 

,y-' } 4 nach Hilfssatz 2 die Abschätzung

å,å 0(!) Pg-h'i-k' m)l

< 2' + (o + 1)*("-rt i tZa + 2),i Qd(2a + z)-r)i

< 2' + (2a { 2)' 1za1'}) + D -')"--). (zc), (zq,f 2)'+("-r)s .

Hilfssatz 4 ist also richtig.

Hilfssatz 5. Es gi,bt ei,n Polynom (5), d,as d,ie folgend,en Bed,i,ngungen

erfullt:
Di,e Koffizienten c;i sind, ganze rationale, nicht srimtlich uerschw,ind,end,e

Zahlen unil absolut genonurlen lclei,ner als CoCu'.

Es gilt
pnr"(q, @) : e

Jar alle ganzen rationalen h, k mi,t

(6) hlo).lklx1p, h>0, k>0.

Beweis. Damit die letztere Bedingung erfiillt ist, miissen die Koeffi-
zienten cii r;ach Hilfssatz 4 der Gleichung

i Z u<o,tc, m, ,i, i)c;1 : o
,:0 j:0
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fiir alle garrzer rationalen h, h, m mit (6) und 0 { ru, <n geniigen.
In diesem Gleichungssystem ist die Anzahl der Unbestimmten c;y gleich
(r * 1) (s -| 1) und die der Gleichungen nach Hilfssatz 3 kleiner als

(r*r) @].t)nl@+ä) .

\Äregen der Ungleichung des Hilfssatzes 4 ist Hilf'ssat'z L nrit

3 : (2Cr)' (2a * 2)'+("-1)" - I
anwendbar. Weil

(nl(n -l d))/(1 - nl(n * ö)): nlö

ist, so kann man die Koeffizienten cii ataf solche Weise wählen, dass sie

ganz rational, absolut genommen kleiner als B"/d f 1, also wegen nlö 2 L

kleiner als

(B1t;"la:CaCa'

und nicht alle gleich Null sind. Damit ist die Richtigkeit des Hilfssatzes 5

festgestellt.

Von nun an sotzen wit' voraus, dass das Polynom P(*, y) dio Bedin-
gungen des Hilfssatzes 5 erfiillt.

Hilfssatz 6. Es gibt e'ine solche natiirliche Zahl t, höclwtens glei,ch s I l,
und, solche Polynome D(*), R(y), Eo@), . . . , E,-r(r) mit ganzen rat'io-
nalen Koffizienten, d,ass di,e ld,entitiit

D(r) R(y): '; 
P;@,y) E.(r)

i:0

besteht, wobe,i, d,as Polgnom D(n) R(y) nicht id,entisch aerschwind,et und, d,i,e

absoluten Betrd,ge iler Koffizienten aon D(r) klei,ner als CuCz", d,ie aon

R(y) klei,ner als CuCr" si,nd,.

Bewe'is. Wir schreiben

P(*,s): iq,t*lrtj:0
mit

Qi@): L",i*t (r:0,...,§).

Es sei t die höchste Anzahl linear ,rlrbnnrr*rUer unter den Polynomen

Q;(r). Also ist f höchstens gleich s f I und, weil P(r, y) nicht identisch
verschwindet, grösser als Null. Es sei
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[Ir,(r): Zo,**

ein System von t linear una,bhärgig; unter
Die Koeffizienten ein finden sich also unter

(k:1 )" ' ,t)

den genannten Polynomen.
den Zahlen 6ii. Weit'er ist

.rf ;k:1r... rt)

Unt'erdeterminante,

Qi@) : *t u,* ur, (x)

mit rationalen LLjh. Da der Rang der Matrix

(a,r) $,-0,..

gleich f ist, so hat sie eine Yon Null verschiedene

sagen wir A, then Grades. Aus dem Gleichungssystem

(j-0,

c;i: lujr"ei* (d: 0 ,...,r;i:0,. . ., §)

ergibt sich

(7) ui*:AiufA (i:0,...,8;k:1,"',t),

wobei alle Elemente der Determinant'en Ain, äter Ordnung, Koeffizienten
von P(r,gr) sind.

Wir setzen nun

Ro(y) uin aj (k:1 j" ' rt)'

Dann ist
t

P(*,il : 
Z_rOn 

1r) Rn(il .

Aus der linearen Unabhängigkeit der Polynome Ur(*), . . . , U,(r) folgt,
dass kein Polynom R1"(y) identisch verschwindet, und bekanntlich auch'

dass die Wnoxsxrsche Determinante

D(r): lttn{»1r11,;,ll (i - 0,. . . ,t-r;k: r,... . r)

nicht identisch Null ist. Hierin seien Do(r), . . . , D,-t(n) die Unterdeter-
minanten der ersten Spalte, so dass die Summe

,-1

,Zorn', 
(r)D; (r)li,l

fiir lc: I gleich D(") ist und fiir lc:z,...,t verschwindet. Jet'zt

besteht die Identität

,§)

s

\l
L

,l:0
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also

D(r) < (s f 1)! /,rs*t 2t(s+r1(z a l;('+tl

< (s * !)1. zr"+, 4r(s+t) lrrG'rt) 1 . .. * r * 1).

Die Koeffizienten von D(r) sind folglich absolut genommen kleiner als

(s f l)l cf+t 14"+t cu"+')' { cucr" .

Die absoluten Beträge der Koeffizienten von R(y) sind nach (7) kleiner als

(s f l)! (cncu,)"*' l cucr' .

Damit ist Hilfssatz 6 bewiesen.

Hilfssatz 7. Unter den Zahlen

0r1,...,o*§
gi,bt es e'ine solche Zahl, t, d,ass di,e Ungl,ei,chung

P,(plq, wlu) { 0

besteht.

Beweis. Verschwindet das Polynom -R(y) des l{ilfssatzes 6 in y : wlu,
so ist der Koeffizient der höchsten Potenz h R(y), das ja nicht identisch
Null ist, durch die Zakl. uo:al(w,u) teilbar. Der genannte Koeffizient
ist also nicht absolut genommen kleiner als oo. Dies ist jedoch unmöglich,
weil u,egen o2Crr,Q(>C))Cs,(u,a):l nach Hilfssatz 2 die Un-
gleichung

uo> ulCr) CuCr"

besteht. X'olglich ist

(8) R(wlu)|}.
Es sei D(r) das in Hilfssatz 6 definierte nicht identisch verschwindende

Polynom. Verschwinden die Ableitungen p@@) in r: plQ fiir alle

D(r)BJil: i P,(x, y)D,(x) ,

also die Identität des Hilfssatzes *i;

R(y) - AR,(A), Eo@) - ADa@) , .. . , E,-L@) - AD,-L@) .

tr'iirjedesiund.kgi1tnachHilfssatz5,heieinemZ3<

\tl
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Werte 0, . . . , o' von d, so ist D(r) durch das Polynom (q* - p)*'
teilbar. Daher ist wegen (p, q) : I der höchste Koeffizient von D(*)
absolut genommen mindestens gleich g"+1. Dies ist ein Widerspruch, denn
es ist o2Crr,e) Ct, also q"+'> CuCr". X'olglich gibt es eine ganze
rationale Zahl p derart,, dass

D@(plil +0, o <p (o

Aus der Identität des Hilfssatzes 6 folgt nach den Unglsi"lrrogen (8)

und (9), dass es eine ganze rationale Zahl z(> 0) gibt, fiir die die Un-
gleichung des Hilfssatzes besteht und die höchstens gleich A + t - t,
also höchstens gleich o f s ist. Die Behauptung ist damit bewiesen.

13

Es sei r eine ga?Lze rati,onale Zahl 
= 

0. Dann bestelut

lP,(plq,u:lu)l < CnCro' ,x(t-s-d's') .

Betaei,s, Nach Hilfssatz 5 ist

P(r, y) K CnOr'(r * l)' (y * 1)' ,

(e)

ist.

Hiltssatz 8.
di,e []ngleichung

Da ferner der'

kleiner als tz

Absch atzung

mit

J

P,i@,A) KCu0u'

tr§,

(rc * 1)'-' (y + 1)"-,

L)'(y * 1)" .K cncr'

absolute Betrag von A kleiner als a + 1 und der von O

+ 1, also nach llilfssatz 2 kleiner als Cz ist, so gilt die

lP,i(Q,o)i < cncr'2"+'( lql + r)'(i@l + L)' 1zu

Z+: CnCu'(Za * 1)' (2C, * 2)'

(;)(;)

z',+'(r *

Aus der Identit'ät

P (*, y)

folgt, angenommen r 4 r, der Ausdruck

r§
§ \rD
/- L', ij
i:0,f :0

,åå P,i (n,')(:)P,(plq, wfu) -=- @lq - g)'-' (r*lu - @)i
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Hierin können nur die Glieder mit

(r0) i,lo)" { jl* > p

von Null verschieden sein. Aus den Voraussetzungen (l) und (2) ergibt
sich also nach Hilfssatz 2 die Abschätzung

lP,(plq, wlu)l < (r * t) (s * 1) Zn2' max (1, CCt)'25 { q-"'Cr0ro"Z,

mit
Zs: max (q-x(i-t) u-ti) .

(10)

Dafernerfiiralle i,,j mib (f0) und i>0,j )0 dielJngleichung

q-zi A-|i { q-oxL(ilil.7jlz\ < ,-oil.p

besteht, so ist Hilfssatz 8 richtig.

5. Schluss iles Beweises. Nun habe z die Eigenschaft des Hilfssatzes 7.

Mittels Hilfssatz 8 können wir den absoluten Botrag der ganzen rationalen
Zahl

Zu: q'-'t)" P, (plq, wlu)

abschätzen. Es gilt

lZul < CnCroo ,x(t-s-olp) 
{ r-r f (af l)s 

.

Dabei ist der Exponent von q höchstens gleich

(, - !)(o * s) -,4(s + olp) t oa | (o f l)s : - o.

Weiterist olCrr,q) Qo, also

crcro" < ll" '
Daraus ergibt sich die Abschätzung

lZul < L'

n'olglich muss Zu gleich Null sein. Dies ist jedoch nach Hilfssat'z 7 un-
möglich.

Damit ist der Beweis unseres Hauptsatzes beendet.

Mathematisches Institut
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