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Zur Theorie iler gewöhnlichen Differentialgleiehungen

l. Ei,nleitung. Es bedeute zunächst O* eine offene (nicht leere)
Teilmenge der reellen Geraden

R,: {"1-c»<n <*oo}
und

f : {f@)l * eo"}

eine reellwertige stetige Abbildung von On in R,. Man setze fiir
n : 1,2, ... , r e O* und hinreichend kleines ä > 0

(r.r) sit@) : ^ : i r-rr P\ro | @-2 k) h) .(2h)",?_,J' -' \[r
Dann gilt, sofern I an der Stelle r eine n-te Ableitung fl")@)

hat, die Gleichung 1)

(r.2) s" l@) : l,§ 
sif@) : l@@) .

Im folgenden wird

(r.3) §" f(*) : lim Sif@)
h-O

und

(1.4) s" f@ : ri* sil@)
å+0

gesetzt und fiir §" f(*) : S" f@) (im Einklang mit (r.2)) s"/(r) ge-
schrieben.

In der vorliegenden Arbeit wird zunächst die Frage untersucht, inwie-
weit die Ungleichungen

(I.5) §"1@) < s@,f(n))

und

1) Man vgl. etu,a [7], S. L2.
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(r.6) S" f(*) 2 s(* ,l@D ,

wobeig(r,y)reellwertigundstetiginO:O,XRyist,dieExistenzvon
7t")@) und das Bestehen der Differentialgleichung

(1.7) 1(")111 : s@,f(r))

zur X'olge haben. Diese Frage kann hier nur fiir tu: I und 't?':2
behandelt werd.en. Eigentlich ist der grösste Teil der Arbeit dem x'unk-

tional

] n 
'"0),(('-*)"**')(r.8) D"(J,f) : 1u_o1.|(-t)t\t

und seinen Anwendungen auf die Theorie der gewöhnlichen Differential-

gleichungen gewidmet, wobei tr : la ,bf ein (beliebiges) rntervall von

o, bedeutet. Diese Intervallfunktion, obwohl fiir n ) L nicht additiv,

gestattet, bei geeigneter zerlegttng von J in n+l kongruente, nicht
unbedingt punktfremde Teilintervalle Js, ... , J^, eine Darstellung von

der X'orm

(r.e) D^(J,fl: iro(n)D"(J*,1)

mit 0 <pr"(n)<I ( lc:,,r,...,ri', po@)*...-lp.(n): I undsomit
die Bildung von Maximalketten, die fiir das Goursat-Verfahren charak-

teristisch sind.

2. Di,e fliitte n: I und, n:2. Nachfolgende Sätze können ein-

fach bewiesen werden:

§atz 1' Essei g(r,il steti'g in o: o*XR, und' f steti'g in on'
Gi,lt ilann

(2.1) §'/(") ! s(r,f(r))

und,

(2.2) §'/(r) Z s@,f(r))

i,n jed,em Punkt aon On, so ist f d,ifferenzi'erbar i,ru On unil

(2.3) f'(*) : g(r ,f(r)) .

Aus dem Satz I folgt, wenn man dort I :0 voraussetzt' der Satz:

Satz 2. Ist f i,n einem offenen Interuall, Jo aom R, steti'g unil'

gi,lt d,ort

(2.4) §1/(r) < 0
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unil

(2.5) §1/(r) ä 0,

so ,i,st f e,i,ne Konstante.
Satz 3. Es sei f stetig in O*, g(r,y) steti,g i,n O und,

(2.6) l'f(') { s(* "f(x)) '
s'l@) > s@,f(n))

i,n jed,em Punkt aon O*. Da,nn ist f(r) zwei,mal, steti,g d,i,fferenz,ierbar
und, geniigi d,er Differentialgleichung

(2.7) l'@) : s(r,f(u)).
Nimmt man hier g:0, so erhält man den Satz:
Satz 4. Ist I in einem, offenen Interaall Jo aon R, stetig und,

gilt d,ort

(2.8) §2/(r) < 0

und,

(2.e) §z/1r; > o,

so ist I eine lineare lunlct,ion.

Ersetzt man hier die ungleichungen (2.8) und (2.9) durch die Gleichung
§'z/(r) : 0 (ue Jo), so erhält man ein klassisches Resultat vonH. A.
Schwarz 2).

Wir beweisen zunächst den Satz 2.

Es sei f, : la , b) ein abgeschlossenes Teilirrtervall von Jo. I\[an
setze

(2.r0) h(") : f(r) - f(a) -l e (r-a) { e, (e, q> 0 ).
Dann ist wegen (2.a) und (2.5)

(2.11) SLh(e:):r)0 (reJ).
Wäre nun H:{rlre J, h(r) ( 0} nicht leer, so miisste der punkt
tro:inf {rl*eä} in la,bl liegen. Andererseits miisste mit Riick-
sicht auf (2. I 1) die ungleichun g h(ro * til > h(ro - 4) fiir alle hinreichend
kleinen 11) 0 gelten. Das widerspricht jedoch der Definition von no .
Somit gilt h 2 0 in "/ . ÄhnHch zeigt man, dass d.ie Funktion

(2.t2) f(") -f(a) - e(r--a) - e,

') UIan vgl.[1], S. 81, [9], S. 258 ff., und tt0l, S.34I ff.
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in "I nicht positiv sein kann. Durch Grenziibergang e->0 und e1-+0
erhält man nun f(r) : f(a) in J und durch (rnonotone) Ausschöpfung

von /o durch abgeschlossene Intervalle f(x) : f(a) in J6 .

Zum Beweis des Satzes 4 bilde man mit Schwarz 3) die X'unktionen

mit festen

Dann rvird

(2" 13)

und

(2.14)

hr(*)- f(*) - Lf(*) - +
hr(*)- f(*) - Lf(*) + +

a,b eJo (a<b), und

wegen (2.8) und (2.9)

§'h',(*) - §'l@) - t

S, h,r1r) - S, f @) f e

(b-r) (r-0) ,

(b-r) (r-a) ,

fr-ct,

b-af@) '

Es sei jetzt,

und

Dann hat Eå die Eigenschaften:

l. E"t * A . (Nach dem Satz von Weierstrass, wonach jede in einem

abgeschlossenen Intervall stetige X'unktion ein Maximum hat.)

2. E"ofifa,bl, : A. Gäbe es nämlich einen Punkt, ro von Eot

in fa , bl , so miisste dieser Häufungspunkt von links und von rechts von
Punkten von Ea sein. Eine leichte Uberlegung zeigt dann, dass (2.14)

nicht gelten kann.
Somit enthält E* höchstens die Punkte e,b. Wegen hr(a) --

hr(b) : 0 gilt also hr(n) { 0 in la , b) ' Ein entsprechender Schluss

liefert die Ungleichung hr(r) 2 0 in la ,b). Lässt man nun e -> 0

konvergieren, so erhält man f(r) < L f(*) und f (") >- L f(") , d. h.

l@) : L f(*) . Mithin ist l@) eine lineare X'unktion in jedem Intervall

la ,b] Yon Jo , d. h. auch in Jo.

u) [10], s. 341 ff.
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3. Bewe,is d,er Siitze I und, 3. Verallgeme,inerunge%. Es sei xoe O*
und "I," ein offenes Intervall in O, mit, dem Mittelpunkt zo , derart dass
die Differentialgleichung

(3.1) g' : g(r,y)

in J*n eine Lösung A : y@) hat. Wir bilden die n'unktio\ q: q(n),

r(3.2) q(r) : I {s(t ,lW - sQ , yQ»} dt ,

und beachten, dass

(3.3) S,q(*) : s@,f(")) - s(r,y(r))
gilt. Andererseits ist wegen (2.L), (2.2) and

(3.4) S,a@) : y'(n) : s@,a@)),

(3.5) §'(/(T ) - v(n)) t s@ ,l@D - s@ , v(r)) ,

§, (/(") - y(r)) 2 g(r,f(u)) - s(r ,y(r)) ,

d. h.

(3.6) §, (/(r) - y(r) - q(r)) < 0

und

(3.7) §'(f(")-y(r) -q(r)) > 0 (reJ*"1 .

Somit ist (nach dem Satz 2) f -y-q eine Konstante, d. h. (wegen

l: A*q*Konstante) f differenzierbar. Das beweist den Satz I.
Der Satz 3 lässt sich analog beweisen. Wir setzen hier (unter Bei-

behaltung der Bedeutung rron J *")

f
p(r) : I @-t) {s(t ,l@) - s(t , y(t))} d,t ,

!"

rvobei A irgendeine (fest gewählte) Lösung der Differentialgleichung

(3.8) y" : g(r , y)

in Jno bedeutet, die durch no geht. Wegen

p"(n) : S@ ,f(r)) - g(r ,a@))

folgt, mit Riicksicht auf (2.6),

(3.e) tff@-y(r)-p(x)) < 0

und
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(B.ro) §, (/(") - y(r) - p(r)) > o .

Somit hat f-y-yt, nach dem Satz 4, die X'orm ,4 r* B mit Kon-
stanten A,B in J*o, undesgilt/(r):A@)*p(r)*Ar*B in
Jilo. Das beweist die zweimalige Differenzierbarkeitvon f und zugleich

den Satz 3.

Die Sätze l-4 können dahin verallgemeinert werden, dass man die

Differentialgleichungen (3.1) und (3.8) durch entsprechende Systeme
ersetzt. fm folgenden ersetzen wir diese Gleichungen durch

(3.11) L)' : g(r ,\)
und

(3.12) 0' : g(n ,t))

und fassen \ bzw. g a1s Vektoren des ra-dimensionalen euklidischen
Raumes E' auf. Ist 0 : (yr, ... , An) ein Punkt von E" , so soll
(3.1I) bzw. (3.I2) das Bestehen der Differentialgleichungssysteme

(3.13) AL : go(r,Ut,...,U^) (k:1,...,h)
bzw,

(3.14) A'i" : go(r,Ut,...,A^)

zum Ausdruck bringen.
§atz 5. Die Tunlcti,on g(r,9) sei in JxE", wobe'i, J e'i,n offenes,

ni,cht leeres Interaall uon R* ist, defini,ert unil stetig. Geniigt d,ann d,ie stetige

Iunktion, I : (å ,...,fo) den Beili,ngungen:

r) leo",
2) St1o1r1 { g*(u ,fr(u) , ... ,1"@))

und,

3) S/*(r) Z so(r,ft(r) ,... ,1"@))

tar all,e k:1,...,h und, alle r€J, so ist I d,i,fferenzierbar und,

geniigt der Di,fferenti,alglei,chung (3.11).
Satz 6. Gilt (unter d,enselben Voraussetzungen far I , g ) far r e J

(3.r5) §rfo(") 3 go(* ,.f1@) ,... ,f"(r))

unil

(3.16) S'fr(r) > g*@,fr(*),... ,f"(*))
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anstelle uon 2) und, 3), so ist I zwei,mal, steti,g d,ifferenz'i,erbar 'i,n J , und, es

si,lt

(3.17) l'(r) : g(r, f(r))

i,n J.
Der Beweis dieser beiden Sätze läuft wie im X'alle ra : I und wird dem

Leser iiberlassen.
Aus den Sätzen I und 3 folgen, werul ma,n dort die X'unktion g(t , g)

unabhängig von y voraussetzt, die Sätze:

Satn 7. Di,e reellwerti,ge Uunktion f sei i,n O s R" stetig. Eristi,ert
d,ann §t,f(r) in O und, i,st il,ort stet'i,g, so hat f (*) ei,ne Ableitung

f'(*) in O, und, es gilt l'@) : Bt"/(r) '
§atz 8. D'ie reellwerti,ge Xunktion I sei, i,n O E R" stetig. Eri,sti'ert

dann S'f(*) in, O und, ist ilort stetig, so hat f(*) eine zwei,te Ablei,tung

f'(*) gl,ei,ch S'l@) in jed,em Punkt aon O .

Es sei in der Tat no ein Punkt, von O und J,, ein offenes

Intervall um fro in O . Man setze

i
(3.I8) f*(*) : I Stf{f|,dt (r e J*,).

J-,

Dann ist f*'(n) : §t"f(") , also auch §p"f*(r) : Ä[/(r) . Somit ist

l*@) - f(") eine Konstante. Das beweist den Satz 7.

Definiert man l*@) durch die Gleichung

r
(3. te) f*(r) : I @-t) Sz f@ dt ( r e J *,) ,

J,,

so erhält man, sofern I ein stetiges S'l@) in J,o hat, die Gleichung

l*,@) : §r"f*(r) : Srf@) (n e J*,) ,

d. h.

§'(/(") -/*(r)) : o in J*o.

Somit, ist l@)-1.@) linearin J,n undsomit I dort zweimaldiffe-
renzierbar. Das beweist den Satz 8 a).

4. Heranziehung iles ?unktionals D"(J ,l). Zwischen den X'unktio-
nalen Sif@) und D"(J,l) besteht &usser der Tatsache, dass beim
ersteren X'unktional der Mittelpunkt fi bei Grenziibergängen fest

a) Man vgl. in diesem Zusammenhang auch die Arbeiten von R,. D. James, etwa

[5]. Einen Einblick in diese Arbeit konnto ich allerdings nur iiber das Buch von R. L.
Jeffery [6] erhalten.
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bleibt, strukturell kein Unterschied. Vieimehr liegen die Vorteile des zwei-
ten n'unktionals in der z-Additivität (1.9) desselben, die, wie bereits erwähnt,
die Anwendbarkeit des Goursatschen Verfahrens ermöglicht.

Es bezeichne X eine nicht leere, konvexe Teilmenge einos (reellen
oder komplexen) Banach-Raumes Bo , [3]. Es seien ferner as t bo , r e Bo ,

a, { bo und

(4.1) 1o : {rlr:(1-2)ao!),å0, 0< ),<L)
ein festes (Ausgangs-) Intervall von X . Wir verstehen unter J :
lq , bf ein (beliebiges) Teilintervall von Io mit dem Anfangspunkt
q,: (l-1') ao { ),' bo und dem Endpunkt b : (l-1") as | )u" bs ( 0 <
)'' < 1" < I ) und definieren das in I eingefiihrte Funktional D"(J , f)
folgendermassen:

Definition t. ils sei, f : Io
e'inen Banach-Raum B Dann

-> B ei,ne stet'ige Abbildung ao??, I0 'in

soll d,er Ausdruck

1nD"(J,f): ,r^n f
lit/ ll Ic:0

d,ie n-te Differenz uon f aul J he'i,ssen. Dabei, ist I|Jll : llb-all d,ie

Norm pon b-a.
Ist llao-boll : I und. q, : 1t-)"") ao ! ).,bo, b : (l-ilb) as { ).5bs

(0 < r., { 26 ( 1), so ist ll"/ll : 1t-)',. n'iir ein fntervall Jo Yon

R und somit reellen as,bo wird D"(J ,f) durch die Gleichung

In'(4.3) D"(J ,f) p_ayÄ
gegeben.

Definition 2. Es sed lf e'ine (abztihl,bare) Basis d,es numeri,schen

Interualls A : lO ,l) . Dann sol,l flt(N) d,'ie Basi,s uon Io bedeuten,

d,eren Punlcte r d,urch (l-l) aol ).bo ( leN ) gegeben werd'en.

Definition 3. Unter {J"\ wi,rd, i,m folgend,en, bei' gegebenem r in
Io, di,e Gesamthei,t al,l,er (geord,neten) Tei,linteraal,l,e J* mit End,punkten

in Io uerstanden, d,i,e d,en Punkt il enthalten.

Definition 4. Gi,bt es ei,n Element D" l@) aon B d,erart, ilass

lim llD" f(*) (-n)" D"(J",f) ll _ 0
\lJ"ii*o

(4.2)

(1.4)

(-, r(;)r((r- ilc, +*')

(-,r(;) /(('- *)"**,)

gi,lt, so soll D" f(n) d,i,e n-te Interaall-Deriai,erte auf Io uon f i,n n

heissen.

Ist Bo: B : R , also I eine reellwertige, stetige Abbildung von
Io in R , so kann man neben D" f(*) eine obere und eine untere z-te
fntervall-Derivierte definieren.
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Definition 5. Ist f eine steti,ge Abbild,ung aan, 1o G R in R und,

r e Io , so sollen d,ie Grössen

(4.5)

u,nd

(4.6)

2" f@) -_ Iirq (-n)" D"(J" , f )
lit"1l* o

D" 
"f 
(*) - tir, (-n)" D"(J- , f)

iiJ"ll* 0

entsprechend, d,ie obere bzw. d,ie untere n-te Interaal,l-Deri,ai,erte aon f i,n n
he'issens).

5. Eine notwend,i,ge und, hi,nreichend,e Bed,i,ngung far Polynom-Abbil-
dungen. Wir betrachten zunächst das Intervall "fo 

: [0, I] und neh-
men als Basis die Menge ]f, aler dyadischen Briiche in "f0 , d. h. alle
rationalen Zahlen von der Form

(5.1)

(5.2)

Ce 1 Aq Aqt
Mrl-l I

Z -T- 
Zz 

-r "' -r 
/e

mit &, : 0 oder I . fm folgenden lt erden zur Ahschätzung der
Grössen 2" f @) , D" f@) und D" l@) lediglich Intervalle Jn rrer-
wendet werden, deren Endpunkte o,b dyadische Briiche sind.

Hilfssatz 1. Es bedeute f ei,ne stetige Abbild,ung aon "f : [0 , 1]

in R mi,t d,er tigenschaJt D"f(r)-g (reJ). Dann ist I ein
Polynom höchstens oom Grad,e n-I .

Allgemeiner gilt der Satz:
Hilfssatz 2. Es bed,eute Io d,as Interusa[ (4.1) d,er konuenen Tei,lmenge

X d,es Banach-Raumes Bo und, f : Io-->B eine stetige Abbi,ld,ung aon

Io in einen Banach-Raum B . Gi,lt d,ann D" f(r) : I i,n jed,em Punlct
*:(t-X)ao{).bo (0<),<L) aon Io,sohat I d,ielorm

tÅ + lfr*... + Ln-L f*_t

m'it fo , f, , ... , f ,*L a,us B
Dafiir f - f("), n - n(^) : (1- i) oo * lbo

1f, +... + 1n-'f,-l (fo,fr,..',fn-, fest in
gilt, ist die Bedingung D" f (*) - 0 notwendig

und f(*(1)): t/ä+
B) stets D"f(*)-0

und hinreichend. dafiir,

0) Der Faktor (-n)" fällt fort, wenn man die Summe rochts in (4.3) durch
(a-b)"|n" statt durch (b-a)" dividiert. Diese Definition, d. h. die Heranziehung
des l.unktionals /"(J,I): (-n)" D"(J,I), entspricht mehr der Definition von

Sif@) . fn den nachfolgenden Entwicklungen wird das Funktional D"(J,/) ledig-
lich aus technischen Griinden vorgezogen.
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dass f auf Io ein Polynom in ,1 mit Koeffizienten aus B ist.
Entsprechendes gilt fiir den numerischen X'all des Hilfssatzes l.

Zum Beweis des Hilfssatzes I bilden wir neben der Grösse

å(-1,(1)'(H)I (J,) -

die Grössen

(5.3)

mit

r*: l!,!*11Ln'znr z) (k: o'1'"''n)
und beachten, dass dann

lJnl 
lr 

lJl '

Nun ist, wenn q - k+/ gesetzt wird ,

å (r) r Q x) : 2,{å 
( - I,' ( 

o 
:,) (1 4*)\

und somit, mit Riicksicht auf die bekannt'e Identität

I O (q ungerade)

å (-r,'(r:,)(;) ) ,tn\'- 
[r-t);( A (q ge'ade)

der Kombinatorik G) 
\ 

\21

(54) å(;)Fen): å(-r)-(
Es ist, also

(5.5) D"(J , f) : i rrt") D"(J* , f)

mit,

(5.6) pn(n): *(;) (k :o , I , ... , n ).

6) Man .rgl. [2] sowie auch [8], S. 256.
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Hat man anstelle von jf : [0 , l] das fntervall Io, so ist mit
I:la,bf=Io und

D^(r, r) : #;. r-,r(?),((,-*) " * *u)
sowie

D*(r*,t): # å (- ,,(T) ,(" * ff o-,) ,

(8.7) D"(I ,f) : i t rt"l D"(Io,f) .
k:0

Aus (5.5) und (5.7) erhält man nun wegen po(n) * ... * l.t^(n) : I die
Ungleichungen

(5.8) ID"(J , f)l S o-*, 1O"1Jo ,l)l

und

(5.e) llD"(I ,flll ( max llD"(Io,f)ll.
Liefert, I eine Abbildung lron "f : 10, ll in R , so findet man

entsprechend

(5.10) u;in D"(J6,1) < D"(J ,f) -{ max D"(Jx,l) .
O§k§n O§k§n

Mit Hilfe von (5.5) kann nun gazeigt werden, dass I(J) gleich Null
sein muss, falls D" l@) (unter Zugrundelegung von ff, ) in jedem
Punkt r von .I : [0 , l] verschwindet.

Es bezeichne in der Tat Ji ein fntervall aus der Menge { /0,
J, , ... , J,\ , fiir, das

(5.1r) D"(Ji,fl : p7;,D"(J*,1)

ist. Wir nehmen dieses Intervall zum Ausgangsintervall und bilden die
Kette J', , J; , ... (kurz: ( J: » d.urch folgendes Verfahren:

Jedes J: (o22) gehört der lJnterteilungsmenge von J',_, in
kongruente Teilintervalle nach dem Vorgang J *{J0,..,,J*} an und
geutigt der entsprechenden Bedingung (5.1I). Danach gilt stets J',*rC
J: (o : I ,2 , ...) , 2lJl+rl: lJ:l und

(5.t2) D"(J:,f) ! D"(J',*r,f) (o: 1,2,...).
Man setze jetzt rl : nL, J', . Dann ist r'o e ,l , und es gilt

(5.13) D"(J ,fl < lim D"g:,fl : O .
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Ersotzt man in (5. I I ) max durch min, so erhält man eine Folge ( J: ) von
ineinandergeschaehtelten Intervallen mit

(5.r4) D"(J': , f) > D"(J".*, , f)

anstelle von (5.f2). Wird dann noch *'l:i?:rJ", gesetzt, so wird

(5.15) D"(J ,l) -: )y*o"rt",,f) 
: 0

und somit auch D"(J , f) : 0 .

Durch ein entsprechendes Verfahren, das zu den Ungleichungen

llD"(I ,f)ll < lim llD"(I:,.f)ll : n-"llD"f@[)ll : 0

(bei entsprechender D"ft;;;, und Bedeutung der Intervalle /; ) fiihrt,
erhält man folgendes Teilergebnis in Zusammenhang mit dem Beweis des

Ililfssatzes 1:

Gil,t D" f(r) : 0 in jeclem Punkt aon I, so gi,l,t E(I) : 0 . Dabei

ist I ei,n beliebi,ges Teili,nteruall uon Io.

6. End,e d,es Beweises d,er Hilfssiitze 7 und, 2. Der Beweis des Hilfs-
satzes 1 lässt sich nun folgendermassen zu Ende fiihren: Man gehe von
den Gleichungen

" /-\ / k+l\r(rk): I(-r)'\',i)r\r"J : o (k:0,1,2,...,n\

aus und bilde die Summe

setzt,

(6.2)

(6.1) I (- I )n n* F(Jr,) : o

mit, zunächst willkiirli.h.fl*"tt"r, d.1, . Daraus folgt, wenn man

T" s/ 7L \: 
r4(,- k) "r

I r-,Yr(*) ,, : o

jetzt, die Punkte

k

Man betrachte

Yon J , setze



A. DrNcHes, Zur Theorie der gewöhnlichen l)ifferentialgleichungen 15

i@) : l@) _ p,_,(*) (r€J),
so gilt offenbar, rregen ef!r1r\ -- O in J ,

Fv): FQ,): ...: F(r"): o,

sofern F(l) , FQr) , ... , F(J^) die mit Hilfe von f gebildeten Grössen
?(J) , I(Jr) , ... , I(J") tredeuten.

Nun folgt aus FGt) :0 und

-/fr\t\;) : o (k:o'r'2'"''n-L)'
/s\(6.5) f\*) :o (s:0,2,4,...,2n),

und bilde das Polynom

- Avk@ktr \il'
fst dann

und somit gilt
. /o "-r\(66) Zr\;)n"-,: o.

Es soll' nun gezeigt werden, dass man durch geoignete Wahl der o&

sämtliche Werte i11zs-t1112n11 zum Verschwinden bringen kann.
Hilfssatz 3. D'i,e Determinante d,es Gleichungssystems

"J/ n \(6.2) Ä(r,_?_)"n- o (s:r,2,...,n)
,i,st aon Null aersch'ieden.

Der Beweis dieses Hilfssatzes stiitzt sich weitgehend auf folgendes be-

riihmte Kriterium von Hurwitz 7) iiber Polynome, deren Nullstellen einen
negativen Realteil besitzen:

Es sei

(6.8) P(u) : aono I arno-'* ... I a^ (ao: t, o, f 0 )

ein Polynom n-ten Grad,es mit reellen, Koffizienten. Man setze År: ar

und, d,efi,ni,ere fu, ), : 2 ,3 , ... , % d,ie Deterrn'inanten At d'urch die
Glei,chung

7) Man vgl. [4] und [11], S. 335 ff.
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(6.e) Å 
^ 

:

a1 a'O 0 0 0 .. 0

a,,3 a2 &L aO 0 ... 0

. 

a''4 ag a'z ct'L ' 0

ilzl,-t ail"-z ozi,-l azl.-a azl,-s .. ' cl'),

Dann haben sd,mtli,che Wurzeln aon (6.8) d,ann und, nur ilann negatiaen Real-

te,i,l, wenn alle Deterntinanten /r, Å, , ... , lo Ttositi,u si,nd,.

Ausfiihrlich geschrieben lauten die Determinanten /, , /r, /r, ...

aL a'o 0
Q,L A,O 0 0

a3 a2 q'L a,O

a5 Q'4 03 a2
A.,5 A4 AB

A,7 4,6 AS A4

Mit Hilfe dieses Kriteriums, fiir dessen Beweis wir auf die Hurwitzsche
Abhandlung verweisen, kann nun der Hilfssatz 3 ohne Schwierigkeit
bewiesen werden:

Man betrachte in der Tat das Polynom

(6.10) (r*r)" : r- *(1)"-,. (;)u--2 * .(;)
und beachte, dass dieses die (negative) Wurzel - I als z-fache Wurzel
hat. Daraus folgt, dass die mit llilfe der Koeffizienten (ä) , (i) , .'. , (:)
gebildeten Determinanten lA ( ,1 : I ,2 , ... ,n) positiv sind. Daiet'zt

&L,
cl,L a'O

aB az
, I aB a,z a,L , ... .

(6. I 1) an: (,, :r-,)
ist, so ist A^> 0 und somit + 0.

Ist nun die durch (6.9) definierte Grösse Å^ ungleich Null, so miissen

alle i(Q t-t)l(z n)) ( s : l, 2, ..., n ) verschwinden. Denn fiir jedes

(feste) p: | ,2 ,... ,fr ist das SYstem

(6.t2) å(r,:r_,,)oo - ,", (s : I ,2 , ... ,n)

(wobei ö"* das bekannte Kronecker-Symbol bedeutet) lösbar, und man
kann durch die Wahl der oqc (oo : an(p) ) erreichen, dass jedes

!112 s-t711zn'11 (s : I ,2 , ... ,n) verschwindet. Somit ist

-lh\(6.13) i\r") :o (k:0,t,...,2n).

16
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'wiederholt 
man dieses verfahren q-mal, so erhält man die Gleichungen

-/ k\(6.14) r\za) : o (k:0 ,r ,2 , ... ,2, n) .

Danach verschwindet f(") auf x, und mithin (da I noch stetig
ist) auch auf J: [0, l].

Der Beweis des Hilfssatzes 2 verläuft analog und wird hier nicht explizit
durchgefiihrt.

7. Anwend,ung auf d,i,e Theorie d,er gewöhnl,i,chen Dffirentialgleichungen.
Die Anwendung der Hilfssätze 1 und 2 auf die Differentialgleichungen

D"f(*) - s(r,f(*)) ,

bei geeignetem wertevorrat von f und g , bringt den Nachweis,
dass D"f(r), sofern /(r) eine n-to Ableitung |t"l(r) hat, gleich y{4(*)
ist. Dabei wird angenommen, dass n in einem Intervall Jo: lao , bn)
(uo<bo) von R variiert, und dass f in einem Banach-Raum B
li"gt. Grundlegend fiir nachfolgende Entwicklungen ist der satz:

Hilfssatz 4. Hat d,i,e stetige Abbi,ld,ung f : Jo --> R e,i,ne n-te Ableitung
1t")(rs) in e,inem, Punkt aoe lao,bol, so eristiert D"f(ro) , und, es gil,i,

(7 .2)

Be?,oe,i.s, Ftir

D" f (ro) - f(") (mo) .

L7

(7.1)

und somit

also

(i.3)

A*

(b - a)" I)" (J *, , fr^)

0 (0
n!(-t)" n

C]ao,äo[

tl

I

e")" 
I' la:o '

n)
a

n)

, fro€J*r), v!,egen

+ (b--a) "1^nl

Å[/Ln7 

I
Daraus folgt fiir J *o :- lo, , b)

m >0 t gär72, ist

:å(_,r(i)#:*ffiu

: 
å,(:)A^a^-^

Dn n* - (r*1@) .

D" (J *o , fr*) (b - a)1-" ,
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Hat nun I in ro€ ]ao, Öo[ eine n-te Ableitung l(")(rd, so gilt nach

der Taylor-Formel fiir alle J,n mit hinreichend kleiner Länge lJ*"|

(7.4) f(*) : Pn-Jn)+ (m-no)n{ry { o(ri,

wobei P*-r(r) ein Polynom vom Grade {n-I istund lo(t)l mit

lJ*"1*0 gegen Null strebt,. Das liefert in Verbindung mit (7'3) die

Gleichung (7.2).

Der Hilfssat z 4 gilt, in ähnlicher x'orm, auch dann, wenn I eine st'etige

Abbildung von Io E Bo in einen Banach-Raum B liefert und f -
/((l-l) ao{ ),bo) als Funktion von .[ in einem Punkt )'o von (0 , t)
eine n-te Derivierte in gewöhnlichem Sinne besitzt.

Die Ubertragung der Hauptergebnisse dieser Arbeit 8) auf partielle

Differentialgleichungen von der Form

a*+"v
0x* 0A"

(und entsprechend fiir mehrere veränderliche) geschieht durch Heran-

ziehung der Entwicklungskoeffizienten von (l-r)* (l-a)" und anwen-

dung eines entsprechend verallgemeinerten Goursatschen Zerstiickelungs-

verfahtens. Die ausfiihrliche Darstellung der gewonnenen Zusammenhänge

soll später gegeben werden.

X'reie Universität Berlin
Deutschland

8) Auf eino Reihe von Ergebnissen »in der Norm», deren Existenz ich durch

Herrn Professor P. L. Burznn (Aachen) während einer Tagung iiber Funkt'ional-

analysis im August 1965 in Oberwolfach erfahren habe, will ich hier um so weniger

eingehen, als dadurch Hauptziel der vorliegenden Arbeit, die zunächst ohne jeglichen

Zusammenhang mit vorhandener Literatur geschrieben wurde, nicht allzu sehr be-

riihrb wird.
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