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Zur Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen

1. Einleitung. Es bedeute zunichst O, eine offene (nicht leere)
Teilmenge der reellen Geraden

R. ={z] —o<z< 4w}
und

f={/@)]|z€0.}

eine reellwertige stetige Abbildung von O, in R,. Man setze fiir
n=1,2 .., x €0, und hinreichend kleines % > 0

n

(1.1) Sifl@) =

—1)’”< ) x4+ (n—2k)h).

Dann gilt, sofern f an der Stelle z eine n-te Ableitung f™(x)
hat, die Gleichung?)

(1.2) 8" f(x) = lim S} f(x) = f™(x)

h—>0

Im folgenden wird

(1.3) 8" fl@) = lim S} f(@)

und

(1.4) 8" f(@) = lim S} f(z)
h—>0

gesetzt und fir S"f(x) = §"f(x) (im Einklang mit (1.2)) S"f(z) ge-
schrieben.

In der vorliegenden Arbeit wird zunéchst die Frage untersucht, inwie-
weit die Ungleichungen

(1.5) St flx) = gz, f(x))

1) Man vgl. etwa [7], S. 12.



4 Ann. Acad. Scient. Fennicae A. I 375

(1.6) 8 fz) = g(@,f()),

wobei g(z ,y) reellwertig und stetig in O = O.x R, ist, die Existenz von
f™(z) und das Bestehen der Differentialgleichung

(1.7) fO@) = g, fx)

zur Folge haben. Diese Frage kann hier nur fir =» =1 und n =2
behandelt werden. Eigentlich ist der grosste Teil der Arbeit dem Funk-
tional

1 n n k k
(1.8) DMJ L f) = b—al D (—1)'°<k> f ((1—g>a + b)

k=0

und seinen Anwendungen auf die Theorie der gewohnlichen Differential-
gleichungen gewidmet, wobei J =[a,b] ein (beliebiges) Intervall von
0. bedeutet. Diese Intervallfunktion, obwohl fiir » > 1 nicht additiv,
gestattet, bei geeigneter Zerlegung von J in n+4-1 kongruente, nicht

unbedingt punktfremde Teilintervalle J,, ..., J,, eine Darstellung von
der Form
(1.9) DT, f) = kZ p(n) D*(J 5 f)

=0

mit 0 < u(n) <1 (k=0,1,...,n), py(n) + ... + pa(n) = 1 und somit
die Bildung von Maximalketten, die fiir das Goursat-Verfahren charak-
teristisch sind.

9. Die Fille n=1 und n=2. Nachfolgende Sitze kénnen ein-
fach bewiesen werden:

Satz 1. Essei g(x,y) stetig in O = O.XR, und f stetig in O;.
Gilt dann

(2.1) Stf@) = g, f@)

und

(2.2) St fx) = g, f(x))

in jedem Punkt von O, so ist f differenzierbar in 0. und
(2.3) ['@) = g, f).

Aus dem Satz 1 folgt, wenn man dort ¢ = 0 voraussetzt, der Satz:
Satz 2. Ist f in einem offenen Intervall J, wvon R, stetig und
gilt dort

(2.4) Stfx) < 0
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und
(2.5) Sf@) = o,

so ist f eine Konstante.
Satz 3. Es sei f stetig in O., g(x,y) stetigin O wund

S f@) = g, (),
82 f(x) = g(=, f())

in jedem Punkt von O.. Dann ist f(x) zweimal steiig differenzierbar
und geniigt der Differentialgleichung

(2.7) @) = g, f@@).

Nimmt man hier ¢ =0, so erhiilt man den Satz:
Satz 4. Ist f in einem offenen Intervall J, wvon R, stetig und
gilt dort

(2.6)

v 1A

(2.8) 82 flz) = 0
und
(2.9) S2f@) = 0,

so ist f eine lineare Funktion.

Ersetzt man hier die Ungleichungen (2.8) und (2.9) durch die Gleichung
S2f(x) = 0 (x€J,), so erhiilt man ein klassisches Resultat von H. A.
Schwarz 2).

Wir beweisen zunichst den Satz 2.

Es sei J = [a, b] ein abgeschlossenes Teilintervall von J,. Man
setze

(2.10) hx) = f(x) — fla) + e (@—a) + & (e,6>0).
Dann ist wegen (2.4) und (2.5)
(2.11) Sth(z) =¢e> 0 (x€J).

Wiére nun H ={a |2z €J, h(x) < 0} nicht leer, so miisste der Punkt
%o=1inf {x|x €H} in Ja,b[ liegen. Andererseits miisste mit Riick-
sicht auf (2.11) die Ungleichung A(z, + %) > k(x, — n) fiir alle hinreichend
kleinen 7> 0 gelten. Das widerspricht jedoch der Definition von .
Somit gilt A =0 in J. Ahnlich zeigt man, dass die Funktion

(2.12) fl@) = fla) — e (@—a) — &

?) Man vgl. [1], S. 81, [9], S. 258 ff., und [10], S. 341 ff,
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in J nicht positiv sein kann. Durch Grenziibergang ¢— 0 und &-—0
erhilt man nun f(x) = f(e) in J und durch (monotone) Ausschépfung
von J, durch abgeschlossene Intervalle f(x) = f(a) in J,.

Zum Beweis des Satzes 4 bilde man mit Schwarz3) die Funktionen

h@) = fw) — Lfw) — 5 (b—2) (c—a),

k@) = f@) — LI@ + 5 6—2) @—a),

mit festen a,b €J, (a <b), und

b—x r—a

Lf@) = = f@) + ;— [®).

Dann wird wegen (2.8) und (2.9)

(2.13) S2hyx) = S*f(@) —e = —e < 0
und
(2.14) S2hy(x) = S2f(x) e = e > 0.

Es sei jetzt
M = sup{ hyx)| x €[a,b]}
und
E, = {x| x€[a,b], hy(x) =M }.
Dann hat £, die Eigenschaften:

1. E, =+ 0. (Nach dem Satz von Weierstrass, wonach jede in einem
abgeschlossenen Intervall stetige Funktion ein Maximum hat.)

2. EyNJa,b[ = @. Gibe es ndmlich einen Punkt 2, von K,
in Ja,b[, so miisste dieser Haufungspunkt von links und von rechts von
Punkten von K, sein. Eine leichte Uberlegung zeigt dann, dass (2.14)
nicht gelten kann.

Somit enthdlt K, hochstens die Punkte a,b. Wegen hy(a)=
hob) = 0 gilt also hy(x) =0 in [a,b]. Ein entsprechender Schluss
liefert die Ungleichung A (x) =0 in [a,b]. Lésst man nun &—0
konvergieren, so erhdlt man f(x) = Lf(x) und f(x) = Lf(x), d.h.
f(®) = Lf(x). Mithinist f(z) eine lineare Funktion in jedem Intervall
[a,b] von J,, d.h. auch in J;.

3) [10], S. 341 ff.
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3. Beweis der Sditze 1 und 3. Verallgemeinerungen. Es sei z, € O,
und J, ein offenes Intervall in O, mit dem Mittelpunkt =, , derart dass
die Differentialgleichung

(3.1) Y = 9@,y

in J, eine Losung y = y(x) hat. Wir bilden die Funktion ¢ = g(),

(3.2) /{g f®) — g, y@&)}de,

und beachten, dass

(3.3) Stglx) = g, fx)) — g, y())

gilt. Andererseits ist wegen (2.1), (2.2) und

(3.4) Styl) = y'@) = g, y(@)),

(3.5 S (f@) — y@) = g, f@) — gz, y@),
SHf@) —y) = g, f(2) — g(x, y(2)),

d. h.

(3.6) SH(f@) — y@) — q@)) = 0

und

(3.7) S (f@) — y(@) —q(x)) = 0 (z€J,).

Somit ist (nach dem Satz 2) f—y—q eine Konstante, d.h. (wegen
f = y+qg+XKonstante) f differenzierbar. Das beweist den Satz 1.

Der Satz 3 lisst sich analog beweisen. Wir setzen hier (unter Bei-
behaltung der Bedeutung von J, )

x

) = / (w—1) {g(t , JO)) — g(t, y(®)} dt ,

%o

wobei y irgendeine (fest gewihlte) Losung der Differentialgleichung
(3.8) Yy = g9,y
in J, bedeutet, die durch x, geht. Wegen
P'(x) = g, f(@)) — g(x, y(x))
folgt, mit Riicksicht auf (2.6),
(3.9) S (fle) — y(@) — p())

und

1A
=]
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v

(3.10) 82 (flx) — y(@) — p) = 0.

Somit hat f—y—p, nach dem Satz 4, die Form 4 x 4 B mit Kon-
stanten 4,B in J,, und es gilt f(x) = y(x) + p(x) + Az + B in
J., . Das beweist die zweimalige Differenzierbarkeit von f und zugleich
den Satz 3.

Die Sdtze 1—4 konnen dahin verallgemeinert werden, dass man die
Differentialgleichungen (3.1) und (3.8) durch entsprechende Systeme
ersetzt. Im folgenden ersetzen wir diese Gleichungen durch

(3.11) ' = glx,)
und
(3.12) y’ = g,p)

und fassen t) bzw. ¢ als Vektoren des n-dimensionalen euklidischen
Raumes E" auf. Ist 4= (y;,..,¥,) ein Punkt von E", so soll
(3.11) bzw. (3.12) das Bestehen der Differentialgleichungssysteme

(3.13) Yo = Ge(@ 5 Y1 s oe s Yn) (k=1,..,n)
bzw.
(3.14) Y = (@, Y1, e, Yn)

zum Ausdruck bringen.

Satz 5. Die Funktion g(x,Yy) sei in JXE™, wobei J ein offenes,
nicht leeres Intervall von R, ist, definiert und stetig. Geniigt dann die stetige
Funktion | = (fy,...,f.) den Bedingungen:

1) fE€EE,

2) Slfk(x) = gk(x ’fl(x) PIRRL sf"(x))
und

3) §1fk(x) = gk(x ,fl(x) y e ,f,,(CC))

fur alle k=1,..,n und alle x€J, so ist | differenzierbar wund
geniigt der Differentialgleichung (3.11).
Satz 6. Gilt (unter denselben Voraussetzungen fir f§,q ) fur x€J

(3.15) o B fi(x) = glx, fi(@) 5 s @)

und

(3.16) S2fu(x) = gulx, fi(®) 5 o s ful®@))
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anstelle von 2) und 3), so ist | zweimal stetig differenzierbar in J , und es
gilt
(3.17) @) = glx, i)

m J.

Der Beweis dieser beiden Sitze liuft wie im Falle n = 1 und wird dem
Leser iiberlassen.

Aus den Sitzen 1 und 3 folgen, wenn man dort die Funktion g¢(x,y)
unabhingig von y voraussetzt, die Sitze:

Satz 7. Die reellwertige Funktion f sei in O € R, stetig. Euxistiert
dann S f(x) in O wund ist dort stetig, so hat f(x) eine Ableitung
fi@) in O, wund es gilt f'(x) = S'f(x).

Satz 8. Die reellwertige Funktion f sei in O S R, stetig. Existiert
dann S2f(x) in O wund ist dort stetig, so hat f(x) eine zweite Ableitung
f'(x) gleich S2f(x) in jedem Punkt von O .

Es sei in der Tat 2, ein Punkt von O wund J, ein offenes
Intervall um =z, in O. Man setze

(3.18) fHx) = / Stftydt  (x€J,).
Dann ist f*¥(x) = S'f(x), also auch S'f*x) = S'f(x). Somit ist
f*(@) — f(x) eine Konstante. Das beweist den Satz 7.

Definiert man f*(z) durch die Gleichung

(3.19) fH@) = /(w—t) S2f(t) dt (z€J,),

so erhilt man, sofern f ein stetiges S%f(x) in J, hat, die Gleichung

(@) = S fH@) = 8*f(z) (z€J,,),
d. h.
8 (f@@) — fH@) = 0 in J,.
Somit ist f(x) — f*(x) linearin J, wund somit f dort zweimal diffe-
renzierbar. Das beweist den Satz 84).

4.  Heranziehung des Funktionals D"(J ,f). Zwischen den Funktio-
nalen S} f(xr) und D*(J,f) besteht ausser der Tatsache, dass beim
ersteren Funktional der Mittelpunkt « bei Grenziibergingen fest

4) Man vgl. in diesem Zusammenhang auch die Arbeiten von R. D. James, etwa
[5]. Einen Einblick in diese Arbeit konnte ich allerdings nur {iber das Buch von R. L.
Jeffery [6] erhalten.
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bleibt, strukturell kein Unterschied. Vielmehr liegen die Vorteile des zwei-
ten Funktionals in der n-Additivitét (1.9) desselben, die, wie bereits erwidhnt,
die Anwendbarkeit des Goursatschen Verfahrens ermoglicht.

Es bezeichne X eine nicht leere, konvexe Teilmenge eines (reellen
oder komplexen) Banach-Raumes B,, [3]. Esseienferner a,,0,,x € B,
a, = b, und

(4.1) Iy ={az|loe=01—N)a,+ 1by, 0 =1=1}

ein festes (Ausgangs-) Intervall von X . Wir verstehen unter J =
[a,b] ein (beliebiges) Teilintervall von [, mit dem Anfangspunkt
a=(1—1)a,+ Ab, und dem Endpunkt b= (1—1")a,+ 2"b, (0 =
J <A =<1) und definieren das in 1 eingefiihrte Funktional D*(J ,f)
folgendermassen:

Definition 1. EHs sei f: I,—~ B eine stetige Abbildung von I, in
einen Banach-Raum B . Dann soll der Ausdruck

1 = n k k
(4.2) DL f) = g X (——1)"(10)1"((1——;)& +— b)

k=0

die n-te Differenz wvon f auf J heissen. Dabei ist ||J|| = |[b—al| die
Norm von b—a .

Ist Jlag—by| =1 und a= (1—2A)ay+ by, b= (1—5k)ay+ 4b
(0= <MW =1), so ist |J||=—4,. Fir ein Intervall J; von
R und somit reellen a,,b, wird D*J,f) durch die Gleichung

1 n n k k
@3 DL = G k;‘_”k<k>f <<l_ﬁ>“ t Z”)

gegeben.

Definition 2. Es set N eine (abzihlbare) Basis des numerischen
Intervalls A =1[0,1]. Dann soll N(N) die Basis von I, bedeuten,
deren Punkte x durch (1—A)a,+ Ab, (A€N ) gegeben werden.

Definition 3. Unter {J.} wird im folgenden, bei gegebenem x in
I,, die Gesamtheit aller (geordneten) Teilintervalle J. mit Endpunkten
I, verstanden, die den Punkt x enthalten.

Definition 4. Gibt es ein Element D" f(x) won B derart, dass
(4.4) lim || D" f(x) — (=n)" D"(J., f) || = O

Jx >0

gilt, so soll D" f(x) die n-te Intervall-Derivierte auf I, won f in =
heissen.

Ist By=B =R, also f eine reellwertige, stetige Abbildung von
I, in R, so kann man neben D"f(x) eine obere und eine untere n-te
Intervall-Derivierte definieren.
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Definition 5. Ist f eine stetige Abbildung von I, CR in R und
x €1, so sollen die Grossen

(4.5) D" f(x) = Lim (—n)y D"(J., f)
T[>0

und

(4.6) D f@) = lim (—n)" D"(J, f)
[Tl 0

entsprechend die obere bzw. die untere n-te Intervall-Derivierte von f in
heissen®).

5.  HEine notwendige und hinreichende Bedingung fiir Polynom-Abbil-
dungen. Wir betrachten zunichst das Intervall J, = [0, 1] wund neh-
men als Basis die Menge N, aller dyadischen Briiche in J;, d. h. alle
rationalen Zahlen von der Form

B a;  a, .
(5.1) TZE—{—?—{——*—?
mit @ =0 oder = 1. Im folgenden werden zur Abschitzung der

Grossen D" f(x), D"f(xr) und D"f(zx) lediglich Intervalle J. ver-
wendet werden, deren Endpunkte «,b dyadische Briiche sind.

Hilfssatz 1. Es bedeute [ eine stetige Abbildung wvon J = [0, 1]
in R mit der Eigenschaft D"f(x) =0 (x€J). Dann ist f ein
Polynom hichstens vom Grade n—1.

Allgemeiner gilt der Satz:

Hilfssatz 2. Es bedeute 1, das Intervall (4.1) der konvexen Teilmenge
X des Banach-Raumes B, wund f: I,—~B eine stetige Abbildung von
I, in einen Banach-Raum B . Gilt dann D" f(x) = 0 in jedem Punkt
x=(1—A)ay+ib, (0=1=<1) won I, so hat f die Form

(5.2) Vfy -+ 2fi + o+ 2070y

mit fo,f1, s fu1 aus B.

Dafir f=fx), x =)= 1—2)a,+ Ab, und f(x(1) = 1f, +
Afy 4+ o 27 f 0 (fosfis s faoy fest in B) stets D" f(x) =0
gilt, ist die Bedingung D" f(x) = 0 notwendig und hinreichend dafiir,

5) Der Faktor (—mn)* féllt fort, wenn man die Summe rechts in (4.3) durch
(a—b)"/n™ statt durch (b—a)* dividiert. Diese Definition, d. h. die Heranziehung
des Funktionals A™(J, f) = (—n)* D™J ,f), entspricht mehr der Definition von
Sk f(@) . In den nachfolgenden Entwicklungen wird das Funktional D"(J ,f) ledig-
lich aus technischen Griinden vorgezogen.
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dass f auf I, ein Polynom in 1 mit Koeffizienten aus
Entsprechendes gilt fiir den numerischen Fall des Hilfssatzes 1.
Zum Beweis des Hilfssatzes 1 bilden wir neben der Grosse

n k
ror = 5 )a)
die Grossen

n k-1
(5.3) F) = 3 (—1) (?)f(‘gb)

=0

mit

; [k k 1} b — 0

Kk = 27L,2n+2 ( - 91:""n)
und beachten, dass dann

F(J) F )

= IJkI"_ IJ|"‘

Dn(‘]k ’f)

Nun ist, wenn ¢ = k41! gesetzt wird ,

5(5)ren = EE (A5

und somit mit Riicksicht auf die bekannte Identitat

0 (g wungerade)

L)) = g
(=1) q (g gerade)

2
der Kombinatorik ¢)

(5.4 S = 2 (2] 5(5) = ron.

k=0
Es ist also
(5.5) DL f) = 3 i) D)
mit
1 /n

6) Man vgl. [2] sowie auch [8], S. 256.

B

ist.
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Hat man anstelle von J =[0,1] das Intervall I,, so ist mit
I=1Ja,blcl, und

1 = e[ k k
ly““”::nm"z(_l)Q>f(@‘7J“‘*Zb>

sowie
1 » e k-1
D"(Ik ,f) = ”Ian IZO (—1) <l> f(a' + ?n— (b_a)) P
(5.7) DI, f) = i ue(n) D*(Lx , f) .

Aus (5.5) und (5.7) erhdlt man nun wegen yy(n) + ... + un(n) = 1 die
Ungleichungen

(5.8) 1D~ L ) = Or;lff D" Jx , )]
und
(5.9) DM, f)ll = max ||[D(I, f)|| .

Liefert f eine Abbildung von J =1[0,1] in R, so findet man
entsprechend
(5.10) min D*J, f) =< D™J ,f) = max D"(Jy,f).
0<k<n 0<k<sn
Mit Hilfe von (5.5) kann nun gezeigt werden, dass F(J) gleich Null
sein muss, falls D"f(x) (unter Zugrundelegung von N,) in jedem
Punkt 2 von J =[0,1] verschwindet.

Es bezeichne in der Tat J; ein Intervall aus der Menge {J,,
gy dn}, fur das

(5.11) D™Jy,f) = max D"(J,, f)

0<k<n
ist. 'Wir nehmen dieses Intervall zum Ausgangsintervall und bilden die
Kette J,,J,,.. (kurz: (J.)) durch folgendes Verfahren:

Jedes J, (0 =2) gehort der Unterteilungsmenge von .J !, in
kongruente Teilintervalle nach dem Vorgang J—{J,,..,J,} an und
geniigt der entsprechenden Bedingung (5.11). Danach gilt stets J. ., C
J, (6=1,2,..), 2|J.,|=1J) und N

(5.12) DI, f) = D'J,ps) (o=1,2,..).
Man setze jetzt x, = NZ,J.. Dann ist x, €J, und es gilt

(5.13) DMJ ,f) < limD*(J.,f) = 0.

o—>-+4 0
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Ersetzt man in (5.11) max durch min, so erhilt man eine Folge (J,) von
ineinandergeschachtelten Intervallen mit

(5.14) DIl f) = DYy, )
anstelle von (5.12). Wird dann noch =z, = N=,J, gesetzt, so wird
(5.15) D(J,f) = lim D"(J. ,f)

r;—->+w

und somit auch D*J,f)=0.

Durch ein entsprechendes Verfahren, das zu den Ungleichungen

1D, P = lim (\DMI] L f)| = w7 1D flag)]| = 0

(bei entsprechender Definition und Bedeutung der Intervalle I') fiihrt,
erhilt man folgendes Teilergebnis in Zusammenhang mit dem Beweis des
Hilfssatzes 1:

Gilt D" f(x) =0 n jedem Punkt von 1I,so gilt F(I)=0. Dabei
ist I ein beliebiges Teilintervall von I .

6. Ende des Beweises der Hilfssitze 1 und 2. Der Beweis des Hilfs-
satzes 1 lidsst sich nun folgendermassen zu Ende fithren: Man gehe von
den Gleichungen

n !
2_1)’<n> <;;>=0 (k=0,1,2,...,n)

aus und bilde die Summe

gl

(6.1) (—l)"'ak F(Jk) = 0

k=0

mit zunichst willkiirlichen reellen «) . Daraus folgt, wenn man

- i " &
= \s—k *
setzt,

(6.2) ; —1) < Sn>ys =0.

Man betrachte jetzt die Punkte
X = — (k:O,l,...,n—l)

von J, setze
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n—1 g, k
(6.4) o) = 3+ (x)f(—>.

Ist dann
f@) = fl@) — P,_y() (z€J),
so gilt offenbar, wegen P" (z)=0 in J,

FJ)y=FJ) = .. =FJ,) =0,
sofern F(J), F‘( -, F(J,) die mit Hilfe von f gebildeten Grossen
FJ), F(J,), F(J,) bedeuten
Nun folgt aus F(J und

k
f<;>=0 (k=0,1,2,...,n—1),

s
(6.5) fé-):O (s=0,2,4,..,2n),
und somit gilt
n 28.—
(6.6) Zlf< 57 )}2s L= 0.

Es soll' nun gezeigt werden, dass man durch geeignete Wahl der oy
simtliche Werte f((2s—1)/(2n)) zum Verschwinden bringen kann.
Hilfssatz 3. Die Determinante des Qleichungssystems

" n .
(6.7) k;o<2s—k——1>“k =0 (s=1,2,..,n)

st von Null verschieden.

Der Beweis dieses Hilfssatzes stiitzt sich weitgehend auf folgendes be-
rithmte Kriterium von Hurwitz 7) iiber Polynome, deren Nullstellen einen
negativen Realteil besitzen:

Es ses

6.8 P@x) = qa” +a, 2" '+ ... +a, (ap =1, a,+0)
0 1 0

ein Polynom n-ten Grades mit reellen Koeffizienten. Man setze A, = a,
und definiere  fir 2 =2,3,..,n die Determinanten A, durch die
Gleichung

7) Man vgl. [4] und [11], S. 335 ff.
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a, a, 0 0 0
a, a, a, @y
as ay as Ay a
(6.9) 4, =
Qgj—1  QAgj_g Qg3 Qg;y Agi5 .- A

Dann haben simtliche Wurzeln von (6.8) dann und nur dann negativen Real-
teil, wenn alle Determinanten A, , Ay, ..., A, positiv sind.
Ausfiihrlich geschrieben lauten die Determinanten A4,,4,,4;, ...

a, a, 0 0

a, a, 0O
a; @ az Gy a3 QG
al ’ ) a3 “2 al ’ ’
as 0, as ay Q3
a; Ay ag

a, ag a5 @,

Mit Hilfe dieses Kriteriums, fiir dessen Beweis wir auf die Hurwitzsche
Abhandlung verweisen, kann nun der Hilfssatz 3 ohne Schwierigkeit
bewiesen werden:

Man betrachte in der Tat das Polynom

(6.10) @1y = a + (?) o (’;) e L (’;)

und beachte, dass dieses die (negative) Wurzel —1 als n-fache Wurzel
hat. Daraus folgt, dass die mit Hilfe der Koeffizienten (3),(}), ..., (%)

n

gebildeten Determinanten 4, (A= 1,2,..,n) positivsind. Da jetzt

o1 = oa i)

ist, so ist 4,> 0 und somit == 0.

Ist nun die durch (6.9) definierte Grosse 4, ungleich Null, so miissen
alle f((2s—1)/(27n)) (s=1,2,..,n) verschwinden. Denn fiir jedes
(feste) w=1,2,..,n ist das System

(6.12) Z<28_72_1>ock =9, (s=1,2,..,n)

k=0
(wobei 6,, das bekannte Kronecker-Symbol bedeutet) l6sbar, und man
kann durch die Wahl der o (ox = ok(p)) erreichen, dass jedes

f(2s—1)/@2n) (s=1,2,..,n) verschwindet. Somit ist

k
(6.13) f<ﬂ>=0 (k=0,1,..,2n).
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Wiederholt man dieses Verfahren ¢g-mal, so erhilt man die Gleichungen
6.14 (- ) 0 k=0,1,2 21
(6.14) f2‘1n/ = (k=0,1,2,..,22%),

Danach verschwindet f(x) auf N, und mithin (da f noch stetig
ist) auch auf J = [0, 1].

Der Beweis des Hilfssatzes 2 verliuft analog und wird hier nicht explizit
durchgefiihrt.

7. Anwendung auf die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen.
Die Anwendung der Hilfssitze 1 und 2 auf die Differentialgleichungen

(7.1) D fle) = g, f(x)) ,

bei geeignetem Wertevorrat von f und g, bringt den Nachweis,
dass D" f(z), sofern f(x) eine n-te Ableitung f™(x) hat, gleich f™(x)
ist. Dabei wird angenommen, dass « in einem Intervall Jy = [a, , b,]
(ay <by,) von R variiert, und dass f in einem Banach-Raum B
liegt. Grundlegend fiir nachfolgende Entwicklungen ist der Satz:
Hllfssatz 4. Hat die stetige Abbildung f: Jy— R  eine n-te Ableitung
O (xy) in einem Punkt x,€la,, by, so ewistiert Dr f(xy), und es gilt,

(7.2) D" fag) = [z,

Beweis. Fiir m = 0, ganz, ist

:2 —1)"() ke 1 @ — (1 — &) ,

und somit
0 (0=m<n)

(=12 (m=n)
Daraus folgt fiir J, = [a, b] Cla,, b (a <b, z, €J, ), wegen

(b—a)* D*(J )= (1) A(”) [a + (b-—-a) fr
=0 n

k
also

DMy, am) = Y (’:‘) A, am (b—ay—
A=0 v

(7.3) D™ = (am)™
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Hat nun f in x, € Ja,, b eine n-te Ableitung f®(z,), so gilt nach
der Taylor-Formel fiir alle J, mit hinreichend kleiner Lénge |/, |

(n)
(7.4) fl@) = P,_y(x) + (x—o)" {f n(y'%) + 0(1)} ’

wobei P,_,(x) ein Polynom vom Grade =n—1 istund [o(1) mit
|/, — 0 gegen Null strebt. Das liefert in Verbindung mit (7.3) die
Gleichung (7.2).

Der Hilfssatz 4 gilt, in ihnlicher Form, auch dann, wenn f  eine stetige
Abbildung von I, C B, in einen Banach-Raum B liefert und f=
F((A—2A) ay + 2 by) als Funktion von 1 in einem Punkt 7, von (0, 1)
eine n-te Derivierte in gewohnlichem Sinne besitzt.

Die Ubertragung der Hauptergebnisse dieser Arbeit®) auf partielle
Differentialgleichungen von der Form

ey .
axmayn:f(x’y’ )

(und entsprechend fiir mehrere Verénderliche) geschieht durch Heran-
ziehung der Entwicklungskoeffizienten von (1—z)" (1—y)" und Anwen-
dung eines entsprechend verallgemeinerten Goursatschen Zerstiickelungs-
verfahrens. Die ausfiihrliche Darstellung der gewonnenen Zusammenhénge
soll spéter gegeben werden.

Freie Universitiat Berlin
Deutschland

8) Auf eine Reihe von Ergebnissen »in der Norm», deren Existenz ich durch
Herrn Professor P.L. Butzer (Aachen) wihrend einer Tagung iiber Funktional-
analysis im August 1965 in Oberwolfach erfahren habe, will ich hier um so weniger
eingehen, als dadurch Hauptziel der vorliegenden Arbeit, die zuniichst ohne jeglichen
Zusammenhang mit vorhandener Literatur geschrieben wurde, nicht allzu sehr be-
ruhrt wird.
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