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Ein Beispiel nfi allgemeinen Topologie:
Die Topologie einer Äquivalenzrelation

ZusammenfassllTLg. Sei R
man jeder Teilmenge M c X

Relation auf der Menge X
Menge

eine
die

Ordnet

Q(M) : {yeXl *Ry fiir ein reM)

zu, so wirdeineSelbstabbildung Q: PX-->PX derPotenzmenge PX
erklärt. O ist genau dann ein Abschlussoperator im Sinne von Kuratowski
und definiert eine Topologie auf X (.8 -Topologie genannt), falls R
eine Quasiordnung ist.

fm folgenden werden aussctrliesslich Äquivalenzrelationen betrachtet.
fst R eine solche auf X, so liefert die -B -Topologie ein Beispiel einer
normalenl), lokal-kompakten, lokal-zusammenhängenden, lokal-abzähI-
baren Topologie, welche jedoch dem ersten Trennungsaxiom nur (und
genau) dann geniigt, wenn R die identische Relation A auf X ist.
Die Abbildungen E: X ---> Y in eine beliebige Menge I, welche auf
jeder Äquivalenzklasse mod.E konstant sind, lassen sich als die stetigen
Abbildungen kennzeichnen, falls Y mit der diskreten Topologie versehen
wird.

Seien R bzw R' Åquivalenzrelationen auf den Mengen X bzw.
X' und diese mit der R bzw. .B'-Topologie versehen. Eine Abbil-
dung g: X --> X' ist genau dann äquivalenztreu, d. h. fiihrt .E -äquiva-
lente Punkte in -B'-äquivalente Punkte iiber, falls g stetig ist. Stär-
ker als Åquivalenztreue ist die Bedingung: das Bild einer Äquivalenz-
klasse mod -E unter g ist eine (volle) Äquivalenzklasse mod -B' .

Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn g stetig und abgeschlos-

sen ist.

r) .Wir 
verwenden die Definitionen von John L. Kelley: Genoral Topology. -

The lfniversity Series in Iligher Mathematics, D. Van Nostrand Company, Inc.,
Princoton (N. J.) / Toronto / London / New York, 1955. Normalität z. B. bedeutet
dasselbo wie das vierte Trerurungsaxiom bei Paul A-lexandroff und lleinz Hopf:
Topologio f. - Grundlehren dor mathematischen \{issenschaften XLV, Yorlag von
Julius Springer, Berlin, 1935.
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1. Topologi,e e'iner Quasiord,nung. Sei R eine beliebige Relation
auf derMenge X:RcXxX. Schreibenwirwieiiblich rRA statt
@,y)eR undfiir McX
(1)

so wird durch A@I) : RUWI eine Selbstabbildung Q : P X --> P X
der Potenzmenge P X erklärt. X'olgende Eigenschaften sind dann stets
erfiillt: 9@) - A fw die leere Menge A , Q(Urct M^) : ULe, 6)(M))
fiir beliebige X'amilien {M^}^rn mit M^c X .

Lemma 1.1. (i) R ist genau d,ann refleria, wenn M c A(M) fu,
al,l,e M c X. (ii) R 'ist genau d,ann transit,ia, wenn A@WI)) c A(M)
furalle McX.

Beweis. (i): Bezeichnet / die Diagonale von XxX, d.h. die
identische Relation auf X , so gilt idpx(M) C A(M) genau dann, wenn
AlMl C RlMl . Die Gtiltigkeit letzterer Inklusion fiir alle M c X be-
sagt aber gerade Å c R, d. h. die Reflexivität von R . (ii): Bezeich-
net R o R die Komposition der Relation R mit sich selbst, so gilt
A@@[)) c O(M) genau dann, wenn (R o R)IM] c RIM). Die Giiltig-
keit letzterer Beziehung fiir alle M c X besagt R o R C R, d.h. die
Transitivität von R .

Genau dann, wenn R reflexiv und transitiv, d. h. eine Quasiord-
nung, definiert O eine Topologie auf X gemäss der Definition: M
heisst abgeschlossen, wenn AQ[) : M . fn diesem X'all gilt sogar
A@Q[)) - Q(M) ftir alle M c X .

Satzt.Z. Bei, R e'i,neRel,utionauf d,erMenge X und, Q: PX-->PX
d,i,e d,urch A@[): RlMl genxii,ss (1) erlclArtu Sel,bstabbildung der Potenz-
rnenge P X . A i§ genau d,ann ein Abschl,ussolterator (,»I{uratowski-
Operator»») mi,t d,en Eigenschaften

(a) a(a) - A fur die leere Menge b ,

(b) Mca(M) fa, McX,
(c) a@@r)): aUW) fa, M c x ,

(d) Q(U^r,tM^) : Urc, (Q(Mi» fa, {Mr},.r-, mit M,.c X ,

unil, d,efi,ni,ert eine Topol,ogie auf X , falls R e'ine Quasiord,nung ist.

2. Topol,ogi,e ei,ner Äquiualenzrelati,on Im folgenden betrachten wir
ausschliesslich Äquivalenzrelationen. Sei R eine solche auf der Menge
X und n: X--->X|R die kanonische Projektion auf die Quotienten-
menge. Die durch xt. induzierte Abbildung P X ---> P(XIR) wird eben-
falls mit ?t bezeichnet. Sei n-r : P(XIR) ---> P X die Abbildung, welche
jeder Teilmenge von XIR ihr IJrbild unter n zuordnet. Bezeichnet
O: P X ---> P X wie in der vorigen Nummer die zu R gehörige Abbil-
dung, so gilt
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(2) O: n-ron: PX--->PX.
Fiir re X istnämlich A@) : {Ae Xl *Ry }, d.h.dieÄquivalenz-
klasse mod -B von , , also dasselbe wie n-L(n(r)) . Allgemein ist .()(,44)

fiir M a, X die Sättigung von M beziiglich R , d. h. die Vereini-
gung aller Åquivalenzklassen, welche M treffen, also genau dasselbe

wie n-L(n(M)) .

Die durch den Abschlussoperator Q: PX->PX erklärte Topolo-
gie auf X ist die schwächste Topologie derart, dass n: X --'> XIR
stetig wird beziiglich der diskreten Topologie auf XIR . Denn ist xt

stetig, so ist wegen (2) notwendig AQD fiir jedes M c X abge-

schlossen. Die Mengen AQVI) definieren aber gerade die abgeschlosse-

nen Mengen einer Topologie auf X . n'erner stimmt die diskrete Topo-
logie auf XIR mit der Quotiententopologie iiberein. Denn in der Quotien-
tentopologie ist K c XIR abgeschlossen genau dann, wenn n-'(K)
abgeschlossen ist, was stets der Fall ist.

Wir nennen im folgenden -E -Topologie die im obigen Sinn durch R
auf X erklärte Topologie. Ihre wichtigsten Eigenschaften seien fest-
gehalten in

Satz 2.7. I*r d,ie R -Topotogie e'iner Åquiualenzrelation R auf d,er

JVIenge X gi,l,t:

(1) M c X ist genau d,ann abgeschlossen, wenn M e'ine Vereiniguttg
aon Åquiaalenzkl,assen'ist,

(2) M c X ist genau d,ann abgeschlossen, wenn M offen ist,
(3) X genilgt d,em, zwe'iten Abzd,hl,barlrcitsariom gena,u ilann, utenn XIR

abzrihlbar ist,
(4) X ist kom,palct gena,u d,ann, wenn XIR enil,lich ist,
(5) X ist zusamm,enhd,ngend, gena,u d,ann, wenn XIR einpunkti,g i,st,

(6) X'ist normalz), lolrul-kompalct, lolrul,-zusamm,enhii,ngend,, lohal-
q,bzdhl,bar (il. h. genaigt il,em ersten Abz(thl,barke'itsax'iom),

(7) X ist genau d,ann d,isbet, rlenn jed,e Åquiaalenzlclasse aus einem

Punlct besteht, il. h,. wenn X ilem ersten Trennungsani,om genii,gt ( R ist
d,ann il,ie id,enti,sche Relati,on Å c. XxX ),

(8) X 'ist genau d,ann i,nd,i,skret, wenn R il,i,e tri,uiale Relati'on X x X
i,st.

Bewe'is. (1), Der Abschlussoperator O der -E -Topologie kann wie
bereits erwähnt auch erklärt werden durch O(M) : Vereinigung aller
Äquivalenzklassen, welche M treffen. (2): Sei ,41 abgeschlossen. Dann
ist das Komplemenb E lI nach dem eben Gesagten eine Vereinigung
von Äquivalenzklassen, also abgeschlossen, d. h. M offen. (3) folgt
daraus, dass die Menge der Äquivalenzklassen in jeder Basis fiir die

2) vgl.').
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B -Topologie enthalten ist. ( ) bis (S) sind jetzt unmittelbar auf Grund
der Definitionen.

Satz 2.2. Di,e Abbi,ld,ungen g: X'--> Y 'i,n eine beli,ebi,ge Menge Y ,

wel,che sich d,urch n'i,n d,er Torm q - f o n mi,t f : XlR --> Y taktori,-
s'i,eren lassen, sind, q,ls d,i,e stetigen Abbi,ld,ungen gelcennze'ichnet, wetun X mit
d,er R -Topologie und, Y mit d'er il,iskreteru Topologi,e aersehen wird,.

Bewe'i,s. Dies ergibt sich aus dem folgenden Lemma, wenn man be-

achtet, dass die Stetigkeit einer Abbildung g : X '--> Y beziiglich der

-B -Topologie auf X und der diskreten Topologie auf y durch die

Beziehung goQ:p völlig gekennzeichnet, wird.
Lemma 2.3. Sei R ei,ne Äquiaalenzrelation auf X , Y ei,ne be-

li,ebige Menge und, q: X -->Y eine Abbi,ld,ung. I ist genau d,ann auf
jed,er Äqui,ualenzklasse konstant, wenn p o I : E,

Bewe'is. Sei M c X und Q(M) : U^ y^ die Vereinigung der
X^ mit XL\M + g , also' V@@I)) : Ut e(Xi.). Ist nun zunächst

E(Xr) : At e Y, so folgt v@gvl)) : U^{A} c q(M) , da XinM + b
fiir alle 1 . Aber q(LI) c q@(ill)), sodass E@@)) : q@). Ist
umgekehrt diese Beziehung fiir alle M erfiillt, so gilt insbesondere

fiir eine Åquivalenzklasse Xi" und n e X^ die Beziehung 9(X)
: V@@)) - V@), d. h. E ist konstant auf Xt .

3. Bei,sgtiel: Durch d,ie Wirlcung einer Gruppe d,efini,erte Äqui,ualenz-

rel,ation- Sei G eine Gruppe, welche atf X wirkt vermöge eines Homo-
morphismus z : G ---> lX , X) in das Monoid der Selbstabbildungen

lX , X) lron X , rs,s, : Ts,o rs,, T": Lx. Sei R die dadurch
definierte Äquivalenzrelationauf X: r&y genaudann,wenn A: re@)

fiir ein S e G . Nennen wir die -E -Topologie auf X in diesem Fall
G -Topologie. Die G -Topologie ist nach Satz 2.1 genau dann diskret,,

wenn jeder Punkt r e X Fixpunkt aller Permutationen rs ist, d. h.
wenn G trivial auf X wirkt. Die fndiskretheit der G -Topologie

bedeutet die Transitivität der Wirkung von G . Ist 7 eine beliebige

Menge, so ist eine Abbildung E: X'-->Y genau dann invariant, d' h.

g o re : g fiir alle g , falls V auf jeder Äquivalenzklasse mod.l?

konstant ist. Nach der in Satz 2.2 gegebenen Kennzeichnung letzt'erer

Abbildungen folgt das

Korollar. Sei, r:(]--->[X,X] eineoperationaon G auf X, Y eine

beliebi,ge Menge und, E: X --> Y eine Abbild,ung. Bei X mi,t d,er

G -Topologie und, Y mi,t d,er d,islreten Topologie aersehen. Di,e Bteti,glcei,t

uon E ist d,ann glei,chbed,eutend, mit d,er Inaarianz, d,. h. g o re : g fu,
ulle S eG .

Wir bemerken ferner, dass beziiglich der G -Topologie auf X folgen-

des gilt. Die durch 19,r)--->q(r) erklärte Abbildung u: GxX--->X



PH. ToNpurR, Die Topologie einer Äquivalenzrelation

ist beziiglich jeder Topologie auf G stetig. Es geniigt der Nachweis der
Stetigkeit yor d, falls G mit der indiskreten Topologie versehen wird.
fst nun Xt eine Äquivalenzklasse von X mod.E , so ist tr(X) : Xt ,

somit u-l(Xt): GxXt. Da jede abgeschlossene Teilmenge lron X
Vereinigung von Äquivalenzklassen ist, so ist die Stetigkeit rron or gezeigt.

4. Churalcterisi,erung riqu'i,aalenztreuer Abbililungen. Sei -E eine Äquiva-
lenzrelation auf X , -B' eine Äquivalenzrelation a:uf X' und g : X ---> X'
eine Abbildung. g heisst äquivalenztreu, falls r, E r, mit n1 , n2 e X
die Beziehung 9@r) R' g@r) impliziert, und stark äquivalenztreu, falls q
jede Äquivalenzklasse mod.R auf eine volle Äquivalenzklasse mod -B'
abbildet. Wird X mit der -B -Topologie, X' mit der ä'-Topologie
versehen, so gilt

Satz 4.1. (i) V i,st genau d,ann d,qu'i'ual,enztreu, wenn q stetig ist.
(ii) p ist geruau d,ann stark d,qu'iual,enztreu,, lDenn p steti,g und, abgeschlos-

sen ,i,st. Insbesond,ere 'i,st also ei,ne Bi,jelcti,on g genau d,ann ei,n Isomor-
ph'i,smus, d,.lt,. i'n beid,en Ri,chtungen riquiaal,enztreu, fall,s g e'i,n Homöo-
morhismus ist.

Bewe'i,s. Bezeichnet Ax bzw. Qx, den Abschlussoperator beziiglich
der -B bzw. -E'-Topologie auf X bzw. X' , so bedeutet die Stetigkeit
von p genau die Giiltigkeit der Beziehung E@*Qt)) c Qy,(q(M)) fiir
alle M c X, die Stetigkeit und Abgeschlossenheit von V genau die
Gtiltigkeit von q(A*(M)) : O*,(q(M)) fiir alle M c X. Somit ist Satz
4.1 eine X'olge von

Lemma 4.2. (i) g 'ist genau d,ann iigui,aal,enztreu, wenn filr al,le M c X
d,ie Beziehung V(Ax(M\ c A*,@(M)) gi,lt. (ii) V ist genaw d,ann starlc

d,qu'i,ralenztreu, wenn.fiir all,e M c X d,ie Bezi,ehung E@*(MD : Q",(V(M))
gilt.

Beweis. (i): Sei {Xr}r., die zu -B gehörige Zerlegung von X in
Äquivalenzklassen, {Xi,}rrn, die zu R' gehörige Zerlegung von X' .

Die Äquivalenztreue von g besagt die Bxistenz einer Abbildung @:
A ---> A' . sodass V(Xt) c X'oa,t . Dies ist gleichbedeutend mit g(U^u, Xr)
: Urer E(X) c U^rrXb<^l fiir beliebiges I c A. Da aber 9"(M)
: U.ter1iwl X, , wo I(LI) : { ),e Al X^l1M + A } und somit 9*,(VUVI))
: Urerllzl XLrl, so ist letztete Aussage wiederum äquivalent mit
q(9"(M)) c Oy,(q(M)) fiir alle M c X. (ii) ergibt sich aus obigen Be-
merkungen, wenn man iiberall das Zeichen C d.urch : ersetzt.

Universität Zij^rich
Schweiz
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