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Ein Beispiel zur allgemeinen Topologie:
Die Topologie einer Aquivalenzrelation

Zusammenfassung. Sei R eine Relation auf der Menge X . Ordnet
man jeder Teilmenge M C X die Menge

QM) = {ye€X| xRy firein z€M}

zu, so wird eine Selbstabbildung 2 : P X — P X der Potenzmenge P X
erklirt. £ ist genau dann ein Abschlussoperator im Sinne von Kuratowski
und definiert eine Topologie auf X (R -Topologie genannt), falls R
eine Quasiordnung ist.

Im folgenden werden ausschliesslich Aquivalenzrelationen betrachtet.
Ist R eine solche auf X, so liefert die R -Topologie ein Beispiel einer
normalen ), lokal-kompakten, lokal-zusammenhidngenden, lokal-abzihl-
baren Topologie, welche jedoch dem ersten Trennungsaxiom nur (und
genau) dann geniigt, wenn R die identische Relation 4 auf X ist.
Die Abbildungen ¢: X — Y in eine beliebige Menge Y , welche auf
jeder Aquivalenzklasse mod R konstant sind, lassen sich als die stetigen
Abbildungen kennzeichnen, falls Y mit der diskreten Topologie versehen
wird.

Seien R bzw R’ Aquivalenzrelationen auf den Mengen X bzw.
X’ und diese mit der R bzw. R’-Topologie versehen. Eine Abbil-
dung ¢: X — X’ ist genau dann dquivalenztreu, d. h. filhrt R -dquiva-
lente Punkte in R’ -dquivalente Punkte iiber, falls ¢ stetig ist. Stér-
ker als Aquivalenztreue ist die Bedingung: das Bild einer Aquivalenz-
klasse mod R unter ¢ ist eine (volle) Aquivalenzklasse mod R’ .
Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn ¢ stetig und abgeschlos-
sen ist.

1) Wir verwenden die Definitionen von John L. Kelley: General Topology. -
The University Series in Higher Mathematics, D. Van Nostrand Company, Inc.,
Princeton (N. J.) / Toronto / London / New York, 1935. Normalitdt z.B. bedeutet
dasselbe wie das vierte Trennungsaxiom bei Paul Alexandroff und Heinz Hopf:
Topologie I. - Grundlehren der mathematischen Wissenschaften XLV, Verlag von
Julius Springer, Berlin, 1935.
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1. Topologie einer Quasiordnung. Sei R eine beliebige Relation
auf der Menge X : RC XXX . Schreiben wir wie iiblich x« Ry statt
(®,y)€R und fir McX

(1) R[M] ={y€X| xRy firein x€M},

so wird durch Q(M) = R[M] eine Selbstabbildung Q: PX P X
der Potenzmenge P X erklirt. Folgende Eigenschaften sind dann stets
erfilllt: Q(0) = @ fiir die leere Menge O, Q(U,c,M;) = U, , (2(M),))
fir beliebige Familien {M,},c, mit M,c X.

Lemma 1.1. (i) B st genau dann reflexiv, wenn M < QM) fir
alle Mc X. (ii) B st genau dann transitiv, wenn Q(Q2(M)) Cc Q(M)
far alle M cX.

Beweis.  (i): Bezeichnet A die Diagonale von X x X, d.h. die
identische Relation auf X , so gilt idpx(M)cC 2(M) genau dann, wenn
A[M]c R[M]. Die Giiltigkeit letzterer Inklusion fiir alle M c X be-
sagt aber gerade 4 C R, d.h. die Reflexivitit von R. (ii): Bezeich-
net RoR die Komposition der Relation R mit sich selbst, so gilt
QM) c QM) genau dann, wenn (Ro R)[M]c R[M]. Die Giiltig-
keit letzterer Beziehung fiir alle M c X besagt RoRcC R, d.h. die
Transitivitdt von R .

Genau dann, wenn R reflexiv und transitiv, d.h. eine Quasiord-
nung, definiert 2 eine Topologie auf X gemiss der Definition: M
heisst abgeschlossen, wenn Q2(M)= M . In diesem Fall gilt sogar
QM) = QM) fir alle McX.

Satz 1.2. Sei R eine Relation auf der Menge X und Q: PX - P X
die durch Q(M) = R[M] gemdss (1) erklirte Selbstabbildung der Potenz-
menge P X . Q st genau dann ein Abschlussoperator (»Kuratowski-
Operatory) mit den Higenschaften

(a) R20) =0 fur die leere Menge O,

b) McQM) fir McX,

c) QM) =QM) fir McX,

d) QUie s M) = Uje (M) fir (M}, mit M,cX,
und definiert eine Topologie auf X, falls R eine Quasiordnung ist.

(
(
(

2. Topologie einer Aquivalenzrelation. Im folgenden betrachten wir
ausschliesslich Aquivalenzrelationen. Sei R eine solche auf der Menge
X und =xn: X — X/R die kanonische Projektion auf die Quotienten-
menge. Die durch = induzierte Abbildung P X — P(X/R) wird eben-
falls mit = bezeichnet. Sei z7!': P(X/R)— P X die Abbildung, welche
jeder Teilmenge von X/R ihr Urbild unter = zuordnet. Bezeichnet
Q: PX-—>PX wie in der vorigen Nummer die zu R gehérige Abbil-
dung, so gilt
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(2) Q =a'lon: PX—->PX.

Fir xz€ X istnamlich Q) = {y€X| 2Ry}, d.h.die Aquivalenz-
klasse mod R von =z, also dasselbe wie n(n(z)). Allgemein ist Q(M)
fir M c X die Sittigung von M beziiglich R, d.h. die Vereini-
gung aller Aquivalenzklassen, welche M treffen, also genau dasselbe
wie a l(z(M)) .

Die durch den Abschlussoperator £2: P X — P X erkldrte Topolo-
gie auf X ist die schwichste Topologie derart, dass =: X — X/R
stetig wird beziiglich der diskreten Topologie auf X/E. Denn ist =z
stetig, so ist wegen (2) notwendig Q(M) fir jedes M c X abge-
schlossen. Die Mengen Q(M) definieren aber gerade die abgeschlosse-
nen Mengen einer Topologie auf X . Ferner stimmt die diskrete Topo-
logie auf X/R mit der Quotiententopologie tiberein. Denn in der Quotien-
tentopologie ist K c X/R abgeschlossen genau dann, wenn =z 1(K)
abgeschlossen ist, was stets der Fall ist.

Wir nennen im folgenden R -Topologie die im obigen Sinn durch R
auf X erklirte Topologie. Ihre wichtigsten Eigenschaften seien fest-
gehalten in

Satz 2.1. Fir die R -Topologie einer Aquivalenzrelation R auf der
Menge X gilt:

(1) Mc X istgenau dann abgeschlossen, wenn M eine Vereinigung
von Aquivalenzklassen ist,

(2) Mc X ist genau dann abgeschlossen, wenn M offen ist,

(3) X geniigt dem zweiten Abzdihlbarkeitsaxiom genau dann, wenn X|R
abzihlbar ist,

(4) X ist kompakt genaw dann, wenn X|R endlich ist,

(5) X st zusammenhdingend genaw dann, wenn X|R einpunktig ist,

(6) X ist mormal?), lokal-kompakt, lokal-zusammenhingend, lokal-
abzihlbar (d. h. geniigt dem ersten Abzdihlbarkeitsaxiom),

(1) X ist genau dann diskret, wenn jede Aquivalenzklasse aus einem
Punkt besteht, d. h. wenn X dem ersten Trennungsaxiom geniigt ( R st
dann die identische Relation A C XxX ),

(8) X st genau dann indiskret, wenn R  die triviale Relation X x X
ust.

Beweis.  (1): Der Abschlussoperator 2 der R -Topologie kann wie
bereits erwihnt auch erklirt werden durch Q(M) = Vereinigung aller
Aquivalenzklassen, welche M treffen. (2): Sei M abgeschlossen. Dann
ist das Komplement G 3 nach dem eben Gesagten eine Vereinigung
von Aquivalenzklassen, also abgeschlossen, d.h. M offen. (3) folgt
daraus, dass die Menge der Aquivalenzklassen in jeder Basis fiir die

2 Vgl 1.
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R -Topologie enthalten ist. (4) bis (8) sind jetzt unmittelbar auf Grund
der Definitionen.

Satz 2.2. Die Abbildungen ¢: X — Y in eine belicbige Menge Y ,
welche sich durch w in der Form ¢ = fon mit f: X|R— Y faktori-
steren lassen, sind als die stetigen Abbildungen gekennzeichnet, wenn X mait
der R -Topologie und Y mit der diskreten Topologie versehen wird.

Beweis. Dies ergibt sich aus dem folgenden Lemma, wenn man be-
achtet, dass die Stetigkeit einer Abbildung ¢: X — Y beziiglich der
R -Topologie auf X wund der diskreten Topologie auf Y durch die
Beziehung ¢o Q2 = ¢ vollig gekennzeichnet wird.

Lemma 2.3. Sei R eine Aquivalenzrelation auf X, Y eine be-
liebige Menge und ¢: X —Y eine Abbildung. ¢ ist genau dann auf
jeder Aquivalenzklasse konstant, wenn @o Q2 = g¢.

Beweis. Sei Mc X und QM)=U,X, die Vereinigung der
X, mit X,NM £ O, also @(R2(M)=U,eX,). Ist nun zunichst
p(X,) =y, €Y, so folgt p(2(M) = U, {y} C ¢(}), da X,0M + 0
fir alle A. Aber o(M)C @(R2(M)), sodass @(2(M)) = @M). Ist
umgekehrt diese Beziehung fiir alle M erfiillt, so gilt insbesondere
fir eine Aquivalenzklasse X, wund «€X, die Beziehung ¢(X))

A

= ¢(Q(z)) = @(x), d.h. ¢ ist konstant auf X, .

3. Beispiel: Durch die Wirkung einer Gruppe definierte Aquivalenz-
relation. Sei G eine Gruppe, welche auf X wirkt vermoge eines Homo-
morphismus 7: G@—[X,X] in das Monoid der Selbstabbildungen
[X,X] von X, 7,=r107, 7=I. Sei R die dadurch
definierte Aquivalenzrelation auf X : @ Ry genau dann, wenn y = 7,(x)
fir ein g€ G. Nennen wir die R -Topologie auf X in diesem Fall
G -Topologie. Die @ -Topologie ist nach Satz 2.1 genau dann diskret,
wenn jeder Punkt z € X Fixpunkt aller Permutationen 7, ist, d.h.
wenn @G trivial auf X wirkt. Die Indiskretheit der @ -Topologie
bedeutet die Transitivitit der Wirkung von G . Ist Y eine beliebige
Menge, so ist eine Abbildung ¢: X —7Y genau dann invariant, d.h.
potr,=¢ fir alle g, falls ¢ auf jeder Aquivalenzklasse mod R
konstant ist. Nach der in Satz 2.2 gegebenen Kennzeichnung letzterer
Abbildungen folgt das

Korollar. Sei 7v: G —[X , X] eine Operation von G auf X, Y eine
beliebige Menge und ¢: X —Y eine Abbildung. Sei X mit der
@ -Topologie und Y mit der diskreten Topologie versehen. Die Stetigkeit
von ¢ st dann gleichbedeutend mit der Invarianz, d.h. @o 1, = ¢ fir
alle g€ G .

Wir bemerken ferner, dass beziiglich der @ -Topologie auf X folgen-
des gilt. Die durch (g, a)— 1,(x) erklirte Abbildung «: GxX—X
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ist beziiglich jeder Topologie auf G stetig. Es geniigt der Nachweis der
Stetigkeit von o, falls G mit der indiskreten Topologie versehen wird.
Ist nun X, eine Aquivalenzklasse von X mod R, so ist ,(X;) = X;,
somit o"HX,) = @xX,. Da jede abgeschlossene Teilmenge von X
Vereinigung von Aquivalenzklassen ist, so ist die Stetigkeit von « gezeigt.

4. Charakterisierung dquivalenztreuer Abbildungen. Sei R eine Aquiva-
lenzrelation auf X, R’ eine Aquivalenzrelation auf X’ und ¢: X — X’
eine Abbildung. ¢ heisst dquivalenztreu, falls x;, R, mit 2,2, € X
die Beziehung ¢(x;) R’ ¢(x,) impliziert, und stark dquivalenztreu, falls ¢
jede Aquivalenzklasse mod R auf eine volle Aquivalenzklasse mod R’
abbildet. Wird X mit der R -Topologie, X’ mit der R’-Topologie
versehen, so gilt

Satz 4.1. (i) ¢ st genau dann dquivalenzirew, wenn ¢ stetig ist.
(i) ¢ st genau dann stark dquivalenztrew, wenn @ stetig und abgeschlos-
sen ist. Insbesondere ist also eine Bijektion ¢ genaw dann ein Isomor-
phismus, d. h. in beiden Richtungen dquivalenztreu, falls ¢ ein Homdoo-
morhismus st.

Beweis. Bezeichnet 2y bzw. 24 den Abschlussoperator beziiglich
der R bzw. R’-Topologie auf X bzw. X', so bedeutet die Stetigkeit
von ¢ genau die Giiltigkeit der Beziehung ¢(Q2x(M)) C Qx.(p(M)) fir
alle M c X, die Stetigkeit und Abgeschlossenheit von ¢ genau die
Giiltigkeit von @(Qx(M)) = Qx.(p(M)) fur alle M c X . Somit ist Satz
4.1 eine Folge von

Lemma 4.2. (i) ¢ st genau dann dquivalenztreu, wenn fir alle M € X
die Beziehung @(Qx(M)) C Qx,/(p(M)) g¢ilt. (1) ¢ st genaw dann stark
dquivalenzireu, wenn fir alle M € X die Beziehung ¢(2x(M)) = Qx.(p(M))
gult.

Beweis. (i): Sei {X,};e, die zu R gehorige Zerlegung von X in
Aquivalenzklassen, {X)}, e, die zu R’ gehorige Zerlegung von X'.
Die Aquivalenztreue von ¢ besagt die Existenz einer Abbildung @ :
A— A", sodass ¢(X,)C X;s(;h) . Dies ist gleichbedeutend mit ¢(U,; X,)
= U,e;9(X,) € U, Xy fiir beliebiges I A. Da aber Qx(M)
= Uieron X;» wo I(M) = {2€A]| X;NM == O} und somit Qx.(p(HM))

= Uieran X ;,)(;.), so ist letztere Aussage wiederum dquivalent mit
p(Qx(M)) C Qx.(p(M)) fur alle M c X . (ii) ergibt sich aus obigen Be-
merkungen, wenn man iiberall das Zeichen € durch = ersetzt.

Universitat Ziirich
Schweiz
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