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EINLEITUNG

1. Der Primzahlsatz. Bezeichnet man mit =(x) die Anzahl der Prim-
zahlen < eine reelle, positive Zahl x, so besagt der Primzahlsatz, dass

4

I

I lim n(z) : logz

x> ©

wobei log den natiirlichen Logarithmus bedeutet.

Wendet man statt der Funktion z(x) andere die Primzahlen betreffende
Funktionen an, so kann dieser Satz in mehreren untereinander gleich-
bedeutenden Formen dargestellt werden; davon nennen wir hier folgende:

Ist p eine Primzahl, x eine reelle Zahl und bezeichnet man mit 9(x) die
Summe

dx) = > logp,

PE=
so sind die Gleichung 1 und die Gleichung
d(x
I lim o) =
gleichbedeutend.

Es besteht ndmlich die Gleichung

I "l
P(x) :/logt dn(t) = m(x)logx -—/—T dt

1~ 2

und umgekehrt
x+ x

di(t) 9 (x) 9(t) dt
(@) =2f logt logx +/ tlog?

2

Gilt nun die Gleichung I, so folgt IT unmittelbar aus der ersten Gleichung;
gilt wiederum II, so folgt I aus der zweiten.
Durch Anwendung der Funktion?!)

1) Man erkennt leicht, dass wu(x) auch als der Logarithmus des kleinsten gemein-
samen Vielfaches der ganzen Zahlen < x definiert werden kann.
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p(x) = D' logp = >’ A(n),

pPP<x nsx

wo die zahlentheoretische Funktion 4 — die sog. Mangoldt’sche Funktion
— den Wert logp fiir eine Primzahlpotenz p”, sonst den Wert Null an-
nimmt, konnen wir den Primzahlsatz noch in einer dritten &quivalenten
Form darstellen; denn man sieht leicht dass zwischen den Funktionen v
und ¢ die Ungleichung

0 =p)—d@) =k \/;logx loglogx

mit einer geeigneten Konstante k£ > 0 besteht. Also folgt:
Die Qleichung

X
11 Jim )

x> 0

=1
tst mit der Gleichung 11 und somit auch mit der Qleichung 1 gleichbedeutend.

2. Der Selberg’sche Beweis. Der Primzahlsatz, den man frither — vom
Jahre 1896 ab — nur mit funktionentheoretischen Methoden beweisen
konnte, wurde im Jahre 1948 von A. SELBERG und P. ERDOs ([2]) und im
Jahre 1949 von Selberg in anderer Fassung ([16]) elementar bewiesen; dabei
waren nur das reelle Zahlengebiet und relativ einfache Methoden der hohe-
ren Analysis notig. Spéter ist dieser Beweis in vielen anderen Varianten
wiedergegeben worden.

Der Selberg’sche Beweis gliedert sich in zwei verschiedene Teile. Im
ersten Teil leitet man die Selberg’sche asymptotische GQleichung

o(x)logr —+ / 0 (%) dy(t) = O@) (¢(x) = y(@) — )

entweder in dieser oder in irgendeiner damit dquivalenten Fassung ab.
Im zweiten Teil beweist man dann den Primzahlsatz entweder unmit-
telbar ([1], [3], [12]) oder dadurch, dass man durch Eliminierung
des Differentials dy zu einer Ungleichung iibergeht ([16], [22], [6 ss.
359 —67]).

Im ersten Kapitel dieser Abhandlung wird die Selberg’sche asympto-
tische Gleichung durch Anwendung der Methode von TaATuzZAWA und ISEKT
([23]) hergeleitet; diese Herleitung enthélt im Vergleich mit den fritheren
Darstellungen nur geringe technische Anderungen. Dagegen ist der Schluss
des Beweises teilweise neu und diirfte eine Verbesserung von einigem Wert
bedeuten.
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3. Die Aquivalenten und Parallelbeweise des Primzahlsatzes. Bezeichnet
man

x+
a(x)z/@——bgm—l—@,
M@ = Y un),
ngx ot
(n) " dM(t
B(x):é M: :/ 1t),

wo C die Euler’sche Konstante und u die sog. Mobius’sche Funktion
bedeutet, so sind die Gleichungen

v lim ¢(x) =0,
M (x)
A% lim =0,
x— 0 z
VI lim Bx) =0

mit der Gleichung III, somit auch mit dem Primzahlsatz gleichbedeutend.

Im zweiten Kapitel wird zuerst, analog dem ersten Kapitel, die Sel-
berg’sche asymptotische Gleichung fiir die Funktion & abgeleitet. Durch
Weiterentwicklung der Ideen von Prrr ([12], [13]) und Selberg wird dann
eine neue Variante des Selberg’schen Beweises gegeben. Unseres Wissens
ist der Primzahlsatz mittels der Gleichung IV noch nicht elementar be-
wiesen worden.

Im Schlussteil des zweiten Kapitels wird zuerst die Aquivalenz der
Gleichungen III, IV, V, und VI bewiesen; diese Beweise sind an sich wohl-
bekannt, es sind nur geringe technische Anderungen und die Zusammen-
fassung der logischen Zusammenhinge dieser Sdtze hinzugefiigt worden.
Schliesslich wird in aller Kiirze angedeutet, wie die Gleichungen V und VI
durch gena,ues: Befolgen der Methode des ersten Kapitels bewiesen werden
kénnen.

4. Der Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen. In naher Bezie-
hung mit dem Primzahlsatz steht die Frage iiber das Vorkommen der Prim-
zahlen in einer arithmetischen Reihe

Li+k,. ..., +nk,...,
wo (I,k) =1 ist. Schon im Jahre 1837 zeigte DIRICHLET mittels funk-

tionentheoretischen Methoden, dass eine solche Reihe immer unendlich
viele Primzahlen enthiilt. Durch Benutzung &hnlicher Methoden hat DE LA
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VALLEE PoussiN im Jahre 1900 folgende Generalisierung des Primzahlsatzes
bewiesen:

Es sei n(k,l; x) die Anzahl der Primzahlen p < z, die der Kongruenz
p=Uk) geniigen. Ist dann (k,1) = 1, so ist
T lim sk, ;) : — .

im z(k,l;2): )
5> oo logz (k)

wo die Funktion (k) die Euler’sche Funktion, somit die Anzahl der zu k
tetlerfremden, modulo k wverschiedenen ganzen Zahlen bedeutet.

Auch diesen Satz kann man, durch Anwendung der Funktionen

x4+

p=1lk)
Hk,1;2) = D logp :/logtdn(le,l;t)
pP=

1—

und
p=Ik) n = (k)

pk,l;2) = > logp = > A(n)

p’S = n<sx

in verschiedenen Fassungen darstellen. Es ldsst sich nidmlich analog mit
Nr. 1. beweisen, dass die Gleichungen

Ir y Ik, 1;x) 1
e @ k)
und
ypk,l;z) 1
11T lim =
i x p(k)

untereinander und mit der Gleichung I’ dquivalent sind.

Auch diesen Satz hat Selberg elementar bewiesen ([18]), indem er eine
dhnliche Methode wie beim Beweis des eigentlichen Primzahlsatzes an-
wandte. Im dritten Kapitel dieser Arbeit wird unsere Variante fiir diesen
Beweis wiedergegeben: zuerst leiten wir ein Analogon des Satzes von
Tatuzawa und Iseki her, dann beweisen wir den Primzahlsatz fiir arithme-
tische Progressionen, indem wir den Gang des im ersten Kapitel dargestellten
Beweises genau verfolgen. Es zeigt sich, dass die Analogie eine fast voll-
stindige ist; die einzige neue Betrachtung verlangt die Herleitung der
Gleichung (5.12), die zwar auch elementar, aber schwieriger als die tibrigen
Uberlegungen in dieser Arbeit ist. Um eine storende Unterbrechung zu
vermeiden, wird der Beweis der erwihnten Formel am Ende der Abhand-
lung erbracht.

Zur Darstellungstechnik sei noch erwihnt, dass der Verfasser bemiiht
war, die sowohl rechnerisch als typographisch unbequemen Summenaus-
driicke durch Stieltjes-Integrale zu ersetzen. Nach Auffassung des Ver-
fassers wird der elementare Charakter der Beweise hierdurch nicht gesndert.
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I. DER SELBERG’SCHE BEWEIS
§ 1. Die zahlentheoretischen Grundlagen

1.1. Mdobius’sche Funktion. Umkehrsatz. Die Mobius’sche zahlentheore-
tische Funktion w(n), die man fiir quadratfreie Zahlen mit s Primfaktoren
gleich (—1), sonst gleich Null definiert, hat die wohlbekannte Grundeigen-
schaft

(1.1) Dl u(d) =1 oder =0,
din

je nachdem n =1 oder > 1 ist; diese Gleichung kénnte man auch als
Definition der Mébius’schen Funktion benutzen.

Mittels der Gleichung (1.1) beweist man leicht den fiir das folgende
grundlegenden

Umkehrsatz: Es sei «(n) eine vollstindig multiplikative zahlentheoretische
Funktion, dh. «(mn) = x(m)x(n) fir alle ganzen Zahlen, und es set x(1) = 1.
Es seien ferner f(x) und g(x) zwei fir reelle x = 0 definierte Funktionen.
Falls dann

x4

x x
(1.2) fl@) = > a(ﬂ)!](;) =/9<7> dA(t) ,

nsx
so st
x4
z x

(1.2) glx) = ; ﬂ(n)%(n)f<g> =/f<7) dBi(t)

und wmgekehrt; hier bedeuten die Funktionen A und B die Summenfunktio-
nenl)
A@) = D «(n); Blx) = > un)x(n).
nx nx
Falls speziell x(n) =1, so ergibt sich aus den Gleichungen (1.2) und
(1.2
Xt

(13) fe) =3 o(2) = [ o) ara.

1—

nsx

x i x
(1.3") g@) = > .u(n)f<;> =/f<7> dM(),

1) Fiir die Existenz der Integrale in (1.2) und (1.2’) sind hier immer geniigende
Bedingungen vorhanden.
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wo die Funktion [z] die grosste ganze Zahl = z ist und M (x) die Funk-
tion
M@) = 2, un)
ngx

bezeichnet. Diese speziellen Formeln nennen wir im folgenden, wie iiblich,
die Mobius’schen Umkehrformeln.

Sind die Funktionen f(z) und g(x) nur fiir die ganzen positiven Werte x
definiert, so setzen wir fiir die iibrigen Werte f(x) = g(x) = 0 und erhalten
aus den Gleichungen (1.2) und (1.2") die Formeln

(1.4) s = 3 st@rg(’), o — P sy 7 (%)

d n

und aus den Gleichungen (1.3) and (1.3")
(1.5) Jny = X gd)gtn) = ¥ u(d)f<%)~

1.2. Die Funktionen /A,y und 7. In der Einleitung haben wir schon
die Funktionen /A und ¢ definiert. Aus der Definition der ersten Funktion
folgt unmittelbar

(1.6) logn = > A@d),

somit wegen der Mobius’schen Umkehrformeln

(1.7) A(n) = Z u(d) log % .

dn
Diese Gleichung kann auch

(L7)  Am) = logn X u(d) — ¥ w(d)logd = — ¥ u(d)logd
din d n d n
geschrieben werden. Da nun y(z) die Summenfunktion von A(n) ist,
so folgt aus (1.7)
p) = X pim)logn = > u(m) Y logn = 3 logn ' u(m).

mn < & mg<x .
'n

A

Mit Benutzung der Summenfunktionen M(x) und
x4

Tx) = Z logn =/logt dft]

ngx
1—

kann dies auch
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x+ x4+

(L.8) (@) = / T(ft) AM () — / M(?) aT ()

geschrieben werden, woraus nach dem Mdbius’schen Umkehrsatz und durch
Anderung der Summationsanordnung

%+ x+

x x|
(1.9) T(x) = /w(y) dlt] 2/[7J dy(?)

folgt.
Fiir die Funktion 7' haben wir die asymptotische Formel

x x4

(1.10) T(x) =/logt dt — /logt d(t — [t]) = « logx — x + O(logz) ,
1 1—
was nach Einfithrung der Euler’schen Konstante
1 1
C :ngx e logz + 0(;)

und z = [z] + O(1) eingesetzt

(1.10') T() = Y % — (C + 1) [2] + O(logz)
ngx

geschrieben werden kann.

§ 2. Beweis des Primzahlsatzes

2.1. Die asymptotische Gleichung von Selberg. Um die fiir den Sel-
berg’schen Beweis grundlegende asymptotische Gleichung herzuleiten,
beweisen wir zuerst folgenden Hilfssatz von Tatuzawa und IsexT ([23]):

Es set f(x) eine fir x =0 definierte Funktion und

x r x
(2.1) logz ¥ f(%) = logx/f <7> d[t] = g(x) .

nx

Dann st
x4

2.1) / g(;) aM () — f(&) logw + / f (;) ay(t)

In der Tat verifiziert man nach (1.1) und (1.7'):
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xt
JolT) o = 3w 3 (5 o = s 5.1 (3) 5
1 g\, ) dM@®) :,éxﬂ(n) _:xf ) log = ng,éxf 7) 2D
x
- > f(——) d)logd = f(z)logx +/ <) dy(t) .
r<«x ¢
Setzt man nun in der Gleichung (2.1)
f@) = ypla) — @ = o),
so wird nach (1.9) und (1.10')
g(x) = — (C + 1) [x] logx 4 O(log3x) .
Hier wenden wir den Hilfssatz abermals auf die Funktion
g(x) = logz [x] = logx / d[t]
12
an und erhalten dann
=+
N
7\, ) ad) = logz + y(&) = Oy(@) -
Beachtet man noch, dass fiir jedes ¢> 0
.z . 10 it
(2.2) Z log < log'x —I— log‘7 dt < logix +~ dt = O(x )
n<x
1

so erhalten wir fiir die linke Seite der Gleichung (2.1") die Abschéitzung

x4+ x4+

7)) ( 102—) C+1 (%) a31) = 0) + Otyia) -
1/() éxo )1_/g<t> (t) = O(x) + O(y(x))

Also ergibt sich aus dieser Gleichung

xt
(2.3) o(x) logx + / e(% dy(t) = O(x) + O(y(2)) ,

oder in anderer Fassung
x+

xt
(2.3")  y(x) logz + / Y (%c—) dy(t) = x logr + / % dy(t) + O@) + O(p(x)).

1—
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Das Integral rechts schitzen wir folgendermassen ab:

x+ x+ x+
x x x x
(2.4) /“t— dy(t) = /(7 — [7]) dy(t) +/[;} dy(t)
1 1= 12

= O(y(x)) + T'(x) = xlogx + O(x) + O(y(x)) ,
so dass

x+

(2'3”), p(x) logx + / w(;) dy(t) = 2z logx 4 O(x) + O(y(x)) .

Nach der Definition der Funktion /A ist das Integral links = 0, somit

y(x)
X

(L4 o0(1)) =2+ o(l),

woraus die TSCHEBYSCHEFF sche Gleichung ([24])
(2.5) p(x) = O)

folgt. Also erhalten wir fiir die asymptotische Gleichung von Selberg folgende

alternative Formen1):

ot
x
(2.6) o() logz + _/ 9<7> dy(t) = O(x)
1—
oder
x+
x
(2.6") p(x) logr + / w (t) dy(t) = 2z logx + O(x) .
1—
Aus der Gleichung (2.4) folgt noch gemiss (2.5)
" dy(t
(2.7) / —%Q = logx + O(1).

1—
Diese Gleichung kann auch

x

"t
(2.7 / %(;) dt = logz + O(1)

geschrieben werden, oder auch noch mit Hilfe der Funktion ¢

x

(2.8) /%Qm:au

1) Uber andere Herleitungen dieser Gleichung vgl. [16], [22], [25].
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2.2. Die Selberg’sche Ungleichung. Wir leiten im folgenden, ausgehend
von den Gleichungen (2.6) und (2.6"), eine Ungleichung her, wo das Diffe-
rential dy durch das Differential dt ersetzt ist. Dazu bezeichnen wir

x+

x
(2.9) o@) = / 2/)(7) a0 = 3 Am) 4@,
f »()
(2.10) S(z) = y(x)logz + w(x) — 5 dt .

Dann folgt aus den Gleichungen (2.5) und (2.6')

(2.11) S(x) = 2z logz + O(x),

(2.12) dS(t) = logt dy(t) + do(t) = 2logt dt + dR(t),
wobei wir die Funktion

(2.12") R(x) = S(x) — 22 logr 4+ 22 — 2 = O(x)

80 bestimmen, dass sie fiir x = 1 verschwindet.
Wir gehen nun von der Gleichung (2.6) aus und iterieren sie einmal,

x
indem wir 7 statt x elnsetzen:

T C Ny S P

Durch Einsetzen in die Gleichung (2.6) ergibt sich

g = [ o[ s+ o /( ) v

x4+

—I—/O(7) dy(t) + O(x logz) .

Gemiiss der asymptotischen Gleichung (2.7) ist das dritte Integral rechts
O(zlogz). Im zweiten Integral kehren wir die Integrationsanordnung fol-
gendermassen um:
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wobei die Gleichung die Form

at

o(x) log’r = / 9(%) (— logt dy(t) + des(t)) + O(x logz)

annimmt. In dieser Gleichung gehen wir nun zu absoluten Betrdgen iiber
und wenden die Differentialformel (2.12) an; dann haben wir

Pt

wo noch das zweite Integral rechts abzuschétzen ist.
Wegen der Definitionen der Funktionen ¢ und R ist o(l) = — 1,
R(1) = 0, und aus der Gleichung (2.12") folgt

il am < o [ ronals) ool faelz) ),

und fiir das Integral in Klammern besteht die Abschdtzung

=+ x4 x+d
Flaels) = ooz o) - ]2 o

logt dt +/t ( > t) + O(z logz) ,

Alles in allem erhalten wir die Selberg’sche Ungleichung

)| log?x < 2/} ( ) logt dt + O(x logz) .

Diese Ungleichung erhilt eine bequemere Form, wenn man statt der
Verinderlichen 2 und ¢ deren Logarithmen verwendet. Werden diese
wiederum mit z bzw. ¢ bezeichnet, und setzt man

(2.13) r@) = e%(¢) = e p(e") — 1,

so nimmt die Selberg’sche Ungleichung folgende Form an:
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x

2 9 1
(2.14) |7(x)| _*/ [r(x—1t) tdt+0< ) ;Z,g/r(t),(x_t)dt“l—O(;).

Aus der Gleichung (2.8), die mit den neuen Verdnderlichen in

(2.15) /r(t)dt = 0(1)

0

iibergeht, folgt die Existenz einer Konstante ¢ > 0, so dass die Ungleichung
oy
(2.15) j/r(t)dt; <ec

in allen Intervallen 0 <2 <¢ <y besteht.

Bemerkung. Das Differential dy kann auch ohne Iteration aus der
Gleichung (2.6) eliminiert werden ([16]); allerdings wird die Abschitzung
des Restgliedes dadurch etwas umstédndlicher. Als Resultat erhilt man

lo(x)] logz < / <~> dt + O(z loglogz)

oder

, ; 1 ; (logx
(2.14) [r(x)] = 2 | 1@l dt + 0 T)’

wo r(z) die Funktion (2.13) bedeutet. Wie der Verfasser ([11]) gezeigt hat,
kann der Primzahlsatz auch aus der Ungleichung (2.14’) gefolgert werden,
sogar etwas einfacher als in dieser Arbeit. Uber den Zusammenhang
zwischen (2.14) und (2.14") vgl. [6, ss. 364—3].

2.3. Der Primzahlsatz. Der Primzahlsatz y(x) ~ 2 oder o(x) = o(x)
erhélt durch die neuen Bezeichnungen die Form #(x) = o(1). Nach (2.13)
ist wenigstens 7(x) = O(1); also ist die obere Grenze
(2.16) lim sup ir(x) = 4
endlich, und der Primzahlsatz behauptet dass 4 =0 ist.

Zum Beweis betrachten wir die Folge

(2.17) 0<ay <y <

der Punkte, wo die Funktion r(x) ihr Vorzeichen dndert. Falls nun eine
Zahl # = 0 existiert, so dass r(zx) sein Vorzeichen fiir # = # unveriindert
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beibehilt, so folgt der Primzahlsatz unmittelbar aus den Ungleichungen
(2.14) und (2.15"); denn dann haben wir

z

/r(t)[ (x —t)dt §x</;r(t)[dt + t/r(t) dti) —i—/[r(t)]tdt

+ !/r(t)tdtl = }ffr(t)tdt’ + O(x),

ferner geméss (2.15)

I/r(t)tdtl = }/td(/-r(u)du>’i = O(x) + )/dt/r(u)du! = 0O(z),

z

somit nach (2.14)

Im entgegengesetzten Fall ist die Folge (2.17) unendlich; dann fithren
wir den Beweis indirekt und nehmen an, es sei die obere Grenze (2.16)
positiv, also 2> 0. Wir wahlen dann die Zahl 14" so, dass 0 < A’ < 4,
A <1, und bezeichnen mit ; die Gesamtlidnge derjenigen Teilintervalle
von 4;=2x;,
dann |r(x)] =
4, = x4 — 2
A4 — 4i) < ¢, somit

A, und weil r(x) sein Vorzeichen in dem Intervall

—;, wo |r(x)] = A. Im Komplement 4; — A, hat man
, unverdndert beibehdlt, so folgt aus (2.15"), dass

— c c
(2.18) di > 4; — = <1 — m) a4;.

Folgende elementare Betrachtung ergibt fiir 4; noch eine zweite Ab-
schitzung. Aus dem Ausdruck (2.13) der Funktion 7r(x) ist zu sehen, dass
das Vorzeichen dieser Funktion nur in den Sprungstellen der monoton
wachsenden Sprungfunktion w(e*) von — zu 4 iibergehen kann, wihrend
der entgegengesetzte Vorzeichenwechsel nur in Stetigkeitsstellen von 7(z)
stattfinden kann. In einem der Endpunkte =, 2;., des Intervalles A, ist
r(x) somit stetig und hier geht sein Vorzeichen von -+ zu — iiber. Ist dies
im Endpunkt z;,, der Fall, so hat man r(x, ,) = e "i+ly(e*i+1) — 1 = 0,
also y(e"i+1) = ¢*i+! und r(x) = €%+17* — 1 in einer gewissen Umgebung
des Punktes x;, ,. Aus dem Verlauf der Funktion r(x) (Abb. 1 a) ist zu
sehen, dass dann im ganzen Intervall A; die Ungleichung
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Abb. 1a Abb. 1b

0=r) =eit177—1

besteht. Ist wiederum r(x) im Endpunkte x: stetig (Abb. 1b), so besteht
im Intervall 4; die Ungleichung

0=r(x)=ei ™ —1.

Im ersten Fall ist somit |r(z)] = r(z) =< A’ im Intervall A; jedenfalls
fir =, —log(l 4+ %), im zweiten Fall ist [r(z)| = —r(x) =¥
jedenfalls fiir & < a; —log(l — '), also wegen log(L + 2') +log(l —2") <0
wenigstens fir @ < a; + log(l + 4’). Somit hat man

— ) log(1 + 2')
(2.19) Az logl + 2) = — &
falls A4; = log(1 + 4’) und
(2.19') A — A;

falls A; <log(l + 4).

Aus den Abschiitzungen (2.18), (2.19) und (2.19") folgt nun die Existenz
einer positiven Konstante ¢ <1, so dass in simtlichen Intervallen 4;
die Ungleichung

(2.20) A= 94

besteht. In der Tat: wegen (2.19') konnen wir uns auf die Intervalle
A; = log(1 + 4’) beschrinken und haben dann fiir 4; die Abschitzungen
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— ¢
(2.18) und (2.19). Diese geben fiir 4; dieselbe Abschitzung, falls 1 — —,—
’ A A;
log(1 + 1)) c
= also fir 4; = > + log(l + A') = 4, und es besteht
dann die Ungleichung (2.20) mit
2 log(1 + &'
(2.20") 9 = gl I

¢ + Alog(l + 4)

Ist nun 4;> 4, so besteht die Abschitzung (2.20) mit der Konstante
(2.20") a fortiori wegen (2.18) und fiir A; << 4 Dbesteht sie a fortiori wegen
(2.19); sie besteht somit in sdmtlichen Intervallen ..

Nach der Definition (2.16) der Konstante A konnen wir fir jedes
&> 0 die Zahl z_ so annchmen, dass r(x); < 2 + ¢ fir @ > x,. Bezeich-
net dann z,, die kleinste Zahl der Folge (2.17), die =, ist, und 2, > z,,
eine beliebige Zahl derselben Folge, so besteht im Intervalle (0, xn — m)
die Ungleichung |r(x. — )] < 2 -+ ¢ und geméss (2.20) ist die Gesamtldnge
derjenigen Teilintervalle des erwidhnten Intervalles wo [r(x. — ) << A
grosser als 9(xn — ¥,). Somit haben wir

/ (e, — t)] tdt = / (e, — t) tdt -+ / lr(an — )] tdt
0 6 xnv—xm
Xy — % Xpy— X, D (xp—2%p,)
- / (s — t) tdt - O(xn) < (4 + &) / tdt — (A — A +¢) / tdt + O(xn)

0 0 0
(@0 — Xm)*

={A+te—01— 1+ ¢} 3 + O(zn)

S {ite— 00— X+ o) 5 + 0@,

woraus durch Anwendung der Ungleichung (2.14) fir z =2, die
Ungleichung

*n

2 1 1
7(@n)| ng ir(xn—t)ltdt+0<x—)<l+s—192(7.—}—e—l')+0<;—)

x
0
folgen wiirde, somit wegen ,-— oo fiir n— oo eine fir jedes &> 0
gtiltige Ungleichung
A=limsup|r@) =2 +¢e— 922 +e— 1)
also ein Widerspruch A < 4; dieser kann nur darin seinen Grund haben,

dass die Antithese 1> 0 falsch ist. Folglich ist 2 = 0 und der Primzahl-
satz bewiesen.
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II. UBER DIE AQUIVALENTEN DES PRIMZAHLSATZES
§ 3. Der Primzahlsatz mittels der e~Funktion

3.1. Die Fragestellung. Bezeichnen wir

T awi) An)
(5.1) o) = / Ry oE
(3.2) o) — h@) — logz + 7,

mit einer vorldufig beliebigen Konstante 7, so ist nach (2.7) e(x) = O(1)
und aus der Gleichung
x+ x4+ x

»(x) :/tdk(t) —z—1 +/tde(t) = x + ze(x) —/e(t)dt +0(1)

geht durch Abschitzung des Integralgliedes hervor, dass der Primzahlsatz
in der Fassung w(x) — « = p(x) = o(x) eine Folge der Gleichung

(3.3) e(x) = o(1)

ist. Bei passender Wahl der Konstante y kann die Gleichung (3.3) analog
der Methode des vorigen Kapitels bewiesen werden. Wir stellen uns aber die
Aufgabe, diesen Beweis im Schlussteile auf eine andere Weise zu bringen,
dh. eine neue Variante des Selberg’schen Beweises vorzulegen.

3.2. Vorbereitende Betrachtungen. Um eine mit der Selberg’schen asymp-
totischen Gleichung parallele Gleichung herzuleiten, wenden wir den Hilfs-
satz von Tatuzawa und Iseki (Nr. 2.1.) auf die Funktion

fa) = ze(x)

an, wobei wir die Konstante 3 so bestimmen, dass die Gréssenordnung der
Funktion ¢ moglichst klein wird. Durch Einsetzen in (2.1) ergibt sich

x+-

g(x) = xlogx/s(j)igl

1
— xlogxl D= Z Ad logxnéx; néx——— + ylogzx + Oy + O( )}

nSx

= (y — C)xlog¥x + ( Z — — log?r + Oy) x logx + O(log?r) ,

nx

wo C die Euler’sche Konstante ist. Setzen wir also
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log

; lim (2 > log2x> 4+ 0=,
x> ®© n<x
so haben wir

g(x) = xx logx + O(log*xr) = #[x] logz +- O(log®x) ,

und wie im ersten Kapitel schliessen wir, dass die linke Seite der Gleichung
(2.1') O(x) ist. Somit ergibt sich durch Einsetzen und Dividieren mit «
als Analogon der Selberg’schen asymptotischen Gleichung

X+

(3.4) e(z) logxr + / s<%> dh(t) = 0(1) .

Aus der Herleitung dieser Gleichung geht noch hervor, dass

x+

x\ d[t]
1/6(7)7 = 0(1),

und weil andererseits

TR

x+d8(_a;_> | x4
— 0(/ ———) +0() = 0</t(dh<t) + dlogt>> + 0(1) = 0(1),

so erhalten wir

f (x) dt /a(t)
(3.5) 1877=1 Tdt=0(l),

als die Parallele der asymptotischen Gleichung (2.8).

3.3. Die Funktionen X(x) und k,(x). Setzt man in die Gleichung (3.4)
den Ausdruck von e(x) aus der Gleichung (3.2) ein, so wird

x+

/h (;) dh(t) +/ logt dh(t) — log%r + 2 C logx = O(1)
1—

oder
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ot
(3.6) ho(z) + /logt dh(t) = log?x — 2 C logx + A(x) ,
12
wo A(x) = O(1) und
x+

=+
, X 1 n do(t)

wobei @ die Funktion (2.9) bedeutet. Andererseits folgt aus der Gleichung
(8.4) durch dhnliche Iteration und Umkehrung der Integrationsanordnung
wie im ersten Kapitel

x4+

1 x 1
(3_7) e(x) — /8(7) (dkz(t) — logt dh(t)) + 0(100.27) ’

—
logxl_

wobei die Gleichung (3.6’) zu beriicksichtigen ist.
Wir gehen nun in den Gleichungen (3.4), (3.7) und (3.6) zu den Logarith-
men der Verdnderlichen iiber und bezeichnen

k(x) = k(ex) > k2(x) = k'Z(ex) ’ 7‘(1‘) = 6(ex) H

wobei wir die folgenden Gleichungen erhalten:

+

(3.8) rx) = — %/ r(x — t) dk(t) + O(-:E)

H

x+

1 1
(3.9) r(x) = — /r(x — 1) (dko(t) — tdk(t)) + 0(‘*) .

x? \
G

x+

~

(3.10)  ky(x) 4/ tdk(t) = a2 —2Cx =~ 8(x) (6(x) = O(1)) ;
0

aus der letzten Gleichung ergibt sich noch durch Differentation

(3.10") dky(t) + t k() = 2tdt — 2 C dt + do(t) .

Es sei noch bemerkt, dass k(x) = -~ O(1) ist und dass wegen

x+ x4+

ka(x) = / k(x — ) dk@) = x k(z) — / tdk(t) + O(x) ,

0
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die Gleichung

ot

2
(3.11) Jey(2) =/ £ di(t) + O(x) = %— + 0®@)

0

besteht; also stimmen in der Gleichung (3.10) die Glieder links bis auf O(z)
in bezug auf ihre Gréssenordnung iiberein. Uberdies sei bemerkt, dass die
beiden Funktionen %k und k, offenbar monoton zunehmend sind.

3.4. Der Primzahlsatz. Der Primzahlsatz e(x) = o(1) geht mit neuen
Verinderlichen in die Form 7(x) = o(1) iiber, und wegen (3.5) besteht die
asymptotische Gleichung

(3.12) /r(t) dt = 0(1)

und somit auch die Ungleichung

Y

(3.12) ’/r(t) @ <

|
x

mit einer geeigneten Konstante ¢ in allen Intervallen 0=z =t =y.

Geht man in der Gleichung (3.9) (oder, falls eine vollige Analogie er-
wiinscht ist, schon in der Gleichung (3.7)) zu den absoluten Betriigen iiber,
so kann man mittels der Differentialformel (3.10") eine mit (2.14) formell
identische Ungleichung herleiten, wonach der Beweis prinzipiell wie im
ersten Kapitel durchgefiihrt werden kann. Indessen wollen wir im folgenden
zeigen, wie der Primzahlsatz unmittelbar aus der Gleichung (3.9) bewiesen
werden kann?!). Der Vergleich mit der Formel (3.10") gibt uns Anlass das
Integral rechts in (3.9) mit veréindertem Vorzeichen im zweiten Differential
zu betrachten. Wegen den Gleichungen (3.10") und (3.12) und den Betrach-
tungen auf der Seite 19 haben wir

1) Dass dies hier moglich ist, hat seinen Grund darin, dass die Differentialformel
(3.10") mehr besagt als die entsprechende Formel (2.12) im ersten Kapitel; denn aus
(2.12) ergibt sich nur

tdk(t) - dky(t) = 2¢dt + dR(t),

x4

— dR(e)
R(x) = ot O(x) .

0




26 Ann. Acad. Scient. Fennicee A 1. 343

x4+ x x x+
/r(x—-t) (dky(t) + tdk(t)) = 2/r(x— t)tdt — QO/r(x— t)dt +/r(x —1)do(t)
x x x x/:l—
= 2x/r(t)dt — 2/r(t)tdt—20/r(t) dt—i—/ r(@ — t) do(t)

x+

0

und fiir das letzte Integral besteht wegen k(z) = O(zx) die Abschétzung

x4 x-+ x4
/r(x — t) dd(t) z/é(t) drx —t) + 0(1) < 0(/'dr(x — t)f)
0 0 o 0
<o [y +ay| = ow),
somit '
at
(3.13) iz / r(e — t) (dky(t) + tdk(z)) = 0<i>.
@ J x
Wir bezeichnen wieder
(3.14) = lim sup |7(x)| = max {lim sup 7(z) , — lim inf — r(z)},

. wobei der Primzahlsatz behauptet, dass 4 = 0 ist. Wir nehmen an, es
wire A> 0 und zeigen, dass dies zum Widerspruch fiihrt. Dazu wihlen
wir eine unendliche Zahlenfolge 2,, so dass lim r(x,) = &+ 4, oder nach
(3.9)
%, +
1
(3.15) lim o fr(x, — t) (dky(t) — tdk(t)) = - A

b

und bestimmen fiir ein beliebiges ¢ > 0 eine Zahl z, sodass |r(z)] < A + ¢
fir 2> z,. Es bestehe nun in der Gleichung (3.15) rechts das Pluszeichen.
Dann folgt aus dieser Gleichung und aus (3.13)

Xyt %yt
2
1= xi“’ /r(x,, — t) dky(t) + o(1) = — ?/r(x,, — ) idk(t) + o(1),

und andererseits nach (3.11)
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Xyt x,+

2 2
A= e /ldkz(t) +o(1) = 2 /ltdk(t) +o(1),

v v

somit

(3.16)

Z, X,

EA Xyt
12 /{A — (@ — 8)} dky(t) + }2 /‘{l + r(xe — 8)} tdk(t) = o(1) .

Diese Gleichung besteht offensichtlich auch dann, wenn die Integration nur
iiber die Strecke (0,x, — x,) erstreckt wird. Wir wéhlen nun eine posi-
tive Zahl 1" <1 und teilen dieses Integrationsintervall in Teilgebiete
I*,I7, und I, je nachdem welche der Ungleichungen r(x, —¢t) > 1/,
@, —t) < — A und |[r(z, —t)] = A in ihnen besteht. Dann folgt aus
(3.16)

’

o(l) > — —52— f dky(t) — ; / i) + ; - / (dky(t) - tdk(t)} .
"I T

v

Daraus ergibt sich, da die ersten Glieder nach (3.11) o(1) sind und das
dritte nichtnegativ, die Gleichung

1
/ {dyft) + tdR()} = o(1) .

(3.17) el

I
Besteht in der Gleichung (3.15) rechts das Minuszeichen, so kann diese
Gleichung auf eine dhnliche Weise abgeleitet werden. Wir decken den
Widerspruch auf, indem wir zeigen, dass die untere Grenze der linken
Seite der Gleichung (3.17) andererseits positiv ist. Dazu betrachten wir eine
beliebige Strecke I, deren Linge A der Bedingung

2¢
(3.18) 4 = G
mit der Konstante ¢ in (3.12') geniigt. Falls »(x) im Intervall I sein
Vorzeichen unverdndert beibehilt, so kann nicht im ganzen Intervall die

7

Ungleichung |r(z)] = > bestehen; denn daraus wiirde folgen

i !
/r(t)dtgdj)—gc,
| | VA

I

entgegen der Ungleichung (3.12"). Somit gibt es im Intervall I wenigstens

’

einen Punkt & mit der Eigenschaft [r(¢)] < ? . Wir zeigen dass dasselbe
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fiir ein geniigend grosses « auch dann gilt, wenn r(z) im Intervall I sein
Vorzeichen dndert, wobei wir uns selbstverstandlich auf den Fall beschrinken
konnen, wo die Funktion 7(x) an der Stelle & des Vorzeichenwechsels
unstetig ist; aus der Definition der erwidhnten Funktion geht hervor, dass
dies nur an den Stellen der Fall sein kann, wo die Funktion 7 zunehmend
und e¢° eine Primzahlpotenz ist. Dann aber haben wir

d t A(ef £
)]+ rE)] = (&) — (o) = /-ﬂe‘) = v(e—) = =ol).

e e e
Daher sind sowohl |[7(£y)] als [7(£-)] bei gentigend grossem & beliebig
klein, woraus die Behauptung folgt.
Andererseits folgt aus der Definition der Funktion r

r@ + h) =r(x) + kx +h) — k(@) — h =r(x) — h

und ferner gemiss dieser Ungleichung und der Gleichung (3.8) durch Ein-
setzen in das Integralglied und einfaches Rechnen

rx + h) Zr(@) +h -+ o(1).
Also existiert eine positive Zahl M= 2"), so dass fiir ein geniigend grosses x die

’

Ungleichung [r(x + k) — r(z)] = - fir 2 = — besteht. Setzen wir
noch fiir die Linge 4 die Bedingung

2¢ -
(3.19) 4> -+
an, so erhalten wir als Zusammenfassung der obigen Schlussfolgerungen
folgendes Resultat:

In jedem Intervall, dessen Linge der Bedingung (3.19) geniigt und dessen
Anfangspunkt eine feste Zahl X iiberschreitet. gibt es wenigstens einen Teil-
intervall, dessen Léinge = 7 ist und wo die Ungleichung r(x) = A’ besteht.

Wir teilen nun die Strecke (X, x,) in gleiche Intervalle I; von der
Lédnge A; deren Anzahl ist also

(3.20) m = [?i—; X} .

Bezeichnen wir dann mit §; einen Teilintervall von I; mit der Eigenschaft
|r(x)! = ', so sind die Lingen aller Intervalle J; = 12 und aus der Defi-
nition des Gebietes I folgt, dass alle Strecken &; als Teilgebiet zu ihm
gehoren. Also haben wir nach der Differentialformel (3.10)
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(3.21) /{dk ) + tdk(t)} = 2 Z tdt —2C > [dt+ > [ do).

=1 i=1 i=1
5 j j
Hier sind das zweite und dies dritte Glied rechts von der Grossenordnung
O(x,). In bezug auf das zweite ist dies evident. Um das dritte abzuschétzen,

wihlen wir eine Zahl %k > 0, so dass die Ungleichung ‘; / do(t) E < k fiir

i
o

jedes j Dbesteht; dann ist wegen (3.20) j
‘ k
Z mk = i (e — X) = O(x)

j= 1
J
wie behauptet.
Wir schitzen nun das erste Glied in (3.21) ab. Dazu bemerken wir, dass
das Intervall 6; (= 4) ganz in I; enthalten ist, so dass

(G-1a+7
/tdtg tdt > (j — 1) A%;
o

also folgt nach (3.20)

m m(m — 1) A (xy — X (2, — X
Z tdt > /J/ T > T A — 1 k—T —

j=1- - <

= (7/_7 + o(1)>.

Zusammenfassend folgt also aus der Ungleichung (3.21)

(G—14

o

I p
EE,?_/ {dley(t) - tdke(t)} > - o),

und da dies der Gleichung (3.17) widerspricht, muss die Anthithese 4> 0
falsch sein, womit der Primzahlsatz bewiesen ist.

3 §. Uber andere Aquivalenten des Primzahlsatzes

4.1. Aquivalenzsitze. Als Vorbereitung der spéter vorgelegten parallelen
Beweise des Primzahlsatzes zeigen wir im folgenden, dass die Gleichungen

(4.1) e(®) = w(x) —x = ofz),

(4.2) e(x) = o(1),

(4.3) M) = > ul
=

n

l\)

x



30 Ann. Acad. Scient. Fennice A. 1. 343

d
(4.4) B() =/ t() =3 ”ZL) = o(1)

untereinander, und somit auch mit dem Primzahlsatz gleichbedeutend sind.
Es wird sich zeigen, dass diese Gleichungen in zwei »Zyklen»

(4.1) (4.1)
(4.3) (4.4) (4.2) (4.4)
-~ <«

so angeordnet werden koénnen, dass die erwihnten Gleichungen in beiden
Fillen logische Folgen von einander in angegebener Ordnung sind.

In Nr. 3.1. haben wir schon gezeigt, dass (4.1) aus (4.2) folgt. In ent-
sprechender Weise ergibt sich, dass (4.3) eine Folge von (4.4) ist. Es eriibrigt
sich also zu beweisen dass

(A) aus der Gleichung ¢(x) = o(x) die Gleichung B(z) = o(1),

(B) —y— B(x) = o(1) —y— e(x) =o(1),
(C) —»— M(x) = o(x) —»— o(x) = o(x)
folgt.

4.2. Hilfssitze. Wir gehen von der wohlbekannten asymptotischen
Formel (z.B. [15, s. 26])

(4.5) D(x) = Z dn)=2xlogr + 2C — 1)z + 0(\/;)

ngx

aus; d(n) bedeutet hier, wie iiblich, die Anzahl der positiven Faktoren der
Zahl n. Ein Vergleich mit der Entwicklung

(1.10) T(x) = Z logn = x logx — @ + O(logx)

ngx

fithrt zu dem Ergebnis: Definieren wir die zahlentheoretische Funktion 7(n)
durch den Ausdruck

r(n) = d(n) — logn — 2 C,

so erhalten wir fiir die entsprechende Summenfunktion R(x) die Abschét-
zung

(4.6) R@) = Y 7(n) = D(x) — T(x) — 2 Clz] = OV @).
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Wir bezeichnen ferner

:né

-5 /

1
= logz + C + 0<;>

3]»—-

(4.7)

(4.8)

woraus sich wegen (4.6) die Gleichung

/ crcf . fo

(4.9)

/ + 2CL(x) + A + R(x)
ergibt; hier ist 1 eine bestimmte Konstante und R(x) eine nur bei ganzen

Zahlen seinen Wert dndernde Sprungfunktion der Ordnung O(x~ f)
Fiir die Funktionen D und 4 gelten noch folgende Gleichungen:

po=3 21 =5 [i] =/ [l

xd n
x4
1 1 1 x
A(x) ="§xndzn n<x; Zx% /L<7> dL(t)’
= m< - 1—
somit wegen der Mobius’schen bzw. allgemeinen Umkehrformel
x+
x
(4.10) / D(7> AM (@) = [2],
1—
x+
x
(4.11) /A <7) dB(t) = L(x) .
1—

Wir brauchen noch fiir die Funktionen M wund B asymptotische
Formeln, die der Gleichung (2.8) parallel sind. Dazu beachten wir die

x+

(4.12) / M(%) d[t] = / B(%

1—

Gleichungen
i+
) d[t]

b
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die entweder unmittelbar durch die Grundeigenschaft (1.1) der Funktion u
oder mittels der Umkehrsidtze bewiesen werden koénnen. Da andererseits

x4+ x x—+
~

dM(t) o (x v
xl / — = / M <7> dt 4 O() =1 f M <~t> dlt] + O(x) ,

so folgt aus der ersten Gleichung (4.12)
*F
dM(t)
(4.13) B() :/ =0

12

und wegen dieser Gleichung und der zweiten Gleichung (4.12)

w1y ()%= 2 0o
’ / t t_l t - )

4.3. Beweis des Aquivalenzsatzes (A). Wir nehmen an, es sei die
Gleichung ¢(r) = o(z) in Kraft und beweisen die Gleichung B(x) = o(1).
Dazu gehen wir von der Gleichung (4.14) aus, die wir

x x4

/B(t) d logt = B(x) logx — /logt dB(t) = 0(1)

1 1—

schreiben. Daraus geht hervor, dass die Behauptung mit der Gleichung

/logt dB(t) = o(logx)

12

gleichbedeutend ist (die also auch mit dem Primzahlsatz dquivalent ist?).
Um diese Gleichung zu beweisen, gehen wir von der Gleichung (1.7")

Am) = — > w(d)logd

d n

aus, woraus nach dem Mo6bius’schen Umkehrsatz die Gleichung

n

u(n)logn = — JZ A(d)y(g)
folgt; somit

1y Vgl. z.B. [9], [21].
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x+

(4.15) /logt dB(t) =

1— n<g-——

x+ x x x4+
x\ dy(t) Co[x\dt x\o(t) dt C [z [o(t)
:"/B<7> { :_/B<7>t_/3<t_> t T_ZB<7>d<t)’

1— 1 1 1
wie aus der Ausrechnung des letzten Integrales hervorgeht. Wegen (4.14) ist
das erste Integral O(1); aus dem zweiten ersehen wir geméss der Annahme
und der Gleichung (4.13) leicht, dass es o(logz) ist. Um das dritte abzu-
schéitzen, wihlen wir fiir ein beliebiges ¢ > 0 die Zahl x,, so dass |o(2)] <ex
fur x> #x, ist und haben dann

X R ": - x4
z\ (o) ( ) | ‘
— [ B(5)al%))= ) oy =ol [ 1aBoy)+ol [ aoy
1= 1= 1"_ ’ B
aw ;
und aus der Abschitzung |dB(t)] = 5 folgt leicht, dass die beiden Inte-

grale rechts o(logz) sind. Somit ist die linke Seite der Gleichung (4.15)
o(logz), was die Behauptung beweist.

Es sei noch bemerkt dass, falls die spéter erwihnte Selberg’sche asymp-
totische Gleichung (4.19) fiir die Funktion B als bekannt vorausgesetzt
wird, dieser Beweis kiirzer durchgefiihrt werden kann. Umgekehrt kénnen
wir die Gleichung (4.19) mittels der Methode dieses, von Landau ([8]) stam-
menden Beweises, auch ohne den Hilfssatz von Tatuzawa und Iseki beweisen.

4.4. Beweis des Aquivalenzsatzes (B). Wir nehmen an, es sei
B(xz) = o(1) und beweisen die Gleichung ¢(x) = o(1)?'). Hierzu bringen wir
die Funktion A(x) in die Form

A(n) 1
M) = 3 ST =3 3 ) logm = > EE Z‘f?
nx rs<x mn=r n<x m< x
x4+ ;+ '
/ /dT(u)
— [ aB()
1— 1— w

und formen das innere Integral gemiss (4.9) folgendermassen um:

Tl -5

1) Vgl. [12, ss. 147—8].
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Wegen der Gleichung (4.11) und der Gleichung (4.12), wobei nur eine Ande-
rung der Summationsanordnung nétig ist, folgt dann

xt

(4.16)  h(x) = loge — C — AB(x) — / R(?) dB(t) + o(1) ,

wie aus dem asymptotischen Ausdruck von L(z) hervorgeht. Wegen der
Annahme folgt die Behauptung aus dieser Gleichung, wenn wir zeigen kén-
nen, dass das Integralglied o(1) ist. Um dies zu erreichen, wihlen wir aus
dem Intervalle (0,1) die Zahl 6 und bezeichnen

x+

Sx+ =+
ol amn - ) v ) o=
2 1% ox+

x

Wegen R(x) = O(x”%) erhalten wir fiir das Integral », die Abschiit-

zung
[

dx+ .
w=ol [ )= ol [ 7) =
\J x t J %3

wobei &(6) mit § verschwindet.
Um das Integral r, abzuschitzen, stellen wir wegen der Uberlegungen

= 1
iiber die Funktion R(x) fest, dass die Funktion R (-t—> im Intervalle (4,1)

eine Sprungfunktion mit einer endlichen Anzahl Sprungstellen ¢ ist.
Bezeichnen wir die entsprechenden Spriinge der Funktion mit «;, so folgt

1+

Ty =/R<1—) dB(tz) = RB(1) B(x) — R(%) B(ox) — > x B(tx)
s+

i

welcher Ausdruck fiir jedes 6 mit wachsendem x gegen Null strebt. Also
koénnen wir, nachdem wir durch passende Wahl von 6 das r; beliebig
klein gemacht haben, dasselbe mit festem ¢ durch geniigend grosses =z
auch fiir r, erreichen. Somit ist das Integralglied in der Gleichung (4.16)
o(1), woraus die Behauptung folgt.

4.5. Beweis des Aquivalenzsatzes (C). Wir nehmen schliesslich an.
es bestehe die Gleichung M(x) = o(x) und beweisen dadurch die Gleichung
o(®) = o(x). Dazu gebrauchen wir die Umkehrformeln (1.8) und (4.10)
und erhalten dann fiir die Funktion o(x) gemiss (4.6) und (4.12) den Aus-
druck



VEKKo NEVANLINNA, Uber die elementaren Beweise der Primzahlsitze 35

0@) = p(a) — [2] + O(1) = / (T(ij) - D(’;)) M (1) + 0(1)

x4+

x+ ~
_ __/R<f> dM(t)——‘ZC/ H] AM () + O(1) — _/ R(j)dM(t)—|—O(l),
1— 1— 1

xL

wobei in (4.12) die Summenanordnung umzukehren ist. Daher ergibt sich,
dass die Behauptung mit der Gleichung

x4+

(4.17) / R(%) dM(t) = o(x)
1

gleichbedeutend ist. Um diese Gleichung zu beweisen, verfahren wir analog
dem fritheren Beweis und schreiben

x+

Sx+ x4+
/R(%)dM(t) =/R(%> aM () +/R<—9:~> AM(t) = 8y + S, (0<5<1).
dx+

1— 1—
Fiir das erste Glied besteht die Abschéitzung

Ox dx .
| x / //CC
s = RS dz‘:Ok ]/7dt = e(d)z,
(. 0

wobei ¢(d) mit & verschwindet.
Das Glied S, schreiben wir

x+

S, — R(1) M(x) — R(8) M (62) -—/M(t) dR(%),

dx+

woraus zu sehen ist, dass die zwei ersten Glieder o(x) bei festem ¢ sind.
Dasselbe gilt auch fiir das dritte Glied; denn wir kénnen die Zahl z so gross
annehmen, dass |M(¢)] < e mit beliebig kleinem ¢ in dz <t < a gilt;
daher ist

1

x+ x4 b}
i‘ AN } x\ IdR(t)
/[1W(t)[dR<7> <e/th<7) =ex/ ; = ¢ K,
o5+ P 1=

mit einer von ¢ abhingenden Konstante K. Also kénnen wir, analog mit
dem fritheren Beweise, durch passende Wahl von 6 und =z die beiden
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S 1S
il und % beliebig klein machen, woraus folgt dass die linke

Zahlen

Seite der Gleichung (4.17), somit auch die Funktion ¢(x) von der Gréssen-
ordnung o(x) ist w.z.b.w.

4.6. Die Parallelen zu der Selberg’sechen asymptotischen Gleichung und
Ungleichung. Wir zeigen kurz, wie der Primzahlsatz mittels der Gleichungen
(4.3) und (4.4) durch genaues Befolgen der Methode des ersten Kapitels
bewiesen werden kann. Dazu wenden wir den Hilfssatz von Tatuzawa und
Iseki (Nr. 2.1.) auf die Funktionen fi(x) = M(z) und fy(r) = «B(z) an,
wobei wir wegen (4.12) unmittelbar ¢y(x) = logx und gy(x) = xlogz
= [x]logx + O(logz) erhalten. Gemiss den Betrachtungen im ersten
Kapitel ist dann in beiden Fillen die linke Seite der Gleichung (2.1) von
der Grossenordnung O(z), und man erhilt so

£
(4.18) M (x) logx +/]VI <i§~> dy(t) = O(x) ,
(4.19) B(x) logz -i-f B (%) dh(t) = O(1),

welche der Selberg’schen asymptotischen Gleichung und der Gleichung
(3.4) fiir die Funktion ¢ entsprechen?).

Zur Fortsetzung der Beweise eliminieren wir die Differentiale dy bzw.
dh mit derselben Methode wie im ersten Kapitel. Die Analogie ist fast voll-
stindig; der einzige Unterschied tritt bei der Abschitzung der dem Diffe-
rential dp(t) entsprechenden Differentiale auf, die jedoch leicht mittels

d[t
der Ungleichungen [dM(t)| = d[t], [dB(t) = g durchgefithrt werden
kann. So erhalten wir die Parallelen zu der Selberg’schen Ungleichung

| M ()] log?r = 2/ M (%) logt dt + O(xlogz) ,
0

x

x| logt dt
|B(x)|log’x = 2 | B | + O(logz) ,
/ !

! t t

1) Die Gleichungen (4.18) und (4.19) kénnen auch leicht unmittelbar hergeleitet
werden ([14], [12 S. 166]). Vgl. auch den Aquivalenzbeweis in Nr. 4.3.
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woraus wir durch Ubergehen zu den Logarithmen der Verinderlichen =
und ¢ ein formell mit der Selberg’schen Ungleichung (2.14) identisches
Resultat erhalten; die Funktion r hat hier die Werte

(4.20) r(x) = e~ M(e¥) ; r(x) = B(e¥),

und dazu folgt aus den Gleichungen (4.13) und (4.14), dass auch die
Gleichung (2.15) in beiden Féllen eine formell identische Parallele besitzt.
Der Primzahlsatz besagt auch iiber die Funktionen (4.20) dass r(x) = o(1)
ist.

4.7, Beweise des Primzahlsatzes. Bezeichnen wir wieder
A = lim sup |r(z)],

stellen die Antithese A > 0 auf und behalten die Bedeutungen von 21’,
A, A; bei, so kénnen wir den im ersten Kapitel vorgelegten Beweis Schritt
fiir Schritt in beiden Féllen wiedergeben. Eine neue Betrachtung verlangt
nur die Herleitung der (2.19) und (2.19") entsprechenden Ungleichungen.
Diese kénnen jedoch ziemlich einfach hergeleitet werden, denn wir haben
fiir die beiden Funktionen mit der Bezeichnungen der Abb. 1b

r@)] = Ir(@) — r(@)] < e ([€] — [e9]) = &5 — 1 + o(1)

wenn « > a; und r(x:;) = 0. Also ergeben sich die Ungleichungen (2.19)
und (2.19') in prinzipiell denselben Fassungen wie frither. Zum Schluss
erhdlt man auch hier den Widerspruch 4 << 4, womit die parallelen Beweise
des Primzahlsatzes durchgefiihrt sind.

III. DER PRIMZAHLSATZ FUR ARITHMETISCHE PROGRESSIONEN
§ 5. Vorbereitende Betrachtungen

5.1. Einiges iiber die Charaktere. Es sei im folgenden die Zahl &k
ein fester Modul. Wir betrachten die Charaktere y modulo k, dh. die
Abbildungen y(n) der ganzen Zahlen in das komplexe Zahlengebiet, mit
folgenden Eigenschaften:

1) yz(m) x(n) = y(mn) fir jedes ganze m und n.

2) x(m) = x(n), falls m = n(k)

3) x(n) ist # 0 oder = 0 je nachdem die Zahl n und der Modul %
teilerfremd sind oder nicht.

Bezeichnen wir wie iiblich mit ¢(n) die Euler’sche Funktion, dh. die
Anzahl der zu 7 teilerfremden ganzen Zahlen im Intervall 0 <» <<n, so
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haben wir als Folgerungen aus diesen Grundeigenschaften (z.B. [7, ss. 197—
200]):

4) Jeder Charakter 7= 0 ist eine Einheitswurzel der Ordnung ¢(k),
insbesondere also |x(n)| <1 fiir jedes y und n.

5) Die Anzahl der Charaktere modulo % ist = ¢(k); unter ihnen be-
findet sich einer, der sog. Hauptcharakter 1y, der identisch =1 ist fur
jedes zu k teilerfremde n; alle anderen sind Nichthauptcharaktere.

6) Die Gleichung y(n) = 1 gilt fiir alle Charaktere dann und nur dann
wenn n = 1(k) ist.

7) Es bestehen folgende Summierungssitze:

a) Es ist die bei festem Charakter j iiber die Zahlen 1 =< n <k er-
streckte Summe

k
(5.1) D' xn) = @(k) oder = 0

n

'

je nachdem y ein Haupt- oder Nichthauptcharakter ist; die Summe
links kann iiber ein beliebiges Restsystem modulo £k erstreckt werden.
b) Es ist bei festem = die iiber alle Charaktere erstreckte Summe

(5.2) D! x(n) = (k) oder = 0

je nachdem =n = 1(k) ist oder nicht.
Im folgenden werden wir oft Summen von der Form

n=I(k)
> fn)
ngx

begegnen; hier ist f eine zahlentheoretische Funktion und die Summe ist
iiber die Zahlen n < x fir denen n = [(k) gilt, zu erstrecken. Es ist oft
zweckmissig, diese Summe durch eine andere zu ersetzen, wo sie iiber alle
ganzen Zahlen n < x erstreckt ist, was durch die Anwendung der Charak-
tere stattfinden kann. Ist ndmlich (I, k) =1 und !" diejenige modulo % ein-
deutige ganze Zahl, die der Kongruenz I’ = 1(k) geniigt, so folgt aus (5.2)

1 1
k) Z ) =

y(n) y(') =1 oder = 0

“1

je nachdem = = I(k) ist oder nicht. Daher haben wir die Rekursions-
formel

n=Ik) 1 S
5.3 — 7 ('

=
E,
I

n

> ) fn) .
=

5.2. Umkehrsatz. Die Funktionen K(z, y) und M(x, y). Wihlt man
im allgemeinen Umkehrsatz in § 1. «(n) = y(n), so erhilt man
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f@) = 3 2 (%) - :/+f (3) axe. 0,

(5.4) .
) x x
o) = 3 um o 2) = [ ol %) e, ),
nx 12
WO
(5.4") K@,z = 2 gn), M, z) = > un) z(n)?)

nsx nsx

Fiir die Funktion K(z, y) erhalten wir eine asymptotische Gleichung,
in dem wir die Gleichung iiber Division mit Rest auf die Zahlen z und k
anwenden und die Gleichung (5.1) beriicksichtigen. Daraus ergibt sich

p(k)
ok

(5.5) K,y =c¢

@, 2),

wo R(z,y)=0(1) und e, =1 oder =0 je nachdem y ein Haupt-
oder Nichthauptcharakter ist. Im letzten Fall sehen wir ferner leicht, dass

<P(k)

ist.

Die Formeln (5.4) und ( .5) spielen im folgenden dieselbe Rolle wie die
Mébius’schen Umkehrformeln und die Gleichung x = [x] 4+ O(1) im ersten
Kapitel.

5.3. Die Funktionen v(k, 1), y(x, %), T(k, ;) und T(z,y). Im
folgenden bedeutet % nach wie vor einen festen Modul und [ eine zu &
teilerfremde ganze Zahl; die Funktion A bedeutet die in der Einleitung
definierte Mangoldt’sche Funktion.

Analog mit den Definitionen der Funktionen y(x) und 7'(x) setzen wir

n = (k) n = k()
zp(k,l;x):Z/l() Tk,l;x)= Zlogn
ngx ngx
Dann folgt aus (5.3)
plk,1; ! 4 )
.'17 = T3 s X) s
] (k) /Z AURTICRY”
(5.6)
1
k,l;2) = —= > 7y T(x, ),
l ) o) = 2 T, z)

mit den Bezeichnungen

1) Ausnahmsweise haben wir in diesen Formeln auch komplexe Integrale benutzt;
doch haben diese die Beschaffenheit eines reellen Integrales.
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p, ) =
x4+

n) logn = /logt dK(t, y) .

1—

(5.7)

§

Fiir die Funktion 7'(x, ) haben wir nach der Gleichung (5.5) die asymp-
totische Entwicklung

¢ (k)
k

(5.8) T, y) =¢, (x logr — z) 4 O(logx) ,

was, analog zu (1.10%), auch in der Form

Take, J
(5.8) T,z =eg { / ~—% 2 oy — —?Z—)} + 0(logz)

1=

geschrieben werden kann; die Konstante C(k) ist die der Euler’schen Kon-
stante analoge Zahl

x4+ <5}
dK(t, 4 k dR(t , 7,)
o® =ﬁm(/ (t 20 ¢§c) logx> :/ (t %o)
X —> O 17 1

wobei das Integral wegen R(x, y,) = O(1) offensichtlich konvergiert.

Um mit den Umkehrformeln (1.8) und (1.9) analoge Formeln herzu-
leiten, setzen wir den Ausdruck (1.7) der Funktion A(r) in die erste
Gleichung (5.7) ein, wobei wir die Formeln

x4

(5.9 v, z) :]T(i;,l) dM(t . y) :/ a7 z> a7t , )

1— 1—

erhalten; durch Umkehrung ergibt sich hieraus

x4 x =

(5.10) T(z, ) =fw(§> z) dK(t, z) =/K<% x) dy(t, x) -
1 1

Aus der Tschebyscheff’schen Gleichung v (x) = O(x) folgt unmittelbar,
dass die Funktion w(k,!; ) wie auch die Funktionen v(z, ) fir alle
Charaktere die Grossenordnung O(x) besitzen. Daraus erhalten wir ferner
eine analoge Formel zur Gleichung (2.7) in dem Falle, wo y = y, ein
Hauptcharakter ist. In der Tat haben wir nach (5.10) und (5.5)
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x4 x4+
(k) dy(t ; 7o) x
T(x5%0)= k x/ t + RT’ZO d#’(ta%o)
1— 1—
x+
1—
und ein Vergleich mit der Gleichung (5.8) liefert uns das gesuchte Ergebnis
x+
dy(t,
(5.11) /Lt’@ — logz + O(1).

1—

Ist aber y ein Nichthauptcharakter, so kommen wir auf Uberlegungen,
die tiefer als die anderen in dieser Arbeit liegen. Um eine stérende Unter-
brechung des Gedankens unseres Beweises zu vermeiden, werden wir den
erwihnten Beweis spéter vorlegen. Es wird sich zeigen, dass

wt
dy(t ,
/ w(t 2 _ o
1—-
ist und also fiir alle Charaktere y
jd (t,
(5.11) / '*—(t/—) = ¢, logz + O(1),

woraus wir mittels der ersten Formel (5.6) die fiir alle zu k teilerfremden
Zahlen [ giiltige Dirichlet’sche Formel?l)
xt

dyk ,1;t) 1
(5.12) f w = oy loee O
1=

erhalten.

§ 6. Beweis des Primzahlsatzes fiir arithmetische Progressionen

6.1. Die asymptotische Gleichung von Selberg. Wir beginnen mit einem
Hilfssatz, der dem im ersten Kapitel vorgelegten Satz von Tatuzawa und
Iseki analog ist.

Es sei y ein beliebiger Charakter, f(x) eine fiur Werte v = 0 definierte
Funktion und

1y Zwar steht hier die Funktion wu(k,l; x) statt der iiblichen &(k,1; ), was aber
unwesentlich ist; denn die beiden Formeln sind dquivalent (z.B. [22 ss. 58—59]).
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xt

01 gt —toge 3 (%) s = 1o [ 1(%) axe. .

Dann ist

x4

xt
61 [o52) a0 = rorioe + [ 1(3) ave, .
1 1—

Den Satz beweist man genau so wie im ersten Kapitel, wobei nur die
Grundeigenschaft 1) (Nr. 5.1.) der Charaktere und die Gleichung (1) =1
zu beriicksichtigen ist.

Ist nun y ein beliebiger Charakter, so setzen wir

J@) =@, ) —ex.

Nach der Umkehrformel (5.10) und der asymptotischen Formel (5.8)
haben wir dann

[ «;D(k)J
gx,y) = — ¢ |Ok) + 2 x logx + O(log2x) ,

k
mit r=—— K, 0(1)
o) wegen (%) (T, %) + O(1)
2t
g, ) = ¢ex logx/ dK(t, %) + O(logx)

1—

mit einer geeigneten Konstante x. Also folgt nach dem Hilfssatz und der
Abschétzung (2.2)

x+

x x
g 7?, 1) dM(t, 3) = g2 logr + exp(x . ) + O Z log? {g = O(x)
12

und aus der Gleichung (6.2) ergibt sich wegen (5.11)

x+
x

(6.3) w(x, y) logz +/ 1p<7 , Z) dy(t, ) = 2¢exlogx + O(x)
1~ i

fir alle Charaktere.

Wir bezeichnen wieder mit !’ die Losung der Kongruenz I’ = 1(k)
und multiplizieren die Gleichung (6.3) mit y(I'). Lassen wir dann y alle
Charaktere durchlaufen, so ergibt sich wegen (5.6) durch Summierung der
erhaltenen Gleichungen
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. /( ) 2w logx
p(k , ;) loge + (k)Zx) x) s 7) = — T + 0.

Den Summenausdruck links formen wir folgendermassen um:

1 x 1 n
) Zx: x(H_[w( x) dy(t, x) = ) = %l )n;x(n)d)n Ad) A <g)
n=1(k) n d’ = I(k) d’ = I(k)
= > A(d) A<g> - Ad) Ad') = A(d) > Ad)
n<x dn dd’ < = d< = d,s%

Die Kongruenzbedingung dd’ = I(k) mit festem zu k£ teilerfremdem [
kann offensichtlich durch die Kongruenzen d = »(k), d' =+'(k), w' = l(k)
und die Bedingungen (»,k) =1 und 0 <v» < k ersetzt werden; daher ist

dd’ = I(k) (sk)=1 d=»k) d’ =v'(k)

> Ad) Y Ad) = Y > A@d) D Ad)
d<«x d,s_} 0<y<k d<x d'g%

ot
x
= D /w(k,v';7>dw(k,v;t),
(V,k)=ll_

wo w' = I(k). Bezeichnen wir ferner

6.4 k,l;2)=nvwk,l;x) — ,
(6.4) o ) = vl ) = o)
und wenden die Dirichlet’sche Formel (5.12) an, so erhalten wir fiir die
asymptotische Gleichung von Selberg folgende alternative Formen:

xt

x1
(6.5) w(k,l;x)logr + Z /zp(k,v'; %)dw(k,v;t) = %g)g_x + Ox),

(v, k)=1 12

xt

(6.5") ok ,l;x)logx + /9(10,1";%) dy(k . v;t) = Ox),

e =1
mit der Bedingung ' = I(k). Wie aus der Gleichung III" in der Einleitung
hervorgeht, ist der Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen bewiesen,
wenn wir die Giiltigkeit der Gleichung p(k, I; ) = o(x) fiir jedes zu k tei-
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lerfremde I erweisen; wegen y(k, [, z) = O(z) ist jedenfalls o(k,1; ) = O(x).
Ferner folgt aus (5.12), dass fiir jedes zu k teilerfremde ! die Gleichung

; k,l;
(6.6) /ﬁ—tz—t) dt = 0(1)

1
besteht.

6.2. Die Ungleichung von Selberg. Wir folgen stéindig der Methode des
ersten Kapitels und leiten eine Parallele zu der Selberg’schen Ungleichung
(2.14) ab. Dazu bezeichnen wir

x+
L E) =1

x
ok, 1;2) = Z (lc,v';t>dw(k,r;t)7

v =1

p(k, 131
Sk ,l;x)=yk,l;x)loge + ok ,l;x) — T

1

dt,

wobei wegen (6.5) die Gleichung

2
(6.7) dS(k,l;i)=logtdy(k,l;t) +dok l;t) = W logt dt + dR(k ,1;¢t)
mit
1
(6.7") Rk,l;2)=8Fk,l;x) — W (2xloge — 22 + 2) = O(x)

X
besteht. Wir iterieren die Gleichung (6.5"), indem wir n statt  und »

statt [ einsetzen. Wie im ersten Kapitel ergibt sich

x+

Yy =l f l‘

ok, 1;2)log’x = — > 0 <k v —) logt dy(k ,v;t)
(rsk)=1 1 t

x+ %:‘
v =1 X 3
- S‘ /dzp(k ,v;t) / 0 (k 1 -—) dylk , u; u) + O(x logz) ,
=1 J ut

(w k)=11= 1

wobei die Summierung in der letzten Summe in bezug auf beide Parametern
v und u iiber alle zu k teilerfremden Zahlen des Intervalles (0, k) er-
streckt werden muss. Im letzten Glied #ndern wir wieder die Integrations-
anordnung und konnen die erwihnte Summe

vup =1 x =v,d
2 e <k W ) 3 a@ )

(r.k)=1 n<=x
(w.k)=1

HI
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schreiben. Bezeichnet man hier 4 = u», so kann die Summierung iiber den
Indexen 2 und u’ geschehen und die Summe in der Form

x+

wi=l x
o\k,u ;=) dok,A;t)
wm=1, t

gebracht werden. Tauscht man noch die Bezeichnungen der Indexe und
wendet man die Differentialformel (6.7) an, so ergibt sich die Ungleichung

ig(k,l;x)flog2x<~—~ /'Q(k v; —> | logt dt
k) (vk—l

v =1 |
+ 2 /J@(k,v’; _f')rdR(k,VZt)-}-O(xlng),
(v,k)=ll_ ! \

woraus wir durch die Abschitzung des letzten Integralgliedes die Un-
gleichung von Selberg

x

i x|
lo(k ,1; 2)] logir = > /g(k,v;—)logtdt—l—O(xlogw)
@(k) (=1 ¢ 3 ¢

fiir jedes zu k teilerfremde [ erhalten. Gehen wir wieder zu den Logarith-

men, der Verinderlichen iiber, und bezeichnen wir

1
(6.8) rik,l;2) = ¢k, l;e)=epk,l;e) — m ,

so erhalten wir als Parallele der Ungleichung (2.14)

x
2 1

1
(6.9) rk,l;x)] = ;—2—-@ Z I/Ir(k,v;x—t)ltdt—l—O(;),

v k)=

Aus der Gleichung (6.6) oder

/r(k,l;t)dt: 0(1)
0
folgt noch die Existenz einer Konstante ¢ > 0, so dass die Ungleichung
b4 ‘
/r(l:,l;t)dt <c
|

fiir jedes Intervall 0 <2 <¢ =<9 und fir jedes zu k teilerfremde I
besteht.
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6.3. Der Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen. Der Primzahl-
satz fiir arithmetische Progressionen geht durch Anwendung der Funktionen
r in die Gleichung

rk,l;x) = o(1)

iiber, die fiir jedes zu % teilerfremde ! gelten soll. Bezeichnen wir
limsup [r(k,l;2)| = 4,

und die grosste von diesen Konstanten mit 4;, so behauptet der Prim-
zahlsatz dass 4; = 0 ist. Wir nehmen an, es wire A;> 0 und leiten den
Widerspruch her. Dazu wéhlen wir die Zahl A’ so dass 0 <1 < 4, und

A < ——. Es seien wieder

(k)
(6.10) 0<oy <oy <.

die (von der Zahl ! abhingende) Folge, die die Stellen der Zeichenwechsel
der Funktion r(k,[; ) darstellt und 4: und J—, dieselben Grossen wie
frither. Dann besteht, aus genau denselben Griinden wie im ersten Kapitel,
eine fiir jedes 1) und jedes ¢ giiltige Ungleichung (2.20), wo nun

9 — 2 log(1 + (k) ') -1
"¢+ A log(l + (k) X) ’

Von hier ab fithren wir den Beweis prinzipiell wie im ersten Kapitel zu
Ende; nur ist zu bemerken, dass die Zahlen z, fiir die Parameter [ nicht
dieselben sind. Daher bezeichnen wir fiir ein beliebiges « mit . die grosste
Zahl < « der Folge (6.10) fiir die Funktion r(k,»; ) = r (), woraus sich,
die iibrigen Bezeichnungen beibehaltend, ergibt
/Iry(x — )| tdt = / [r (x — t)| tdt + O(x)
0 x—x,

< (A + o) / tdt — (A, — A" -+ ¢) / tdt + O(x)

E ™ X—Xn

x—%p + 9 (X — %)

(@ — 2m)® — (¥ — @a)?

s{h+e—0L— 4V +e)} 5 + O(x)

x2

S (o= 00— 7 +e) 5 + 0@,

1) Das gilt natiirlich a fortiori, wenn A’ = ;.
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und aus der Ungleichung (6.9), speziell auf die Funktion r(k, L; ) ange-
wandt, wiirde die Ungleiehung
Sl te—0A— X+,

also ein Widerspruch folgen. Somit muss 4, = 0 sein, womit der Primzahl-
satz fiir arithmetische Progressionen bewiesen ist.

§ 7. Der Dirichlet’sche Satz

7.1. Hilfssdtze. Wir zeigten in Nr. 5.3., dass die Gleichung

x4

dy(t , %)
(7.1) /# = ¢, logr 4 0(1)
fiir einen Hauptcharakter y = y, besteht. Im folgenden zeigen wir, dass
diese Gleichung auch fiir einen Nichthauptcharakter y mit ¢ = 0 gilt?).
Wir beginnen mit dem Beweis zweier Hilfssdtze, die die Dirichlet’schen
L-Funktionen

& ()
(7.2) L(s,z) = 2
n=1 n
betreffen. Fiir die Konvergenz dieser und der abgeleiteten Reihen
= y(n)log"n
(7.3) (— 1)yL(s, ) Z
gilt der

Hilfssatz I. Die Reihen (7.2) und (7.3) sind fiir einen Nichthauptcharakter
x fur s> 0 konvergent, und es besteht die Gleichung

log”x
(7.4) L(s, gs20) =L (s, z) + 0( >,

x®
wo

n) log*n log’t
(—_I)VLV(8~X;x):Z Z() g :/ (=)

nx ns

Aus der Gleichung

y+ y
log”t Ky, y) log” K(x, ) logx log’t
/ £ ik, = (v yz‘) y Kl g /K ( g)

x—

1) Dies wurde zuerst von SELBERG ([17]) elementar bewiesen; hier folgen wir
vorwiegend SHAPIRO ([20, 21]).
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p(k)
2

und der Ungleichung

Il

folgt wegen der Abschitzung |K(t, x)|

log™t 4
P < 0 fir ¢t > ¢°

y+

log’t ' k) (logy  log’x  log” log’z k) logx

/ tgs aK(, )| w()(g; ¢ Y °,>—(p(),g .
\ Y Z Y z r

x—

Die Konvergenz folgt aus dem Cauchy’schen Konvergenzkriterium und die
Gleichung (7.4) ergibt sich, wenn y gegen Unendlich strebt.
Hilfssatz II. Ist y ein Nichthauptcharakter, so gilt fir s> 0, h =0

X+

L h X dﬂ[(f s 7)
h — \" v n h—y A o d—s
(71.5)  logtx = ) (v) L (s, ,{)/log ; ; L O(e ™).

v=20

Aus dem Hilfssatz I folgt unmittelbar

x+ x4

N h h - [log't
/ < ) log — dK y; (v) x* logh™ x/ T dK(t, %)
1— 1-—

h

h
= Z (v) a* log"™"x L’(s , %) -+ O(loghz) ,

y=10
somit wegen den Umkehrformeln (5.4)

: e AU, 7

Ly
afloghe = ) (v) x* L(s Z)/log"_’ T + R(x),

ry=0 12

wo fiir das Restglied die Abschitzung
\ x
R(z) = 0< N logh —) = O(x)
ngx n

besteht. Die Gleichung (7.5) ergibt sich hieraus durch Division mit a°.
Als Spezialfille ergeben sich hieraus fir s =1,A=0

dM(t , .
(7.6) L(l,x)/—t D,y Aoy,

12 nsx
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und fir s=h=1

x4 x+
x dM(, y) , dM(t, y)
(17)  logr =L, 2) [log 7~ + L1, 7) | = + 0)

11 t
1= 1=

7.2. Der Satz von Dirichlet. Um die Gleichung (7.1) zu beweisen, schrei-
ben wir ihre linke Seite in der Form

xt
dy(t, ) x(n) A(n) x(n) n
O B = g e
1 7 dM
p(m) z(m) %(n) logn. f ( . 76) Mt %)
o méx m ;x " a _1 Y 72, ! ! ’

woraus wegen (7.4) hervorgeht, dass fiir einen Nichthauptcharakter die
Gleichung

x4 x4+

" dy(t, y) [ dM(t, z)
[ = [ o

1— 1-

(7.8)

besteht; denn fiir das Restglied haben wir die Abschidtzung

2t

aM( , 4 ¢ x 1 x
_/ .2 0<—log—> - —0( Y log ~> — 0(1).
t x t x = n

n<x

Nach (7.6) und (7.7) ist die linke Seite der Gleichung (7.8) = O(1) oder
= — logz + O(1), je nachdem L(1,y)# 0 oder =0 ist. Weil das
entsprechende Integral fiir einen Hauptcharakter den Wert logz 4- O(1)
annimmt, so folgt durch Summierung iiber alle Charaktere

+
d'ts‘
Z/ 1#(t 1)‘:(1_2\7)10gx+0(1)>
4 1—

wobei N die Anzahl derjenigen Charaktere bezeichnet, fiir welche L(1, y) = 0
ist. Die Summe links ist aber andererseits nach (5.6)

x+ x4+

1 dy(k, 1;t) n=10 A(
/7 d{Z wt, 2} = «p(k)/—"L—T—— = o(k) n”)

1-— 1--
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und somit = 0. Also ist N =< 1; es gibt hochstens einen Charakter y
mit L(1, ) = 0. Und falls es einen solchen gibt, so ist er notwendig reell;
denn anderenfalls wiirde seine konjugierte Funktion 7 offenbar einen
Charakter mit der Eigenschaft IL(1, y) = 0 definieren, es wire also N = 2.
Es eriibrigt sich also zu beweisen, dass L(1, y) # 0 fiir jeden reellen
Charakter ist; eben dies ist die Hauptschwierigkeit im vorliegenden Beweis.
Da jedoch dieser, von Mertens ([10]) stammende Beweis wohlbekannt ist
(z.B. [15 ss. 111—112]), verzichten wir auf die Ausfithrung desselben und
stellen damit fest, dass der Dirichlet’sche Satz fiir alle Charaktere bewiesen
ist.
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Berichtigung :

In der ersten Formel (5.4) auf der Seite 39 soll mitten und rechts
g statt f stehen; in der zweiten Formel umgekehrt.

Gedrickt Méarz 1964.



	IMG_20160819_0001
	IMG_20160819_0002
	IMG_20160819_0003
	IMG_20160819_0004
	IMG_20160819_0005
	IMG_20160819_0006
	IMG_20160819_0007
	IMG_20160819_0008
	IMG_20160819_0009
	IMG_20160819_0010
	IMG_20160819_0011
	IMG_20160819_0012
	IMG_20160819_0013
	IMG_20160819_0014
	IMG_20160819_0015
	IMG_20160819_0016
	IMG_20160819_0017
	IMG_20160819_0018
	IMG_20160819_0019
	IMG_20160819_0020
	IMG_20160819_0021
	IMG_20160819_0022
	IMG_20160819_0023
	IMG_20160819_0024
	IMG_20160819_0025
	IMG_20160819_0026
	IMG_20160819_0027
	IMG_20160819_0028
	IMG_20160819_0029
	IMG_20160819_0030
	IMG_20160819_0031
	IMG_20160819_0032
	IMG_20160819_0033
	IMG_20160819_0034
	IMG_20160819_0035
	IMG_20160819_0036
	IMG_20160819_0037
	IMG_20160819_0038
	IMG_20160819_0039
	IMG_20160819_0040
	IMG_20160819_0041
	IMG_20160819_0042
	IMG_20160819_0043
	IMG_20160819_0044
	IMG_20160819_0045
	IMG_20160819_0046
	IMG_20160819_0047
	IMG_20160819_0048
	IMG_20160819_0049
	IMG_20160819_0050

