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EINLEITUNG

I. Der Primzahlsatz. Bezeichnet man mit n(r) die Anzahl der Prim-
zahlen { eine reelle, positive Zahl r, so besagt der Primzahlsatz, dass

I limn(r),J-:r,
,+ e logfr

wobei log den natiirlichen Logarithmus bedeutet.
Wendet man statt der X'unktion n(r) andere die Primzahlen betreffende

Funktionen an, so kann dieser Satz in mehreren untereinander gleich-
bedeutenden X'ormen dargestellt werden; davon nennen wir hier folgende:

Ist p e,i,ne Pri,mzahl, r einereelle Zahlund,bezei,chnetmannxi,t 0(fi) di,e

Surume

O(r) : Zlogp,
PSe

so si,nd, d,ie Gleichung T und d,ie Gleichung

II ri* f(') : r
r+@ fr

gleichbedeutend,.

Es besteht nämlich die Gleichung

und umgekehrt *+ &

n(r): t Y9: !@) + [ l(!d:'' -r! Iogt - logr ' ! tlogzl'

Gilt nun die Gleichung I, so folgt II unmittelbar aus der ersten Gleichung;
gilt wiederum II, so folgt I aus der zweiten.

Durch Anwendung der X'unktionl)

1) Man orkennt, loicht, dass g(o) auch als der Loga*ithmus des kleinsten gemoin-
samen Vielfaches der ganzen Zahlen s a dofiniert werden kann,

x+xr. f n(t)
s(*) : J logf dn(t) - rl(x)rogr - J + d,t
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,p(r) : Zl"Sp : I A(n),
P's' osa

wo die zahlentheoretische X'unktion A - die sog. Mangoidt'sche X'unktion

- den Wert logp fiir eine Primzahlpotenz {, sonst, den Wert Null an-
nimmt, können wir den Primzahlsatz noch in einer dritten äquivalenten
X'orm darstellen; denn man sieht leicht, dass zwischen den X'unktionen ?
und T9 die Ungleichung

0 5 ,p(*) - S(*) < k i; logn loglogr

mit einer geeigneten
Die Glei,ch%rlg

III

Konstante k> 0 besteht. Also folgt:

r. v@)

x->@ fr

ist mi,t d,er Gleichung II und, som,i,t auch m,i,t der Gleichung I glei,chbed,eutend,.

2. Der §elberg'sche Beweis. Der Primzahlsatz, den man friiher - rrom
Jahre 1896 ab - nur mit funktionentheoretischen Methoden beweisen
konnte, wurde im Jahre 1948 von A. Snr,epnc und P. Enoös ([2]) und im
Jahre 1949 von Selberg in anderer n'assung ([16]) elementar bewiesen; dabei
waren nur das reelle Zahlengebiet und relativ einfache Methoden der höhe-
ren Analysis nötig. Später ist dieser Beweis in vielen anderen Varianten
wiedergegeben worden.

Der Selberg'sche Beweis gliedert sich in zwei verschiedene Teile. Im
ersten Teil leitet man die Selberg'sche asymptotische Glei,chung

*+

p(r)togr * l, ff) *, : o(*) k@) :,,p(r) - r)

entwed.er in dieser å" ,, irgendeiner damit äquivalenten Fassung ab.
Im zweiten Teil beweist man dann den Primzahlsatz entweder unmit-
telbar ([t], l3l, tl2l) oder dadurch, dass man durch Eliminierung
des Differentials drp zu einer Ungleichung iibergeht ([f6], [22_1, [6 ss.

35e-671).
fm ersten Kapitel dieser Abhandlung wird die Selberg'sche asy'mpto-

tische Gleichung durch Anwendung der Methode von Taruzawe und fsnxr
([23]) hergeleitet; diese Herleitung enthält im Vergleich mit den friiheren
Darstellungen nur geringe technische Änderungen. Dagegen ist der Schluss
des Beweises teilweise neu und diirfte eine Verbesserung von einigem Wert
bedeuten.
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3. Die Äquivalenten und Parallelbeweise des Primzahlsatzes. Bezeichnet

man
r+
f drttle(r):l -+-1ogr{C,

Jt,

,r*, )--, rrnr,
n<*-r+

B(r\:, P(n):Io',@,
,'!" n ,J- 

tr

wo c die Euler'sche Konstante und p die sog. Möbius'sche n'unktion
bedeutet, so sind die Gleichungen

IV lim e(z) : o 
'"** 

*r*,
Y lim i:0,

,+@ fi

vI å1rt"l - 0

mit der Gleichung III, somit auch mit dem Primzahlsatz gleichbedeutend.

Im zweiten Kapitel wird zuerst, analog dem ersten Kapitel, die Sel-

berg,sche asymptotische Gleichung fiir die Funktion e abgeleitet. Durch
weiterentwicklung der Ideen von Prrr ([12], [3]) und selberg wird dann

eine neue Variante des Selberg'schen Berreises gegeben. I)nseres Wissens

ist der Primzahlsatz mittels der Gleichung IY noch nicht elementar be-

wiesen worden.
Im Schlussteil des zrveiten Kapitels wird zuerst die Äquivalenz der

Gleichungen III, IV, V, und YI bewiesen; diese Beweise sind an sich wohl-

bekannt, es sind. nur geringe technische Änderungen und die Zusammen-

fassung der logischen Zusammenhänge dieser Sätze hinzugeftigt worden.

Schliesslich wird in aller Kiirze angedeutet, wie die Gleichungen V und VI
durch genaues'Befolgen der Methode des ersten Kapitels bewiesen werden

können.

4. Der Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen. In naher Bezie-

hung mit dem Primzahlsatz steht die Frage iiber das Yorkommen der Prim-
zahlen in einer arithmetischen B,eihe

l,l + l§,...,1{ n\r,...,
wo (l,tt): I ist. schon im Jahre 1837 zeigte Drnrcnr,nr mittels funk-
tionentheoretischen Methoden, dass eine solche Reihe immer unendlich

viele Primzahlen enthält. Durch Benutzung ähnlicher Methoden hat orc r,e
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Yarr,6n Poussrr im Jahre 1900 folgende Generalisierung des Primzahlsatzes
bewiesen:

Es se,i, n(k,l;r) d,ie Anzahl il,er Pri,mza,hlen p 3 r, il,i,e d,er Rongruenz
p: l(k) gen'llgen. Ist d,ann (lc,l): l, so ,i,st

I' ltm n(k ,l ; r) : ;-,* --''- 7 -' --t' logr g@)'

wo d,i,e Xunkti,on E@) d,i,e Euler'sch,e Eunlctioru, somit d,i,e Anzahl der zu lc

teilerfremd,en, moilulo lc aersch,ieil,enen g&nzen Zahlen bed,eutet.

Auch diesen Satz kann man, durch Anwendung der X'unktionen

o(k ,

und
P=t(k) n=,(e)

V(k,l;r): I logp : I A(n)
pPS* DSt

in verschiedenen x'assungen darstellen. Es lässt sich nämlich analog mit
Nr. l. beweisen, dass die Gleichungen

P =ltk) "f
l;r)- I logp- llogf d,n(k,l;t)

P{" ,!

,. O(k,l;r) I
lrm :
;; fr *-gr(k)

r. v@,1;m) I
Irm -,-; n v@)

II'
und

III'

untereinander und mit der Gleichung I' äquivalent sind.
Auch diesen Satz hat Selberg elementar bewiesen ([I8]), indem er eine

ähnliche Methode wie beim Beweis des eigentlichen Primzahlsatzes an-
wandte. Im dritten Kapitel dieser Arbeit wird unsere Yariante fiir diesen
Beweis wiedergegeben: zuerst leiten ll'ir ein Analogon des Satzes von
Tatuzawa und Iseki her, dann beweisen v'ir den Primzahlsatz fiir arithme-
tische Progressionen, indem wir den Gang des im ersten Kapitel dargestellten
Beweises genau verfolgen. Es zeigt sich, dass die Analogie eine fast voll-
ständige ist; die einzige neue Betrachtung verlangt die Herleitung der
Gleichung (5.12), die zwar auch elementar, aber schwieriger als die iibrigen
Uberlegungen in dieser Arbeit ist. Um eine störende Unterbrechung zu
vermeiden, wird der Beweis der erwähnten X'ormel am Ende der Abhand-
Iung erbracht.

Zur Darstellungstechnik sei noch erwähnt, dass der Yerfasser bemtiht
war, die sowohl rechnerisch als typographisch unbequemen Summenaus-
driicke durch Stieltjes-Integrale zu ersetzen. Nach Auffassung des Ver-
fassers wird der elementare Charakter der Beweise hierdurch nicht geändert.
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I. DER SELBERG'§CHE BEWEIS

§ 1. Die zahlentheoretisehen Orunillagen

l.I. Möbius'sehe tr'unktion. Umkehrsatz. Die Möbius'sche zahlentheore-
tische n'unktion p(n), dte man fiir quadratfreie Zahlen mit s Primfaktoren
gleich (-IF, sonst gleich Null definiert,hat die wohlbekannte Grundeigen-
schaft

(1.1) \p@:r oder:0,
,l l.

je nachdem %: I oder ) I ist; diese Gleichung könnte man auch als
Definition der Möbius'schen X'unktion benutzen.

Mittels der Gleichung (1.1) beweist man leicht den ftir das folgende
grundlegenden

Umkehrsatz: Es sei, a(n) eine aol,l,stti,nd,i,g multi,Ti,i,kati,ae znhlentheoreti,sche
Xunlction, d,h. a(mn) : a(m) a(n) fUr alle ganzen Zahlen, und, es se'i, a(t) : l.
Es seien ferner f(r) unil, g(u) zwei, far reelle r 2 0 d,efi,ni,erte Funkti,onen.
Ialls d,ann

(1.2)

(1.3)

(1 . 3')

1) Fii,r die Existenz der Integrale in (1.2) und (1.2') sind hier immer geniigendo
Bedingungen vorhanden.

x{

r(*) -,ä, a(n),(;) : | ,(+)d,A(t),
:1

so ist
c*

(r.2') s(r): l,1t(n)a(nrr(:): If(i)*A
und, umgelcehrt; hier bed,euten d,i,e \unkti,onun 

'n 
und, B d,i,e Sumntenfunlcti,o-

nenL)

A(r) : 
A_"("); 

A@) : 
^4,u(n)a(n) 

.

X'alls speziell a(n) : I, so ergibt sich aus den Gleichungen (1.2) und
(r.z',)

r (*) : 
nz.s 

(+) :,[ n(;) d,tti,

x*

s(r) -,ä* r,(n),(;) : | ,(;) dM(t),
1-
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wo die X'unktion [r] die grösste ganze Zabl < r ist :und M(n) die Funk-
tion

M(r) : Z p(")
nSx

bezeichnet. Diese speziellen X'ormeln nennen wir im folgenden, wie iiblich,
dte M öbi,us' schen Umkehrformeln.

Sind die X'unktionen /(z) und g(r) ux fiir die garrzerr positiven Werte r
definiert, so setzen wir ftir die tibrigen Werte f (*) : g(r) - 0 und erhalten
aus den Gleichungen (1.2) und (1.2') die Formeln

/n\ I n\(1.4) f(n):F^"toln\;),s(n): Z p@"(d)f \a)
und aus den Gleichungen (1.3) und (1.3')

ln\(1.5) f (n) : Z s@),s(n) : /-^u{öf \a)

r.2. Die Funktionen A,y lund, T. In der Einleitung haben wir schon

die X'unktioten A und rp definiert. Aus der Definition der ersten X'unktion
folgt unmittelbar

(I.6) losn : l_ n<Ol ,

somit wegen der Möbius'schen Umkehrformeln

(1.7) A(n): Z_u{albs d,dt

Diese Gleichung kann auch

(I.7') A(n):tognl p(d) - Z p@)logd: - lp,(d)togd,
d)o id " d n

geschrieben werden. Da nun y(r) die Summenfunktion von A(") ist,
so folgt aus (1.7)

v@) : 2 p@)togn : Z p(*) ltogn : ltogn Z p(*).
mnsr tu=e i"s* 

nsx 
^=*

Mit Benutzung der Summenfunktionen M(x) und

x+

T(t) : I logn : I logt d,ltl
"2" ,l

kann dies auch
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*+ e+

(1.8) ,p(r) : l r(+) dMQ) : I *(i) rrc
geschrieben werden, *";r, nach dem *oirr*'."t 

"n 
Umkehrsatz und. durch

Änderung der Summationsanordnung

r+ *+

(, e) r(r) : I r(+) dut : lL+l *,
t*å;, 

die n'unktio, , *0", wir die ,.r-nr"rr."he Formel

,*+
ll(r.r0) T(r) : I logt dt - | logt d(t - ltl) : nlogt - r I O(logx),

JJ

was nach Einfrih'rorg d", Eirl"r'."hen Konstante

,:^4,! -^r*- r(;)
und r:Lrc)* O(l) eingesetzt

(r.ro') T(r) : »: - (C + 1) lrl I o(togr)
nZrfr

geschrieben werden kann.

§ 2. Beweis des Primzahlsatzes

2.I. Die asymptotische §leichung von §elberg. Um die fiir den Sel-
berg'schen Beweis grundlegende asymptotische Gleichung herzuleiten,
beweisen wir zuerst folgenden Hilfssatz von Tlruzlru und Isnxr ([23]):

Es sei, f (w) eine fur r 2 0 definierte Eunlction unil
,+

(2 ,) ^r.Å!(i) 
: 

^*,[,(+) 
d,u] : s(r) .

Dann ,ist

*f,\x*

(2 1') 
,[ 

,(+) d]ur(t) - f (r)togr *,[ ,(;) dvu)

fn der Tat r"rntriert man nach (1.1) und (1.7'):



L4 Ann. Acad.. Scient. Fennica: A. I. 343

f /x\ /r\ " /r\

,l r\:) 
o*u, : 

*1.u@) ^l.t\;") ^r 
!; : ror*,2.t \;) L ro

l_ ...: n 
,+

lr\
-"Z.f(;/,+ p(d,)togd,: f(*)t s* +,1 f (i) *r,.

Setzt man nun in der Gleichung (2.1)

f(r):lp(*)-r:Q(r),
so wird nach (1.9) und (1.10')

g(r) : - (C + 1) [z] iogr I O(logzr) .

Hier wenden wir den Ililfssatz abermals auf die X'unktion

r+

0@) : togr lrl : tog* f aU\
I

an und erhalten dann

t+
f /n\t-

J §\il dM(t):togr I yt(r): o(,p(r)).

Beachtet -*, ,.'o"o, dass fiir jedes i > o

(2.2) 
^4-r,n!*< 

togir * i^r'+ d,t <togit . - lry dt : o(r),

so erhalten wir fiir di" lirki Seite der Gleichung ,rt t', ur" Åbschätzung

,+ r+

!,(+)d,M(t):o().ros, ;) - o +,),f' 0(+)rru, :o(r) *o(,,p(r)).

AIso ergibt sich aus dieser Gleichung

*+

(2.8) s(r)togr * | ,(i) oror: o(x) * o(.,p(r)) ,

oder in and.erer X'assung

,+ ,+
I ln\ f r

(2.3') y(r)togr + J *\i)or\l: ntosn * J I dv(t) * o(r) *o(,p(r)).
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Das Integral rechts schätzen wir folgendermassen ab:

,+ n+ r+

(2.4) I i oro, : I C- t;]) d,p(t) * Ilil*,r- l- 1-

: O(rp(r)) * T(r) : rLogn * O(r) * O(rp(r)) ,

sodass 
f t*l(2.3') y(r)togr + J r\l) d,tp(t) :2rrosr * o(r) * o(,p(r)) .

Nach der r"rrrnri, der X'unktion z1 ist d.as Integral links 2 0, somit,

wh\
;(r*o(t)){2{o(L),

wora,us die Tscsnsvscsnrr"scäe Glei'chung (1241)

(2.5) ,p(u) : O(r)

folgt. AIso erhalten wir fiir die asgmptotische Gleichung aon Sel,berg folgende

alternative X'ormenl): 
,+

(2.6) q(r)togr * | ,(1) *r: o(r)

oder x+ 
r-

(2.6') tp(r)rogr . | ,(:) d,rp(t) :Z*togr * o(o) .

Aus der Gleichung ,r.i, ,rt*, noch gemäss (2.5)

"i oru,(2.7) J;:tosr +o(l).
1-

Diese Gleichung kann auch

(2.7') 
t+d,t:tosr+o(r)

geschrieben werden, oder auch noch mit Hilfe der tr'unktion p

i oft\(2.s) l;dt:o(t).
1) Uber andere Herleitungen dieser Gleichung vgl. [16], 1227, 125).
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2.2. Die §elberg'sche Ungleichung. Wir leiten im folgenden, ausgehend
von den Gleichungen (2.6) und (2.6'), eine Ungleichung her, wo das Diffe-
rential d,y durch das Differential dt ersetzt ist. Dazu bezeichnen wir

*+

(2.e) a(r) : [ ,(+\ d,rp(t) : Z ,t(*) A(n) ,

,L \t'/ ^o=n 
*

(2.10) §(r) : tp(r)Iogr * at(r) - [ yL 
".I t *"'

Darxr folgt aus den Gleichungen (2.5) und (2.6')

(2.11) §(r) : Zrlogn + O(r),

(2.12) d§(r) : logt ily(t) + d(,,(t) : Zlogt dt + dH(t) ,

wobei wir die n'unktion

(2.12') R(r): §(r) - 2rlogr l2r - Z: O(r)

so bestimmen, dass sie ftir fr : I verschwindet.
Wir gehen nun rron der Gleichung (2.6) aus und iterieren sie einmal,

fr
indem wir 7 statt r einsetzen:

/r\ 
|+

e\7i rogz : 
'(;) 

rog, - | ,(*) dw@) * r(+)

Durch Einsetzen in die Ct"i"trrg 12.6) ergibt sich

,+ *+ |+

s(r)togzn : -,{n(f) .*, av{t) +,[ av1),1 ,(*) d,p(u)

e+

. I ,(+) d,p(t) * o(rtoga) .

1-

Gemäss der asymptotischen Gleichung (2.7) ist das dritte rntegral rechts
O(rlogr). fm zweiten Integral kehren wir die fntegrationsanordnung fol-
gendermassen um:



n+
,+t

,l orur,l ,(*) d''lp(u): 
A.nr*r lJ(fi) 

n'*'
l- l- -n

x+

:"ä.n C) An<ot 
n(]) :,{ n(i) a,at,

wobei die Gleichung die X'orm

r+

q(r)togzr : I n(;) ,- bgt d,v(t) + d,e,(t)) | o(urogr)
1-

annimmt. In dieser Gleichung gehen wir nun zu absoluten Beträgen iiber

und wenden die Differentialformel (2.12) an; dann haben wir
,+
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Wegen der Definitionen der X'unktionen q und R ist q(I) : - 1,

,E(r) : 0, und aus der Gleichung (2.12') folgt

r* x* r{

1- 1- 1-\1,,(;) td*('[)

lp(r)l rog,r =, I l,(;)lbgt at *,[],(;)l d,R(t) + o(utogr),

wo noch das zweite Integral rechts abzuschätzen ist.

-o(r) * ,(l ,\0, *(+) ,l),:1r,,, -|R$)d,1-(;) ,

x,

und fiir das Integral in Klammern besteht die Abschätzung

*+ *+ '+

,[,10,,(;) 'l= 
-,[ ,(*(+).,(;» : *,{ue:! : o@Losu)

Alles in allem erhalten wir die Belberg'sche Ungl,eichung

Diese Ungleichung erhält eine bequemere Form, wenn man statt der

Veränderlichen r und f deren Logarithmen verwendet. Werden diese

wiederum mit r bzw. I bezeichrret, und setzt man

(2.13) r(u):e-'q(d):e-'Y(d) - L,

so nimmt die Selberg'sche Ungleichung folgende Form an:
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(2.L4)

Aus

(2.15)

, (*) : 3 I,r(t), (r - t) dt + o(;)

den ,r*o*rl Veränderlichen in

2r
',r(r)i = - Jr'0

der Gleichung

F
I

lr(x - t)', tdt +

(2.8), die mit
fi

iibergeht, folgt die Existenz einer Konstarte c 2 0, so dass die Ungleichung

v

{2.L5')

in allen fnbrvallen 0<r<r<gr besteht.
Bemerkung. Das Differential dap kann auch ohne Iteration aus d.er

Gleichung (2.6) eliminiert werden (tt0l); allerdings u'ird die Abschätzung
des Restgliedes dadurch etwas umständlicher. AIs Resultat erhält man

l,(t)d,tl 
. c

:/
lq(r) lrogr -J -(;) dt+ o(rlogrogr)

IT
tr(r)t < ; I VQ)t d,t + r(ry),

oder

(2.L4',)

wo r(r) die X'unktion (2.I3) bedeutet. Wie der Verfasser ([I1]) gezeigt hat,
kann der Primzahlsatz aach aus der Ungleichung (2.14') gefolgert werden,
sogar etwas einfacher als in dieser Arbeit. Uber den Zusammenhang
zwischen (2.14) und (2.L4') vgl. i6, ss. 364-51.

2.3. Der Primzahlsatz. Der Primzahlsatz y,(r-) - r oder p(r) : o(r)
erhält durch die neuen Bezeichnungen die Form r(r) : o(l). Nach (2.I8)
ist wenigstens r(r) : Q111' also ist die obere Grenze

l:t sup tr(r) - ),

endlich, und der Pfimzahlsatz behauptet dass ),- 0 ist.
Zum Beweis betrachten wir die Folge

(2.16)

(2.17)

der Punkte, wo die X'unktion r(r) ihr Vorzeichen ändert. X'alls nun eine
Zahl fr ) 0 existiert, so dass r(r) sein Yorzeichen f.ir r ) f unverändert
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beibehält, so folgt der Primzahlsatz unmittelbar aus den Ungleichungen
(2.1a) und (2.L5'); denn dann haben wir

lr(t)l@-t)dt ir(t)l d,t + dt

i

=*( t\J
0I lr(t)l tdt

e

).{

+ l/ " /r(u)d,ul/ ,0u,,,/ 
,u,

+ 
I{rg)td,t

| / 
r('[)

I

i

tdtl +
l

o(r)

ferner gemäss (2.L5')

lJ ' \"/
i

d") o(*) ,

somit nach (2.L4)

r(r) - :- o(1)

Im entgegengesetzten Fall ist die Folge (2.I7) unendlich; dann fiihren
wir den Beweis indirekt und nehmen an, es sei die obere Grenze (2.16)
positiv, also I > 0. Wir u'ählen dann die Zahl l' so, dass 0 < ).' < 1,

1' 11, und bezeichnen mit Z, dte Gesamtlänge derjenigen Teilintervalle
von /,: ni+r - ri, wo ir(r)) t 1'. Im Komplement /, - Z, hut, 

^^ndann lr(r)l 2 ),', und weil r(u) sein Yorzeichen in dem Intervall
/; : &i, r - ni unverändert beibehält, so folgt &us (2.I5'), dass

L'(Ai - /i) < c, somit

,(*)

(2. 18)

Folgende elementare Betrachtung ergibt fiir Ai, noch eine zweite Ab-
schätzung. Aus dem Ausdruck (2.13) der X'unktion r(r) ist zu sehen, dass
das Yorzeichen dieser X'unktion nur in den Sprungstellen der monoton
wachsenden Sprungfunktion tp(e:) lron - zu f iibergehen kann, während
der entgegengesetzte Vorzeichenwechsel nur in Stetigkeitsstellen von r(r)
stattfinden kann. fn einem der Endpunkte ni, ni+L des fntervalles /, ist
r(r) somit stetig und hier geht sein Vorzeichen von * zu - iiber. fst dies
im Endpunkt rr*, der X'all, so hat r:;.an r(rr*) : s-*;+ty(s"r+r) I : 0,
also y1e';+r) - e"i+t und r(r) : eri+L-* - I in einer gewissen Umgebung
des Punktes n;+r. Aus dem Verlauf der Funktion r(x) (Abb. 1 a) ist zu
sehen, dass dann im ganzen Intervall li die Ungleichung
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I

I

I

I

I

I

I

Y=e
.-. 4

Xt

tog(1 + ).')

log(1 + 1') und

l.
xiL

\
Abb. I a Abb. r b

0 .< r(x) < di+r-, _ L

besteht. Ist, wiederum r(r) im Endpunkte r; stetig (Abb. t b), so besteht
im Intervall /r die Ungleichung

02r(r)2e*i-"-L.
Im ersten X'aII ist somit lr(r)l : r(r) ! )" im Intervall li jedenfalls

fiir 12 r,*1- log(1 + ).'), im zweiten Fall ist lr@)l: - r(r) { i'
jedenfalls fii.r r3ri-log(t-,1'), alsowegen log(f f ,tr')f log(1-i.')<0
wenigstens fiir r <r; * log(1 f ,1'). Somit hat man

(2.1e)

(2.L9')

falls /; < log(1 + ).').

Aus den Abschätzungen (2.18), (2.19) und (2.19') folgt nun die Existenz
einer positiven Konstante ?9 < 1, so dass in sämtlichen Intervallen Åi
die Ungleichung

(2.20) Z,Z I Åi

besteht. In der Tat: wegen (2.19') können wir uns auf die Intervalle

Al2log(l | 1.') beschränken und haben dann fiir Z, die Abschätzungen

TV)
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(2.18) und (2.1e).
tog(I + 1')

=: 4./ tL

Diese geben fiir
c

dieselbe Abschätzung, falls I -iZ;
c

^lA

rnit

, alsc fiir Ai + log(I + 1') -- Å , und es besteht

T,

dann die I-Ingleichung (2.20)

(2.20')
zi' log(1 + ),')

o + 2'log(1 + 1')

Ist nun Ar) /, so besteht die Abschätzang (2.20) mif der Konstante
(2.20') a fortiori wegen (2.18) und fi'd;r 4 I Å besteht sie a fortiori wegen
(2.19); sie besteht somit in sämtlichen Intervallen y';.

I{ach der Definition (2.16) der Konstante .1 können wir fiir jedes

e > 0 die ZahT r, so annehmen, dass r(r)l < I * e fiir r) *". Bezeich-
net clann r* die kleinste Zahlder Folge (2.17), die ä ru ist,antd *o) r^
eine beliebige Zahl derselben Folge, so besteht im fntervalle (0, r, - r^)
die Ungleichtng lr(r" - ,)l < 2 f e und gemäss (2.20) ist die Gesamtlänge
derjenigen Teilintervalle des erwähnten fntervalles wo lr(r" - t)l < 1'
grösser als r9(r" - r-). Somit haben wir

*n
n

II ir(r"
I

a)

0

xn- xm
n

I

IU
0

.:
I

t)' tdt -i- I ,,r(rn ,) I tdt
I

*ri- **

*"- I*
I

J
0

xn- xm
r
I

().--- e) I tdt - (1 -I
b

O(xn- x*)
la

I

1' -r- e) I tdt + O(r")
J
0

-(7 
t^ ^()zt'.) 1r,^',r'r(''-r^\2:1,1 te-82(7-1'+r)) , lO(r")

-2< U, + e - 02(1 - ): + 4\ + a o@^),

woraus durch Anwendung der Ungleichung (2.1q fiir tr,: nn die
Ungleichung

*n

2r
- 0'(1 f e - 1')+r(*)

folgen wiirde, somit wegen rn ---> @ fiir n --> @ eine fiir jedes e ) 0
giiltige Ungleichung

i : limsup lr(r)l < )" + e - 82(1 *, - 1')

also ein Widerspruch )" < X; dieser kann nur darin seinen Grund haben,
dass die Antithese )" > 0 falsch ist. Folglich ist .1 : 0 und der Primzahl-
satz bewiesen.
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II. unBn DIE ÄqUIVALENTEN DES PRTMZAHLSATZES

§ 3. Der Primzahlsatz mittels der e-Funktion

3.r. Die Fragestellung. Bezeichnen wir
x+

(B.r) h(r): t-9 : y A(n)

,'-'nlnn'
(3.2) e(t) : h(*) - togr I y,

mit einer vorläufig beliebigen Konstante 7, so ist nach (2.7) e(n) : O(l)
und aus der Gleichung

xT

geht durch Abschätzung des Integralgliedes hervor, dass der Primzatrlsatz
in der X'assung v@) - * : p(r) : o(x) eine X'olge der Gleichung

e(r) - o(1)

ist. Bei passender Wahl der Konstante 7 kann die Gleichung (3.3) analog

der Methode des vorigen Kapitels bewiesen werden. Wir stellen uns aber die

Aufgabe, diesen Beweis im Schlussteile auf eine andere Weise zu bringen,
dh. eine neue Variante des Selberg'schen Beweises vorzulegen.

3.2. Vorbereitenite Betrachtungen. Um eine mit der Selberg'schen asymp-
totischen Gleichung parallele Gleichung herzuleiten, wenden wir den Hilfs-
satz von Tatazawa und Iseki (Nr. 2.1.) auf die X'unktion

f(r) : re(r)

an, wobei wir die Konstante 7 so bestimmen, dass die Grössenordnung der

X'unktion g möglichst klein wird. Durch Einsetzen in (2.1) ergibt sich

r+r I r\dltl
s(r):rtogrJr\-rli'

1-

: rtosn{.4,i,1rnru, - 
'or*-4,}, 

* 
^4,ry 

! vrogr * cv *'(*)}

: (y - C) rtogzr * (, 
^4.Y - logzr + ,r) rtogr I o(togzr) ,

wo C dte Euler'sche Konstante ist. Setzen wir also

x
r

I
v

I

dh(t) - n- I + lt
x{
f

,p(r) : I t
J1-

(3.3)
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r: c, l:-.(r"ä ,Y - .*,,) L, cz: x.

so haben wir

g(r) : xrlog* { O(logzr) : xlrflogz f O(logzr) ,

und wie im ersten Kapitel schliessen wir, dass die linke Seite der Gleichung
(2.1') O(r) ist. Somit ergibt sich durch Einsetzen und Dividieren mit r
als Analogon der Selberg'schen asymptotischen Gleichung

(3.4) e(r) togr * f ,(;) dh(t) :o(1)

Aus der Herleitung dieser Gleichung geht noch hervor, dass

und weil andererseits

'i,[ ,Hry', -o

\-' \J -;)-t- o(L) <; o\

so 
"rt 

tutt.rr. 

wir

(!\r(fl) l)+o(,,

x*
F\

I t(dtl(t) + dto$) + oe) - o(r)

f rr\d,t f eft\(35) l,hl ;-J;dt-o(t),
als die Parallele der ;*r*rtoti.rfrurl Gleichung (2.8).

B.B. Die Funktionen k(*) und kr(*). Setzt man in die Gleichung

d.en Ausdruck von e(r) aus der Gleichung (3.2) ein, so wird

x! r*

I ^(+) 
dh(t) * | bgt dh(t) - togzr+ z crogr : o(r)

1-

(3.4)

oder
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(3.6) hr(r) * fbgt ah@ : logzr - 2 C togr ! /(r) ,

,l
wo /(r) : 9111 und

*+ ,+r lr\ _t ln\ tda(t)(8.6') h,(d :,J n\r)anot : _!.; Antot ^\;) 
:.J ,- ,

wobei «-r die frrr.rr"r, (2.9) bedeut"t. erra"r"rseits folgt r* U* Gleichung
(3.4) durch ähnliche Iteration und Umkehrung der fntegrationsanordnung
wie im ersten Kapitel

r"*(3.7) e(r) : @ I ,(i) Ao,<t)-rogr dh(t)) +r(#) ,

wobei die Gleichurg tr]ull zu beriicksichtigen ist.
Wir gehen nun in den Gleichungen (3.4), (3.7) und (3.6) zu den Logarith-

men der Veränderlichen iiber und bezeichnen

It(r) : h(e") , ltr(r) : hz@") , r(r) : 614'1 ,

wobei wir die folgenden Gleichungen erhalten:

r+

(3.8) r(r) : - + I r@ - t) dk(t) +, (*) 
,

r+o
I f /r\(3.e) r(r) : *, J ,1* - t) (dkr(t) - fdÄ.(t)) + , (;/

r.

yt

äus der letzten Gleichlrng ergibt sich noch clurch Differentation

(3.10') dlcr(t) + t dk\:- 2tdt - 2C dt * clö(r) .

Es sei noch hemerkt, dass k(r) =- fr -.1- O(L) ist und dass \,4.egerl

i! ":
kr(*) == lk@_--t)dk(t)- xk(x)- 

ltdk(t)+ 
o(n),

J

x*
ta tio
Itdk(t) = rtc(x) I k(t)dt*o(x)JJ
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die Gleichung

(3.1 I )

x*
n

I

kr(*): J tdk(t)
0

fiz
*O(r)- z +O(*)

besteht; also stimmen in der Gleichung (3.10) die Glieder links bis aluf O(n)

in bezug auf ihre Grössenordnung tiberein. Uberdies sei bemerkt, dass die

beiden X'unktionen k und fu, offenbar monoton zunehmend sind'.

3'4' Der Primzahlsatn' Der Primzahlsatz e(r): o(l) geht mit neuen

Yeränderlichen in die Form r(r): o(1) iiber, und wegen (3'5) besteht die

asymptotische Gleichung

(3.12)

(3. I 2')
i
I r(t) dt

J

f ,(t) (tt: o(t)
J

und somit auch die I-Ingleichung

1c

mit einer geeigneten Konstante c in allen Intervallen 01r{t{y.
Geht man in der Gleichung (3'9) (oder, falls eine völlige Analogie er-

v'iinscht ist, schon in der Gleichung (3.7)) zu den absoluten Beträgen iiber,

so kann man mittels der Differentialformel (3.10') eine mit, (2.14) formell
identische Ungleichung herleiten, wonach der Beweis prinzipiell wie im
ersten Kapitel durchgefiihrt werden kann. fndessen wollen wir im folgenden

zeigen, wie der Primzahlsatz unmittelbar aus der Gleichung (3.9) bewiesen

werd.en kannl). Der Vergleich mit der X'ormel (3.10') gibt uns Anlass das

Integral rechts in (3.9) mit verändertem Vorzeichen im zweihen Differential
zu betrachten. wegen den Gleichungen (3.1O',) und (3.12) und den Betrach-

tungen auf der Seite 19 haben wir

1) Dass dies hier möglich ist, hat seinen Gnrnd darin, dass die Differentialformel
(3,10,) mehr besagt als die entsprechende Formel (2.12) im ersten l{apitel; denn aus

(2.12) ergibt sich nur

tdk(t) + d.k2(t) : ztat 1 aEPl ,

wo 
*f 

or,r,,R(n): I ---: o(x).
Je'
0
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rf'x*
I ,w-t)(dk,(t) +tdk(t)):, 

J 
,o-t)tdt - r, f ,w_ t)dt* l,o - t)dö(t\

o 
* ,u nu *+ 

ö

rrr/': 2r I r(t)dt - z I r(t)ilr -zC I r(t)dt + I r@ - t)dö(t)JJJJ uoo
x+

: I r(r - t) dö(t) i O(r) ,

{
und fiir das letzte fntegral besteht wegen k(r) : O(r) die Abschätzung

x+ s+ ,+r f lr \l r@ - t)dö(t) : I atq d,r(u- t) + o(t) 
= 

o( I dr@ - t)'lr r \/ t
,+

=ol frurat+d,t)):o@),r.J ')
somit 

e+

(B.rB) + I r@ - t) (dk,(t) * tdk(t)): ,(*)

Wir bezeich."r, *r"å,
(3.14) .1 : limsup lr(r)l : rrlåX{lim sup r(u) , - liminf - r(r)),

. wobei der Primzahlsatz behauptet, dass ).:0 ist. Wir nehmen an, es
wäre )'> 0 und zeigen, dass dies zum widerspruch fiihrt. Dazu u.'älr.len
wir eine unendliche Zahlenfolge fro, so dass limr(r,): !. l, od.er nach
(3.e)

8o*

(3.r5) u*+ [ rO,- t) (dkz|) -td,k(t)) : * ),
-rj

und bestimmen ftir ein beliebiges e ) 0 eine ZaIil r, so dass lr(r)l < X t e

fiir r ) ru. Es bestehe nun in der Gleichung (8.15) rechts das Pluszeichen.
Dann folgt aus dieser Gleichung und aus (3.18)

tol eo*

2f zf
^:E.l 

r(x,-t)dkz(t) *o(t) : -A lr@"-t)tdk(t)*o(r),*"d

und andereroseits nach (B.ll)
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, "i , ""i

^ 
: ; I xdkz1)* o(r) : E I mt'py* o(r),

somit
*ol *ol

rf tl
(3.16) A I U-r(r,-t))dkz(t) * = J tt+r(ro-t)\tdk(t):o(1) .*' Jo ''' ,,

Diese Gleichung besteht offensichtlich auch dann, wenn die Integration nur
iiber die Strecke (0, r, - r") erstreckt wird. Wir wählen nun eine posi-
tiva Zahl 1' < ). und teilen dieses Integrationsintervall in Teilgebiete
I+, I-, und I, je nachdem welche der Ungleichungen r(r, - t) > 1',
r(r, - t) < - 1' und lr(*, - t)l < f in ihnen besteht,. Dann folgt aus
(3.16)

u f , f 1-); f
o(r) > - _2 | a41t1 -= | tatcpl t- * - l{anr6+tdk(t)).n;J, n;J r; J'rr- r' 7

Daraus ergibt sich, da die ersten Glieder nach (3.11) o(1) sind und das
dritte nichtnegativ, die Gleichung

tr(3.r7) _, | {d,kr(t) + tdk(t)\: o(1).
"rl

Besteht in der Gleichung (3.I5) rechts das Minuszeichen, so kann diese
Gleichung auf eine ähnliche Weise abgeleitet werden. Wir decken den
Widerspruch auf, indem lrir zeigen, dass die untere Grenze der linken
Seite der Gleichung (3.17) andererseits positiv ist. Dazu betrachten wir eine
beliebige Strecke /, deren Länge / der Bedingung

2c(3.rs) 7 Z t
mit der Konstante c in (3.12') geniigt. Falls r(r) im Intervall I sein
Vorzeichen unverändert beibehält, so kann nicht im gauzer. Intervall die

);
Ungleichung lr(r)l = T bestehen; denn daraus wiirde folgen

tr I 1,
I I rt\il| > / - ) elrJ'"' 2:v'

entgegen der Ungleichung (3.12'). Somit gibt es im fntervall ,I wenigstens
);

einen Punkt 6 mit der Eigenschaft lr(f)l < Z . Wir zeigen dass dasselbe
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fiir ein geniigend grosses r auch dann gilt, wenn r(r) im fntervall 1 sein
Vorzeichen ändert, wobei wir uns selbstverständlich auf den Fall beschränken
können, wo die X'unktion r(r) an der Stelle 6 des Yorzeichenwechsels
unstetig ist; aus der Definition der erwähnten Funktion geht hervor, dass

dies nur an den Stellen der Fall sein kann, wo die X'unktion r zunehmend
und e§ eine Primzahlpotenz ist. Dann aber haben wir

§*

f dr(e'\ A(e!\ E

Ir(§+)l * Ir(6-)l : r(€+) - r(E-) : | 
- 

:',' a --" : o(1).' \:T/ ' \> -/ 
,J- 

e' eE : 
e'

Daher sind sowohl lr(1+)l als ir(f-)l bei geniigend grossem 6 beliebig
klein, woraus die Behauptung folgt.

Andererseits folgt aus der Definition der X'unktion r

und ferner gemäss dieser LTngleichung und
setzen in das Integralglied und einfaches

r(r -+ h) { r(r) -f- lL

der Gleiclrung (3.8) durch Ein-
Recirnen

+ o(1) .

Also existiert eine positive Zahl 11 ( ,l'), so d"ass fiir ein gentigend grosses r die

L',1
Ungleichunglr(r+h)-r@)l 1T fiir h=T besteht. Setzen wir

noeh fiir die Länge / die Bedingung

2c
"1',

an, so erhalten wir als Zusammenfassung der obigen Schlussfolgerungen
folgendes Resultat:

In jedem Interuall, dessen Lringe der BedingtLttg (3.19) geniigt und dessen

AnfangsTtunlct ei,ne feste Zahl, X iiberschreitet. gibt es u'enigstens einen Teil-
'interaall, d,essen Ltinge > 1 ttt unil uo die Urryleichung ,r(r) I i,' bestehi.

lYir teilen nun die Strecke (X,r") in gleiche Interr,'alle { von der
Länge Å; deren Anzahl ist also

Bezeichnen wir dann mit d; einen Teilintervall von ! mit der Eigenschaft

lr(r)l { 1', so sind die Längen aller Intervalle d; } ,i und aus der Defi-
nition des Gebietes 7 folgt, dass alle Strecken d; als Teilgebiet zu ihm
gehören. Also haben wir nach der Differentialformel (3.10')

(3. l e)

(3.20)



Yurxxo Nuy.tNLrNNA, TJber die elementaren Beweise der Prirnzahlsätze 29

fnlvf^.f(8.2r) | g*,1t1 + tdk(t)\ >z | | ut - 2c Z I at + 2 I aa@.
J i?, J i=rJ FtJ
1åj6jöj

Hier sind das zweite und dies dritte Glied rechts von der Grössenordnung
O(r,). In bezug auf das zweite ist dies evident. Um das dritte abzuschd,fzen,

wählen wir eine Zahl h) 0, so dass die L-ngleichun r I I dö@l < k fnr
lJ I

jedes j besteht; dann ist wegen (3.20) öi

wie behauptet'.
Wir schätzen nun das erste Glied in (3.21) ab. Dazu bemerken wir, dass

das fntervall äi (> 11 gun, in .I; enthalten ist, so dass

(i-\ a +7rr
I ut > | tat> (j - r) a),;

I ,,!,,,
also folgt nach (3.20)

* f =m(m-r) il 1*,-X \l*"-X \
,2, I tdt > ti. -ru , "; 

\; - r,) (-2'- - ,)
t:r',ii

\,l r'':.;\2J - ',I)) '

Zusamrrenfassend folgt also aus der Llngleichung (3.21)

tr I
;1 J Ur',tt) + tdk(t)) > ) + otr),

1

und da dies der Gleichung (3.17) widerspricht, muss die Anthithese l> 0

falsch sein, v,omit der Primzahlsatz bewiesen ist.

3 §. Uber analere Äquivalenten des Primzahlsatzes

4.r. Äquivalenzsätze. Als Yorbereitung der später vorgelegten parallelen
Bev'eise des Primzahlsatzes zeigen rtir im folgenden, dass die Gleichungen

(4.1) e@):,t@)-r:o(r),
(4.2) e(r) : e11; ,

(4.3) ttt(r) : 
^11.t(n) 

: o(x) ,

.å,itdö(t)i . mk= +@.- x)- o(*.)
i=r'ti I
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(4.4) B(*):,1 *::,ä, +:o(r)
untereinander, und somit auch mit dem Primzahlsatz gleichbedeutend sind.
Es wird sich zeigen, dass diese Gleichungen in zwei »Zyklen»

(4.1) (4. 1)

/\
/\

(1.2)< (4.4)

fl\

so angeordnet werden können, dass die erwähnten Gleichungen in beiden
Fäilen logische Folgen von einander in angegebener Ordnung sind.

In Nr. 3.1. haben wir schon gezeigt, dass (4.1) aus (4.2) folgt. In ent-
sprechender Weise ergibt sich, dass (4.3) eine Folge von (a.a)ist. Es eriibrigt
sich also zu beweisen dass

(A) aus der Gleichung e(r) : o(r) die Gleichung B(r): s111 ,

(B) -»- B(r) : s1r1 -»- e(r) : s111 ,

(C) -»- M(r) :61s1 -»- g(r) : o(r)

folgt.

4.2. Hilfssätze. Wir gehen von der wohlbekannten as5rmptotischen
X'ormel (2.8. [15, s. 26])

(4.5) D(*):^|.d,(n):rlogr+ (2C - I)r +Ott/il

aus; il(n) bedeutet hier, wie iiblich, die Anzahl der positiven tr'aktoren der
Zahl n. Ein Vergieich mit der Entwicklung

(1.10) f@) :,1,logn:rlogr- *|O(logr)

fiihrt zu dem Ergebnis: Definieren wir die zahlentheoretische X'unktion r(zr)
durch den Äusdruck

r(n):d(n)-logn-2C,
so erhalten wir fiir die entsprechende Summenfunktion -E(r) die Abschät-
zung

(4.6) R(r) : _1,r@) 
: D(r) - T(r) - 2 Clu): o(t/i) .
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Wir bezeichnen f'erner

(4.7) L(*):^Z-!:bg*+ C +r(+)
Xa

(4.s) /(r): Z+ : fooro' ,
n<r 'o ,"-

wor&us sich wegen (a.6) die Gleichung

x+ x+ x+

(4.e) or*, :,[y! * ,r,[!'it *,[ T
r+
r dTfi\:J-;tl2cl(r)+t'+R@)

ergibt; hier ist I eine Ot*rr*-r" Konstante und ,E(z) eine nur bei ganzen

Zabfen seinen Wert ändernde Sprungfunktion der Ordnung O(r-+).
X'iir die X'unktionen D :und / gelten noch folgende Gleichungen:

t'rl "fl *1D(r):; z.r: r l;l : Jl;)rw,n3* d n nS* I ,I_

*+

/(r) :Z 1 »., : I + I ) : I r(t)0"0,,
^g,n ii^ ^Q* 

n 
^Z +* ,J_ \t I

somit wegen der Möbius'schen bzw. allgemeinen Umkehrformel

,+

(4 ro) | ,(+) d,M(t) : tr),
,r*

(4.rr) | ,(+) dBpl : 11*y

1-

Wir brauchen noch fiir die Funktionen M und B asymptotische
Formeln, die der Gleichung (2.S) parallel sind. Dazu beachten wir die

Gleichungen
*+ s+(4t2) l-(+)dut: lrff)ff:,,
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die entweder unmittelbar durch die Grundeigenschaft (1.1) der Funktion pa

oder mittels der Umkehrsätze bewiesen werden können. Da andererseits

x+*x+

" l ry: : | *(+) " * o(r) : I n,(+) *r t o(r),

so folgt rr. U". 
"".r"'.r 

Gleichung (4.12) 
1-

.i 
o*0,(4.I3) B(ru) : J ;: o(1)

und wegen dieser Gieichung ,rr,i-U", zweitenGleichung (.1.12)

(4.14)

4.3. Beweis iles Äquivalenzsatzes (A). Wir nehmen ån, es sei die
Gleichung p(r) : o(r) in Kraft und beweisen die Gleichung B(r) : s111.

Dazu gehen wir von der Gleichung (a.la) aus, die wir

*r+rr
I B(t) d, logt : B(r) logr - | logt dB(t) : 9111
J-_J

schreiben. ,j,rur. geht hervor, d.ass urJ *"nrrrtung mit der Gleichung

x+

I loet dB(t) : o(logr)

t"-

gleichbedeutend ist (die also auch mit dem Primzahlsatz äquivalent istl).
Um diese Gleichung zu beweisen, gehen n-ir von der Gleichung (I.7')

A(n):-lp,@,)tosd,
,l 1o

aus, wor&us nach dem }Iöbius'schen Umkehrsatz die Gleichung

/n\
.p(n)togn: - Z A(d)p\i)

da

folgt; somit

') YgI. z,B. [9], [21].



e+

(4.r5) [ bEtaBut : y ptg):* : - y A(*) » l@)
J " oZn n n?* rn -, n

,+ 
:* 

* 
- "= h

: - I u(.,)tuY: - l,(;)i' - l,(r'l' + - l,(;),(f),
*'r" i* der Ausrechrrrn* J", letztenrrrtlrrl". t 

"rrrorg"ntL 
*"*", (a.la) ist

das erste Integral O(1); aus dem zweiten ersehen wir gemäss der Annahme
und der Gleichung (4.13) leicht, dass es o(logr) ist. Um das dritte abzu-
schätzen, wählen wir fiir ein beliebiges e ) 0 die ZahL zu, so dass i p@)l < e r
fiJrr r ) r. ist und haben dann 

n 
+*+ x+ &e r+

- l,$),(#) : l+r,(+)+o(r) :,(l wBa)t)*,(lrdB(,)r)
1- r- 1- 

;_
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und aus der Abschä Latng ld,B(»t = ff 
folgt leicht, dass die beiden Inte-

grale rechts o(logr) sind. Somit ist die linke Seite der Gleichung (a.15)
o(!ogr), was die Behauptung beweist.

Es sei noch bemerkt dass, falls die später errr.ähnte Selberg'sche asymp-
totische Gleichung (4.19) fiir die Funktion B als bekannt vorausgesetzt
wird. dieser Bev-eis kiirzer durchgefiihrt rverden kann. IJmgekehrt können
wir die Gleichung (4.10) mittels der llethode dieses, von Landau ([8]) stam-
menden Be'weises. auch ohne den HilfssatzvonTatuzawa und fseki beweisen.

4.4. Beweis des Äquivalenzsatzes (B). Wir nehmen &L, es sei
B1r1 : o(I) und beweisen die Gleichung e(r) : o(1)1). Hierzu bringen wir
die Funktion h(r) in die X'orm

t:s!
nl,

x* ]+r I ar(u)
-JdB(t)J u

und formen das innere Integral gemäss (4.9) folgendermassen um:

n1x n ,2*r,n?r n2" n:
v,/,

xm{-
fl

1) Vgl. llz, ss. 147-81"
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Wegen der Gleichung (4.I1) und der Gleichung (4.L2), wobei nur eine
rung der Summationsanordnung nötig ist, folgt dann

(4.16) t (*): Iosr -- o - tB(r) -,f u(;) dB(t)+ o(r) ,

Ände-

wie aus dem asymptotischen Ausdruck von Z(r) hervorgeht. Wegen der
Annahme folgt die Behauptung aus dieser Gleichung, wenn wir zeigen kön-
nen, dass das fntegralglied o(1) ist. Um dies zu erreichen, wählen wir aus
dem Intervalle (0,1) die Zahl d und bezeichnen

xl ör*

,[ 
r(+) dBu):,{ r(+)

Wegen R@)- O@-*'1 erhalten wir
z1d'.r,Lg

tl

1+

rz: lr(+) d,B(tr)- E( L) B(r)
ö+

"f
d,B(t) + J' 

a(fl dBQ) : rL * rz.

wobei u(d) mit ö verschwindet.
Um das fntegral r, abzuschätzen, stellen wir wegen der tJberlegungen

iiberdien'unktion -E(r) fest, dass d.ie Funktion ,(+) im Intervalle (d, t)

eine Sprungfunktion mit einer endlichen Anzahl Sprungstellen li ist.
Bezeichnen wir die entsprechenden Sprtinge der Funktion mit ai, so folgt

,(/ #)rt r('!Hr

/ ri
- R\;/ B(ö"i) -

d.r*

fiir das fntegral rL die Abschät-

4 "'B(tir) ,

welcher Ausdruck ftir jedes ä mit wachsendem ,r gegen Null strebt. AIso
können wir, nachdem wir durch passende \Yahl von d das r, beliebig
klein gemacht haben, dasselbe mit festem d durch geniigend grosses n
auch fiir r, erreichen. Somit ist das Integralglied in der Gleichung (4.16)
o(l), woraus die Behauptung folgt.

4.5. Beweis des Äquivalenzsatzes (C). Wir nehmen schliesslich an,
es bestehe die Gleichunl lw(r) : o(r) und beweisen dadurch die Gleichung

e@): o(r). Dazu gebrauchen wir die Umkehrformeh (r.8) und (4.r0)
und erhalten dann fiir die X'unktion q(r) gemäss (a.6)und (a.12) denAus-
druck



e@) :,p(*) - ta) t o(t) : I t (, - "(r) dMQ) + o(t)

x+ ,+ 
1- 

x+

: -,{ ,(:) dMQ) -rr,llldtr(t) +o(,) : -,{ o(i) r*r+ o(1) ,

wobei in $.12) die Summenanordnung umzukehren ist. Daher ergibt sich,
dass die Behauptung mit der Gleichung

'f /r\(4.t7) 
,l 

*\t) dM1t1: s1*y

gleichbedeutend ist. Um diese Gleichung zu beweisen, verfahren wir analog
dem friiheren Beweis und schreiben

x+ ör* ,+

{ .(+) o*ot :,1' (;) d'M(t) +,1 .(+) dMQ) :§r * sz (0< d < I).

X'iir das erste Glied besteht die Abschätzung

ör ås

rs,r < l),(+) d,:,(l y +.): e(d)r,

wobei u(ä) mit d verschwindet. 
o

Das Glied §, schreiben wir
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§, : .B(r) M(*) - R(ö) ItI(ör) - | *0, ou(+) ,

ör1'

woraus zu sehen ist, dass die zwei ersten Glieder o(r) bei festem d sind.
Dasselbe gilt auch fiir das dritte Glied; denn wir können die Zatl tr so gross
annehmen, dass lM(t)l < ef mit beiiebig kleinem e in ör < t < r gtlt;
daher ist

I
dx!"f

/ 'M(t)tlo^(ilör* I_dr*

mit einer von ö abhängenden Konstante ffr. Also können wir, analog mit
dem friiheren Beweise, durch passende Wahl von d und r die beiden
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ls, I ls,l
Zahfen ]] und .- beliebig klein machen, wor&us folgt dass die linke

Seite der Gleichung (4.17), somit, auch die n'unktion A(/) von der Grössen-

ordnung o(r) ist w.z.b.w.

4.6. Die Parallelen zu der §elberg'schen asymptotischen Gleichung und
Ungleichung. Wir zeigenkurz, wie der Primzahlsatz mittels der Gleichungen

(4.3) und (4.4) durch genaues Befolgen der Methode des ersten Kapitels
bewiesen werden kann. Dazu wenden wir den Hilfssatz von Tatuzawa und
Iseki (Nr. 2.1.) auf die X'unktionen /r(r) : M(r) und fr(r): rB(r) an,

wobei wir wegen (4.I2) unmittelbar 9t@) : logr und gz@) : rlogu
: lrllogr f O(logr) erhalten. Gemäss den Betrachtungen im ersten

Kapitel ist dann in beiden Fällen die linke Seite der Gleichung (2.1) von
der Grössenordnung O(r), und man erhält so

(4. 18) M (r) logr drp(t) - O(*) ,*,[ -(+)

(4. 19)

"!,
B(*)togr * | ,(+) dhpl:o(r) ,

welche der Selberg'schen asymptotischen Gleichung und der Gleichung
(3.a) fiir die Funktion e entsprechenl).

Zur X'ortsetzung der Beweise eliminieren wir die Differentiale d,q bzw.
ith mit derselben Methode wie im ersten Kapitel. Die Analogie ist fast voll-
ständig; der einzige Unterschied tritt bei der Abschätzung der dem Diffe-
rential dg(t) entsprechenden Differentiale auf, die jedoch leicht mittels

dltl
der Ungleichungen idl[(t)l < dlt), ldB(t) 

= ; 
durchgefiihrt werden

kann. So erhalten wir die Parallelen zu der Selberg'schen Ungleichung

I wI <)

i \ tt <)

logf dt + O(* logr) ,

r) Die Gleichungen (4.18) und (a.19) können auch leicht, unmittelbar hergeleitet
werdon (t141, t12 S. 166l). Ygl. auch den Äquivalenzbeweis in Nr. 4.3.

*(l',I
x
n

2l
I

a./

,(;)
lost dt

-, + o(Logr),
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woraus wir durch Ubergehen zu den Logarithmen der Veränderlichen n

nnd ä ein formell mit der Selberg'schen Ungleichung (2.1q identisches
Resultat erhaiten; die X'unktion r hat hier die Werte

(4.20) r(r) : e-" M (e") ; r(x) - B(e") ,

und dazu folgt aus den Gleichungen (4.I3) und (4.L4), dass auch die
Gleichung (2.f5) in beiden X'ällen eine formell identische Parallele besitzt.
Der Primzahlsatz besagt auch iiber die X'unktionen (4.20) dass r(ru): o(L)

ist.

4.7. Beweise iles Primzahlsatzes. Bezeichnen wir wieder

/. : lim sup lr(z)l ,

stellen die Antithese I > 0 auf und behaiten die Bedeutungen von 7',

/i,2, bei, so können wir den im ersten Kapitel vorgelegten Beweis Schritt
fiir Schritt in beiden X'ällen wiedergeben. Eine neue Betrachtung verlangt
nur die Herleitung der (2.19) und (2.I9') entsprechenden Ungleichungen.
Diese können jedoch ziemlich einfach hergeleitet werden, denn wir haben
fiir die beiden X'unktionen mit der Bezeichnungen der Abb. Ib

lr(x)l: lr(*) - r(rt)l ! e-" (ld)- le"t)): sx-'i - I f o(1),

wenn n> ri und r(ri) :0. Also ergeben sich die Ungleichungen (2.r9)
und (2.19') in prinzipiell denselben tr'assungen w-ie friiher. Zum Schluss

erhält man auch hier den Widerspruch i <.1, womit die parallelen Beweise

des Primzahlsatzes durchgefiihrt sind.

[I. DER PRIMZAHLSATZ FUR ARITHMETI§CHE PRO§RESSIONEN

§ 5. Vorbereitenile Betrachtungen

5.I. Einiges iiber ilie Charaktere. Es sei im folgenden dre Zabl k
ein fester Modul. Wir betrachten die Charalctere 7 modulo k, dh. die
Abbildungen X(n) der ganzen Zahlen in das komplexe Zahlengebiet, mit
foigenden Eigenschaften:

l) y,(m) X(n): X(mn) ftir jedes garrze m rnd n.
2) X(m) : X(n), falls m: n(k)
3) y(n) ist I 0 oder : 0 je nachdem dte Zahl ra und. der Modul ft

teilerfremd sind oder nicht.
Bezeichnen wir wie iiblich mit 9(n) die Euler'sche X'unktion, dh. die

Anzahl der zu z teilerfremden ganzen Zatlen im Intervall 0 { a <n, so
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haben wir als n'olgerungen aus diesen Grundeigenschaften (2.8. 17, ss. 197-
2001):

4) Jeder Charakter 7a 0 ist eine Einheitswurzel der Ordnung V(k),
insbesondere also I X(n)l < I fiir jedes y und n.

5) Die Anzahl der Charaktere modulo fr ist : V@); unter ihnen be-
findet sich einer, der sog. Hauptcharakter Io, der identisch : I ist fiir
jedes zu ft teilerfremde n; alle anderen sind l{i,chthauptcharalctere.

6) Die Gleichung X(n) - I gilt fiir alle Charaktere dann und nur dann
wenn z:I(fr) ist.

7) Es bestehen foigende Summierungssätze:
a) Es ist die bei festem Charakter y iber die Zahler' I { n < lc er-

streckte Summe
k\l

L
n:1

4

x(n) - p(k) oder - 0(5.1)

je nachd.em X,

links kann iiber
b) Es ist bei

(5"2)

ein Haupt- oder l{ichthauptcharakter ist; die Summe
ein beliebiges Restsystem modulo k erstreckt u'erden.
festem % die iiber alle Charaktere erstreckte Summe

X(n) : V@) oder - 0

je nachdem n: l(k) ist oder nicht.
Im folgenden werden wir oft Summen von der Form

n: t(h)

^Z,f 
tn)

begegnen; hier ist / eine zahlentheoretische Funktion und die Summe ist
iiber die Zahlen n { r fiir denen n : l(k) gilt, zu erstrecken. Es ist oft
zweckmässig, diese Summe durch eine andere zu ersetzen, u-o sie iber all,e

ganzeu Zahlen n { r erstreckt ist, rras durch die An'rendung der Charak-
tere stattfinden kann. fst nämlich (1, k) : I und l' diejenige modulo fu ein-
deutige ganzeZahl, die der Kongruenz ll' : l(k) geniigt, so folgt aus (5.2)

ll
,@) 4 rlnt') : r1tt1 2 r'(") 7'(t') : I oder : o

je nachdem n : l,(k) ist oder nicht. Daher haben wir die Rekursions-
formel

(5.3)
n=t(k) I
f f (") :- Y x,(t') I x(n) f (rr)

n1x YVul v nlxv(k) i
5.2. Umkehrsatz. Die Funktionen K(r, il unil M(r, il.Wählt man

im allgemeinen Umkehrsatz in § l. a(n): y(n), so erhält man
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(5.4)

f (")

s(n)

: I x(n)
nlx

p(n)YL
n Sx

,(;):,[,(fl dK(,

x(n,,(;):,[ n(fl

,X),

dXt (t , N,) ,

V@) und T (*) setzen wir
n = k(l)

- I logn.
nl x

wo

(5.4')
nSx nSx

X'iir die X'unktion K(r, x) erhalten wir eine asymptotische Gleichung,

in dem wir die Gleichung tiber Division mit Rest auf die Zahlen r und' lc

anwenden und die Gleichung (5.I) beriicksichtigen. Daraus ergibt sich

o0t\
(5.5) K(r,x):,rtf r{R(r,y),

wo R(r,X): O(l) und ar:l oder :0 je nachdem 1 ein Haupt-
oder Nichthauptcharakter isb. Im letzten X'all sehen wir ferner leicht, dass

lK(u, x)l : lil(r, ill < * *t.

Die X'ormeln (5.a) und (5.5) spielen im folgenden dieselbe Rolle wie die

Möbius'schen IJmkehrformeln und die Gleichung r : Lr) + O(l) im ersten

Kapitel.

5.3. Die Funktionen y(k,l; r), ,t@, X), T(k,l; r) und T(r, X). Im
folgenden bedeutet & nach wie vor einen festen Modui und tr eine nt k
teilerfremde garuze Zahl; d:e X'unktion A bedeutet die in der Einleitung
definierte Mangoldt'sche Funktion.

Analog mit den Definitionen der Funktionen
n = l(k)

- Z A(n); f (k ,t; x)
n1x

Dann folgt

(5.6)

mit den Be

1) Ausnahmsweise haben wir in diesen Formeln
doch haben diese die Beschaffenheit eines reellen

auch komplexe Integrale benutzt;
Integrales.

y,(k ,l ; n)

aus (5.3)

I

I v(r'
I

)
)
I

i'ro
zeichnungen
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fnn 
,x) : 

^4.x(n) 
A(n) 

'

l 
n{x

tr'tir die tr'unktion T (*, /,) haben wir n
totische Entwicklung

rf

wobei d"as Integral *l]., R(*, X,o)- o(1)
Um mit den llmkehrformeln (1.8) und

leiten, setzen wir den Ausdruck (1.7) der
Gleichung (5.7 ) ein, r,robei wir die I'ormeln

(5.5) die asymp-

I"sr) :r[ Y\-

offensichtlich konvergiert.
(1.9) analoge Formeln herzu-
Funktion A(n) in die erste

rf
/l

I

J
1.-

ach der Gleichung

(5.s) T(a, il: "r# @bgr - r) + O(logr),

was, analog zu (1.10'), auch in der X'orm

x+

(b.8') r(*, x): ,,.{l !!(t 'il - c(k) - y'{?i\ t o(togr)

geschrieben werden nrrry Ur" Konstante C(k) ist die der Euler'schen Kon-
stante analoge Zahl

af

erhalten; durch Umkehrung

x{

(5.10) T(*,X,):lr(+

ergibt sich

, r) dK(t .

hieraus

,[ 
, (+ , ,) dr(t ,r,)

Aus der Tschebyscheff'schen Gleichung ',p(r) : O(r) folgf unmittelbar,
dass die n'unktion y(h,l;ru) wie auch die Funktionen lp@, X) fiir alle
Charaktere die Grössenordnung O(r) besitzen. Daraus erhalten wir ferner
eine analoge Forme1 zur Gleichung (2.7) in dem X'alle, wo t: Xo ein
Hauptcharakter ist.In der Tat haben wir nach (5.10) und (5.5)



*+ n+

r(r, xo) : + " I atP * | o(+, 
") 

d,p(t, xo)
l- 

,+ 
1-

E@) fd,p(t,-':\"'"J-t#+o(r),
1-

und ein Vergleich mit der Gleichung (5.8) liefert uns das gesuchte Ergebnis

r+

(5.r1) I4\@ : tosr+ o(1).

Ist aber y ,in XU'nmauptcharaklter, so kommen wir auf Uberlegungen,

die tiefer als die anderen in dieser Arbeit liegen. IJm eine störende Unter-
brechung des Gedankens unseres Beweises zu vermeiden, werden wir den

erwählten Beweis später vorlegen. Es wird sich zeigen, dass

*+

Ior(t,il:o(t)
'lt

ist und also fiir alle Charaktere y
x+
fdtft.v\(5.rr') J;: t,.tosr +O(1) ,

wor&us wir mittels a"l1r.t"r, Formel (5.6) die ftir alle zu lc teilerfremden

Zahlen tr giiltige Dirichl,et'sch,e ?ormelt)

io,ur.,,rt r(5.r2) 
,Lff 

: 
,@ 

loga f o(1)

erhalten.

§ 6. Beweis des Primzahlsatzes liir arithmetische Progressionen

6.1. Die asymptotische Gleichung von §elberg. Wir beginnen mit einem

Hilfssatz, der dem im ersten Kapitel vorgelegten Satz von Tatuzawa und
Iseki analog ist.

Es sei y ein beliebiger Charakter, f (r) eine far lVerte r 2 0 d,efi,ruierte

Iunlotion und,
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t) Zwar steht hier die Funktion y(k,l; *) statt der iiblichen 8(k,1,; t), was aber
unwesentlich ist; denn die beiden X'ormeln sind äquivalent (z.B' [22 ss. 58-59]).



42 Ann. Acad. Scient,. Fennicre A. r. 343

ft+

(6.r) s(* , x) : ror* 
^Z*f E) O, : tog*.f f (1) our , ,, .

1-
Dann ist

r+ ,+

(6.2') I ,ff, ,) orr, x):r(r)togx . I ,(+) d,p(t, x).
1- l-

Den Satz beweist man genau so wie im ersten Kapitel, wobei nur die
Grundeigenschaft l) (Nr. 5.1.) der Charaktere und die Gleichung X0) : t
zu beriicksichtigen ist.

Ist nun y ein beliebiger Charakter, so setzen wir

f(*):r!(r,il-trn.
Nach der Umkehrformel (5.10) und der asymptotischen tr'ormel (5.8')

haben wir dann

s(r, x) : - e,Llr,r, * +)logr f o(togzr),

k
somit wegen * : ,(f) K(* , xr) + O(I)

.i
g(r , x) : erxlogr J out, ,xo) * o(logzr)

mit einer geeigneten Konstante - 
^*" 

folgt nach dem Hilfssatz und d.er

Abschätzung (2.2)

,[r!r.,r) 
urO,to) : erxtogr I e,.xtp(r ,)h) *o(,ä ,rr'i*) : o@)

und aus der Gleichung (6.2) ergibt sich rvegen (5.11')

,+

(o.B) rp(r , x)r"r* *,{ ,(i , r) or, , x) : 2 e,rtogr * o(*)

fiir alle Charaktere.
Wir bezeichnen wieder mit l' die Lösung der Kongruenz l,l,' : l(k)

und multiplizieren die Gleichung (6.3) mit 7(l'). Lassen wir dann y alle
Charaktere durchlaufen, so ergibt sich wegen (5.6) durch Summierung der
erhaltenen Gleichungen



Vprrlro I{nveNrrNNA, Uber die elementaren Beweise der Prrrnzahlsätze 43

t - f /u \ zrlosr
,p(k,t,;r)togr + * )) x(t'),/ rh, r) dr?,x): -tr + o(*).

Den Summenausdruck links formen wir folgenderm&ssen um:

,+

^ 
Z xQ')lr(+,loru,x): ,(r) 4 xQ')^Z,x@),tz.nto, n(|)

YYv) x !_ \'

::ä:' A ntot 
^(;) 

:'iF=*.'nn A(d,):uä n(of*^,i" n(0,) .

Die Kongruenzbedingung dd,' : l,(k) mit festem at lc teilerfremdem /
kann offensichtlich durch die Kongruenzen d, : a(lc), d,' = a'(k), w' : l(k)
unddieBedingungen (a,lc): 1 und 0 ( r, ( lc ercetzt, werden; daherist

Z dof''i'o'n(o') - 
t'i:' 'i'' n1o1o'-=2'n'rt1o,1d<x o,a i o{r§k it3x ,,2+

*+
f / r\=,I , l*\r,,',1) dvltc,a;t1 ,

(r,k): t ,J \

wo t'r,' : l(k). Bezeichnen wir ferner

(6.4) p(k ,l; r) : y(k ,1,; r\ - :- .

E(k)'

und wenden die Dirichlet'sche n'ormel (5.I2) an, so erhalten wir ftir die
asymptotische Glei,chung uon Belberg folgende alternative X'ormen:

r+
f I r\ 2rlosr(6.5) rp(k,l;r)logr | ) l rpltt,r' ; i)d,rp(k,u;t) 

: -ff * O(r),
(v,kl:\ ,J- \

r+
f / z\(6.5') q(k ,l;r)togr +. )l . I o\k ,r' ; 1) avOc ,y;t) : o(r) ,

@'h):t,J_ \

mit der Bedingung yy' : l(k). Wie aus der Gleichung III'in der Einleitung
hervorgeht, ist der Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen bewiesen,
wenn wir die Giiltigkeit der Gleichung p(k,l,; r) : o(r) fiir jedes zu lc tei-
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lerfremd.e I erweisen; wegen y(k,l,r): O(r) ist jedenfalls 8(k,1,;r):91v1.
x'erner folgt aus (5.I2), dass ftir jedes zu fu teilerfremde I die Gleichung

besteht.

6.2. Die Ungleichung von Selberg. Wir
ersten Kapitels und leiten eine Parallele zu

(2.L1) a,b. Daza bezeichnen u'ir

o(1)

folgen ständig der Methode des

der Selberg'schen LTngleichung

(v'rr):r 'i / r\
a(k,l;r) : Z, l r\k,r' i t) Ortr,r;t),

w'=l 1J- 
t 

,

f a(k.l;t\
S(k,l ;r) : rp(k,t ; r)7ogr * o(k,l ; r) - J 

t-; rr,

wobei wegen (6.5) die Gleichung ',

(6.7) d§(k,l ;t) :logtd,y(k,l ;t) | d,a(k,1, ;t) : 
v1n1 

logt d,t * d,R(k,l ;t)

mit
I

(6.7') R(tc,l,;r): S(k,l;r) - ,@ 
(rrlogr - 2r * 2): O(r)

besteht. Wir iterieren die Gleichung (6.5'), indem ,ui, I statt r und r"

statt 7 einsetzen. Wie im ersten Kapitel ergibt sich

--t 
.i 

/ .rt
q(k,t ;r)tog2r : -, I_. / n (0,/, ;) Iogt rltl'(k,v ;t)

O'kl:l /- \

u+ 1a
vylr=t f f / r\* ,-'I:, .l ortr ,, ,,) J n l* ,r' ; fi) a,p1* , r,. i u) + o(r logz) ,

lr,hl: t ,rip',ii:r t- r-

wobei die Summierung in der letzten Summe in bezug auf beide Parametern
z und p iiber alle zt k teilerfremden Zahlen des Intervalles (0, fr) er-

streckt werden muss. Im letzten Glied ändern wir wieder die Integrations-
anordnung und können die erwähnte Summe

tpp'=l I r\ d=r,d'=p

,,ä, ,ä n(* ' P' ;;) ooZ, 
A(d) A(d')

(p,*):r
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schreiben. Bezeichnet man hier 1: py, so kann die Summierung iiber den
Indexen ,1 und pl' geschehen und die Summe in der X'orm

*+
p't=t f / z\

*'A:,,/ n\* 'tt') t)daltc')';t'1

gebracht werden. Tauscht man noch die Bezeichnungen der fndexe und
wendet man die Differentialformel (6.7) an, so ergibt sich die Ungleichung

2x

* (n , u' );) 
| 
dR@ ,1, ; t)+ o(rlogr) ,

wor&us wir durch die Abschätztrug des letzten Integralgliedes die Un-
glei,chung aon Selberg 

.
z fl I z\l

- v(k) <,,?1:r J, l"

fiir jedes at lc tetlerfremde I erhalten. Gehen wir wieder zu den Logarith-
men der Veränderlichen iiber, und bezeichnen wir

(6.8) r(k,l ;r) : e-'g(k,l ; e*) : e-*VUc,l ; d) - h,
so erhalten wir als Parallele der Ungleichung (2.14)

(o.e) lr(k ,t;,r)l < + + I f ,rrr ,t in - t)ltdt +, (;)= *' E(k) ,,t:r l
Aus der Gleichung (6.6) oder

folgt noch die Existenz einer Konstante c ) 0, so dass die Ungleichung

fiir jedeslntervall 0'ar{t{g undfiir jedeszu k teilerfremde I
besteht.

n
I

I r(k ,l ; t) dt - O(1)
I

v
f.
I

lr(k,l;t)dt,1c
J
x
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6.3. Der Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen. Der Primzahl-
satz frir arithmetische Progressionen geht durch Anwendung der X'unktionen
r in die Gleichung

r(k ,l; u) : o(L)

iiber, die fiir jedes nt. k tetlerfremde tr gelten soll. Bezeichnen wir

lim sup lr(k ,l i r)l : 1r,

und die grösste von diesen Konstanten mit 1r, so behauptet der Prim-
zahlsatz dass Lt: 0 ist. Wir nehmen an, es wäre )"a > 0 und leiten den
Widerspruch her. Dazu wätrlen wir die ZaIl 1' so dass 0 < 1' ( /.s und

I

(6.10) 0(rr1n21...

die (von der ZahI 7 abhängende) X'olge, die die Stellen der Zeichenwechsel

der X'unktion r(k,l; *) darstellt :uurd. /i, ord 7, d.ieselben Grössen wie
friiher. Dann besteht, aus genau denselben Griinden wie im ersten Kapitel,
eine fiir jedes 71) und jedes i giiltige Ungleichung (2.20), wo nun

?9:
.1'Iog(1 * V@) 

^')c + l.'log(1 * V(t) );)

Von hier ab fiihren wir den Beweis prinzipiell wie im ersten Kapitel zu
Ende; nur ist zu bemerken, dass die Zahlen rn fidlr die Parameter I nicht
dieselben sind. Daher bezeichnen wir fiir ein beliebiges e mit r" die grösste

Za,hl ! r der X'olge (6.10) ftir die X'unktion r(k,u; r) : r,(r), rroraus sich,

die iibrigen Bezeichnungen beibehaltend, ergibt

f 
x-;'|n

I lr,(* t)l td,t - I lr,,(* - t)i tdt + o(r)JJ
0 fi-xn

Bs seien wieder

x* *n*8(xn
A

Is) I
J

fr-xn

n*)z - (r

- **)

tdt * O(r)

fr,)z(r-
+ o(*)

2

a,r'
s)) 2 + o(*),

46
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und aus der l-Ingleichung (6.9), speziell auf die X'unktion r(k, L; r) ange-

wandt, wiirde die lJngleichung

1, ! l, f e - 8'(1, - ),' * e) ,

also ein Widerspruch folgen. Somit muss ,[ : 0 sein, womit der Primzahl-
satz fiir arithmetische Progressionen bewiesen ist.'

1) Dies wurde zuorst von Salsrne ([17]) elomentar bowiesen; hier folgen wir
vorwiegend §rerrno (L20, 2Lll.

§ 7. Der Dirichlet'sche §atz

7.1. Hilfssätze. Wir zeigten in Nr. 5.3., dass die Gleichung

"i 
d,ro . ,,(7.1) I ff: e,togr +o(t)

fiir einen ff*opt"t r,ruit"" t : Xo besteht. Im folgenden zeigen wir, dass

diese Gleichung auch fiir einen Nichthauptcharakter y mit tr : 0 gilt').
Wir beginnen mit dem Beweis zweier Hilfssätze, die die Dirichlet'schen
-t-X'unktionen

(7.2) L(s,il:-|,#
betreffen. n'iir die Konvergenz ar".", lr]u der abgeleiteten Reihen

(7.3) (- l)'Z'(s ,I) : t 49]W
ir n'

gilt der
Hiltssatz l. Die Reihen (7.2) und, (7.3) si,nd, fur einen Ni,chthaqficharalder

x fiitr s > 0 lconaergent, und, es besteht d,i,e Gl,ei,chung

I loE'r\(7.4) L'(s, X,;n): L'(s, X) + O\;),
11)o 

x+

(- r). L"(s, x;r) : "2"r9#Y 
: l'# d,K(t,,t).

ns* to

Aus d"er Gleichung

r+r

l'# d,K(t,, : Ktv]!€z - 
K(r' 4)Ios'r - I uu, o-(ry)



Ann. Acad. Scient. Fennicre A. I. 343

folgt wegen der

y*

llrydK(t,x,)

Abschåtzung I K(t, X,)l

t> e'
= ry und der TJngleichung:2

Die Konvergenz folgt aus dem Cauchy'schen Konvergenzkriterium und die
Gleichung (7.a) ergibt sich, wenn y gegetr Unendlich strebt.

Hilfssatz II. Ist y ei,n l{ichtharyttcharalcter, so gi,lt filr s } 0, h > 0

- V(k) llog'U log''r log''A log"r\ V(k)log''r

dII(t , x) + O{,rr_.) .i

h lh\ r
(7 .5) to sor: ,åo l: ) L'' (s , il J rrsn-' +

Aus dem Hilfss atzl folgt ,rlrtelbar

h llx\

,[ e)r tosot dK(t'N,):.i (- 
''\:)

-.å, (n r, togh*,n L.(, , x,)

somit wegen den Llmkehrformeln (5.4)

x*

r'toghr: j, (n x' L''(s . ,) J tooh-'

d.as Restglied die Absch atarr']

R(*): , (,I,roso ;)

x{

r'Logh-' r l'ty
1-

+ O(Loghr) ,

dK(t , y,)

r,

t

dil(t ,z)
t' -l- R(*) )

wo fiir

: O(*)

besteht. Die Gleichung (7.5) ergibt sich hieraus durch Division mit, u'.
Als SpezialfäIle ergeben sich hieraus fiir s : l,h:0

48
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und fiir s:h:l
r+ 5+

(7.7) togr: L(r , x) I^r+ +4 + L'(r,r) lryy + o(I).

7.2. Det§atz von ,rrrhr.r. Um die Gleichung ,, ,r, beweisen, schrei-

ben wir ihre linke Seite in der Form

r+

Ior(r,il _ 
"x(n)A(n) 

_, x(n) I ud,\ton!.J t ^2, n "2" n a r"\*t -"Ö d

a t iru) x@) s, y(n)logn 
- 

-f 

,.,(, ^.. 
*PM{t , x): ) 

-:

-k" rru 
^!; 

n /"\"/"'tl t )

wor&us wegen (7.4) hervorgeht, dass fiir einen Nichthauptcharakter die

Gleichung

e+ .+
I da(t . v\ t' dlr(t , v)(7.8) J-t:-L'(r,r)J ,---+o(r)

besteht; U"rrr, ,O, das Restglied haben rr-* U" Abschätzung

i+

_ [dlt(t,"t lt r\ t I r\
-_J , u o\; tog 7) :;'\"ä, toe i) : o(1) '

*rrh f)ll und. (7.7) ist die linke Seite der Gleichung (7.8) : O(1) oder
: - logr + O(l), je nachdem L(1, y) { 0 oder : 0 ist. WeiI das

entsprechende Integral fiir einen Hauptcharakter den Wert logz + O(1)

annimmt, so folgt durch Summierung iiber alle Charaktere

x+

z t wJ : (1 - .r/)loge + o(1) ,tt,xi_

wobei -l/ die Anzahl derjenigen Charaktere bezeichnet, fiir welche L(\, y) : Q

ist. Die Summe links ist aber andererseits nach (5.6)

r+ r+

I i rrr,p(t, x)\ : v<r,t.l w# : q@)":ä.,' +
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und somit > 0. Also ist .l[ ( f; es gibt höchstens einen Charakter ,(
mit Z(1, )d:0. Undfalls es einen solchen gibt, so ist, er notwendtgreell,;
denn anderenfalls wiirde seine konjugierte X'unktion ,( offenbar einen
Charakter mit der Eigenschaft L(1, il: 0 definieren, es wäre also N > 2.

Es eriibrigt sich also zu beweisen, dass L(1, fl { 0 fiir jeden reellen
Charakter ist; eben dies ist die Hauptschwierigkeit im vorliegenden Beweis.
Da jedoch dieser, von Mortens ([I0]) stammende Beweis wohlbekannt ist
(2.8. [15 ss. Ill-112]), verzichten wir auf die Ausfiihrung desselben und
stellen damit fest, dass der Dirichlet'sche Satz fiir alle Charaktere bewiesen
ist.
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Beri,chtigung:

In der ersten X'ormel (5.a) auf der Seite 39 soll mitten und rechts
g statt / stehen; in der zweiten X'ormel umgekehrt.

Gedrtickt März 1964.
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