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Uber das Normalenbänitel differenzierbarer Mannigfaltigkeiten

fn dieser Note sollen einige Fragestellungen der globalen Differential-
geometrie behandelt werden, die zum Teil schon mehrfach Gegenstand von
Betrachtungen waren und zum Teil neu sind. Hier soil in erster Linie von
kompakten Mannigfaltigkeiten im R* die Rede sein. Später sogar nur
von Flächen in AB . Es sei Mn eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
(Die differenzierbare Struktur werde repräsentiert durch einen C* -Atlas.)

Eine differenzierbare Abbildung f : M" -+ Rn , I,{ )- n , wobei t
in jedem Punkt maximalen Rang besitzt, d. h. in jeder Karte sind die par-
tiellen Ableitungen tt, . . . , f.o linear unabhängig, heisst Immersion.
Ist iiberdies p injektiv und topologisch, so spricht man von einer
Einbettung.

1. Das Normalenbtind,el. In jedem Punkt von tlM") bilden die
Normalen einen R -Vektorraum der Dimension N-n . Die disjunkte
Vereinigung dieser Vektorräume, in natiirlicher Weise versehen mit einer
Topologie, kann als »Btindelraum» eines Vektorraumbiindels iiber tlM")
(oder auch M" ) als Basisraum aufgefasst werden. Die n'aser iiber einem
Punkt ist gerade der Normalenraum an dieser Stelle. Strukturgruppe ist die
GL (I[-n , R) . Wir sprechen kurz vom Normalenbiindel ,r').

Ist der Basisraum parakompakt, so gestattet dieses Btindel eine Reduk-
tion der Strukturgruppe auf die O (N -n) , und man erhält aus dem lt
ein (N-n-1) -Sphärenbiindel, d. h. die X'asern sind (N-n-t) -dimen-
sionale Sphären. Geometrisch bedeutet, die Reduktion nichts anderes,
als die Normierung aller vom Nullvektor verschiedenen Normalenvektoren.
Der Biindelraum, wir bezeichnen ihn mit B, dieses Biindels aller nor-
mierten l{ormalenvektoren trägt selbst die Struktur einer (If-I) -dimen-
sionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit. (Einen Atlas von B erhält
man durch die kartesischen Produkte der Karten von M^ und §N-"-r .)

') Ist g eine Einbettung r,rnd Mn kompakt und orientiert, so verschwindet
die Eulersche charakteristische Cohomologieklasse X,Ot\ e H"(M" , Z) des Nor-
malenbiindels r, . fst 6 eine Immersion, so ist das im allgemeinen nicht der Fall.
Ilierdurch wird die Bedeutung der Normalenbiindel fiir Einbettungsfragen beleuchtet.
Vgl. etwa [14].
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2. Die sgthii,rische Abbil'd,ung. Es ist nun naheliegend, die Gausssche

sphärische Abbildung zu tibertragen: plM"l c RN ; sei 
^9N-1 

die Ein-
heitssphäre im R* . Ist n € B, so sei o(n) der dem Einheitsvektor
n entsprechende Punkt rron §N-1, der n a1s Ortsvektor besitzt.
Offenbar ist dann

o: B -+§N-r

eine differenzierbare Abbildung (von der Klasse C'-t , wenn t
Klasse Qr ist). Man nennt o die sphärische Abbildung von
und olB) heisst sphärisches Bild.

Aufgrund des Theorems rron Sard [I3] ist die Bildmenge unter
jenigen Punkte von B , in denen o singulär wird (d.h. in denen

< .ntr- I ) auf §r{-' vom Masse NulI.
Bezeichnet d,a das Volumenelement von SN-l und ist

von der

tlvr"l

6 der-
Rang o

so stellen

und

sr- I
r

cN-r : ldr,
J

"[B]tr la*cN-t J

I
cw-t ld*l

"[BI

I
den normierten bzw. den normierten absoluten Inhalt des sphärischen
Bildes dar. Ist dlr. die durch o induzierte »duale» Abbildung, so

erhalten die beiden fntegrale die tr'orm:

I
I(U,n,N)- 

ûN- I

Ifft,n,)i): 
t̂,N- 1

I
B

I

6* (d*) ,

lo* (d*)l

Speziell fiir Kurven und Flächen im RB gilt:

1r
T(t,,L,3) -;J lkld,s,

1rft,2,3)- 2" tl lKl do ,
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wobei k die Krtimmung der Kurve, K
Fläche, ds das Bogenelement und d,o

Kurve bzw. Fläche ist. Analoge Formeln
die fntegrale I(t,, l, 3), I(f,, 2, 3) .

die Gausssche Kriimmung der
das Oberflächenelement von

ohne Absolutstriche gelten ftir

3. Dus Problern aon Chern, Lashof, Kuiper far die Totalkrii;mmung
?(p , n , N) . ll], [2], [10]. Aus der Formel von Gauss-Bonnet kann
m&n entnehmen, dass T(t,2,3) > 2 fijrr kompakte Flächen gilt.
Nach Fenchel [a] gilt Entsprechendes auch fiir geschlossene Kurven:
T(t,r,3) > 2.

Allgemein vermutet man daher fiir kompakte Mn ;

(1) T(t,n, N) > 2.

Chern und Lashof [I] und unabhängig Kuiper [10] haben das bestätigt.
Genauer gilt, sogar:

(2) Z §*,
lc:0

§" - I , so folgt aus (2) sofort auch (1).

Die Diskussionen des Falles der Gleichheit finden sich in Lzl
Die Beweisidee von (2) beruht auf der Theorie von Morse.
Man »zählt» mit ihrer Hilfe, wie oft ein Punkt der Sphäre

tr'unktionswert unter 6 auftritt. fn der Funktion

Retbizahl ist. Da §o:

und [10].

5n-I als

z i [.1M")--- R

definiert durch z -(.n p), wobei n €§N-I beliebig aber festgervählt
sei und die Klammern das Skalarprodukt in R' bedeuten, besitzt man
eine solche, die gerade dort kritische Stellen besitzt, in denen n normal
ist zu tlM"). (Dort ist zi :0,'i : L, 2, . . ., n .) Eine solche kri-
tische Stelle heisst ausgeartet, wenn die Determinante der zweiten partiellen
Ableitungen verschv-indet: Det (4,16) :0 , d. h. wenn die sphärische
Abbildung o gerade singulär ist. Nach dem in I Bemerkten, kann die
Menge derartiger n € §N-l höchstens das Mass Null besitzen. Zu fasl
allen n gehören also nicht ausgeartete kritische Stellen. Aufgrund der
Theorie von Morse ist fiir eine X'unktion z mit' lauter nicht ausgearteten
kritischen Stellen deren Gesamt'zahl nicht kleiner als 2l:o §*. Das heisst
aber, dass fast jedes n € §N-r mindestens (I[:o d*) -mal angenommen
wird unter o . Es gilt somit (2).

4. Eine Darstellung der Eulerschen Charalcterist'ilc. Der Hauptgedanke
des vorstehenden Beweises liegt in dem Heranziehen der Funktion t :
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(n U) und Anwendung der Theorie von Morse. Man kann nun auch
ziemlich einfach eine Formel fiir I(2,n , N) herleiten, wobei man sich
analoger Schlussweisen bedient. Eine kritische Stelle heisse vom Typ lc ,

wenn die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen der Funktion in diesem
Punkt genau k negative Eigenwerte besitzt. fst yk die Gesamtzahl
der kritischen Stellen vom Typ lo dw betrachteten n'unktion, so gilt
yr2 B*. (Daraus folgt die oben schon benutzte Ungleichung fiir die
Gesamtzahl kritischer Stellen.) Besitzt die betrachtete X'unktion nicht
ausgeartete kritische Stellen, so gilt weiter

(3)

Dabei ist

(-t)n y* - X,

L)' §,

die Eulersche Charakteristik der Mannigfaltigkeit.
Nun sei

Q: glv-t ,PrY-t

die natiirliche Abbildung der §N-l in den reellen projektiven Raum PN-' ,

der durch Identifizierung von Diametralpunkten aus der §N-I entstanden
ist. Weiter setzt man a : Q. o, d. h.

r i B'-- PN-r .

An die Stelle der sphärischen Abbildung o lassen wir also z treten.
Es ist dann

ft,\l
L
Ic:0

i:0

Ptr- 1

n
I

Jdä:
SIf- 1

; lo,
I

-n.7 L§-r :

.wenn dä das Volumenelement vom Pr'-r ist.
Nun soll bestimmt werden, wie oft n € §N-r im »algebraischen Sinne»

angenommen wird. Da die kritischen Stellen der X'unktionen (n U)
und ((-n) f) dieselben sind, betrachtet man besser anstatt der §N-r
den PN-l ; denn hier stellen rt und -n denselben Punkt dar. Lokal
lässt sich jedes Element aus B beschreiben als geordnetes Paar (n , fo) ,

wobei n ein normierter Normalenvektor im Punkte Io von [,LM"]
ist. Die Funktion (n U) besitzt in Io dann sicher eine kritische
Stelle. Ist diese vom Typ k, so gilt: sign{z* (d,ä)) : (-lf . Wegen
(3) werden fast alle Punkte von PrY-r 76 -mal im algebraischen Sinne an-
genommen. Also gilt jetzt
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r* @ä)

und auch

(1) I(U,%,N)- X,(tllVI"))

5. Di,e ?unhtion z :(nf) i,m ?al[ d,er ?lAchen i,m R3. Es ist
nach dem Vorausgegangenen klar, dass die Funktion z:(nt) eine
wesentliche Rolle bei den Betrachtungen gespielt hat. Daher mag es

gestattet, sein, diese X'unktion auch im R,ahmen der »X'lächentheorie» zu
studieren. Zunächst ziehen wir eine Integralformel ftir Vektorfelder auf
Riemannschen Mannigfaltigkeiten heran:

Es sei M eine zweiilim,ensionale orientierte Riemannsche Mannigfal-
tiglceit, d,eren Masstensor gi* zur Klasse C2 gehört.

G c M se'i ein, schl,ichtes Gebiet auf M rrui,t lrompakter abgeschlossener

Halle G- . Der Rand, AG sei, stilckwe'ise zur Klasse Cz gehiirig und,

so ori,entiert, d,ass d,ie 'i,ntrinselce Normale t?,; i,n jed,em, Rand,punlct in d,as

Innere uon G wei,st. Nun sei p,i ein auf G- d'efiniertes Vektorfeld,,
d,as in G zur Klu,sse Cz gehört und, auf AG nach d,er Bogenld,nge

d,ifferenzi,erbar ist. Es gilt d,ann d,ie Integral,forunel:

I

;II;l(5) ]l llp,r oli l

-&o 
-g

p,i(c{a)ds* k g'o l-t; Pr, do

Dari,n bed,eutet prllr" d,ie koaariante Ableitung uon pi nach d,er k -ten

Koord,inate und, llg*ll : g d,ie Determinante d,es Masstensors. a ist
in d,enjenigen Punkten aon 0G , in d,enen F; * 0 ist, d,er Winlcel, zwischen

Kurae und Velctorfel,il, d,s bezeichnet d,as Bogenelement und, d,o d,as

Oberfki,chenelement. c i,st d,i,e geoil,ritische und, K d,ie Gausssche Krilm-
nxung.

Der einfache Beweis der X'ormel (5) wird mit anderen Anwendungen an
anderer Stelle erscheinen. Er beruht im wesentlichen auf der Integrabili-
tätsbedingung:

,"u lr, pl" : K ei! Pj

und geeigneten lJmformungen des Randintegrals. Als sehr einfacho
Anwendung erhäIt m&n aus (5) die Integralformel von Gauss-Bonnet ([11]

s. 165 f.).
Sei jetzt G ein X'lächenstflck im RB . Dann betrachten wir das

Vektorfeld 
", 

: (tt p;) und erhalten aufgrund der Ableitungsgleichungen
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I;11r. :8,6 §, wenn Bro der Tensor det 2. n'undamentalform ist und E

die Flächennormale 2), wegen

llz,ri*ll r, ,

; 
: K(n€)2

die Formel

I"u,z)(c*ä1ds.
Darin ist Y @ , z) : gik zi 21" der erste Beltrami-Operator.

Fii,r eine geschlossene llache F gilt d,anach

V r 2n(6') .l J * 1n §)' d,o : ! x@) ,

worin )((F) d,ie Eul,ersche Charakteri,stih ist.

Das ist ein einfaches Analogon zur X'ormel iiber die curvatura integra.

Allerdings ist der Integrand in (6') von der Einbettung abhängig.

Bezeichnet

I
H : 

,gik Bit"

d,ie mittlere Kriim,mung uon X , so gilt wei,ter

F

(7) ll r",_ K)(n€)zd,o=Te-x@)),

wobei, d,ie Gl,eichheit genau i,nt, Xalt der Sphcire eintritt.
Zum Beweis zerlegt man I :I+U l-, dabei besteht I+ aus allen

Punkten von F in denen K > 0 gilt, I- besteht aus den iibrigen,
d. h. dort gilt K < 0. Weiter gilt stets H2 - K > 0 . Man erkennt
nun weiter

F. s,

(8) il "1n§),*= ll1n6),u* :*.
Denn das sphärisehe Bild von I+ iiberdeckt die gesamte Sphäre ,S2 ,

da es zu jeder Richtung s + o eine Stiitzebene an I mit diesem

Stellungsvektor gibt, dio wegen der Differenzierbarkeit von X Tangen-

,) \Megen der Bezeichnungsweise sei auf [5] oder t3] S. 149 ff. \'er\,-iesen.



K. P. GnornMnynn,, Normalenbtindel differenzierbarer Mannigfaltigkeiten

tialebene in
dann unter

(e)

Yerwendung von (6')')
F-

I I eK) (n €)z d,o

FF
AA

Gilt die Gleichheit, -", muss

?

0 sein muss. Wir finden aus (8)

2n
3\

2n
z Q x,@))

gelten, woraus H2 - K : 0 auf I+ folgt. Dann ist P+ Stiick
einer Sphäre oder einer Ebene und K : const ) 0 auf I+ . Da auf
X- sicher K <0 gilt, so muss &us Stetigkeitsgriinden I-:A sein.
D. h. P ist eine Sphäre. Man kann daraus weiter eine Kennzeichnung
der Sphären im Rs gewinnen. Bezeichnen wir mit A den zweiten
Beltrami-Operator ( Az : gto 

"rto), 
so gilt der Satz:

Far jede geschlossene ?kiche F d,er Klasse Cs im Rs gilt
r'
f f 16

JJtoz)zd,oznn.
Di,e Gleichheit tritt nur im lall iler Sphiire ei,n.

Zum Beweis hat man lediglich zu beachten, dass Lz : ZU (n€)
gilt, was man unmittelbar aus ziilr" : B,o(n €) durch uberschieben mit
g'o erhält. Nach (7) und (6') ist nun

FF
f f lnz\, f f 2n 2n 4n

Jl\-) oo:JJu,(n€),do =, (z-x@))+ , x@): t.
Da in (7) die Gleichheit nur fiir Sphären eintritt, so ist alles bewiesen.

6. Xkichen mit gleichem sphd,ri,schen Bi[d,. fn diesem Abschnitt soll
kurz eine schon häufig behandelte Fragestellungkt:rz beleuchtet, werdena).
Sei Mz eine 2-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, t , t

s) Man erhält aus (8), (9) auch sofort die Formel
F

wobei die Gleichheit nur fiir die Aleksandrowschen tl -Flächen
4) VgI. etwa t6l und tgl.

eintritt.[3] S.39.
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zwei Einbettungen in den RB

Diagramm:

Wir haben dann das kommutative

ll[2

Bekannte X'ragestellungen der globalen Flächentheorie entstehen dann,

wenn man von g und f gewisse Eigenschaften fordert und fragt,

ob dann f eine Bewegung ist. (soll in entsprechenden Punkten gih:
0ro sein, so entsteht das Kongruenzproblem isometrischer X'lächen.) Wir

betrachten hier einen anderen X'aIl, nämlich den, dass € : ? gilt' Es

sollen also in entsprechenden Punkten die Normalen iibereinstimmen' Wie

man sich sofort iiberzeugt, ist diese Bedingung im allgemeinen keineswegs

ausreichend., um irgendetwas iiber f aussagen zu können. Beispiels-

weise lassen sich zwei Eiflächen stets in der angegebenen Weise durch

»parallele Normalen» aufeinander abbilden. (Es gilt das fiir alle X'lächen

mit dem gleichen sphärischen Bild.) Es miissen also weitere Bedingungen

gestellt werden. uutich ist nun seit christoffel und Minkowski (siehe [6])

åas Gleichsein gewisser Kriimmungsfunktionen (summe bzw. Produkt der

Ilauptkriimmungsradien) in den entsprechenden Punkter zu verlangen.

Nach A. D. Aleksandrow [6], [9] kann man auch zum gleichen Resultat

kommen, wenn m&n verlangt, dass eine Funktion, die gewisse Eigenschaft

hat, d.er Kriimmungsfunktionen fiir beide Flächen in entsprechenden

Punkten gleiche Werte besitzt. Bei diesen Funktionen handelte es sich

um solche, die in den variablen gleichsinnig monoton sind. wie sich

herausstellt, ist es sogar fiir die Betrachtungen iiberfliissig, eine funktionale

Bindung fiir die Kriimmungsfunktionen vorzusehen. Es geniigen gewisse

Ungleichungen, gewisserm&ssen als Ersatz fiir die 1\{onotoniebedingungen.
-Geben 

wir noch einen kurzen Einblick in die beiden wichtigsten unter-
suchungsmethoden fiir den angeschnittenen Problemkreis. Weil 1 und

t i" åntsprechenden Punkten parallele Normalen besitzen, so gilt fiir
I : t-t 

l; : ni! tr"'

ziel ist der Nachweis, dass beide x'tächen translationsgleich sind, d. h.

I : const . Statt nr*. betrachtet man lieber den symmetrischen Tensor

6t : n;l 8"r,. Wenn man sich auf x'Iächenstiicke mit positiver Gauss-

scher Kriimmung beschränkt, so kann man zwei positiv definite Tensoren

Pth , Q'n angeben, so dass gilt

Qto o* :
B, * Rz- (4 * fr,),
RrRr- hrår.

\._,

- 
{--o

EIM')

l̂f
I

tlu'l
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Darin sind Rr, Rz bzw. kr, h, die Hauptkriimmungsradien von E

bzw. t. Elementar lässt sich nun zeigen: Wenn in jedem Punkt stets
(PT o,) (Q"§ o,u) ! 0 gilt, d. h. wenn die beiden x'unktionen niemals
gleiches Vorzeihen besitzen, dann gilt ll",1ll < 0 und aus ll",1ll : o

folgt n! :0 .

Aufgrund dieses Hilfssatzes kommt es darauf B,t7 zrt zeigen, dass

ll",1ll : 0 gilt. Das kann auf zwei verschiedene Weisen geschehen:

a) Di,e Integral,formel,rnethod,e 16l. Man verschafft sich eine Integral-
formel, in der in einem Oberflächenintegral ll",1ll auftritt:

Ilw,lttAdo: f + ]I
Oftmals gelingt es zu zeigen, dass der mit A bezeichnete Ausdruck ein
festes Vorzeichen hat und die fntegrale rechts verschrvinden. Dann muss

llz,lll : 0 d. h. nih. :0 und f : const gelten. Auf diese Weise
lassen sich sofort einige Probleme lösen:

1) Das Minkowski-Problem fiir Eiflächen (RrRr: hrfrr1 .

2) Das Christoffel-Problem ftir Eiflächen (Rr*R, : krafrr1 .

3) Das allgemeine Problem fiir Miitzen mit kongruenten Rändern.
Es darf noch darauf hingewiesen werden, dass t) auch fiir Eiflächen

mit Ecken durch die fnbgralformelmethode gelöst wird [8].
b) Die Ind,ermethod,e [7], [I2]. Hier untersucht man die singulären

Stellen des Kurvennetzes oi*il,ui il,uk : 0 .

Wenn die Voraussetzungen des Hilfssatzes erftillt sind, dann ist, wegen

lllz,lll < 0 und K > O dieses Netz reell. Ziel ist hier wiederum der
I{achweis 0';6 : 0 d. h. n;h. : 0. Das geschieht in zwei Etappen.

Zan'ächsl eine rein lokale. NIan hat zweierlei zu beweisen:

a) Die singulären Stellen ( o* : 0 ) des Netzes sind isoliert.

P) Der Poincardsche Index des Netzes in einer singulären Stelle ist < 0.

Der zweite Schritt ist jetzt von globaler Natur. Man wendet die fndex-
formel von Poincar6 an, wonach die Summe der Indizes gleich 4 (t-p) ist,
wenn p das Geschlecht der betrachteten geschlossenen orientierbaren
X'läche ist. Im Fall g :0 liegt daher zu P) ein Widerspruch vor, der
sich nur filr o;*: 0 löst.

Es lassen sich auf diese Weise sofort das Minkowski- und das Christoffel-
Problem lösen. Auch das Aleksandrorv-Problem ist durch diese Methode zu
erfassen. Kiirzlich ist von H. X'. Mflnzner [12] auch das allgemeine Problem
fiir Eiflächen so behandelt worden.

X'reie Universität Berlin
Deutschland
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