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Eine nichtkompakte zusammenhingende Fliche ohne Fluchtweg

Wenn man es der Miihe wert findet, den allgemeinen Begriff der Mannig-
faltigkeit nach seiner gesamten Tragweite zu untersuchen, so macht es
einen grossen Unterschied aus, ob man zunéchst einmal im Bereiche der-
jenigen Mannigfaltigkeiten bleibt, die eine abzidhlbare Basis ihrer offenen
Teilmengen zulassen (sie mogen kurz als abzdhlbar bezeichnet werden), oder
ob man auch die nichtabzdhlbaren betrachtet. Bei den eindimensionalen
Mannigfaltigkeiten ist es noch nicht so schlimm: das Homdomorphie-
problem ist gelost; zu der Kreislinie S' und der Zahlengeraden R!
tritt die bei G. Cantor [2] und L. Vietoris [5] auffindbare, von P. Alexandroff
[1] mit voller Deutlichkeit herausgestellte »Alexandroff-Halbgerade» und die
»Alexandroff-Vollgerade», und jede 1-Mannigfaltigkeit ist genau einer von
diesen vieren homéomorph [3]. Aber schon wenn man aus ihnen auf die
néchstliegende Weise 2-Mannigfaltigkeiten, also Flachen aufbaut, zeigt sich
ein iiberraschender Reichtum an verschiedenen, d. h. nicht untereinander
homéomorphen Flichen. Von diesen will ich die einfachsten hier in § 1
angeben, weil sich an ihnen zeigt, dass die Betrachtung der »Fluchtwege»
(was das ist, wird gleich gesagt werden) unter Umstdnden die Nicht-Homdo-
morphie zweier Flidchen erkennen ldsst. Mo6chte man danach etwa hoffen,
mit Hilfe der Fluchtwege auch nur eine anscheinend so eingeschrinkte
Klasse wie die der einfach zusammenhidngenden Flidchen vollstindig in
Homoomorphieklassen aufzuteilen, so erhilt diese Hoffnung einen starken
Stoss durch ein mir von M. Kneser vor lingerer Zeit mitgeteiltes Beispiel
einer einfach zusammenhéngenden Fliche, die zwar nichtkompakt ist,
trotzdem aber keinen Fluchtweg aufweist. Dies Beispiel stelle ich mit
Erlaubnis des Erfinders in § 2 dar, freilich auf etwas anderem Wege: wenn
er den Grundgedanken durch Hinweis auf eine Differenzierbarkeitsstruktur
sehr kurz andeuten kann, gebe ich das entsprechende Differenzen- und
Summenverfahren, bei dem die Hilfsbetrachtungen einfacher erscheinen.

§ 1. Fldchen und Fluchtwege

Mit B werde die Alexandroff-Halbgerade mit Anfangspunkt bezeich-
net, das ist die Menge aller Paare (u, &) aus einer Ordnungszahl u < w,
und einer reellen Zahl & mit 0 <& <1, versehen mit der lexiko-
graphischen Ordnung
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(,8) < (v,n) wenn u <<v oder pu=v, &<y

und der zugehérigen Ordnungstopologie. Ferner bezeichne A+ = B —
{(0,0)} die gerichtete Alexandroff-Halbgerade und 4 = (4")* + B
(im Sinne der Ordnung, die durch den Stern umgekehrt wird) die Alexan-
droff-Vollgerade. Schliesslich sei Rt = {&|& =0} die Halbgerade der
nicht negativen reellen Zahlen.

Bei einer abziéhlbaren, zusammenhingenden, nichtkompakten Flidche
F  ist nicht schwer zu beweisen, dass man auf ihr »ins Unendliche
flieheny kann, d.h. es gibt eine stetige Abbildung f von R* in F
derart, dass das Bild f(f) jeden kompakten Teil K von F »schliess-
lich verldsst»: es gibt ein ¢ € Rt, so dass f(¢)¢ K fiir alle ¢ =4,
gilt. Eine solche Abbildung heisse ein Fluchtweg mit dem Urbild R*.
Einen solchen Fluchtweg gibt es schon dann nicht, wenn man F durch
A ersetzt. Man wird deshalb auch Fluchtwege zulassen, bei denen nicht
R* sondern B in F abgebildet wird.

Sucht man Fluchtwege in 4 X A, so zeigt sich leicht, dass jedes
stetige Bild von R' in einem kompakten Teilvon 4 X A4 liegt. Eine
stetige Abbildungvon B in A4 X A ist durch zwei stetige Abbildungen
t—z(lt) und ¢—y() von B in A gegeben. Von diesen gilt ein
Hilfssatz, der iiberhaupt die Quelle mancher Absonderlichkeiten ist [4]:

Ist f eine stetige Abbildung von B in A, so gilt genau eine der
Aussagen

«) f@t)—+oo fir t— 4+ oo,

B) ft)—> —oo fir t— +oo,

y) won einer Stelle an ist f konstant .

Jede der Abbildungen 2 und y muss also einen der Fille «), p)
und y) darbieten, und ein Fluchtweg liegt offenbar genau dann vor, wenn
es nicht bei beiden der Fall y) ist. Das gibt 8 Klassen von Fluchtwegen,
die sich leicht durch ihre topologischen Beziehungen zueinander unter-
scheiden lassen. Bei vier Wegen aus verschiedenen Klassen z. B. trennen
sich die letzten Austrittspunkte aus einem grossen Bild der abgeschlossenen
Kreisscheibe in derselben Weise, wie es bei den entsprechenden Koordi-
natenhalbachsen bzw. -Diagonalen der Fall ist. Zwei Fluchtwege der-
selben Klasse, bei der der Fall y) nicht vorliegt, treffen sich beliebig weit
draussen, das gilt sogar bei abzdhlbar vielen Fluchtwegen.

Stellt man dem gegeniiber die »Alexandroff-Polarebene», d.h. das
Produkt B X 8!, bei dem die Punkte von {(0.0)} x S! identifiziert
sind, so ist ein Fluchtweg ein Paar stetiger Abbildungen

r: X—B, p: X -8,

worin X = Rt oder X =B ist. Im ersten Falle fasst man R*
als einen beschrankten Teil von B auf; dieser liegt in einem kompakten
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Teil K von B, und der ganze Weg liegt in dem kompakten Teil
r(K) X 8t von B x S', ist also kein Fluchtweg. Demnach ist X =B
anzunehmen. Die Abbildung ¢: B—8' kann man in eine Abbildung
v von B in die Zahlengerade R! als Uberlagerungsraum von S*
anheben (englisch: to lift). Fasst man R' wieder als beschrankten Teil
von A auf, so zeigt der Hilfssatz, dass ¢ von einer Stelle an konstant
ist. Dasselbe gilt von ¢, und so sieht man, dass jeder Fluchtweg in der
Alexandroff-Polarebene von einer Stelle an rein radial verlduft.

Die hier nur zum Teil angedeuteten Merkwiirdigkeiten diirften einiges
Interesse an Fluchtwegen rechtfertigen.

§ 2. Die Fliche ohne Fluchtweg

Den ersten Schritt auf die gesuchte Fliche hin tun wir, indem wir
Faserbiindel F iiber B mit der multiplikativen Gruppe R* der
positiven reellen Zahlen als Faser betrachten. Mit kleinen griechischen
Buchstaben bezeichnen wir Ordnungszahlen und reelle Zahlen oder Funk-
tionen, die diese zu Werten haben; kleine lateinische Buchstaben bezeichnen
Punkte von B.

Die Punkte eines Faserbiindels F seien Paare (x,7) mit z€B,
n € RT. Den Teil von B bzw. F mit « < (u,0) bezeichnen wir
mit B* bzw. G“. Um F mit einer Fasertopologie zu versehen,
geben wir einen Atlas an aus eineindeutigen Abbildungen @, der Teile
G“*' in die Zahlenebene; dabei muss gesichert werden, dass die Abbildung
@, ;' ein Homdomorphismus von @,(¢**' N G“*') auf @ (' NG+
ist. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn wir

D, (x,n) = (p,(2),7 x1,%)
setzen mit reellen Funktionen y, > 0 und ¢, und dafiir sorgen, dass
die Funktionen
1) e = @l '(0), 2 — x@) ] @

stetig sind, die erste sogar ein Homomorphismus ist. Es geniigt fiir uns,
die Funktionen ¢, und y, durchihre Werte ¢, bzw. y, anden
Stellen (%, 0) und dazwischen linear anzusetzen:

(pu((x s E)) = (1_5) (Pyz + 5 ¢u,z+l ’
x,u((% ’ E)) = (1_5) Z;zk + 5 x_u,x+l ;

dann ist nur erforderlich, dass die reelle Funktion » — ¢, bzw. % —y,,
stetig ist, was nur fir Limeszahlen ¢ < u eine Forderungist: ¢,, — @,5 ,
wenn x —> 9.
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Die bei (1) aufgestellte Bedingung fiir ¢, wird erfiillt, wenn wir ¢,
als monoton wachsenden Homéomorphismus von B* auf eine Strecke
(0,y) der Zahlengeraden aufstellen. Dazu brauchen wir nur fir » < pu
reelle Zahlen g, > 0 mit konvergenter Summe

(2) D B < @

—

0<x<<u

zu wihlen (da es nur abzdhlbar viele » mit » <pu (<w,;) gibt, geht
das) und

(p,u/'. = Oz‘ﬂ#%

zu setzen.

Fiir unsere weiteren Ziele ist es aber niitzlich, mehr zu erreichen, nimlich
die anndhernde Proportionalitdt der Zuwichse von ¢, und ¢,, genauer
die Stetigkeit der Quotienten f, /8, in ihrer Abhidngigkeit von .
Zu diesem Zweck geben wir eine Definition durch transfinite Induktion.
Es sei

Bo =208, =1 fir alle » <o, .

Ist » = u+1, so sei

(3) B,. = » fir = < u.
Ist » Limeszahl, so wihlen wir eine Folge
0 = Qo < 01 < ... N On —> V.

(Da diese Wahl fiir alle Limeszahlen » << w; geschehen muss, liegt hier
der transfinite »Kniippel beim Hunde».) Fiir alle » mit o, ; <x = o,
setzen wir

(4) 151'7. = &, fsgn,z

mit positiven e&,, die so bestimmt werden, dass

2B =1+ Yeo0,
<y n=1
mit
o= X B
On_1<#=0p
konvergiert; z. B. setzen wir ¢, = (n®0s)7'. Sind die Werte g, fiir
alle Paare (u,x) mit x» < u <<» gemiss (2) bestimmt, so sind damit
alle B, (x<<wv) erklirt.

" Jetzt sei v << w; gegeben und schon bekannt, dass fir alle 1 und
w mit A< pu<» der Quotient f, /B, bei jeder Limeszahl seines
Erklarungsbereiches x = A stetig von x abhidngt. Um dasselbe fiir
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B../B;. zu beweisen, sei zunidchst » = p+41; dann folgt wegen (3)
die Stetigkeit aus der von f,/8,,. Seialso » eine Limeszahl und die
Stetigkeit von g, /8,, fir x-—>¥¢ zubeweisen, wobei ¢ < 1< » eine
Limeszahl ist. Sei ¢, , <? <y,; dann ist B, /B, wegen (4) fiir
x— U stetig (sogar von einer Stelle an konstant). Weil aber nach der
Induktionsannahme ebenfalls f, /8, ., stetig ist, so folgt die Stetigkeit

von w:/ ﬂ An *
Der néichste Schritt ist entscheidend: wir setzen

(5) X = 1/B,.

und erfiillen damit nach dem soeben Bewiesenen die Bedingung der Stetig-
keit der Funktionen x-—y, /7, und x— y,(@)/y(2).

Die Konstruktion der Fldche F ist hiermit beendet. Der Frage
nach Fluchtwegen kommen wir ndher durch

Satz 1. Eine (nach o, geordnete) Folge von Punkten P, = ((1,0), ;)
kann nicht bei jeder Limeszahl unter w, stetig sein.

Sei ndmlich doch eine solche Folge stetig. Um die Stetigkeit festzu-
stellen, haben wir eine der Abbildungen @, heranzuziehen. Die Stetig-
keit der Folge {P,} bei einer Limeszahl u < driickt sich dadurch
aus, dass 7, yx, fir A-—pu einem Grenzwert y zustrebt. Nach (5)
heisst das

m =By + 5;,1)
mit 4J,—0 fir A—pu. Also gibt es ein reelles « >0 wund ein
% < u derart, dass
(6) M é & ﬁv&

fir » <A< pu ist. Nach (2) folgt daraus: Zu jedem u < w, gibt es
ein % <y derart, dass

Z m < ®
#<A<u

ist. Hieraus wieder folgt die Konvergenz

KZM??;.<O°’ Zm:Cﬂ

A<u

fiir jedes u <w;. In den Zahlen ¢, héitte man eine nach ®,; geord-
nete wachsende Folge reeller Zahlen, was unméglich ist.
Satz 2. In der Fliche F gibt es keinen B -Weg, d. h. kein stetiges Bild

t — (2(f) , n(t)) (t€B)

mit der Eigenschaft
z(t) — oo (t— o).
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Aus der Annahme, es gibe den bezeichneten B -Weg, wollen wir
einen Widerspruch gegen Satz 1 ableiten. Sei z((0,0)) = (x,§).
Fiir jedes 2 mit » <A <o, sei

t, = Min{t| 2(¢) = (4,0) }, m = ).

Fiir alle u < x setzen wir 7, =1,,,. Wegen der Stetigkeit von x(t)
und 7(t) gilt dann

tl_étv’ N —> M, (l—>1’),

d. h. die Punkte ((1,0),7,) bilden eine Folge, wie es sie nach Satz 1
nicht gibt.

Nun gibt es in der Fliche F noch Fluchtwege, nimlich R* -Wege
bei denen #(t) gegen 0 oder oo fiir ¢->oo geht.

Diese Moglichkeit wird beseitigt, indem wir die Punkte (x,7) von F
identifizieren gemiiss der Aquivalenzrelation

(x,n) ~ & ,7n) wenn x =2 und 75 =2y
mit ganzem Exponenten k. Die Abbildungen @ verwandeln die
Relation in dieselbe Relation in der Zahlenebene:

(¢0,0) ~ (¢ ,0") wenn @ =po und ¢ =2%¢".

Das R+ -Faserbiindel F wird zu einem S'-Faserbiindel F,; iiber
B, und F ist das iiberlagernde R* -Biindel. Ein Weg in F; ist
durch stetige Funktionen a(f), {(f) gegeben, wo ( eine Abbildung in
S ist. Nun ist aber jeder beschrinkte Teil {(z,&)| z =2z} von F,
kompakt; daher bleibt jeder R* -Weg in einem kompakten Teil, und als
Fluchtwege kommen nur B -Wege mit «(t)— oo in Betracht. Da
man aber jeden Weg in F; als Abbildung eines einfach zusammenhén-
genden Raumes zu einem Weg in der Uberlagerung F anheben kann,
so wiirde jeder Fluchtweg in F; zu einem Fluchtweg in F von der
Art fithren, wie es sie nach Satz 2 nicht gibt. Schliesslich ist #; nur
eine »berandete Flicher. Eine Fliche, und zwar eine nichtkompakte ein-
fach zusammenhingende Fliche F, erhilt man aus ihr, indem man alle
Punkte (0, &) zusammenfallen lisst. Damit ist das angekiindigte Ziel
erreicht.

Universitdt Tiibingen
Deutschland
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