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Verallgemeinerte Poisson-§tieltjes'sche Integralilarstellung unil
kontraktive Operatoren

Die Spektraldarstellung unitärer Operatoren U in einem Hilbertraum
S kann dadurch gewonnen werden, dass man fiir r e .b die komplex-
wertige Funktion

f(1) : ((E + ).U) (E - ),u1-rt, n)

betrachtet. Sie ist im Einheitskreis { ,t | | ,li < 1 } holomorph und hat
dort positiven Realteil. Yermittels der Poisson-Stieltjes'schen Integral-
darstellung solcher Funktionen fiir jedes n e b folgt dann die Existenz
einer Spektralschar @ auf dem Intervall 10,2n), sodass

(E + LU) (E tr t/1-t
e'8 --l- 1
*- , d@($)

J

ist fiir alle i mit lll + t . Diese Darstellung einer holomorphen
Funktion mit Werten in einer Banach'schen Algebra legt es nahe zu fragen,
unter welchen allgemeinen Voraussetzungen (d. h. unabhängig vom speziel-
Ien Hintergrund der unitären Operatoren) eine solche Darstellung giiltig
sei. Es zeigt, sich, dass

1. dies unter sehr allgemeinen Yerhältnissen möglich ist, dass ins-
besondere die obige Gleichung und daraus die Spektraldarstellung unitärer
Operatoren sich direkt, d. h. ohne Riickgriff auf den Hilbertraum und die
komplex-analytischen Funktionen, gev'innen lassen, und dass

2. fiir kontraktive Operatoren und speziell fiir isometrische Operatoren
eine analoge Darstellung mit Hilfe einer verallgemeinerten Zerlegung der
Einheit gilt. Dies liefert dann auch eine verallgemeinerte Spektraldarstellung
maximaler symmetrischer Operatoren ohne iiber den gegebenen Hilbertraum
hinaus gehen zu miissen (vgl. l2l, [3]).

1. Der Raum ffi . Unter ffi verstehen wir eine Menge (ihre Ele-
mente sind mit A ,8 , . . . ,2 bezeichnet) zusammen mit den darin
nachfolgend postulierten Strukturen und Verträglichkeitsbedingungen:

I. S ist ein Banach'scher Raum iiber dem reellen Zahlkörper R.
O bezeichnet den Nullvektor.
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2. ffi ist teilweise geordnet. Die Elemente > O heissen positiv.
Diese Ordnung ist vollständig in folgendem Sinn: jede fallende Folge
von positiven Elementen besitzt eine untere Grenze.

3. Die Ordnung ist mit der algebraischen Struktur von m ver-
träglich: aus A>B folgt A+C>B+C fiir jedes C€ffi und
).4 > 18 fiir jedes positive ), e R .

4. Die Ordnung ist verträglich mit der metrischen Struktur in ffi :

a) aus -A<B<A folgt llBll<ll,4ll und
b) aus lim.**llA*-All : O und A">B folgt A>8.
Bemerlcung. In bezug auf die Zuordnung: fallende tr'olge -+ untere

Grenze gilt: Sind (.4") und (8") fallende und nach unter beschränkte Fol-
gen, so ist inf (4") + inf (.B") : inf (4"+8") und l" inf (,1") : inf Q.A")
ftir jedes positive ), e R .

Beispiele:
I. Der Raum C(X) der reelhvertigen stetigen und beschränkten

X'unktionen f auf einem topoiogischen Raum X mit

ll/ll : sup l/(tr)l

und f>S imSinnevon f(r)>S@) fiiralle reX.
2. Die reellen Räume Lr(a,b), I < p < @, mit der Ordnungs-

relation fZS im Sinne von f(r)Zg(r) fiir fast alle rela,bl.
3. Die Hermite'schen Operatoren auf einem Hilbertraum $: in

bezag auf die Addition solcher Operatoren, deren llultiplikation mit reellen
Zahlen und deren iiblichen Norm bilden sie einen reellen Banach'schen
Raum; er ist teilweise geordnet durch die B,elation A > B im Sinne
von (Ar,r)2(Ba,r) fiir alle *eb1, die obigen Bedingungen
2,3, 4 sind erfiillt.

2. Ein Lemma. Es gilt das folgende
Lemma. Es sei A e'ine positiue lineare Abbildung d,es Raumes

Cla , bl (d,er reellwertigen stetigen ?unktionen auf d,ent Interuall lo , b) )
ind,enRaum S, d.h. A seilinearund A(l)>O fu, />0.
Dann gibt es eine wa,chsend,e Abbild,ung @ I:o?'t, la , bl 'in m , soiluss

far alle f e ClcL , bl gilt 
h

r(r) A(fl : J ro d,@(r) ,

Bemeilcung 7. Das Integrut i.t *i, im X'all eines reelhvertigen @ zrr

Dann gibt es eine positive X'unktion ä auf (0 ,b-a) sowie ein A in
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m, und dieses A ist definitionsgemäss das obige Integral (I), sodass

fiir lGl < d(e) die Summen

3. Beweis il,es Lemmas. 1) Konstruktion aon @ . Wir setzen
@(a) : O . q( . ; r) sei die charakteristische Funktion des Intervalls

,s(G , 6) : )/(e*) (@(r*) - @@r))

in einer Kugel vom Radius e und Mittelpunkt A liegen. Dies beruht
auf folgendem: zu beliebigen Einteilungen g und G', mit lCl und
lg'l geniigend klein, gibt es eine Treppenfuktion t , deren Sprung-
stellen nur in den Teilpunkten von @ und g' auftreten und ftr die
t <f <tle ist. Gemäss Nr. I folgt daraus

-e(@(b)-O(a)) < §(G',8')- §(9,6) < e(@(b)-O("))

und nach Bedingung 4a in Nr. 1

ilB(G',6') -,S(G, f)ll < e ll@(ö) - A@)ll .

Somit konvergiert der Durchmesser der }Ienge

M(ö): {§(c,6) llGl <ä}
mit ö gegen NulI und wegen lyl(ö) C M(ö') fiir d < ä' gibt es genau

einen Punkt A e n , der in allen M(ö) enthalten ist.
Bemerkung 2. Die Menge der reellen Zahlen mit den iiblichen Struk-

turen ist ein spezieller Raum ,t . X'iir diesen ist das Lemma ein bekannter
Satz von F. Riesz.

Bemerkung 3. Das Lemma ist auch richtig, wenn Cla,b) den Raum
der komplexwertigen stetigen Funktionen auf la , b) bezeichnet. Denn
die Beschränkung von A auf die reellen Funktionen ergibt ein O mit
(1) fiirreelles f . Ist f :glih. g und h reell, undsetztman

Ito*:lsd@+ilnaa.J- J- J

so folgt aus der Linearität von A die Gleichung (1) auch fiir komplexe /.
Ferner gilt die Ungleichung

(2) )iA(f)11 < 2ll,{(1)ll ll/ll , )f tl : max lf@l .

Denn es ist 
[o'ö]

1lA(I)li < 1lA(s)l) + I A(h) 
1

< lll(1)ll(lls I + lh)i) < 211,4(r)l ii/il.



Ann. Acad. Scient. Fennicre A. r. 336/13

f"G;n):
I ftir € €la,r)

n(r 6) +1 fiir € €l*,r

Sie sind stetig und konvergieren fallend, gegen E( . ; r). Die A(f"( . ; *))
bilden eine fallende X'olge positiver Elemente aus ffi . @(r) ist defini-
tionsgemäss ihre untere Grenzel) (.rgl. Nr. 1. Bedingung 2). Wegen

f*(.;r) < f^(.;r') und entsprechend A(f"(.;r)) < A(f"(.;*')) fiir
n < n' definiert r --> @(r), t € la, bf , eine wachsende Abbildung von

la , b) in !t ; es ist @(b) : 71111 .

2) Beweis d,er Gleichung (1). X'iir Treppenfunktionen der Form

I)ann ist t - t'+t" , und aus f <

DieFunktionen f"(.;fr), vL -1,
Beschränkung der nachfolgenden
<b:

Fiir ein geniigend

la,r), ne@,bf
sind definiert durch

und somit

fiir jedes

grosses 'rL

2r...) re@rbf
f'estsetzungen auf

,

+ Lln) ,

Lln.

setzen wir
v.4
,'

c, cb(r,)

undzeigen: Ist feCla,b) unil, f <t, sogilt A(f)<J(t). Aus
der Linearität von A und J folgt dann auch: Ist f eCla,b) und,

t < f , so silt J(t) < A(f) .

Zum Beweis zerlegen wir die Summe (3) in zwei Teilsummen: die erste,

I' , wird iiber jene Glieder erstreckt, wo c,) O ist. die zrveite, X" ,

dann iiber jene, wo c, 10 ist. Wir setzen

n . Rechts steht eine stetige Funktion g

gitt deshalb

Da A positiv ist, folgt

t) I)iese ist unabhängig von der speziellen \Ärahl cler f".
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A(f) < J(t) .

Esseinun e ) 0. EsgibteineTreppenfunktion l, sodass t 4f (t*e.
Dann gilt nach dem soeben Gesagten

J(t) < /t(f) < J(tfe) : J(t) | e A(r)

und nach Bemerkung I in I{r. 2

b

J(t) < lf{*)ao{") < J(t)feA(r).

4" (-c,) A(f"(. ; n,)) 
= 

A(g) .

Dies ergibt

ftir alle n . Aus der Bemerkung in Nr. 1 folgt

4" (-r,,) @(*,,) . »' c, @(r,) A(f)

oder

Dies ergibt

und da r ( > 0 ) beliebig war, die Gleichung (1).

Wie man bemerkt haben wird, wurde in diesem Beweis die Bedingung
4b in I{r. 1 nicht beniitzt.

4. Verail.gemeinerung d,er Poi,sson-Btieltjes'schenlntegrald,arstel,l'ung. Es
sei a eine im Einheitskreis {z I lzl < l} definierte X'unktion mit
Werten in m. Sie heisst harmonisch, wenn sie als Funktion von n
und A (z:r*i,y) zweimal stetig differenzierbar ist und der Lap-
lace'schen Gleichung / U :0 geniigt. Völlig analog zum FaIl des reellen
U zeigt, man, dass die im Einheitskreis harmonischen n'unktionen U
(mit Werten in ffi ) eine Entwicklung der Form

(4) U(r eiv) : t Corl'"| sinv ,

coeffi , cp:ap+iBp, c-o:;::nu* Ao,-Bp €s , p:r,2,...,

besitzt. Sie konvergiert ftir 0 { r < I absolut, d. h.

i
J
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å llA,ll r* und å llB,ll ,^
n:L n:L

konvergent. Es gilt
§atz l. Ist tl e'ine 'im E'inhe'itskre'ise harmon'isclte

tion m'it W erten 'in m , §o gibt es e'ine, wachsend,e

Interuaf,l,s [0,Znf in m, sodass

o
-.L

in V gleichmässig

und, pos'it'iue Punk-
Abbildxeng @ des

unter Beniitzung \ron Bedingung
A auf P beschränkt und Iässt

Bedingung zu einer positiven (und
von C r- in ,t erweitern. wie

ei"(q-r?).

ztJt Klasse C rr, und
der Beschränktheit von

A. r. 336/13

(5)

so ist A auf P

r 1 PP

J lrr* - zlz

Beweis. Cr* bezeichne den Raum der komplexwertigen stetigen
X'unktiorren von ei't' mit der Norm ll/ll : maxe lf@t\l . U besitzt
die Entwicklung (a). Da U > 0 ist, gibt es eine positive lineare Ab-
bildung A von Cr, in m mit A(e-i"vl:C.. fstnäm1ich P die
Klasse der komplexwertigen trigonometrischen Polynome p :

p(e'*)

A(p)

linear und

a t a- ik'{

und setzen wir

=o

n
YL

k: -n

k: -n

positiv. Denn fiir
9-.JL

n

I

- 
I rT t* 4i*) p(er") dVT " \' L

J
0

z n å ar, C1, ylki
k: - rt

und der Grenziibergang r -> L ergibt
4b in Nr. 1 A(p) > 0 . Gemäss (2) ist
sich deshalb unter Beniitzvng derselben
daher beschränkten) linearen Abbildung
oben behauptet wurde.

z - v siv gesetzt, hat der Poisson'sche Kern die Entrvicklung

P(O,z) : 
=l'l'it'o - ziz

@

: Y rlnl.L'
n,:_@

AIs Funktion von I gehört er ftir r < I
wegen der in I gleichrnässigen Konvergerru und
A ist
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AuP(0 , r))

Nach dem Lemma in Nr.

Es gilt
Satz 1'. Es se'i

W erten 'in § und,

Abbildung @ aoTL

ylnl nin,: 
- 

tl (, e'*)

ein @ mit

P(S , z) d@(,r) ,

@

Vn
/-, \-/ n

n--@

2 existiert
2n

n

I

,z)) - I
IU

0

Ase@

w&s zusammen mit der vorangehenden Gleichung die Behauptung des

Satzes gibt.

5. Analyti,sch,e ?unlotionen mi.t ltosi,tiaem Realtei,L Es sei g ein
komplexer Banach'scher Raum mit einer fnvolution * , d. i. (A+B)*
:A*+B*, (cA)*:öA*, llA*)l:llAll und A**:A. DieX'ix-
punkte dieser fnvolution sind die sogenannte reellen Elemente in G ; sie
bilden einen reellen Banach'schen Raum, den reellen lJnterraum in § .

Jedes Z €O isteindeutiginderBorm Z:X*iY, X und I »reell»,
darstellbar; X: (Z+Z*)12 ist der Realteil, y : (Z-iz*)l(2i)
der fmaginärteil von Z .

Voraussetzung. g sei, e'in komplerer Banach'scher Raum mit e,iner
Inaolution 'r . Der d,iesbezligliche reelle Unterraum sei ein Raum, ffi im
S'inne d,er Nr. 7.

Die im Einheitskreis definierte X'unktion f mit Werten in 0 sei
dort analytisch, d. h. in eine fär lrl < I konvergente Potenzreihe

$., -,
?:0"" 

o

entwickelbar. Dann hat der Realteil

tl (r ei'P)

@ (, ei't) + F (r e'n)*)

die Entwicklung

An T'!) ,inQ ,

Ao (Oo*Cf) , An-Qn fiir n-L,2,..., A -C!, fiir n- -1,-2,

I
,

:
@

YL
n--Q

1

2

? e'ine ana,lyt'ische Funktion ,im E,inheitskre,is mdt
?n'it pos'it'iuem Bealte,il. Dann gi,bt es e,ine wachsend,e

[0 , 2 n] dn ilen reellen [Jnteruuum, aotL U , sod,ass

f e'8 + z

| ;r-=d@(0) + i rm r(0) ,
JOP
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6. Kontraktiae Operatoren. Es sei 2I die Banach'sche Algebra der
beschränkten Operatoren auf einem komplexen Hilbertraum 6. Bei
Beschränkung auf die lineare Struktur ist ?I ein Raum G im Sinne von
I\r. ä.

A eA sei ein kontraktiver Operator, d. h. llA ull < llrll , u € $ ,

oder ll,4ll < 1. Das Spektrum von A liegt in der abgeschlossenen

Kreisscheibe {11 lil = 
1}, und die Resolvente R()') :(}'E - l1-r

besitzt die fiir lll > t konvergente Entwicklung

R(1):i#,
;:o rt

ist also eine analytische Funktion mit \Yerten in !{ . Die Funktion

l(1) : l-1 (E + 1A) R(Ll)'), I )'l < r ,

hat positiven Realteil. Setzt man nämlich R(lll)r:)'A, *eb,
so wird

(I(l)t,n) : ((E + )'A)A,(E - LA)Y)

: llallz - lll2llA yll, + ),(A y , a) -1@ ,.q il ,

und wegen ll,4ll = 
I folgt dann

Re (,8'(,4) r , r) 2 llyllz (t - l,1l')

oder

((.F'(l) +-F,(i)*) r,r)20 d.h. Re.t'(,tr) 20, ll.t <I.
Nach Satz 1' gibt es eine wachsende Abbildung @ lron l0 ,2 a) in die

Hermite'schen Operatoren, sodass (es ist ?(0) : E )

o-

feio L ).F(t'):J7'-_tdA(0).

Durch Entwicklung des Kernes auf der rechten Seite und der Funktion .x,

auf der linken Seite nach Potenzen von )':
e'8+), "o

F-;-I+2».n-ino)'n'n:I

folgt
Satz 2. E s sed A e'in kontraktiaer

Dann gibt es e'ine wachsende Abbildung
d.,er H erm'ite' schen Operatoren, s odass

@

Operator auf e'irtem, Hi,lbertran;m.

@ aon [0 , 2 n) 'in d,en Raum
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@ ist eine yerallgemeinerte Zerlegung der Einheit (vgl. [2]).
Bemerlcung. fst A kontraktiv und *eb, so ist

f(1) : ((E + ),A)(E - )"A1-rn , n) fiir l2l < I
eine komplexwertige holomorphe X'unktion mit positivem Realteil. Daraus
folgt dann in bekannter Weise die Existenz eines O mit

Dies ist eine Art schwache X'orm von (7) und kann direkt aus (7) gewonnen
werden.

7. Anwend,ungen. t. X'iir beliebige kontraktive Operatoren A gilt

(7) An_ 
f 

,-in. dall}) , 7L :0, 1., 2,. . . .

Fiir n-0 ergibt (7)

n

I

J

r
(A n, y) - I n-in$ d @(S) r, A) .

J

r
A*" - l rin$ d@(0) ) n :1,2,. . ..

J

2n
n

I

I p@'u) d@(0) _ p(A) .

J
0

(8)

Ist A unitär, d. h. A* : A-t , so rrird durch (7) und (S) dem trigono-
metrischen Polynom

p("") : i our,n,
h: -n

der Operator
n

I arAo
k: _n

zugeordnet:

Die Abbildung p ---> A(p) , p e P, (ogl. Nr. a) ist also auch multiplikativ:
A(prpr) : ,4(pr) A(pr) , und A ist ein Ring-Ilomomorphismus von
Crn in g . Daraus folgt dann O(8) O(8') : @(8) fiir 0 < 0' , d. h.
@(8) ist ein Projektionsoperator und @ ist eine (orthogonale) Zer-
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legung der Einheit: wir haben die Spektraldarstellung fiir unitäre Opera-
toren gewonnen. Diese ist charakteristisch fiir unitäre Operatoren; die
Formel tu : I in (7) mit einer verallgemeinerten Zerlegwg der Einheit
liefert aber im allgemeinen keinen kontraktiven Operator. Dagegen ist
der folgende Satz richtig.

§atz 3. Ist O e'ine wachsende Abbild,ung il,es Interualls l0 ,2 nl in
d,ie Hermite'schen Operatoren eines Hil,bertrq,umes S und, sind, fitu einen
Operator A auf $ alleGleichungen (71 mit n :0,I,2,... und, Ao :E
effil,lt, so 'ist A eine Kontraktion.

Beue'is. Gemäss (2) ist llA)l 
= 

2 , also die Reihe

fiir lLl < Il2 konvergent. Durch Entwicklung des Integranden in (6)

folgt daher die Gleichung 
2n

feis+).
r(x) : (E + LA)(E - ),A1-r : J g _ 

^dO(S)
zunächst fiir l|l < ll2. Da der Integrarr* u,irder rechten Seite im Ein-
heitskreis holomorph ist, folgt dasselbe fiir n . Da O rvachsend ist,
hat .ä' positiven Realteil, d. h. es ist,

((7(i) + I(l)*)n, n) :2Re(PQ,)r , r)
positiv fiir neb und l2l <I. Mit A:(E-),41-tr ist aber
gemäss I{r. 6

Re (1'(,1) n , n) : llAli' (1 - l1)'llAi;') ,

und dies muss fiir ill < 1 positiv sein. Also ist l)4, < 1.
2. Nach einem Satz von M. A. Neumark ([2]) ist jede r.elallgemeinerte

Zerlegang der Einheit im Hilbertraum b die Projektion einer (ortho-
gonalen) Zerlegutg der Einheit in einem eru'eiterten Hilbertraum S*
(S c S*) : es gibt zu einer wachsenden Abbildung @ lron l0 ,2 nf
in die Hermite'schen Operatoren auf ö eine (orthogonale) Spektralschar
,S(8) , 0<?r!2n, in S* undeineOrthogonalprojektion II rron

S{< auf S mit @(0) : fI B@). Aus (7) folgt dann

U ist, unitär in S* ; also wird jeder kontraktive Operator auf S
durch Orthogonalprojektion aus einem unitären Operator in einem erweiter-
ten Hilbertraum gewonnen.

2^" 
^"n:0

s)) - n'f ,-n ds(o) - n u
J 

\ \ Il 
J
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3. x'iir einen kontraktiven operator A ist der forgende Mittelwert-
satz bekannt (vgl. [5]): x'iir jedes Element n des Hilbertraumes kon-
vergieren die arithmetischen Mittel

A*fr+A*+tr*...+ A**nfr
n*l

fiir n --> @ stark gegen ein Element n* , das gegeniiber A in-
variant ist. Die Darstellung (7) liefert einen neuen Beryeis fiir diesen Satz.
/s sei der sprung, den die x'unktion @ im Nullpunkt erleidet, wenn sie
iiber das rntervall l0 ,2 nl hinaus gemäss der x'unktionalgleichung
@(O + 2 n) : @(8) + E fortgesetzt wird:

§ : inf @(8) + E - grrp @(0) .

Da die X'olge

(,(;) - *(,"-*»,

fallend ist, gilt fiir jedes n e b im starken Sinne

/ /r\ / r\\
ls(,(*) + E - o\2"- ;))" : u "

Dies ergibt zusammen mit

13

A*+...-]- A*1-"

n+1

nach einigen trivialen Abschät'zungen fiir beliebige x'olgen der nb und
ftir alle neb

Am -L -L Åm+n
lim--------- , r: Sr.
t+6 n+l

Daraus folgt -4§:§.
4. Es sei jetzt B ein symmetrischer Operator auf S mit dem

Defektindex 0 fiir die obere Halbebene. Dann ist R(),) : (A - l, g1-t
in der oberen Halbebene Im 2 ) 0 holomorph. Setzen wir (A - l E) y: fr, so ist

(R(),)* , n) : @ , (A- |E)U): -Iltylr1-@,Ay).
Daraus folgt

((R(1) - R(1)*) r , n) : (1 - tl llall, ,
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d. h. RQ) hat positiven Imaginärteil. Durch konforme Verpflanzung
auf den Einheitskreis (mit co -> I ) ergibt sich eine Darstellung der n'orm
(6), und mit Methoden, die zu den in [a] verwendeten ganz analog sind,

folgt dann die Existenz einer wachsenden Abbildung P von (- co , oo)

in die Hermite'schen Operatoren auf ,b mit

Eine etwas schwächere Form ist von II' A. Neumark ([2] und [3]) durch
Erweiterung des gegebenen Hilbertraumes erhalten worden.

Nachtrag (28. August 1963)

Nach §chluss der Redaktion wurde mir bekannt, dass die in Nr. 7'2 genannto

Eigenschaft der kontraktiven Operatoren, Projektionen von unitären Operatoren in
einom Erweiterungsraum zu sein, schon von P. R,. Halmos [1] bewiesen wurde.
Fiir Potenzen kontraktiver Operatoren vergleich auch B. Sz'-Nagy t6l-[7].

Eidgenössische Technische Hochschule
Zidrrich, §chweiz
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