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Verallgemeinerte Poisson-Stieltjes’sche Integraldarsteliung und
kontraktive Operatoren

Die Spektraldarstellung unitdrer Operatoren U  in einem Hilbertraum
9 kann dadurch gewonnen werden, dass man fir x € § die komplex-
wertige Funktion

JA) = (E+21U0)(E—-iU)" ez, )

betrachtet. Sie ist im Einheitskreis { 1| |A] << 1} holomorph und hat
dort positiven Realteil. Vermittels der Poisson-Stieltjes’schen Integral-
darstellung solcher Funktionen fiir jedes x € § folgt dann die Existenz
einer Spektralschar @ auf dem Intervall [0, 2=x], sodass
27
e’ 42
(E+2U0)E— AU = / m(l(p(ﬁ)

0

ist fiir alle A mit |4} &= 1. Diese Darstellung einer holomorphen
Funktion mit Werten in einer Banach’schen Algebra legt es nahe zu fragen,
unter welchen allgemeinen Voraussetzungen (d. h. unabhéngig vom speziel-
len Hintergrund der unitdren Operatoren) eine solche Darstellung giiltig
sei. Es zeigt sich, dass

1. dies unter sehr allgemeinen Verhéltnissen méglich ist, dass ins-
besondere die obige Gleichung und daraus die Spektraldarstellung unitirer
Operatoren sich direkt, d. h. ohne Riickgriff auf den Hilbertraum und die
komplex-analytischen Funktionen, gewinnen lassen, und dass

2. fiir kontraktive Operatoren und speziell fiir isometrische Operatoren
eine analoge Darstellung mit Hilfe einer verallgemeinerten Zerlegung der
Einheit gilt. Dies liefert dann auch eine verallgemeinerte Spektraldarstellung
maximaler symmetrischer Operatoren ohne iiber den gegebenen Hilbertraum
hinaus gehen zu miissen (vgl. [2], [3]).

1. Der Raum R . Unter R verstehen wir eine Menge (ihre Ile-
mente sind mit A4 ,B,...,Z bezeichnet) zusammen mit den darin
nachfolgend postulierten Strukturen und Vertréglichkeitsbedingungen:

1. %R ist ein Banach’scher Raum iiber dem reellen Zahlkérper R.
O Dbezeichnet den Nullvektor.
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2. N ist teilweise geordnet. Die Elemente = O heissen positiv.
Diese Ordnung ist vollstindig in folgendem Sinn: jede fallende Folge
von positiven Elementen besitzt eine untere Grenze.

3. Die Ordnung ist mit der algebraischen Struktur von H ver-
traglich: aus 4 =B folgt A4+C =B+C fur jedes C€R und
24 =B fir jedes positive 1€ R.

4. Die Ordnung ist vertriglich mit der metrischen Struktur in R :

a) aus —A <B=<A4 folgt ||B|]|] =]|/4]] und

b) aus lim,, ,||4,—4|]| =0 und 4,=DB folgt 4 =2B.

Bemerkung. In bezug auf die Zuordnung: fallende Folge — untere
Grenze gilt: Sind (4,) und (B,.) fallende und nach unter beschrinkte Fol-
gen, so ist inf (4,) + inf (B.) = inf (4.+B,) und Zinf(4,) = inf (1 4,)
fur jedes positive 1 €R.

Beispiele:

1. Der Raum C(X) der reellwertigen stetigen und beschrinkten
Funktionen f auf einem topologischen Raum X mit

f1] = sup [f(=)]
x€X
und f=g¢ im Sinne von f(x) =g¢(z) fir alle z€X.

2. Die reellen Réume ZLy(a,b), 1=p = oo, mit der Ordnungs-
relation f=¢ im Sinne von f(x)=g(x) fur fast alle z€[a,b].

3. Die Hermite’schen Operatoren auf einem Hilbertraum $: in
bezug auf die Addition solcher Operatoren, deren Multiplikation mit reellen
Zahlen und deren iiblichen Norm bilden sie einen reellen Banach’schen
Raum; er ist teilweise geordnet durch die Relation 4 = B im Sinne
von (Az,x) = (Bx,x) fur alle z € 9H; die obigen Bedingungen
2, 3, 4 sind erfiillt.

2. Ein Lemma. Es gilt das folgende

Lemma. Ks set A eine positive lineare Abbildung des Raumes
Cla ,b] (der reellwertigen stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b])
in den Raum R, d.h. A sei linear und A(f) =0 fir f=0.
Dann gibt es eine wachsende Abbildung @ wvon [a,b] in R, sodass
fur alle f€Cla,b] gilt

b
(1) A(f) =/f(x) dP(x) .
Bemerkung 1. Das Integral ist wie im Fall eines reellwertigen @ zu
verstehen: Essei €: ¢ =2, <z, <... <<, =0> eine Einteilung von
[a,0], |G = maxXyr<n (w,—2,_y) und & =(&,...,&), & €[xy, 7).

Dann gibt es eine positive Funktion ¢ auf (0,b—a) sowieein A in
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R, und dieses A ist definitionsgeméss das obige Integral (1), sodass
fir |€| < é(¢) die Summen

S(E, 8 = k;"lf@k) (D(z) — Dl )

in einer Kugel vom Radius ¢ und Mittelpunkt 4 liegen. Dies beruht
auf folgendem: zu beliebigen Einteilungen € und €', mit |¢| und
€| geniigend klein, gibt es eine Treppenfuktion ¢, deren Sprung-
stellen nur in den Teilpunkten von € und ¢’ auftreten und fiir die
t <f<t+e ist. Gemiss Nr. 1 folgt daraus

— e (D) — Dla)) = S(E, &) — S(E, &) = & (D) — B(a))
und nach Bedingung 4a in Nr. 1
S(CE, &) = S8(C. 8| = ¢ DOb) — Da)]] .
Somit konvergiert der Durchmesser der Menge
M) = {8(€., & €C <o}

mit ¢ gegen Null und wegen M(9) C M(0') fir 6 << o gibt es genau
einen Punkt 4 € 9, der in allen M(6) enthalten ist.

Bemerkung 2. Die Menge der reellen Zahlen mit den iiblichen Struk-
turen ist ein spezieller Raum 9t . Fiir diesen ist das Lemma ein bekannter
Satz von F. Riesz.

Bemerkung 3. Das Lemma ist auch richtig, wenn C[a,b] den Raum
der komplexwertigen stetigen Funktionen auf [a,b] bezeichnet. Denn
die Beschrinkung von ./ auf die reellen Funktionen ergibt ein @ mit
(1) fiir reelles f. Ist f=g-+1i¢h. g und h reell, und setzt man

n

/qua :/gd¢+i/hd¢,

o

so folgt aus der Linearitdt von A die Gleichung (1) auch fiir komplexe f.
Ferner gilt die Ungleichung

(2) AN < 2HAM[f 1] = max [f(z)] .

Denn es ist

HAN = Al + AR
= AW (gl + HAl) < 2 [1AQ) [ HfT
3. Beweis des Lemmas. 1) Konstruktion von @ . Wir setzen

D(a) =0. ¢(.;2x) sei die charakteristische Funktion des Intervalls
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[@,z], x€(a,b]. Die Funktionen f,(.;x), n =1,2,..., x€(a,d]
sind definiert durch Beschrinkung der nachfolgenden Festsetzungen auf
das Intervall a <& <5b:

1 fir & € [a, 2],
fulfsz) =y n@x—§&+1 fir & € [x,24 1/n],
0 fir &€ > x4+ 1/n.

Sie sind stetig und konvergieren fallend gegen ¢(.;x). Die A(f.(.;x))
bilden eine fallende Folge positiver Elemente aus % . @(x) ist defini-
tionsgeméiss ihre untere Grenze!) (vgl. Nr. 1, Bedingung 2). Wegen
ful.;2) < f.(.;2) und entsprechend A(f.(.;x)) = A(f.(.;2)) fir
x <z’ definiert x — @(x), x €[a,bdb], eine wachsende Abbildung von
[@,b] in R; esist D) =A(1).

2)  Beweis der Gleichung (1). Fiir Treppenfunktionen der Form

(3) t=Dcq(.;2), a<x, <...<wxm=b, ¢, reell,

setzen wir

I = Yo, o)

und zeigen: Ist f€C[a,b] wund f<t, sogilt A(f) < J(). Aus
der Linearitit von A und J folgt dann auch: Ist f€Cla,b] und
t<f, sogilt JEt) = A(f).

Zum Beweis zerlegen wir die Summe (3) in zwei Teilsummen: die erste,
Y, wird iiber jene Glieder erstreckt, wo ¢, > 0 ist, die zweite, X",
dann iiber jene, wo ¢, << 0 ist. Wir setzen

t/ - Z’ CV (;0( . 7“”,) > t” = Z” Ca' (p( N ;xr) :

v

Dann ist ¢ =¢+¢', und aus f<<¢ folgt —t”" <t'—f oder
Z” (—-C,,) q( N ‘ xv) < ZI Cl' q( * ’ x;’) —f

v

und somit

X)) < Xefiliw) —f =g

v

fiir jedes =». Rechts steht eine stetige Funktion g . Fiir ein geniigend
grosses n gilt deshalb

D= [l sr) < g

Da A positiv ist, folgt

1) Diese ist unabhingig von der speziellen Wahl der f,.
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S (=) Aful -5 7,) = Alg) .

Dies ergibt '
2 (=) D) = X, Afu( -5 2,) — A(f)

v k4

fiir alle n. Aus der Bemerkung in Nr. 1 folgt
D (—e,) D(x,) = D¢, D(x,) — A(f)

oder '
A(f) = J(@) .

Esseinun ¢ > 0. Es gibt eine Treppenfunktion ¢, sodass ¢t <<f <<t4e.
Dann gilt nach dem soeben Gesagten

J(t) = A(f) = J(t+e) = J(t) + & A(1)

und nach Bemerkung 1 in Nr. 2

b
J) = / f) dB(@) = J(O) + ¢ A1)

Dies ergibt
b
—ed(1) = A(f) —/f(x)d¢(x) = A1),

und da e (> 0) beliebig war, die Gleichung (1).
Wie man bemerkt haben wird, wurde in diesem Beweis die Bedingung
4b in Nr. 1 nicht beniitzt.

4. Verallgemeinerung der Poisson-Stieltjes’schen Integraldarstellung. Es
sei U eine im Einheitskreis {z | |z| <1} definierte Funktion mit
Werten in R . Sie heisst harmonisch, wenn sie als Funktion von =z
und y (z =z -+ iy) zweimal stetig differenzierbar ist und der Lap-
lace’schen Gleichung A U = 0 geniigt. Vollig analog zum Fall des reellen
U zeigt man, dass die im Einheitskreis harmonischen Funktionen U
(mit Werten in %) eine Entwicklung der Form
(4) Ure?) = 3 Cur™en?,

C,€R, C,=A,+iB,, C_,=A4,—iB,, 4,,B, €R, p=1.2,...,

besitzt. Sie konvergiert fiir 0 <r <1 absolut, d.h.
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ZIHAnH?” und Zli[BnW"
konvergieren, und ist daher fiir jedes feste » <1 in ¢ gleichméssig
konvergent. Es gilt
Satz 1. Ist U eine im Einheitskreise harmonische und positive Funk-
tion mit Werten in R, so gibt es eine wachsende Abbildung @ des
Intervalls [0,2x] in R, sodass

1 — |z?

(5) U) = | —g— - dd@®), |z <1.

Ienﬁ\ . le

n

Beweis. C,, bezeichne den Raum der komplexwertigen stetigen
Funktionen von ¢ mit der Norm [|f|| = max_ [f(¢”)|. U besitzt
die Entwicklung (4). Da U = 0 ist, gibt es eine positive lineare Ab-
bildung 4 von C,, in R mit A(e ™) =C,. Istnimlich P die
Klasse der komplexwertigen trigonometrischen Polynome p :

Pl = Y apei

k=—n
und setzen wir

n

A(p) = Z ar C

k=—n

so ist A auf P linear und positiv. Denn fir p =0 ist

n

27
27 D aCpr™ = /U(re"")p(e"") dp = 0

k==
0
und der Grenziibergang r— 1 ergibt unter Beniitzung von Bedingung
4binNr.1 A(p) =0. Gemiéss (2)ist A auf P beschrankt und lésst
sich deshalb unter Beniitzung derselben Bedingung zu einer positiven (und
daher beschrinkten) linearen Abbildung von C,, in R erweitern, wie
oben behauptet wurde.
z =re gesetzt, hat der Poisson’sche Kern die Entwicklung

Rl i N il ing—0)
P@,z) = T = Do .

n=-—ao

Als Funktion von ¢ gehort er fir r <1 zur Klasse C,,, und
wegen der in ¢ gleichmassigen Konvergenz und der Beschrinktheit von
A ist
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AP, 2) = > Car™ ™ = Ulre®).

Nach dem Lemma in Nr. 2 existiert ein @ mit

Ay(PY ,2) = /P(ﬁ ,2) dD(9)

was zusammen mit der vorangehenden Gleichung die Behauptung des
Satzes gibt.

5. Analytische Funktionen mit positivem Realteil. Es sei € ein
komplexer Banach’scher Raum mit einer Involution *, d.i. (4-4B)*
= A*4-B*, (cA)* =¢A*, ||A*| =]|4]] und A** = 4. Die Fix-
punkte dieser Involution sind die sogenannte reellen Elemente in € ; sie
bilden einen reellen Banach’schen Raum, den reellen Unterraum in € .
Jedes Z € € ist eindeutig in der Form Z =X + 1Y, X und Y »reell,
darstellbar; X = (Z + Z*)/2 ist der Realteil, Y = (Z — ¢ Z%)/(214)
der Imaginirteil von Z.

Voraussetzung. € sei ein komplexer Banach’scher Raum mit einer
Involution *. Der diesbezigliche reelle Unterraum sei ein Raum R im
Sinne der Nr. 1.

Die im Einheitskreis definierte Funktion F mit Werten in € sei
dort analytisch, d. h. in eine fiir [z] <1 Lkonvergente Potenzreihe

e}
Z C,z"
n=0

entwickelbar. Dann hat der Realteil

Ure?) = % (F(r€) + F(r e)*)

die Entwicklung
Ure) = Y Aurm e,
1
Aozg(Co—}—Oﬁ‘), An=0Cnfiir n=1,2,..., 4,=C* firn=—1,—2,....

p4

Es gilt

Satz 1'. Es sei F eine analytische Funktion im Einheitskreis mit
Werten in € wund mit positivem Realteil. Dann ¢ibt es eine wachsende
Abbildung @ won [0,2m] in den reellen Unterraum von €, sodass

e’ + 2 )
(6) F(z) = P dP(9) + 7 Im F(0), lz] < 1.
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6. Kontraktive Operatoren. Es sei 9 die Banach’sche Algebra der
beschrinkten Operatoren auf einem komplexen Hilbertraum & . Bei
Beschrinkung auf die lineare Strukturist 9 ein Raum € im Sinne von
Nr. 5.

A €9 sei ein kontraktiver Operator, d.h. [|dz|| = ||z]|, 2 €9,
oder ||A|| <1. Das Spektrum von A4 liegt in der abgeschlossenen
Kreisscheibe {1] |A| =1}, und die Resolvente R(1) =(AE — A)™!
besitzt die fiir |A] > 1 konvergente Entwicklung

© 4
R(Z) - ZO )LnTla

ist also eine analytische Funktion mit Werten in 9. Die Funktion
F(A) = 277Y(E + 1A)R(1/2), [Al <1,

hat positiven Realteil. Setzt man namlich R(1/A)z = Ay, x€9H,
so wird
(F(A)z,2) = (E+24)y, (B —14)y)

= |ylE— 2R [ AylE+ 2(Ady,y) — Ay, 4y),
und wegen |/4]| =<1 folgt dann
Re (F(A)z,z) = |lylP (1 — [A]P)
oder
(F(A) + F(A)*)x,z) =0 dh ReF(l) =0, 17, < 1.

Nach Satz 1’ gibt es eine wachsende Abbildung @ von [0,2z] in die
Hermite’schen Operatoren, sodass (es ist F(0) =E)

27

el 4 ]
F(3) =/ dA(9) .

e’ — }
0

Durch Entwicklung des Kernes auf der rechten Seite und der Funktion F
auf der linken Seite nach Potenzen von 4:

eiﬂ__l_l

P ——— ¢ < —ind in 1) = 2 < n o n
o 1+2";1e n, F()) = E + n;A .

folgt

Satz 2. Es set A ein kontraktiver Operator auf einem Hilbertrawm.
Dann gibt es eine wachsende Abbildung @ won [0,2n] in den Raum
der Hermite’schen Operatoren, sodass
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27
(7) A" = /e""”’ do(9) , n=20,1,2 ...
0
Fir n =0 ergibt (7)
27
E = /d@(ﬁ) oder @(2x) = E:
0

@ ist eine verallgemeinerte Zerlegung der Einheit (vgl. [2]).
Bemerkung. Ist A kontraktiv und z € §, so ist

f(A) = (E+24A)E —214A) 2, 2) fir |2 <1
eine komplexwertige holomorphe Funktion mit positivem Realteil. Daraus
folgt dann in bekannter Weise die Existenz eines @ mit
2
Az, y) = /e*""”d (@@ x,y).
0

Dies ist eine Art schwache Form von (7) und kann direkt aus (7) gewonnen
werden.

7. Anwendungen. 1. Fir beliebige kontraktive Operatoren A4 gilt

27

(8) A* = /e"’“? do(9) , n=12....

0
Ist 4 unitir,d.h. 4% =47, so wird durch (7) und (8) dem trigono-
metrischen Polynom

p(eiﬁ) — Z ar eiko

k=—n

der Operator

n

Z akA"

k=-—n

zugeordnet:
2

[ vy o) = o

0
Die Abbildung p — A(p), p € P, (vgl. Nr. 4) ist also auch multiplikativ:
A(pyps) = A(py) A(py), und A ist ein Ring-Homomorphismus von
C,, in €. Daraus folgt dann @) @@') = @) fur ¢ <¥', d.h.
@(#) ist ein Projektionsoperator und @ ist eine (orthogonale) Zer-
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legung der Einheit: wir haben die Spektraldarstellung fiir unitire Opera-
toren gewonnen. Diese ist charakteristisch fiir unitdre Operatoren; die
Formel 7 =1 in (7) mit einer verallgemeinerten Zerlegung der Einheit
liefert aber im allgemeinen keinen kontraktiven Operator. Dagegen ist
der folgende Satz richtig.

Satz 3. Ist @ eine wachsende Abbildung des Intervalls [0,27] n
die Hermite’schen Operatoren eines Hilbertraumes § wund sind fir einen
Operator A auf 9 alle Gleichungen (7) mit n =0,1,2,... und A° =FE
erfullt, so ist A eine Kontraktion.

Beweis. Gemiss (2) ist ||4]| =2, also die Reihe

[ee}

Wl -
A
n=0

fir |A] < 1/2 konvergent. Durch Entwicklung des Integranden in (6)
folgt daher die Gleichung

i it
y)
Fl) = (BE+)14)(E — 141 = /Zﬂi_)
/ )

dD(9)

zundchst fir |A| < 1/2. Da der Integrand auf der rechten Seite im Kin-
heitskreis holomorph ist, folgt dasselbe fiur F . Da @ wachsend ist,
hat F positiven Realteil, d. h. es ist

(F(A) + F(A)*)x , x) = 2Re (F(2)x , @)

positiv. fir €9 und A/ <1l. Mit y = (£ — 24)x ist aber
gemiss Nr. 6

Re (F(Q)x , @) = [[y|P (1 — [AP 14 ?).

und dies muss fiir |[A] <1 positiv sein. Also ist |4  =1.

2. Nach einem Satz von M. A. Neumark ([2]) ist jede verallgemeinerte
Zerlegung der Einheit im Hilbertraum § die Projektion einer (ortho-
gonalen) Zerlegung der Einheit in einem erweiterten Hilbertraum $*
(HC H*): es gibt zu einer wachsenden Abbildung @ wvon [0, 2 7]
in die Hermite’schen Operatoren auf § eine (orthogonale) Spektralschar
S@), 0=9 =2z, in H* und eine Orthogonalprojektion II von
H* auf H mit DP) =I11S). Aus (7) folgt dann

2 27
A = /C_iﬁd (ﬂS(ﬁ)) =5 H/‘e_mdS(z?) — HU.
0 0
U ist unitdr in 9*; also wird jeder kontraktive Operator auf 9

durch Orthogonalprojektion aus einem unitdren Operator in einem erweiter-
ten Hilbertraum gewonnen.
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3. Fir einen kontraktiven Operator A4 ist der folgende Mittelwert-
satz bekannt (vgl. [5]): Fiir jedes Element 2 des Hilbertraumes kon-
vergieren die arithmetischen Mittel

Az + A™ e + .. 4™y
n—+ 1

fir n-— o stark gegen ein Element 2%, das gegeniilber A in-
variant ist. Die Darstellung (7) liefert einen neuen Beweis fiir diesen Satz.
S sei der Sprung, den die Funktion @ im Nullpunkt erleidet, wenn sie
tber das Intervall [0,2z] hinaus gemiss der Funktionalgleichung
DO+ 2m) = DY) + E fortgesetzt wird:

S = inf @) + E — sup D(¥).

< <2z

(o) oo

fallend ist, gilt fiir jedes x € § im starken Sinne

1 1
nlLH:o<¢<;>+E— @(2n~;)>x = Sz.

Dies ergibt zusammen mit

Da die Folge

27

A™ 4 AT ( 1 min M)
n+ 1 =/ n—l—lk;e dP(?)

0

nach einigen trivialen Abschitzungen fiir beliehige Folgen der m und
fur alle 2 € 9
LA™ AT
T v= s
Daraus folgt 48 =8.

4. Es sei jetzt S ein symmetrischer Operator auf § mit dem
Defektindex 0 fiir die obere Halbebene. Dann ist R(1) = (4 — AE)1
in der oberen Halbebene Im 4> 0 holomorph. Setzen wir (4 — A E) y
= x, so0 ist

Bz, 2) =@, Ad-1By) = —ilylR+@.4y).

Daraus folgt

(R(A) — R*) z , 2) = (A— 2)|[|y]7,
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d.h. R(J) hat positiven Imaginirteil. Durch konforme Verpflanzung
auf den Einheitskreis (mit oo — 1) ergibt sich eine Darstellung der Form
(6), und mit Methoden, die zu den in [4] verwendeten ganz analog sind,
folgt dann die Existenz einer wachsenden Abbildung ¥ von (— o, )
in die Hermite’schen Operatoren auf $ mit

@©

S = /td'l’(t).

-0

Eine etwas schwichere Form ist von M. A. Neumark ([2] und [3]) durch
Erweiterung des gegebenen Hilbertraumes erhalten worden.

Nachtrag (28. August 1963)

Nach Schluss der Redaktion wurde mir bekannt, dass die in Nr. 7.2 genannte
Eigenschaft der kontraktiven Operatoren, Projektionen von unitdren Operatoren in
einem Erweiterungsraum zu sein, schon von P. R. Halmos [1] bewiesen wurde.
Fiir Potenzen kontraktiver Operatoren vergleich auch B. Sz.-Nagy [6]—[7].

Eidgenossische Technische Hochschule
Ziirich, Schweiz
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