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Mit harmonischen Feldern verwandte Differentialformen unter Rand- und
Anfangsbedingungen

Die mathematische Physik kann ihre klassischen Felder (statische
Spannungsfelder oder Wellenfelder) in weit grésserem Umfang als harmo-
nisches Feld charakterisieren, wenn dieser Begriff tensoriell erweitert wird
und, von der mehrdimensionalen Variationsrechnung geleitet, unabhingig
voneinander Ubertragung und Metrik eingefiihrt werden. Ausserdem
miissen, wie es bei den harmonischen Feldern Morrey [59] und Friedrichs
[14] getan haben, Randbedingungen gestellt werden, bzw. bei den normal
hyperbolischen Differentialgleichungen, die sich bei indefinitem Linien-
element (etwa der Relativititstheorie) ergeben, Anfangsbedingungen.

Harmonische Felder vom elliptischen Typ sind bei den bewegungs-
invarianten Variationsproblemen z. B. die Selbstspannungen eines mehr-
fach zusammenhéngenden elastischen Korpers.

Ausserdem gibt es noch einen allgemeinen Fall, in dem harmonische
Felder mit mehrdeutigen Integralen eine Behandlung versprechen. Man
muss fir die Matrix der Kriimmungsformen Q der Ubertragung die
Gleichung

(0.1) D'Q =0
voraussetzen, eventuell auch noch mit Bochner [4]
(0.2) DQ =0.

Diese Annahmen bilden eine schwache Briicke zum zweiten Teil des
Vortrags'). Dort untersuche ich harmonische Felder vom hyperbolischen
Typ bei indefinitem Riemannschen Linienelement: die elektromagnetischen
Felder im leeren Einsteinschen Gravitationsfeld, wo ja auch (0.1), (0.2)
gelten. Hier wird die Abhéngigkeit von den Anfangswerten studiert: das
Huygenssche Prinzip im engeren Sinne Hadamards, also die Diffusion von
Licht, die auch im Gravitationsfeld in erster Ordnung des unendlich Kleinen
fehlt, aber durchaus vorhanden sein mag, wenn das Licht sich iiber kos-
mische Distanzen ausbreitet.

1) Beide Teile wurden im Vortrag gestreift, etwa Nr. 1, 2 und Nr. 3. — Herrn
Rolf Nevanlinna danke ich nicht nur fiir die Einladung dazu, sondern auch fiir sein
Interesse an einer Ausarbeitung, die hier freilich noch skizzenhaft ist und fiir den
zweiten Teil ganz fehlt.



4 Ann. Acad. Scient. Fennicee A.1I. 336/7

Nach dem Quantengesetz AE = h Ay kionnte man vielleicht aus dem
Verlust AE (< 0) auf eine Frequenzverminderung A»v < 0, eine kos-
mische Rotverschiebung, schliessen.

1. Harmonische Felder (in der Bezeichnung von Kodaira [43]) auf
einer kompakten p -dimensionalen Mannigfaltigkeit 7' sind nach Hodge
[31], de Rham [64] und Morrey [58]—[60], Friedrichs [14] (die einen Rand
0T zulassen) iiberall regulire Losungen der linearen partiellen Differential-
gleichungen

(1.1) D¢ = 0,

(1.2) DE=0

fiir die ezne Differentialform

(1.3) £ = £ dt,

wobei die duale Differentialform

(1.4) W& = Vglg7 &, e dt .. A
ist,

(1.5) — *Dy = D’

(= 6 =d* bei de Rham [64] bzw. Kihler [40]—[41]). Fir u =2 sind
es die Abelschen Differentiale 1. Gattung der Funktionentheorie:

(1.6) £ = ude +ovdy,

Analoge Konforminvarianz gilt, falls die Dimension u = 2p, p Grad von
&, ist, s. Nr. 3.

Wir haben einen richtigen Rand 97", nicht etwa »offene» Riemannsche
Flichen. Wie bei Morrey [59] soll entweder die Tangentialkomponente

(1.87) té& = 0 auf oT (Funktionenraum B )
oder die Normalkomponente

(1.8%) né =0 auf 0T (Funktionenraum R )
sein.

Mit einem harmonischen Feld »verwandt» nennen wir eine verallge-
meinerte vektorwertige Differentialform &, vgl. Lichnerowicz [48], Kéhler
[40]—[41], sowie neuerdings Haahti und Klemola [22],

(1.9) E=8d (i=1,...,n),
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die lokal absolute Ableitung D z* eines Vektors ' ist und durch ein
Dirichletsches Prinzip

(1.10) (Dx,Dx) = (Da',Da) — min,

also durch ein quadratisches Variationsprinzip spezieller Art charakterisiert
wird.

Ich verwendete in [33], [35], [36] fiir die 2. Variation eines mehrfachen
Extremalintegrals den Cartanschen Kalkiil der Differentialformen, den
Boerner [5] zuerst fiir die 1. Variation und geodétische Felder benutzt hat.

In (1.10) gehort das absolute (dussere) Differential

(1.11) Do = da' 4 wja = & = & d*

zu einer Ubertragung (D), die unabhiingig ist von der Metrik (c) des Skalar-
produktes,

(1.12) (£,8) = /E A £, gleichbedeutend mit (&, &) = /Ei A&,
T ¥
mit

(1.13) E = (dt), P &, (dt), = (=11 der... detdet ... de,
c>i B a

a i

wie das auch Bochner [3] ins Auge fasst.

Zu beachten ist, dass es sich um eine Pseudometrik handelt, die indefinit
sein kann. Eine solche indefinite Metrik haben R. Nevanlinna [61] und
Louhivaara [52]—[53] behandelt.

Wir machen nimiich nur die Voraussetzung der »starken Elliptizitiity
(Legendre-Bedingung)

(1.14) ef iy, yy = e 22 ly?, e>0.
Das Variationsproblem (1.10) mit f(§) = ,f() (dt), (dt) = di*...d¢",

(1.15) 1 = /f(&) = %(Dx,Dx) — min

T

hat bei der Variation dx = z die 1. Variation

(1.16) 51=(§,Dz)=(D'E,Z)+/Céz
or

mit dem adjungierten absoluten &dusseren Differential D’§;, das man
explizit so berechnet:

(1.17) ol = /fs 0f = /ni o0&

mit
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(1.18) fo = fa @), = m = 7 (@), (= (@), & = &)

1
e

(1.19) 08 = d o' + ol o', 8¢ = 0Dx = Déx = Dz,

somit

(1.20) ol = —/(dni — m N\ ob) 6 + /ni oxt .
T or

Also gibt

(1.21) ol = 0

die Relationen
Da, = dn; —mNw, = D& =0 inT,

(1.22) ) .
tm, = 0 auf 3T, falls a” freiund 2" =0 auf oT

ist. Es kommt also zu

(1.23) Do = &,
(1.24) D & = 0
mit D' = — *D,, wo * den Ubergang von der Differentialform

D& = (D, 7% (dt), mit der kovarianten Ableitung D,, zum Skalar
D, =} bedeutet.

Ubrigens benotigt man fiir die komplette Theorie der 2. Variation
mehrfacher Extremalintegrale noch ein allgemeineres akzessorisches Varia-
tionsproblem

(1.25) (D2, D) — (a2, 2') — min
mit der Randbedingung fiir gewisse "
(1.26) " =0 auf oT.

Es ist in letzter Zeit vor allem von Hestenes [28] ausfiithrlich fiir allgemeinere
in der Variationsrechnung vorkommende Randbedingungen untersucht
worden. Hilbertraummethoden, die er [27] bereits 1951 anwandte, sind
auch von van Hove [38], Holder [35]—([36], Klotzler [42], Hildebrandt
[29]—[30] benutzt worden. In den letzten Arbeiten wird die Variations-
methode (bzw. die Methode der orthogonalen Projektion), die Morrey
[59]—[60] bei den harmonischen Integralen entwickelt hat, auf die Varia-
tionsgleichung iibertragen.

Das Eigenwertproblem

Das = &,

(1.27) ,
D’ Ei = M QA X!
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ist die Verallgemeinerung des entsprechenden Eigenwertsproblems, das
H. A. Schwarz fiir das Minimum der Minimalfldchen in der Festschrift fiir
Weierstrass entwickelt hat — in den Acta Societatis Scientiarum Fen-
nice [67].

2. Aber lassen wir den (a)-Term in der 2. Variation und begniigen uns
mit einer Verallgemeinerung der harmonischen Felder, also mit Differential-
formen &, die den Differentialgleichungen (1.23), (1.24) geniigen, aber
mit einem eventuell mehrdeutigen Vektor z* .

Es ist ja im allgemeinen

DDx + 0,

d. h.
DE 4+ 0

neben
D& =0,

also nicht D& =0, D' & =0, was die nichstliegende vektorielle Ver-
allgemeinerung des harmonischen Feldes wiire.
Vielmehr ist, vgl. [22], [3]—[4], [48],

(2.1) DDx = Qi
mit der Kriimmung
(2.2) Q) = dol — o \ o, .
Dabei ist das absolute Differential
(2.3) DE = d& 4+ wj \ &
und
DDE = D&+ o\ &)
= d (d& 4 oj N &) + o}, N dE" + o] N &)
= (doj + 0} N o) N & — of A €' + of, N dE™.

Also ist
(2.4) DDE = QINE.
Es gibt — ohne gleich Q)= 0 anzunehmen — einen Fall, in dem
sich eine Differentialgleichung fiir & allein ergibt. Aus
(2.5) DE = 2 Qi

folgt durch Anwendung von D’ = — °D, mit geeignetem
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(2.6) D'DE = — (.2,
falls
(2.7) DQ=—°D,Q =0

vorausgesetzt wird.
Ausser (1.24), d.h. D’ =0, hat man DD’'E =0 und somit die
Differentialgleichung

(2.8) (D’D+DDVE = AF = —(£,0).

Mittels einer Variationsmethode zeigen wir, dass die Differential-
gleichung (2.8) mit der Randbedingung ¢ =0 auf oT eine endlich-
dimensionale Losungsmannigfaltigkeit (£) = ® hat. Aus dieser schneiden
wir dann die Mannigfaltigkeit ® N ¢ der Losungen heraus, die auch
noch die Bigenschaft D’& = 0 haben. Es ist schliesslich zu fragen, ob ein
so bestimmtes & = Dx gesetzt werden kann, also wann global ein even-
tuell auf 7' mehrdeutiger Vektor * mit Dx = § gefunden werden kann.

Der Variationsmethode legen wir den Bilinearausdruck

(2.9) /a? ANAE+EN Q) = /é AN(D' D&+ DD &)+ (N Q)
mit D' = — °D, bzw. D’ = — *D, zu Grunde, der sich so umformen lésst:

—/(C§A(°D*)D§+c§/\D(*Dc)f—é/\”(&/\*!?))

=/(D§A*D6+DéA*QE+§AEA*Q

= (DE,DE+ (D'E, D&+ ENE, Qu)

= J(&,§).
Wir erhalten also das Variationsproblem fir = = £ mit tz = 0 auf 9T
(2.10) J(@#) = (Dn,Dn)+ (D' x,D 7)) — (7w /\°x, Q) — min.

Es kann mit den direkten Methoden behandelt werden unter der vorldufigen
Voraussetzung

@1 J@) 2 Ky X (5 — Ko 3

einer Ungleichheit von der Art der Géardingschen bzw. der Gaffneyschen:
Am einfachsten folgt so etwas, falls
i =co0,+el, >0

und ezﬂ , D& geniigend klein sind. Dann kommt z. B. von der Rotation
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D&, D§) = (D'n, D' 7)

ocy
C , o 8
= Z(Z) nfy, cos W, Gy + quadratische Glieder in  xf Py
11 axy,
2@ Y 3, — - 33— KT T
i (ay, i, [

Analog kommt von der Divergenz
Dn,Da) = (1—e) Z D () — K Z D (2.

Dann folgt nach Friedrichs [14] und Gaffney [15] Ungleichheit (2.11).
Die Frage, fiir gegebenes & die Differentialgleichung

(2.12) Dy = dat + oiat = &

zu l6sen, ist von Haahti und Klemola [22] lokal behandelt worden. Dort
heisst

(213) D=y, @—f, oi—A4, F=a, O=R.

Ihre lokale notwendige und hinreichende Bedingung miisste fiir alle
Umgebungen, mit denen die kompakte (geschlossene) Mannigfaltigkeit
iiberdeckt werden kann, gestellt werden:

Bezeichnen wir mit X den endlichdimensionalen Raum der Losungen
E von Dx=¢, D' &=0, und mit & den ebenfalls endlichdimensio-
nalen Raum der konstanten Vektoren ¢' (der geschlossenen Formen
(p = 0)-ten Grades), so muss es einen Teilraum X, C X geben, so dass

D+Q2NS¢g) X, € QANSR

gilt mit den Operatoren S, ¢ aus [22].

Ist Q)= 0, so ist diese Bedingung sicher erfiillt; wegen D& = Qix' =0
reduzieren sich die betrachteten Rdume auf den Nullpunkt.

Wir setzen schliess'ich die Krimmung
(2.14) Q=0
voraus. Das dann aus (1.23), (1.24) entstehende Gleichungssystem ist

DE =0 und D& =0 in T,

(2.15) .
n& =0 d. h. ta; = 0 auf 0T

bei freiem Rand. Dies kommt speziell vor bei einem bewegungsinvarianten
Variationsproblem im Euklidischen Raum.

Die Schnittkrifte bei den Selbstspannungen eines mehrfach zusammen-
hingenden Korpers (oder einer mehrfach zusammenhingenden Schale)
in der Nachbarschaft des spannungslosen Zustandes, bzw. die von Volterra
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in seinen Stockholmer »Lecons sur I'intégration des équations différentielles
aux dérivées partiellesy [74] behandelten sogenannten Distorsionen, bilden
linearisiert gerade ein solches verallgemeinertes harmonisches Feld

Doy, = 0 und D' o* = 0 in T,

(2.16)
(tak* =) no" = 0 auf oT,

nur steht jetzt statt des einen Index ¢ der antisymmetrische Doppelindex
hk unten.

Hier konnen die Koordinaten so gewihlt werden, dass in Dwv, vgl
(4.8),

(2.17) A o= dt, 2}/ = 0 sonst
wird. Dann kann man vy in der Form
(2.18) v = Hp + D Xu,

wo DH=0 und d' H=0 in T, nH =0 auf 0T ist, darstellen,
und es ergibt sich fir Xy ein Variationsproblem

(2.19) (DX,DX)+2(H,DX)—> min,

das nach den frither von mir [35]—[36] entwickelten Methoden behandelt
werden kann. Néiheres in Nr. 4, 5.

3. Als zweiter Fall eines verallgemeinerten (pseudo-)harmonischen
Feldes seien die normalhyperbolischen Gleichungen der Maxwellschen
Theorie tiur adie Ausbreitung des Lichtes im Einsteinschen Gravitationsfeid
g.s betrachtet. Diesmal ist der indefinite Charakter des Linienelementes
einschneidender.

Es handelt sich nur fiir eine Differentialform um den mehr klassischen
Begriff der Elementarlosung (im Sinne Hadamards). also eines Elementar-
differentials. Auf dieses, seinen logarithmischen Teil, hat die Struktur des
Riemannschen Raumes (durch die Strukturgleichungen) Einfluss und damit
auch auf die Art der Abhidngigkeit der Losung von den Anfangswerten:
die Frage nach der Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips im Sinne Hada-
mards. Wenn Diffusion des Lichtes im Schwerefeld stattfindet, so im
Kleinen nur von hoherer Ordnung des Verschwindens.

Das elektromagnetische Feld

(3.1) F = Fd>dtf (6,8 =1,2,3,4)

im materiefreien Raum ist ein pseudoharmonisches Feld, ndmlich eine
Losung der Maxwellschen Gleichungen
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(3.2) DF = 0, D'F = 0.
Hier ist, beziiglich des Riemann—Einsteinschen Linienelementes ?)
(3.3) o At AP = o — o — 0¥ —o®

des Schwerefeldes genommen, D das absolute dussere Differential, D’

das adjungierte absolute dussere Differential.
Das Variationsproblem lautet 6 =0 mit I = (F,F) fir F—0,
d. h. im Kleinen F = D ¢ . Damit

(3.4) 0= (F,0F) = (F,Dép) = (D'F,d¢q).

Zusammen also DF =0, D'F=0.
F geniigt auch der von Gordon [17] studierten Wellengleichung

(3.5) AF = (D'D+DD)F =0,

ist also eine harmonische Differentialform.
F Desitzt als solche eine Integraldarstellung mittels einer harmonischen
Elementarlosung

U
(3.6) uzT—WlogI’—i—w

im Sinne Hadamards von 4« = 0. Dabei sind
(3.7) & =1T

die geoditische Entfernung des Aufpunktes (#) vom Pol (i) = (0),
U, W ,w regulire Differentialformen.

Diese Integraldarstellung fiir die Losung des Anfangswertproblems folgt
aus der Greenschen Formel (mit Skalarprodukt (F ,@)) fiir ein 4 -dimen-
sionales Gebiet 7T

(3.8) (F,4u)— (u,4F)

= —/D’F/\*u—i—u/\*DF—}-/D'u/\*F—}—F/\*Du,
oT oT
vgl. Kéahler [40].
Nach Analogie von Hadamard [23] oder auch Courant [11] (S. 765 ff.)

erkennt man durch Vergleich der logarithmischen Glieder: Das Innere des
Abhingigkeitsgebietes S, auf ¢t = 0 tritt durch einen Term

2) Statt der unabhiingigen Variablen ¢* im ersten Teil steht hier oft
E=(@,t) (i=1,2,3,4; ¢ =1,2,3).
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(3.9) fD'W/\*F—{—F/\*DW
S,

in Erscheinung, sonst kommen nur Randintegrale der Art

05,
vor.

Huygenssches Prinzip im engeren Sinn Hadamards [23] ('minor premisse»)
nennt man bei einer Differentialgleichung die Eigenschaft:

Wenn zur Zeit t=0 oder exakter in einer kurzen Zeitspanne
— ¢ <t < 0 eine Lichterregung in unmittelbarer Umgebung des Ursprungs
O produziert wird, so ist der Effekt zu einer spiteren Zeit t* > 0 in der
Nachbarschaft einer Fliche (speziell einer Kugelfliche mit dem Mittelpunkt
O und dem Radius c#*, also einer diinnen Kugelschale bei der gewthn-
lichen Wellengleichung) enthalten. Es herrscht eine schalenformige Aus-
breitung.

Dass auch im Rahmen der allgemeinen Relativitédtstheorie der elektro-
magnetische Wellenvorgang eine scharfe vordere Wellenfront besitzt, hat
von Laue [45] eines besonderen Nachweises fiir wert erachtet — wegen der
fundamentalen Bedeutung der Lichtgeschwindigkeit.

Hier handelt es sich aber bei scharf begrenzter Aufgabe eines Licht-
signals um die dauernd scharf begrenzte hintere Front, hinter der es keine
Diffusion des Lichtes gibt.

Diese Problematik wird auch auseinander gesetzt von Baker und
Copson [1].

Statt des ausstrahlenden Lichtkegels braucht man fiir die Berechnung
des Zustandes im Punkt O (2°) zur Zeit ¢ aus den Anfangswerten im ¢’ -
Raum zur Zeit ¢ = 0 den von O, t ausgehenden »Antikegely I'" mit
der Gleichung

der aus der 3-dimensionalen Anfangsfliche (t'), ¢= 0 den Raum S,
ausschneidet.

Das genannte Huygenssche Prinzip im engeren Sinn besagt dann, dass
F(0,t) nur von den Anfangswerten

0
Fit,0), " F(t',0)

auf dem Rand 39S, = N (I~ , t = 0) abhingt, nicht von inneren Punkten
von S,.
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Handelt es sich um ein pseudoharmonisches Feld, so kénnen nur die
Anfangswerte der Tangentialteile

(3.10) tF und ¢, F = ynF auf a8,

vorgegeben werden. Das Innere von S, kommt nur durch das Glied (3.9)
herein.

Wegen (3.9) kommt also beim harmonischen Feld F die Frage der
Diffusionsfreiheit, der Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips, auf das Ver-
schwinden (identisch oder von einer gewissen Ordnung) von D W und
D'W an.

Bei den pseudoharmonischen Funktionen lduft die Giiltigkeit des
Huygensschen Prinzips im engeren Sinne Hadamards auf das Verschwinden
des logarithmischen Gliedes W selbst hinaus. Die diesbeziigliche von
Hadamard gestellte Frage ist von Mathisson [54] und spdter namentlich
von P. Giinther [18]—[19] geférdert worden. Giinther hat fiir das sta-
tische Linienelement das Problem vollstdndig geldst.

Die speziell auf das Huygenssche Prinzip beziiglichen (unversffent-
lichten) Untersuchungen Stellmachers, die ebenfalls mit Mitteln der (pro-
jektiven) Differentialgeometrie das Problem von Hadamard behandeln,
haben fiir uns vor allem insofern Bedeutung, als Stellmacher den Fall in
Betracht zieht, dass das Huygenssche Prinzip nur approximativ gilt und
von Diffusionsfreiheit verschiedener Ordnung spricht. Sie wurden abgeldst
von seiner iiberraschenden Entdeckung [68]—[69] einer Differential-
gleichung 6. Ordnung, die Huygenssch ist und sich nicht auf die Wellen-
gleichung transformieren lésst.

Uberhaupt ist die kiirzlich (1961 in Oberwolfach, vgl. [11], S. 765 ff.)
von Courant miindlich gedusserte ironische Meinung zu bedenken, Hada-
mards Vermutung (beziiglich des Huygensschen Prinzips) sei ein Muster-
beispiel eines nicht korrekt gestellten Problems, vor dem Hadamard sonst
mit Recht gewarnt habe. Man solle vielmehr die asymptotische Verteilung
in der Nachbarschaft des ausstrahlenden Lichtkegels bei einem scharf
aufgegebenen Lichtsignal studieren.

Aber fiir die elektromagnetischen Wellen hat das Verschwinden der
harmonischen Form W selbst keine physikalische Bedeutung. Vielmehr
muss man untersuchen, wann die harmonische Form W ein harmonisches
Feld, DW =0, D'W =0 ist.

Hier konnen wir Stellmacher folgen und wenigstens von Diffusionsfrei-
heit verschiedener, z. B. niedrigster Ordnung sprechen. Wir koénnen im
leeren Einsteinschen Gravitationsfeld die Diffusionsfreiheit wenigstens in 1.
Anniherung zeigen. Die aus der Riemannschen Ubertragung wy gebil-
dete Kriimmungsform
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, 1 . .
(3.11) Qhk == da)hk —_ whl Wy, = E thij dtl /\ dt”

hat hier mit e; Qu = Ruy dt/ die Verjiingung
(3.12) e = g"e Q. = Riydti = 0,
und es gilt nach Bianchi bzw. Kéhler [40], der den Operator e, benutzt,
(3.13) DQu =0, D Qu=0.
Wir kénnen die schon von Gordon [17] angegebene Form
(3.14) Au = D*Dru+ e, Q* N eu + Q% ey e u
entwickeln und die Anfangsfunktion U in (3.6) explizit angeben:

(3.15) gt 1tda
Vigh V1+ed

und dann bis zu den Gliedern 3. Grades explizit berechnen. Dazu befolgen
wir E. Cartans geometrische Methode des Repére mobile. Dabei ist die
Differentialform 2. Grades einer aus O lidngs der geoditischen Linie
parallel verschobenen Plangrosse

T

(3.16) n = (1-4ce)a

mit dem Anfangswert n° und ebenso die Differentialform 4. Grades des
Volumens

(3.17) Vigld) = Vg TTo = (14 ¢)dh):

und es ist die Translation o' = dff + ¢, die ein Repére R in ein differen-
tiell benachbartes R’ iiberfiihrt, nach Riemann [12], Vermeil [73]. Levi-
Civita [47], Herglotz [26], Radon [62], am besten aber nach E. Cartan [9]
vermoge seiner Strukturgleichungen mittels der Kriimmungsdifferential-
form 0,° und ihrer Ableitungen (9; 2+)" in O ausdriickbar:

1 1 .
¢ = Et"t"(l —}——_2~t’8,>ek[2,,‘.

Aus der Entwicklung von U ergibt sich im wesentlichen durch 4 U
das logarithmische Glied W und zwar bis zu den Gliedern 1. Grades. Dass
dann wenigstens im Pol O selbst

(3.18) DW =0 und D'W = 0
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ist, beruht darauf, dass die Einsteinschen Gravitationsgleichungen (3.12)
— auch die kosmologischen — (3.13) nach sich ziehen, und bedeutet, dass
die Diffusion des Lichtes im Schwerefeld im Kleinen ein Effekt hoherer
Ordnung ist.

4, Ausfilhrung zum bewegungsinvarianten Variationsproblem

(4.1) I = /f(w) — min;
hier hangt das Grundelement
(4.2) flo) = *flwy,) (dt), (dt) = Volumenelement,

nur ab von der Differentialform der Schraubengeschwindigkeit (»Motor»
nach von Mises [566]—[57], insb. S. 196 f.)

(4.3)  , = wy, d* (kk _J

01,02, 03 Translationsgeschwindigkeit
l 23,31,12 Winkelgeschwindigkeit )

einer (extremalen) Mannigfaltigkeit e® { R%(#*)} von Triedern, eines »elasti-
schen Korpers» (»Corps déformable») oder einer Schale im Sinne von E. und
F. Cosserat [10]; diese wird iiberdies zum Zwecke der Variation noch in eine
(u) -Schar { R(t*, u)} eingebettet, wobei mit dem alternierenden Tensor
2w der Variation

(4.4) One = whr + Zme du
ist. Es gelten die Strukturgleichungen von Cartan [7]—[8]
(4.5) dof = a," N\ @, ';
und zwar auf der Extremalen % selbst
(4.6) QF = dof — o Nt = 0.
Die linken Seiten £ der in Matrizenform
(4.6") Q=do—olNow =0 (Koordinaten in R°)

geschriebenen Strukturgleichungen sind Tensoren.

Man zerlegt die Schraubengeschwindigkeit ( = Motor) von R(t) (gegen
ein festes Bezugssystem R, Koordinaten in R?) in die Fiihrungsge-
schwindigkeit A der Trieder { Rf)} einer Ausgangsfigur ¢! plus der
Relativgeschwindigkeit v von R() gegen R'(t) (Koordinaten in RO)
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(4.7) w=A+ov.
In
(4.6") Q= @dri—AAND)+d—2ANv—vA2)—vAvw
ist der mittlere Ausdruck
(4.8) dv —ANv—v A1 = Dvw
das absolute Differential
(4.8") Dv = dt*D v

mit der absoluten (kovarianten) Ableitung D, in Richtung ¢*. Auch der
erste Term

di — ANA = Dar+AN2

hat Tensorcharakter. Wenn man die Koordinaten nachtréiglich in R!
nimmt, sieht man

dr—2AN1 =0,

die Strukturgleichungen fiir die Ausgangsmannigfaltigkeit e' der Trieder
{ RY(t)}, in deren Nachbarschaft ¢°{R°()} angenommen wird.
Die so gewonnenen Strukturgleichungen

(4.9) Dv = v /N\w

(alle Koordinaten und Ableitungen genommen in R!, womit bei der Bildung
von D auch 1 véllig bekannt ist) sind die erste Gruppe von Differential-
gleichungen fiir das bewegungsinvariante Variationsproblem.

Auf der anderen Seite folgt aus eben diesen Strukturgleichungen fir
die 1. Variation in der Schar & = w + zdu

06 |ymp = dw = D2 = dz —wz+z0)|
v = (dz— Az+2A) —vz+2v l
Also auch

(Koordinatenin R?).

(410) 6 = Dz—wvz+2zv (Ableitungen und Koordinaten in R).

Mit der Entwicklung des Integrationselementes

(4.11) fl@) = f(A) — SN v) + fO90),
wo die »Dyname» der Schnittkraftformen 2-ten Grades auf e
(4.12) n = f,(2) = [

und S die Spur
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(4.13) at Nl = S A v)
bedeutet, wird unter Einfithrung der »Impulsform»

(4.14) n = f&

die erste Variation des Extremalintegrals

(4.15) 0l = — /S(n A ov) + S(n N\ ov)

nach (4.10)

= —/S((n—}—n)/\(Dz—vz—{—zv))
T
und in E® wegen
S(w+mn)-2Nv) = S@A (@ +9)-2)
nach Produktintegration
(4.16) oI =fS([D(n+n)+(ﬂ+n)/\v—v/\(n+n)]z) —/S«n+n)z).
T or
Das Verschwinden der ersten Variation des bewegungsinvarianten

Variationsproblems gibt also wegen Dz =0 in 7 und ¢tz = 0 auf o7
neben

(4.9) Dv = v Avw

noch die Euler—Lagrangesche Differentialgleichung fiir # = f®

Dp+alNv—vAa=—nAv+o/yg in T,
(4.17)
tg = 0 auf o7 .

Fiir die spannungslose Ausgangsfigur ¢!, = = 0, stehen diese Gleichungen
linearisiert in Komponentenschreibweise oben, siehe (2.16). Es ist

2
D'v = *Df,
2 2
mit dem quadratischen Anfangsglied f von f® = f4 f®&.
5. Zur Begriindung der Zerlegung (2.18) im Euklidischen Raum, auf

der dann der Existenzbeweis nach der Variationsmethode beruhen wird,
bemerken wir fiir

Dy = dvyy = (v )y
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mit Morreys Potential QF, das wir ¥+ = V nennen, die Zerlegung von
Kodaira—Morrey [60]

(5.1) v = i+ d Xy + 4 Vi,
= Hyp+ D Xy + (00)y.
Sodann gibt
Doy = dog — ¥y Noy = (00)e, Ny = —df',
die Beziehung
d (v — Xy dtt) = hydtt + d' Vi, At 4 (0 0)oa
somit die Zerlegung
v+ 2y Xoy = Joa o+ &' Viggat + d Xoa &' Vi + & Virwy

d. h.
(5.2) B = hop + Hy + d Xop — 2o Xy ot (00),

= Hy + DXy, 4 (v0),.

So fortfahrend, bekommt man v gemiss (2.18) durch die Differentiale
D X, sowie durch harmonische Differentiale und deren Potentiale sowie
durch Glieder (v v), zweiter und héherer Ordnung ausgedriickt.

Hierbei gehoren die zunéchst auftretenden harmonischen Differential-
formen hy zu Morreys Raum ([60], Theorem 5.5)

(5.3) Ot: nhp = 0 auf oT.

Wir setzen hier noch voraus, dass die Form (&, &) positiv definit ist:

(5.4) (£,8) = / I E o Eimg () = C / D () (d)

Es ist danu das Diiiciuetintegras
(5.5) (DX,DX) =0

nur fir D X = & = 0. Diese zu sich selbst parallel verschobenen (vkonstan-
ten») Tensoren (Xw) bedeuten feste (infinitesimale) Verschraubungen X
des starren elastischen Korpers und bilden einen 6-dimensionalen Raum &.

Diese Voraussetzung (5.4) ersetzt die Gardingsche Ungleichung, und
es folgt wie in meiner Arbeit [35] (S. 45, (5.5)) die Ungleichheit

WO
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(X, X)) = (X, X)+ X /m; (Xheya)® dt
q et
G‘I

X,X) = > /Z(th)Zdt.
7 J
Cq

Fiir jede von X = const verschiedene wirkliche Deformation X 1 &
gilt eine Abschétzung

(5.7) (¢.6) = DX ,DX) = (X, X).
Fir X stellen wir das Variationsproblem
(568) I(X) = DX,DX)+2(H,DX)—> min, X € RS,
d.h. fir {=DX
I'=(§,8)+2(H,% — min.

Wegen
(5.9) 2x Bl = no® + 1B mit jedem # > 0
gilt
1
(5.10) I= (1-9)(,8) — ;(H,H%
Der abgezogene Term
1
—(H, H)
n
ist fest. Ersetzt man # durch 4,2, so folgt
A 2
(5.11) I'= 5 (X, X))~ (H,H)
4 o

fir alle P; -Vektoren X L ®. Die I -Werte sind zufolge nach unten
beschréinkt.

In jeder Minimalfolge { X,} ist ((X, X)) gleichmissig beschrinkt.
Also existiert eine schwach konvergente Teilfolge.

Damit ist die Existenz des minimisierenden Vektors X L & fiir das
unterhalbstetige I(X) bewiesen.

Ist X der minimisierende Vektor und z € B eine Variation, so muss
(5.12) IX) = I(X + 22)

= I(X)+24((DX,Dz) + (H,Dz))+ 22(Dz,D=)

sein, d. h.
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(5.13a) (DX,Dz2)+ (H,Dz) = 0,
und cum grano salis:

(5.13b) (D'DX,2z)+ (D°H,z) = 0.
Also

(5.14) D(DX + H) =0,
(5.15) DX+ H) =0,

d.h. fir v =H 4 DX gilt ausser Dv =0
D'v=0 in T, £v = nv =0 auf oT,

wie es sein sollte.
Beim nichtlinearen bewegungsinvarianten Variationsproblem im euklidi-
schen Raum 16st man die Darstellungsformel (5.2) auf:

(5.16) v = I+ DX+ (H,DX),

mit einem Funktional (H , D X), vom zweiten und héheren Grad.
Nun gibt die Anwendung von D’ auf Grund der Gleichgewichtsbe-
dingungen (4.17) bei fehlenden Vorspannungen s

(517) D'DX = AX = —D'H—D' (H,DX),+D'v=q{H|DX},

wo rechts in den Gliedern héherer Ordnung ebenfalls fir » der Ausdruck
(5.16) einzusetzen ist,

(5.18) D'v = *[oANfO —fO Nv]—*Df.

Diese Gleichung lisst sich durch sukzessive Approximationen auflosen,
falls man bei freien Randwerten den Green—de Rhamschen Operator im
Sinne meiner Arbeit [35]—[36] besitzt.

Johannes Gutenberg -Universitat
Mainz, Deutschland
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