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Mit harmonischen Feldern verwandte Dilterentialtormen unter Rand- unil
Anfangsbeilingungen

Die mathematische Physik kann ihre klassischen n'elder (statische
spannungsfelder oder wellenfelder) in weit grösserem umfang als harmo-
nisches neld, charakterisieren, wenn dieser Begriff tensoriell erweitert wird
und, von der mehrdimensionalen variationsrechnung geleitet, unabhängig
voneinander Ubertragung und. Metrik eingefiihrt werd.en. Ausserdem
miissen, wie es bei den harmonischen n'eldern Morrey l5g] und x'riedrichs
[14] getan haben, Rand,bed,ingungen gestellt werden, bzw. bei den normal
hyperbolischen Differentialgleichungen, die sich bei indefinitem Linien-
element (etwa der Relativitätstheorie) ergeben, Anfangsbed,,irugungen.

Harmonische X'elder vom elliptischen Typ sind bei den bewegungs-
invarianten variationsproblemen z. B. die selbstspannungen eines mehr-
fach zusammenhängenden elastischen Körpers.

Ausserdem gibt es noch einen allgemeinen X'a11, in dem harmonische
x'elder mit mehrdeutigen rntegralen eine Behandlung versprechen. Man
muss fiir die Matrix der Kriimmungsformen o der Ubertragung die
Gleichung

(0.1) D'9 : 0

voraussetzen, eventuell auch noch mit Bochner [4]

(0.2) DQ:o.
Diese Annahmen bilden eine schwache Briicke ntm zweiren Teil des

vortrags 1). Dort untersuche ich harmonische Felder vom hyperbolischen
Typ bei ind,efini,teru Riemannschen Linienelement: die elektromagnetischen
Felder im leeren Einsteinschen Gravitationsfeld, wo ja auch (0.1), (0.2)
gelten. Hier wird die Abhängigkeit von den Anfangswerten studiert: das
Huygenssche Prinzip im engeren Sinne Hadamards, also d.ie Diffusion von
Licht,, die auch im Gravitationsfeld in erster ordnung des unendlich Kleinen
fehlt, aber durchaus vorhanden sein mag, wenn das Licht sich iiber kos-
mische Distanzen ausbreitet.

1) Beido Teile wurden im Vortrag gestreift, etwa Nr. l, 2 und Nr. B. - Ilerrn
Rolf Novanlinna danke ich nicht nur fiir die Einladung dazt, sondern auch fiir sein
Interesse an einer Ausarbeitung, die hier freilich noch skizzenhaft ist und fiir den
zweiten Teil ganz fohlt.
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Nach dem Quantengesetz AE : h,4v könnte man vielleicht' aus dem

verlust aD (< 0 ) auf eine Frequenzvermindettng aa 4 0, eine kos-

mische Rotverschiebung, schliessen.

1. Harmonische x'elder (in der Bezeichnung von Kodaira [a3]) auf
einer kompakten p -dimensionalen Mannigfaltigkeit r sind nach Hodge

[3I], de Rham [64] und Morrey [58]-[60], Friedrichs [ta] (die einen R'and

0? zulassen) iiberall reguläre Lösungen der linearen partiellen Differential-
gleichungen

(L.2) D', t : 0

ftir die e'ine Differentialform

(1.1)

(1.3)

D€ :0,

€ : €odt" ,

wobei die duale Differentialform

(1.4)

ist,

(1.5)

(1 .9)

dt"'.. .flsatr*t

(: ö : il,o bei de Rham [64] bzw. Kähler t40l-t411). X'iir & : 2 sind

es die Abelschen Differentiale l. Gattung der Funktionentheorie:

(1.6) €: ud,rfad,Y,

(1.7) ooi: ud'Y-ad,r.

Analoge Konforminvarianz gilt, falls die Dimension 1z 
: 2 p, p Grad von

6 , ist, s. Nr. 3.

wir haben einen richtigen Rand 0T , nichl etlga »offene» Riemannsche

x'lächen. wie bei Morrey [59] soII entrveder die Tangentialkomponente

(1.8-) tt: 0 auf AT

oder die l{ormalkomponente

(f'unktionenraum Sr- )

(1 .g+)

sein.

n € : 0 auf AT (Funktionenraum SI )

Mit einem harmonischen X'eld t>aeruq,nd,t»» nennen wir eine verallge-

meinerte uelctorwerti,ge Differentialform 6' , vgl. Lichnerowicz 148), Kähler

[40]-[41], sowie neuerdings Haahti und Klemola [22],
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die lokal absolute Ableitung D ni eines Vektors ni ist und durch ein
Dirichletsches Prinzip

(1.10) (D r , D n) : (D ri , D ri) --> min ,

also durch ein quadratisches Variationsprinzip spezieller Art charakterisiert
wird.

Ich verwendete in [33], [35], [36] ftir die 2. Variation eines mehrfachen
Extremalintegrals den Cartanschen Kalkiil der Differentialformen, den

Boerner [5] zuerst fiir die l. Variation und geodätische Felder benutzt, hat.
In (1.10) gehört das absolute (äussere) Di,fferential'

(1.11) Dti : drt a oir' : E' : ELdt"

zu einer Ubertragung (D), die unabhängig ist von der Metrik (c) des Skalar-
produktes,

rr
(1.12) (€, E) : I € A "8, gleichbedeutend mit (€t, Ei) : I E' A "€t,JJTT
mit

(1.13) 
"€; 

: (d,t)*"i! _Etp, (dt), : (-t;"-t dtt ...d#-t dy+r ...dt* ,

wie das auch Bochner [3] ins Auge fasst.
Zubeachten ist, dass es sich um eine Pseudometrik handelt, die i,ndefinit

sein kann. Eine solche indefinite Metrik haben R,. Nevanlinna [61] und
Louhivaara [52]-[53] behandelt.

Wir machen nämiich nur die Yoraussetzung der »»starken Ell,iptizitcit»
(Legendre-Bedingung)

(1.14) ci! zt zi y,Ap 2 e zi'lAi', e ) 0 .

Das Variationsproblem (1.10) mit ,f (€) : *f (t) (dt) , (dt) : dtL . . . dtt" ,

Ir(r.r5) I : J f(t) :j(Dr,Dr)--+min

hat bei der Variation ;. : " die 1. Variation

( r.16) öI

mit dem adjungierten
explizit so berechnet:

(1.17)

mit

r: (€,Dz) : (D'€,2) + I "€z
o4

absoluten äusseren Differential D' {,i, das man

il: lr,ör 
: 

l*,ue,
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(1.18) f e,

(1.19) ö6'

somit

( 1.20)

Also gibt

(1.21)

die Relationen

Dnr: d*t
(L.22) tTtr,: 0

ist. Es kommt also zu

(1.23)

(t.24)

mit D' : *D, 
,

Do nT bedeutet.

atrör', öt: öDr: Dör: Dz,

: f ,i @t)":c[

-- döri+

fr
il: l(d*, n,Ao|)ö*'+ln,öri

Ji70r

)I:0

nr\.alr-__ Dr€i: o in r,
auf AT , falls fft' frei und fr'' : 0 auf AT

D'€t:o
v-o * den Ubergang von der Differentialform
mit der kovarianten Ableitung Do , l-,vm Skalar

komplette Theorie der 2. Variation
ein allgemeineres akzessorisches Varia-

Utrrigens benötigt m&n fiir die

mehrfacher Extremalintegrale noch

tionsproblem

(L.25) (D ni , D *t) (a,i ri , ri) -+ min

mit der Randbedingung ftir gewisse i"

fr'":0 auf AT( I .26)

Es ist in letzterZeitvor allem von Hestenes l28] ausfiihrlich fiir allgemeinere

in der variationsrechnung vorkommende Randbedingungen untersucht

worden. Hilbertraummethoden, die er [27] bereits I95I anwandte, sind

auch von van Hove [38], Hölder [35]-[36], Klötzler [42], Hildebrandt

t2gl-t30] benutzt worden. In den letzten l\rbeiten wird die variations-

methode (bzw. die Methode der orthogonalen Projektion), die Morrey

tSgl-t60] bei den harmonischen Integralen entTrickelt, hat, auf die varia-

tionsgleichung iibertragen.
Das Eigenwertproblem

D'8, : Fa;jfri
(1.27)
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ist die Verallgemeinerung des entsprechenden Eigenwertsproblems, das
H. A. Schwarz fiir das Minimum der Minimalflächen in der X'estschrift fiir
Weierstrass entwickelt hat - in den Acta Societatis Scientiarum Ben-
nice [67].

2. Aber lassen wir den (o)-Term in der 2. Variation und begniigen uns
mit einer Verallgemeinerung der harmonischen Felder, also mit Differential-
formen €' , die den Differentialgleichungen (I.23), (1.2a) geniigen, aber
mit einem eventuell mehril,euti,gen Vektor ri .

Es ist ja im allgemeinen

DDri 4 0,
d. h.

Dtt + 0
neben

D',*:0,
also nicht D ti : 0 , D' €i :0 , was die nächstliegende vektorielle Ver-
allgemeinerung des harmonischen Feldes wäre.

Vielmehr ist, vgl. 122),13)-141, [48],

(2.r) DDri:Qirt
mit der Kriimmung

(2.2) Qi : doi - ai A cot^.

Dabei ist das absolute Differential

(2.3) Df: d1'+coiA€'

und

DD€t : D(dtt +riAf')
: d, (dEt + ,i A €t) + ,'^ A (d€ * arl'A 6')

: (d,ooi* rl" A rn A { - rajA d§' + a'^ A d6* .

Also ist

(2.4) DDt': giA§'.

Es gibt - ohne gleich 9'r: O anzunehmen - einen X'all, in dem
sich eine Differentialgleichung ftir f allein ergibt. Aus

(2.5) D €' : rt Qi

folgt durch Anwendung von D' - - "D* mit geeignetem *
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(2"6)

falls

D' D t' _ -'(€' *Q) ,

(2.7) D' Qi : -'D *Qi : g

vorausgesetzt wird.
Ausser (f .24), d. h. D' €i: 0 , hat man D D' [i : g und somit die

Differentialglei chung

(2.8) (D'D+DD')Ei: AEt: -"(6'*oi) .

Mittels einer variationsmethode zeigen wir, dass die Differential-

gleiohung (2.8) mit der Randbedingung t 
"E 

: 0 auf Af eine endlich-

d.imensionale Lösungsmannigfaltigkeit (§) : E hat. Aus dieser schneiden

wir dann die Mannigfaltigkeit o n § der Lösungen heraus, die auch

noch die Eigenschaft D' E :0 haben. Es ist schliesslich zu fragen, ob ein

so bestimmtes € : D r gesetzt werden kann, also wann global ein even-

tuell auf ? mehrdeutiger vektor r rrrit D * :6 gefunden werden kann.

Der Variationsmethode legen wir den Bilinearausd'ruck

: J(€'E)'

Wir erhalten also das Variationsproblem ftir z : "f mit t n : 0 atfi 0T

(2.I0) J(n): (Dn,Dnl+(D'n,D'n)- (nh"n,Q) --> min'

Es kann mit den direkten Methoden behandelt werden unter der aorliiufigen

Voraussetzung

(2.rr) J(n) Z urL\u(o?,ol'- KoZ@?',,

einer Ungleiohheit von der Art der Gårdingschen bzw. der Gaffneyschen:

Am einfachsten folgt so etwas, falls

c:il:cöiiöou*elp, c)o
und e$ , D , geniigend klein sind. Dann kommt z.B. von rler Rotation

rr
(2.s) I "€ 

nu E +"(6A*o)) : I "t A ((D' D E + Op', E)*',(6A *0))
JJ

arlit, D' - - "D* bzw. D' : - xD" zu Grunde, der sich so umformen lässt:

r
I (,€. A ("D*) D t + 

"€. 
A D (*D,) € -,€ A'(6 A *B))

J
n
I

I
.J

: (DE,DE)+ (D'€.,Dt'€) +(§oA t',Qr,i
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(DE,DE): (D'n,D'n)

: I I nf.w"!,ienfi,rc:,iof quadratische Glieder in nu 
O"'lp

i (ov) 'l§'oi"lv"ulf'T 
v vuvuvr 'r '"i Af

2 "rZl(ni, - r'!,o)z - e I l("iil, - K Zli*,,?)2.
i(uy) iq,p i d

Analog kommt von der Divergenz

(D n, Dz) å (r-e) ; ä (ni*), - x' ll(ni),.
Dann folgt naoh X'riedrichs [14] und Gaffney [5] Ungleichheit (2.11).

Die Frage, fiir gegebenes § die Differentialgleichung

(2.12) Dri : d*iaoirr': t'
zu lösen, ist von Haahti und Klemola l22l lokal behandelt worden. Dort,
heisst

(2.13) D:V, ni:f, @i:A, ti:a, Qi:R.
Ihre lokale notwendige und hinreichende Bedingung miisste fiir alle

Umgebungen, mit denen die kompakte (geschlossene) Mannigfaltigkeit
iiberdeckt werden kann, gestellt werden:

Bezeichnen wir mit ff den end,l,ichdimensionalen Raum der Lösungen

6 von Dr:€, D' 6:0, undmit St denebenfallsendlichdimensio-
nalen Raum der konstanten Vektoren gi (der geschlossenen X'ormen
(p:0 )-ten Grades), so muss es einen Teilraum X,rcff, geben, so dass

(D+9 Asq) N,te Q A§A
gilt mit den Operatoren § , I aus [22].

Ist Ol : 0 , so ist diese Bedingung sicher erfiillt; rregen D E' : Qiri : 0

reduzieren sich die betrachteten Räume auf den Nullpunkt.
Wir setzen schliess'i:h die Kriimmung

(2.r4) Q! : O

voraus. Das dann aus (I.23), (1.24) entstehende Gleichungssystem ist

DE':0 und D'€r:O in ?,
(2.15) 

-rinE' -0 d.h' ttu:0 auf AT

bei freiem Rand. Dies kommt speziell vor bei einem bewegungs'i,naarianten

V ariationsgtroblem im Euklidischen R aum.
Die Schnittkräfte bei den Selbstspannungen eines mehrfach zusammen-

hängenden Körpers (oder einer mehrfach zusammenhängenden Schale)
in der Nachbarschaft des spannungslosen Zustandes, bzw. die von Volterra
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in seinen Stockholmer »Legons sur l'int6gration des dquations diffdrentielles
aux d6rivdes partielles» [74] behandelten sogenannten Distors'i,onen, bilden
linearis'i,ert gerade ein solches verallgemeinertes harmonisches X'eld

(2.16)
in T,

auf aT ,(tn^n -) rluhk: 0

nur steht jetzt statt des einen Index ri der antisymmetrische Doppelindex
hk unten.

Hier können die Koordinaten so gewählt werden, dass in D a , vgl.
(4.8),

(2.L7) Lj:dti, ).j :0 sonst,

wird. Dann kann man uth in der X'orm

(2.18) au,: Ha,*DX*,
wo DH:0 und il'H:O in f , nII:0 auf 0T ist', darstellen,
und es ergibt sich fiir Xrc ein Variationsproblem

(2.1e) (DX,D X) +2(H,D X) -+ min,

das nach den friiher von mir [35]-[36] entwickelten Methoden behandelt
werden kann. Näheres in Nr. 4, 5.

3. Als zweiter Fall eines verallgemeinerten (pseudo-)harmonischen
Feldes seien die normalh5ryerbolischen Gleichungen der Maxwellschen
Theorie tiir oie Ausbreitung des Licntes im Einsteinschen Gravitationsfeid
gof betrachtet. Diesmal ist der indefinite Charakter des Linieneremeubes
einschneidender.

Es handelt sich nur fidrr eine Differentialform um den mehr klassischen
Begriff der Elementarlösung (im Sinne Hadamards). also eines Elementar-
differentials. Auf dieses, seinen logarithmischen Teil, hat die Struktur des
Riemannschen Raumes (durch die Strukturgleichungen) Einfluss und damit
auch auf die Art der Abhängigkeit der Lösung von den Anfangswerten:
die Frage nach der Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips im Sinne llada-
mards. Wenn Diffusion des Lichtes im Schwerefeld stattfindet, so im
Kleinen nur von höherer Ordnung des Verschwindens.

Das elektromagnetische X'eld

(3.1) ,: Xofdt"dti (n,§:1,2,3,4)

im materiefreien Raum ist ein pseudoharmonisches Feld, nämlich eine
Lösung der Maxwellschen Gleichungcn
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(3.2) DI:0, D'X:0.

Hier ist, beziiglich des Riemann-Einsteinschen Linienelementes 2)

(3.3) goBd,t'ik| : -n' - r" - r" - ."

des Schwerefeldes genommen, D das absolute äussere Differential, D'
das adjungierte absolute äussere Differential.

Das Variat'i,onsprobl,em, Iautet å-I : 0 mit I : (I , ?) fiir 1--> 0 ,

d. h. im Kleinen I : D g . Damit

(3.4) 0 : (I,äF) : (P,Döq) : (D'I,öq).

Zusammen also DP -0, D' I :0.
-F geniigt auch der von Gordon [17] studierten Wellengleichung

(3.5) AF:(D'D+DD'IE:Q,
ist also eine harmonische Differentialform.

-F besitzt als solche eine Integraldarstellung mittels einer harmonischen
Elementarlösung

U(3.6) u:V-Wlogl*w

im Sinne Hadamards von / il, : 0. Dabei sind

(3.7) sz : I

die geodätische Entfernung des Aufpunktes (t') vom Pol (r0') : (0) ,

U, W,w reguläre Differentialformen.
Diese Integraldarstellung fiir die Lösung des Anfangswertproblems folgt

aus der Greenschen X'ormel (mit Skalarprodukt (E , G) ) fiir ein 4 -dimen-

sionales Gebiet T

(3.8) (P,Au)-(u,AI)
rr: - lD'FA,,uluA*DF+ lD'uA*r +rA*Du,J^l0T 0r

vgl Kähler [40].
Nach Analogie von Hadamard [23] oder auch Courant [11] (S. 765 ff.)

erkennt man durch Vergleich der logarithmischen Glieder: Das Innere des

Abhängigkeitsgebietes §o auf f : 0 tritt durch einen Term

2) Statt der unabhängigen Variablen td' im ersten Teil steht hier oft
ti : (t,ti') (i, : t, Z, B, 4; d, : L,2,3).
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(3.9) I o' w h*r *.r'A *D w
§e

in Erscheinung, sonst, kommen nur Randintegrale der Art
rt...

n!,

vor.
Huygenssches Prinz'i,gt im engeren S'i,nn Haila,marils l23f (»minor premisse»)

nennt man bei einer Differentialgleichung die Eigenschaft:
Wenn zur Zeit t : O oder exakter in einer kurzen Zeitspanne

- e ( f S 0 eine Lichterregung in unmittelbarer Umgebung des Ursprungs

O produziert wird, so ist der Effekt zu einer späteren Zeit t* > 0 in der

Nachbarschaft einer Fläche (speziell einer Kugelfläche mit dem Mittelpunkt
O und dem Radius ct*, also einer diinnen Kugelschale bei der gewöhn-

lichen wellengleichung) enthalten. Es herrscht eine sclwlenförm,ige Lus-
breitung.

Dass auch im Rahmen der allgemeinen Relativitätstheorie der elektro-

magnetische Wellenvorgang eine scharfe aorilere Wellenfront besitzt, hat
von Laue [45] eines besonderen Nachweises fiir wert erachtet, - wegen der

fundamentalen Bedeutung der Lichtgeschwindigkeit.
Hier handelt es sich aber bei scharf begrenzter Aufgabe eines Licht-

signals um die dauernd scharf begrenzte h'intere Front, hinter der es keine

Diffusion des Lichtes gibt.
Diese Problematik wird auch auseinander gesetzt von Baker und

Copson [I].
statt des ausstrahlenden Lichtkegels braucht man fiir die Berechnung

des Zustandes im Punkt o (x0) zur zeit I aus den Ant'angsu'erten im l'-
Raum zar Zeit t : 0 den von O , t ausgehenden »Antikegel» l--' mit
der Gleichung

s2: l-:0,

der aus der 3-dimensionalen Anfangsfläche (t') , t : 0 den R'aum §o

ausschneidet.
Das genannte Huygenssche Prinzip im engeren Sinn besagt dann, dass

X(0 ,t) nur vorr den Anfangswerten

r(t' , 0) , r(t' , 0)

auf d,em Ranil, OSr: n ( l- , t: 0 ) abhängt, nicht von inneren Punkten

von §0.

a

a
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Handelt es sich um ein pseudoharmonisches X'eld, so können nur die

Anfangswerte der Tangentialteile

(3. 10) tI und t*?: *nE auf ä§o

vorgegeben werden. Das Innere von §o kommt nur durch das Glied (3.9)

herein.
Wegen (3.9) kommt also beim harmonischen -FeZd .F die X'rage der

Diffusionsfreiheit, der Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips, auf das Ver-

schwinden (identisch oder von einer gewissen Ordnung) von D W und
D'W &n.

Bei den pseudoharmonischen Eunktionen läuft die Giiltigkeit des

Huygensschen Prinzips im engeren Sinne Hadamards auf das Verschwinden
des logarithmischen Gliedes w selbst hinaus. Die diesbeziigliche von
Hadamard gestellte Frage ist von Mathisson [54] und später namentlich
von P. Giinther [8]-[I9] gefördert worden. Giinther hat fiir das sta-
tische Linienelement das Problem vollständig gelöst.

Die speziell auf das Huygenssche Prinzip beziiglichen (unveröffent-
Iichten) Untersuchungen Stellmachers, die ebenfalls mit Mitteln der (pro-
jektiven) Differentialgeometrie das Problem von Hadamard behandeln,

haben fiir uns vor allem insofern Bedeutung, als Stellmacher den FalI in
Betracht zieht,, dass das Huygenssche Prinzip nur approximativ gilt und
von Diffusionsfreiheit verschiedener Ordnung spricht. Sie wurden abgelöst

rron seiner iiberraschenden Entdeckung [68]-[69] einer Differential-
gleichung 6. Ordnung, die Huygenssch ist und sich nicht auf die Wellen-
gleichung transformieren lässt.

Uberhaupt ist die kiirzlich (1961 in Oberwolfach, vgl. [f 1], S. 765 ff')
von Courant miindlich geäusserte ironische Meinung zu bedenken, Hada-
mards Vermutung (beziiglich des Huygensschen Prinzips) sei ein Muster-
beispiel eines nicht komekt gestellten Problems, vor dem Hadamard sonst

mit Recht gewarnt habe. Man solle vielmehr die asymptotische Yerteilung
in der Nachbarschaft des ausstrahlenden Lichtkegels bei einem scharf
aufgegebenen Lichtsignal studieren.

Aber fiir die elektromagnetischen Wellen hat das Verschwinden der
harmonischen Form I{/ selbst keine physikalische Bedeutung. Vielmehr
muss ma,n untersuchen, wann die harmonische Form W ein harmonisches

X'eId, DW:0, D'W:0 ist.
Hier können wir Stellmacher folgen und wenigstens von Diffusionsfrei-

heit verschiedener, z. B. niedrigster Ordnung sprechen' Wir können im
Ieeren Einsteinschen Gravitationsfeld die Diffusionsfreiheit wenigstens in I.
Annäherung zeigen. Die aus der Riemannschen Ubertragung arri gebil-
dete Kriimmungsform
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(3.1 1)

(3.15)

(3. 16)

mit dem
Volumens

(3.17)

hat hier mit er Q11" : Rnaj d,ti die Verjiingung

(3.12) eh Q1,1" : gut"r0ro: R*idti : 0,

und es gilt nach Bianchi bzw. Kähler [40], der den Operator et benutzt',

(3.13) DAn*-0, D'Q6o:9.

Wir können die schon von Gordon [7] angegebene Form

(3.14) /u : Dk Dr"u * enQhk Aer,u+ Qhh aaa*u

entwickeln und die Anfangsfunktion I/ in (3.6) explizit angeben:

v rylgl {t+en'v
und dann bis zu den Gliedern 3. Grades explizit berechnen. Dazu befolgen

wir 6. Cartans geometrische Methode des Repöre mobile. Dabei ist die
Differentialfotm 2. Grades einer aus O längs der geodätischen Linie
parallel verschobenen Plangrösse

xt - (1 + ci ei) no

Anfangswert xro und ebenso die Differentialform 4. Grades des

und es ist die Translation ai : ilti * ci , die ein Repöre ,R in ein differen-
tiell benachbartes R' iiberfiihrt, nach Riemann [2], Vermeil [73], Levi-
Civita [47], Ilerglobz 1261, Radon [62], am besten aber nach 6. Cartan [9]
vermöge seiner Strukturgleichungen mittels der Kriimmungsdifferential-
form Qo' und ihrer Ableitungen 1fu Qtt)o in O ausdriickbar:

rll\

von U ergibt sich im wesentlichen durch A U
W und zwar bis zu den Gliedern 1. Grades. Dass

O selbst

W-0 und D'W:0

c;

Aus der Entwicklung
das logarithmische Glied
dann wenigstens im PoI

D(3. 18)

L4
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ist, beruht darauf, dass die Einsteinschen Gravitationsgleichungen (3.12)

- auch die kosmologischen - (3.13) nach sich ziehen, und bedeutet, dass
die Diffusion des Lichtes im Schwerefeld im Kleinen ein Effekt höherer
Ordnung ist.

4. Ausfiihrung zlurn b ew eg ung sinu ar iant en V ariationspr obl em

r
(4. 1)

hier hängt

(4.2)

nur ab von der Differentialform der Schraubengeschwindigkeit (»Motor»
nach von Mises [56]-[57], insb. S. 196 f.)

das Grundelement

01 , 02 , 03 Translationsgeschwindigkeit 
1

23 ,3L , L2 Winkelgeschwindigkeit I
einer (extremalen) Mannigfaltigkei! e0 { Ao(r") } von Triedern, eines »elasti-
schen Körpers» (»Corps d6formable») oder einer Schale im Sinne von E. und
X'. Cosserat [10]; diese wird iiberdies zum Zwecke der Variation noch in eine
(tz) -Schar {R(t" ,u)} eingebettet, wobei mit dem alternierenden Tensor
zwo det Variation

(4.4) rd,nr" - an* * zu, d,u

ist. Es gelten die Strukturgleichungen von Cartan l7l-[8]

(4.5) dö^h : öo^ /\ ö*t;

und zwar auf der Extremalen e0 selbst

(4.6) Qun:dr,!-o4tAc,t1k:9.

Die linken Seiten I der in Matrizenform

(4.6',)

geschriebenen Strukturgleichungen sind Tensoren.
Man zerlegt die Schraubengeschwindigkeit (: Motor) von .Eo(t) (gegen

ein festes Bezugssystem R , Koordinaten in -80 ) in die X'tihrungsge-
schwindigkeit I der Trieder { A'(r) } einer Ausgangsfigur et plus der
Relativgeschwindigkeit o von -80(f) gegen R'(t) (Koordinaten in .80 )
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(4.7)

In

0J:1+'t).

(4.6') A:@,1 1A1)+(du-1Aa-aA1) aAa

ist der mittlere Ausdruck

ila lAa-aA1'- Da

das absolute Differential

(4.8') Da: dt"Dna

mit der absoluten (kovarianten) Ableitung Do in Richtung f". Auch der

erste Term

dr,_),/\).: D),+14),
hat Tensorcharakter. Wenn man die Koordinaten nachträglich in Rt

nimmt, sieht man

d,, - 1A ,, : 0,

die Strukturgleichungen fiir die Ausgangsmannigfaltigkeit el der Trieder

{ fi,(r) } , in deren Nachbarschaft eo { Ro(t) } angenommen wird.

Die so gewonnenen Strukturgleichungen

(4.8)

(4.9)

(4.1 1)

wo die »Dyname» der Schnittkraftformen Z-ten Grades auf eo

(4.L2)

und § die Spur

(aIIe Koordinaten und Ableitungen genommen in .81 , womit bei der Bildung

von D auch I vöIlig bekannt ist) sind die erste Gruppe von Differential-
gleichungen fiir das bewegungsinvariante Variationsproblem.

Auf der anderen seite folgt aus eben diesen strukturgleichungen fiir
die 1. Variation in der Schar 6 : a { z il,u

öcrrlr-o : ötoo- Daz: dz-@z + z0)

öa: (d" )"2 +z),)-az +za
(Koordinaten in ,Bo ) .

AIso auch

(4.10) öa : Dz-uz{za (Ableitungen und Koordinaten in -R1)'

Mit der Entwicklung des Integratiorrselementes
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(4.13) n! A a*' - §(, A o)

bedeutet,, wird unter Einfiihrung der »Impulsform»

die erste Variation des Extremalintegrals

(4.15) öI f: - J 
§(z A öa) * §(ry A öa)

nach (4.10)

und in .OB wegen

§((z* ri'zAa) : §(z A1n4d'z)
nach Produktintegration

rf
(4.16) öI : l§([D(z *q)*(n*tiAa-a A("+ dlz\- / s((" *q)z).JJTOT

Das Verschwinden der ersten Variation des bewegungsinvarianten
Variationsproblemsgibtalsowegen Dn:0 in 7 und f n:0 aluf.0T
neben

(4.9) Da : a Aa

noch die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung fiivI : f!')

Dq*nAa-o An : -rlAaluArl in T,
(4.17) t,l : 0 a.of 0T '

X'iir die spannungsl,ose Ausgangsfigur er , tt : 0 , stehen diese Gleichungen
l,i,neari,si,ert in Komponentenschreibweise oben, siehe (2.16). Es ist

2

D'a - *Df,

mit dem quadratischen Anfangsglied / von 7(z) : f + f(3' .

5. Zur Begriindung der Zerlegtang (2.18) im Euklidischen B,aum, auf
der dann der Existenzbeweis nach der Variationsmethode beruhen wird,
bemerken wir fiir

D ao : il,tsn : (a a},
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mit Morreys Potential J2+ , das wir Y+ : V nennen, die Zerlegung Iron

Kodaira-Morrey [60]

arz: hrz*dXpail'Vp4p
(5'I) : Htz*DXrz*@a)n.

Sodann gibt

D uo2 : ilar, - lto A ar, : (a a)x2, 1', - - dt',

die Beziehung

d (uo, - Xztdt\ : hzrd,tt 1- d,' Vp121d,t' | (a u)or,

somit die ZerLegrng

oor* ltoXr,: hmI il'yn2ral*dXor* i|" V1,,1s2* d'Vo'n(oo)r,,'t'

d. h.

aoz : ho, * H, * il Xoz - 1'o X,, * (a a)z

(5'2) : Ho, + Dxo, *@u)2.

so fortfahrend, bekommt man 1)u" gemäss (2.r8) durch die Differentiale
D Xr* sowie durch harmonische Differentiale und deren Potentiale sowie

durch Glieder (a a), zweiter und höherer Ordnung ausgedriickt.
Ilierbei gehören die zunächst auftretenden harmonischen Differential-

formen hu, ztr Morreys Raum ([60], Theorem 5.5)

(5.3) S* t n,h11" : 0 auf AT .

wir setzen hier noch voraus, dass die Form (§ , 6) positiv definit ist:

' )=,llr€ou,;'6t1 .(5.4) (6 , §) : J 
cnn""n'a Eoo.o E,^.p (dt

Es ist dam, d.ls l)iriurrretrntegrar

(5.5) (DX,DX): o

nurfiir D X : f : 0 . Diese zu sich selbst parallel verschobenen (»konstan-

ten») Tensoren (xr,r) bedeuten feste (infinitesimale) verschraubungen x
des starren elastischen Körpers und bilden einen 6-dimensionalen Raum S.

Diese voraussetzung (5.4) ersetzt die Gårdingsche ungleichung, und

es folgt wie in meiner Arbeit t35l (S. 45, (5'5)) die Ungleichheit

(5.6) (D X , D X) > Kr(X, X)) - Lt(X , X) ,

'wo



((x, x)) : (x ,x) + Z J ,p_,_(xhk,;z 
dt ,

, '4
(x,x) : I lZ6u)zat., 4 

(hkt

X'iir jede von X : const verschiedene wirkliche Deformation X l. S
gilt eine Abschätzung

(5.7) (6,6) : (DX,DX)> fu((X,X)).
X'iir X stellen wir das Variationsproblem

(5.8) I(X) : (DX,DX)+2(H,DX)->min, XeS;-,
d.h. fiir 6:DX
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I =- (§.å)+2(H.E\ ->min.

21"§l . qez+rf'p' mit jedem rl> 0

I 
= (r-.ril(§,§) -+(H,H).

Der abgezogene Term

I
-(H,H)

ist fest. Ersetzt mala q durch ,tr0/2 , so folgt

(5.1r) , > !((x, x)) - *r, ,r,
fiir alle $r- -Vektoren X -L n . Die /-Werte sind zufolge nach unten
beschränkt.

In jeder Minimalfolge { X" } ist ((X , X)) gleichmässig beschränkt.
Also existiert eine schwach konvergente Teilfolge.

Damit ist die Existenz des minimisierenden Vektors X a n fiir das
unterhalbstetige I(X) bewiesen.

Ist X der minimisierende Vektor und z € $r+ eine Variation, so muss

(5.12) /(x) < I(X t ),2)

: /(X) + 2 ). ((D X, D z) * (H, D z)) + t, (D z, D z)

sein, d. h.

Wegen

(5.9)

gilr

(5.10)
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(5.13a) (DX,Dz)*(H,Dz):0,
und cum grano salis:

(5.I3b) (DDX,z)+(DH,z): s'

Also

(5.r4) a@x *ä):0,
(5.15) f(DX*H):0,
d.h.fiir a:H+DX giltausser Da:0

D'a:0 in T, t"1):71 't):0 auf Af ,

wie es sein sollte.
Beim nichtl,i,ned,refb bewegungsinvarianten Variationsproblem im euklidi-

schen Raum löst man die Darstellungsformel (5'2) auf:

(5.16) a: Il+DX+(H,DX)z
mit einem X'unktional (H , D X), vom zrveit'en und höheren Grad'

Nun gibt die Anwendung von D', auf Grund der Gleichgewichtsbe-

dingungen (a.17) bei fehlenden Vorspannungen xt

(5.17) D'DX -- ÅX: -D'H-D'(H,DX)r*D"u: q{HIDX\'

wo rechts in den Gliedern höherer Ordnung ebenfalls fiir o der Ausdruck

(5.16) einzusetzen ist,

(5.1s) D'a : r'1o A f!') - f[') Ao) - *Df:'t '

Diese Gleichung lässt sich durch sukzessive Approximationen auflösen,

falls man bei freien Rand.werten den Green-de Rhamschen Operator im

Sinne meiner Arbeit t35l-[36] besitzt.

Johannes Gutenberg -Universität
Mainz, Deutschland
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