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Uber die Verwendung von Difterentialinvarianten bei gewissen Funktionen-
familien unil ilie Ubertragung einer daraut gegriinileten Methotle aut

partielle Differentialgleichungen vom elliptischen Typus

l. Die geometrische tr'unktionentheorie hat mit grossem Brfolg diffe-
rentialgeometrische Grundbegriffe methodisch verwendet. Es sei in diesem

Zusammenhange nur an die Nevanlinna-Ahlforssche Theorie der Wertever-
teilung erinnert. Die Schule Nevanlinna-Ahlfors hat diese Gedanken
systematisch weiter ausgebaut. Auch von anderen wurden wiederholt
und mit, grossem Erfolg differentialgeometrische Betrachtungen in der
X'unktionentheorie verwendet. fch möchte heute einen kurzen Uberblick
iiber eine spezielle Methode geben, die in der X'unktionentheorie das Haupt-
augenmerk auf die Gewinnung von scharfen Ungleichungen fiir gewisse

Differentialinvarianten richtet, und von der man andererseits zeigen kann,
dass sich ihr Kern - lösgelöst von den urspriinglichen Differentialinvarian-
ten - auf eine grosse Klasse partieller Differentialgleichungen vom ellipti-
schen Typus iibertragen lässt. Diese letzteren Ergebnisse habe ich erst
in jiingster Zeit' gewonnen. Wegen der Tragweite erscheint, es mir niitzlich,
die zugrundeliegenden Gedanken einmal im Zusammenhang darzustellen.

I. Ilolomorphe Abbilalungen der hyperbolisehen
euklidische Ebene

2. Als einfachste Differentialinvarianten bieten
holomorphen Abbildung eines beschränkten Gebietes
Ebene an:

Ebene in die

sich im Falle der
in die euklidische

(2.1)
ldwld: lg i, T : äre,

worin d,s das Linienelement der hyperbolischen Metrik dieses Gebietes
und dl den ersten Beltrami-Operator in dieser Geometrie bedeuten. Um
diese Methode an einem besonders einfachen Beispiel zrt zeigen, werde die
Familie der unverzweigten holomorphen Abbildungen der offenen Kreis-
scheibe z 2 < L betrachtet. Eiir sie gilt der folgende
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Satz1. Bei w(z) holomorphunil us'(z)*0 i,n zZll, ":Lg{lw'l(l-22)),
sei,en ferner &o : suP &, &r: u(0), d,ann gel,ten d,i,e fol,gend,en Unglei,chungen'

zi<l

2ar l*r 2ar l-r
(2.2.a,b) - L_r+ lg f, 1a -&r ( 111 i- l9 r+r,
od,er

I - 2" .w'k\l | :::
(2.3.arb) o r-r 4 r-- r''rt I+r

r,-rf e -' >l'./(o)l >1r1r;e' '

worin lzl:r und, a)-l d,urch

(2.4) l-a*lga:dL-da

ei,nd,euti,g bestimmt ist, ferner
y 2 ar

(2.5) lw(z) - ?r(0)l < Zo ""'(e'*' - 1) ,

sowi,e filr den grössten Rad,i,us p(r) ei,ner Kre'i,sscheibe lw - w(O)l < g,

d;ie aom w-Bilil, d,er Krei,sscheibe lzl I r schlicht iiberil,eckt wird,:

L -20'(2.6) S(r) > Zo ""'(l - e t-") .

Die Abschatuungen nach oben im (2.2.1r), (2.3.b), (2.5) gelten nur fii',r

(2.7) 0<r{r*: 
a-l
a,+L'

Di,e obi,gen Unglei,chungen s'ind, scharf, w'i,e man an der Schranlrcnfunktion

I r+o. , ulr.

(2.8) w:re e'a'

erlcennt, [6], [7].
Aus der ztletzt genannten Ungleichung (2.6) ergibt sich fiir r --> | :

I(2.e) s(1) > Tå "o' 
,

und da man eine Punktfolge z^, lzol 4 l, mit *(z*)-->:io u'ählen und die

Betrachtung auf

I f -Lo \@(c):"\ffi)
anwenden darf, hat man dann in (2.9): o"t-->eo und a--+ I , daher
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(2.10)

und somit den
§atz 2. (Bloch-Land,au-Ahlfors). Bei, e) : s + . . . holomorph und,

w' + 0 im Ei,nheitskreis z 2 I l, d,ann ii,berd,echt d,as d,ad,urch erzeugte Bi,ld,
d,es Ei,nheitskre,ises mind,estens e,ine Kre,isschei,be aon einem Rad,ius, d,er
beliebig wenig unter ll2 liegt, ll)L).

3. Ztm Beweise von Satz I verwenden wir:

d,z d,Z
dsz - (l-22)z'

und bilden:

d. - 1g {iu'l (L - z z)} ,

y : P F. Wir betrachten nun die Funktion a: T - f@) fiireinezweimal
stetig differenzierbare, jedoch zunächst sonst beliebige n'unktion f und
berechnen den zryeiten Beltrami-Operator öza - (l - z Z), a,r. Man erhält,:

I
öta + ; Q + f') (ö, (u,*) + ör(* ,a)) * Do* Dta,

(3.2) ör(a , x) : (1 - z 2)z a"a, : ör(u , a) ,

(3.3) Do: - f (2 + f") + (,f' + l) (f' + 2) ,

(3.4) Dr:-Q+f").
Ubrigens kann man fiir die weiteren Betrachtungen zunächst die

Voraussetzungen iiber u)(z) als im abgeschlossenen Einheitskreis erfiillt
ansehen und die obigen Ungleichungen unter diesen einschränkenden
Bedingungen beweisen. Betrachtet man nachträglich die Funktion

t

so erhält man dann hieraus den urspriinglichen

1

^ eqo-t.
2

(3.1) d,

mit

I
na
L/

1)
I

I 1t)"

1, Q+1,

Satz I.

1) Es sei hier ausdriicklich darauf hingewiesen, dass unsere Methode zwar scharfe
Abschätzungen fiir die betreffonde Funktionenfamilie (im sinn von satz l) und
andero ähnliche Familien liefert, dass jedoch dio dadurch erzielte Abschätzung der
verschiedenen Bloch-Konstanten (im sinne von satz 2) nicht scharf ist, sond.ern
sich nur als gleichwertig mit der derzeit besten von Ahlfors (Methode d.er Stiitz-
metrik) angegebenen erweist, [t], [5], [6].
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n[an sucht nun Do: 0 so zu lösen, d,ass d,i,e folgenile Anfangsbeil'i'ngung

erfullt wi,rd,: Eir &-'> - oo solle f* * gehen, jedoch möglichst schwach,

d.h. / : f(a) solle die untere Grenze aller Integralkurven durch einen

festen Punkt mit dieser Eigenschaft sein. Der Ansatz f' : (f - t) y(f)
fiihrt iibrigens die Differentialgleichung Do : 0 in eine separierbare

n'orm iiber, so dass man sämtliche Lösungen von Do : 0 elementar

gewinnen kann. Die ehen genannte Kennzeichnung sondert, aus allen

Lösungen die folgende einparametrige Kurvenschar au§:

(3.5) a - ).: - \/j+ b (I + lil fiir or { a,o< h< )'.

4. Was man jetzl zu tun hat, ist im wesentlichen, dass man die bei

Annäherung an d.en Rand bestehende ungleichung u < 0 auch auf das

Innere auszudehnen hat. Das dabei angewandte Beu'eisprinzip lässt sich

zusammenfassen im folgenden
Satz3. Sei w(z) hol,omorgthund, La'+O i,n z2{L. Bei f(",)')

fa, )\o < ), < lL eine ei'nparametrige Schar oon Lösungen aon Do - 0,

welche fol,gend,e B ed,i,ngung en erfullt :
I) f(" , 1) sei, d,ffiniert filr * { ao ,

2) DL+o'
3) f^>0 und,

4) ,p:fi,nf(n,h)>0.
cEäo

Setzt man i1" , 11 - y - f (o , ),), so sei, bei, Annciherung an d'en Rand'

d,es E i,nhei,tslcr e'ises

a(2, )n) < 0 (»Rand,bed,i,ngung»),

a(2, ),r) { 0 fiitr z 2 ! | (»Ield,bedi,ngung»>),

ilann gi,lt a(2, )') I 0 fil,r alle z 2 < I'
Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf eine ]Iodifikation des Maximum-

prinzips. Wäre nämlich an einer Stelle zo im Innern des Einheitskreises

o(zr,).o)> 0, so könnte manein i*, ).o< ),* < 2, und eirt z*, lz*l < l,
finden,sodass a(z*,1*):0 und u(2,)'*) {0fiir z2{l' Fiireingeeig-
netes geniigend kleines e (+ O) wiirde dann eine Stelle z** im Innern

des Einheitskreises zu finden sein, 'worin a(z*x, ),* | e) ein Maximum

hätte und gleichzeitig öra> o rnäre, rromit man dann den widerspruch

hat, [3].

5. Aus diesem satz 3 ergibt sich fiir d,ie Funkti,onenfami,li,e d,es satzes I
d,ie »»scharfe» Abschiitzung (5.2), nämlich zunächst

(5.1) y: P P =f(",1o) 
mit f(x, ),) aus (3.5) und jedes 1o) eo,
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daher auch:

(5.2) y <f(*,eo) 
'

und fu, die ob'ige Schrarukenfunktion (2.8) gilt hierin

[6], [7].
Aus (5.2) gewinnt man dann wegen y : ör e

ungleichung
I lao

_l_
\,/f@,h)la,

das Glei,clt lt e'itsze'ichen,

durch Integration der

2

L- 12'

und durch einen nochmaligen
(2.6) fiir u(z) .

die t)ngleichungen (2.2), (2.3) fiir lu' (r) I

Integrationsschritt die Ungleichungen (2.5),

die Anfangsbedingung

(6.1.b)

(6.1.c)

6. Es seien noch zwei weitere wi,chti,ge Beispiele aon ?unktionenfamilien
genannt, die in derselben Weise behandelt werden können:

I) Die X'amilie der in z 2 { I holomorphen Funktionen, deren Ab-
leitung dort nicht verschwindet und die den Einheitskreis auf ein Gebi,et

abbilden, d,essen Rand, eine euklid,i,sche Kriimmung k 2 ko hat (ftir fro ( 0

braucht das Bildgebiet nicht schlicht zu sein), 1+1. In diesem Fall gewinnt
man aus der Beziehung

(6. 1.a)

fiir die auszuwählende lntegralkurve von Do : 0 :

-Iaf@) -1'
cY->-co

2) Die X'amilie der in z 2 <L holomorphen X'unktionen, fiiLr die d,ie

Vielfachheit y d,er Nullstellen ihrer Ableitung - soweit solche iiberhaupi;
auftreten - d,er Xord,erung u 2 uo unterworfen wird,, und zo eine fiir alle
Funktionen der Familie gleiche feste ZahI ist. Bbenso wie in dem Haupt-
beispiel ist es keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn man zunächst
die Ungleichung fiir den Fall herleitet, dass man die Holomorphie im
abgeschlossenen Einheitskreis und das l{ichtverschwinden der Ableitung
auf den Rand des Einheitskreises fordert. Sodann hat man in diesem
Fall d.ie nur endlich vielen Nullstellen der Ableitung noch in die Rand-
betrachtung mit einzubeziehen. Man zeigt leicht, dass fiir die Annäherung
an eine Nullstelle von w'(z) von der Vielfachheit r gilt:

2

§ p - e-;o no('l(6.2.a)
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um der Randbedingung des satzes 3 zu geniigen, hat, man hier Integral-

kurven zu wählen, die fiir o(--> - @ der Bedingung geniigen

(6.2.b) f _ e*bo eotl) mit

Ausserdem fiigt man wieder die Bedingung a ! ao hinzu. Die bestmögliche

Abschätzung liefert die Integralkurve mit b :2lvo, [6], [10].

7. Grundsätzlich lässt sich zeigen, dass man jede IntegralkurYe Yon

Do : 0 in ein geeignetes x'eld von Integralkurven einbetten kann (im

Sinne des Satzes 3). Hier taucht die Frage auf, ob so zu jeder Integralkurve
von Do:0 eine x'amilie von x'unktionen w(z) (entsprechend der »Rand-

bedingung» von satz 3) gehört. IIan sieht aber bereits an dem Beispiel

einer Integralkurve mit / - e-bu eo{t\ (fiir a-+ - oo), wotin 2lb keine

natiirliche zdhl ist, dass die llolomorphiebedingung fiir w(z) nicht, mehr

erfiillt werden kann. Diese Uberlegung gab den ersten Anlass, den Satz 3

und den anschliessend,en ersten Integrationsschritt (des Satzes 1) ohne

Bezug auf holomorphe x'unktionen lediglich fiir Lösungen der partiellen

Differentialgleichung öru: c (c eine negative Konstante) zu iiber-

tragen, wobei man isolierte Singularitäten eines bestimmten Verhaltens

noch zulässt,. Es zeigt sich, dass ein solches Programm voll durchfiihrbar
ist und d.ann grundsätzlich in der Tatnt jeder Integralkurve von Do:9
eine entsprechende X'amilie von Lösungen & der partiellen Differential-
gleichung ö2a: c zu finden ist' fiir die zugehörige »scharfe» Abschät-

zungen im sinne der ersten ungleichungen (2.2) des satzes I hergeleitet

werden können, [I0].

tl. Verallgemeinerung aut nichteuklittische Metrik in iler Bililebene

8. In Verallgemeinerung ([2], [6], [7]) des ersten Ansat'zes in I werde

in d.er a-Ebene und. in der ru-Ebene (Bildebene) zunächst je eine beliebige

Metrik zugrundegelegt,:

dt? : e2" dz dZ , dt\ : ezb du dfr ,

und die zugehörige Differentialinvariante

22
'y y0

(8.1)

(8.2)
ds,

betrachtet. Wir bedienen uns wieder des ersten und zweiten Beltrami-

Operators fiir die Metrik in der z-Ebene:
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öza-örbe2" öza: ABe2o + ZA,(*)

(8.3) öru : e*'o %,uz ,

Man erhält sofort

I
(8.4)

worin örb den zweiten Beltrami-Operator in bezug auf die a;-Ebene,
(.)

sowie 1 bzw. B d"ie Gausssche Kriimmung zum Linienelement d,st bzw.
ds, bedeuten.

Um die in I entwickelte Methode auf diesen Fall iibertragen zu können,
hat man die folgenden drei Teilaufgaben zu erfiillen:

(l) BerechnungYon öro fiir a:T-f@), l:ö1a. Esergibtsich:

(8.5) ö2u -

ä, (* , a)) * Do *- Dra
I 1l
nila+nU'

mit

(8.6)

(8.7) Do :
/ A \ / 1 r \/ | B \

-/(/" - v + u"'")+ u'- zA +z B"'")v',- i A* z ,'") ,

lA\(8.s) Dt:-U"-n+U"'").
Die Durchfiihrung des Beweisprinzips von Satz 3 verlangt, dass f(")
der Differentialgleichung Do:0 geniigt und, dass die Gaussschen Kriim-
mungen .4 und B konstant sein miissen.

(2) Die Untersuchung des Randverhaltens von d. Dabei kann es

sich wiederum entr.eder um Randpunkte des Grundgebietes der Metrik
handeln oder urn im Innern dieses Gebietes gelegene isolierte Punkte.
Legt man der Einfachheit halber rvieder den Einheitskreis der z-Ebene
zugrunde, so verbleibt nur der Fall, dass A < 0 ist, wobei rrir die Normie-
rung A - - 4 wählen können. Nattirlich kann man diese Metrik auch
ftr den Fall allgemeinerer Grundgebiete behandeln. In der Bildebene
haben wir nunmehr die drei Hauptfälle (in normierter X'orm): B : 4 e ,

e - -I,0, +1, r,robei der Fall e: 0 in I behandelt wurde, der Fall
e - - t (in der Normierung w w z-1), die im Einheitskreis holomorphen
und beschränkten X'unktionen, der X'alI e : * I die im Einheitskreis
meromorphen Funktionen betrifft, wobei jetzt die gesamte Riemannsche
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Zahlenkugel Grundgebiet der Metrik ds, wird. Das Randverhalten in
isolierten inneren Punkten der Metrik wird wiederum in derselben Weise

studiert wie in I,l2), [6], [7].
(3) Die rntegrat'ion der Differentialgleichung Do: 0 lässt sich voll-

ständig durchfiihren, [2], l8l. Die Tatsache, dass auch hier zwischen Rand-

verhalten fiir eine bestimmte Funktionenfamilie und Anfangsbedingungen

fiir eine Integralkurve eine enge Beziehung besteht und dass auch hier

wiederum fiir analog gebildete Funktionenfamilien scharfe Abschätzungen

zu erwarten waren, gab wertvolle Hinweise fiir die Auffindung von Lösungen

dieser Differentialgleichung, indem man die vermuteten Schrankenfunk-

tionen aus speziellen konformen Abbildungen berechnet und durch Ubergang

zu den Invarianten o( und 7 schliesslich einparametrige Scharen von

Integralen findet. Von diesen ausgehend gelangt man durch analytische

Fortsetzung in d.er Ebene des Scharparameters iiber das Komplexe hinweg

zu weiteren einparametrigen Scharen von reellen Integralen. Einige parti-

kuläre Zwischenintegrale sind. von der tr'orm (17: il 
'

(8.9) g' a,(a) g'

Dieser allgemeine Ansatz liefert dann das allgemeine Zwischenintegral,

das man nachträglich auch mit der Methode des integrierenden X'aktors

erhäIt, wodurch man schliesslich einen Uberblick fiber sämtliche Lösungen

erhält, [2], [8].
Eine genaue uberpriifung zeigt die vollständige ubertragbarkeit des

Satzes 3. Daraus gewinnt, man dann eine grosse Ftille von wertvollen
Aussagen fiir analog gebildete Funktionenfamilien wie in I. Im einzelnen

ist hierzu zu bemerken, dass hier eine viel grössere ZahI von interessanten

X'unktionenfamilien auftritt, insbesondere fiir e: -1. Ebenso ist der

X'alI e: *1 besonders bemerkenswert, da die im Einheitskreis mero-

morphen Funktionen damit erfasst werden. Die hier erzielten Ergebnisse

und Abschätzungen (analog ztt' (5.2), (2.2), (2.5)):

hr,(r, tL) { * ! hr(r, ot),

ru(z) - u(0) i

< hr(' , et) ,
I

sowie fiir einen analog zu (2.6) definierten »Radius» g(r) einer Kreisscheibe

u u(0) 
l

1+ ew(O)w

sind in den weiteren funktionentheoretischen X'olgerungen noch keineswegs

voll ausgeweft,et,l2f, [6], [7].

1+ s?r(0) ru(z)
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UI. Ubergang zu partiellen Ditferentialgleichungen

9. Priift m&n - im Hinblick auf die Schlussbemerkung in I'7 -
die n'rage nach der tlbertragbarkeit dieses Verfahrens auf die reelle Analysis,
so ist die Erkenntnis von entscheidender Wichtigkeit, dass von der speziellen

Natur der Invarianten a in den Kalkiil von d, o eigentlich nichts au§ser

der Differentialgleichung öza: L(a) (mit speziellem Z(or)) eingeht. Dies

gibt Veranlassung, den Ansatz in dieser Richtung zu verallgemeinern.
In einem Grundgebiet der z-Ebene sei die Metrik

dsz : e2" dz dz

mit konstanter Gaussscher Kriimmwg A ( 0 gegeben. Unter Verwendung
des ersten und zweiten Beltrami-Operators dieser Metrik:

T : ölu : g-2a %u %a , ö2'tL : e-'o '11,,

werde nunmehr die Di,fferenti,alglei,chung 1)orn ell,iptischen Typus

11

(9.1) özu - L(u,y)

zugrund,egelegt. IJierhei soll die X'unktion .t fiir beliebige u , y reelL-ana-

lytisch sein. Die in II formulierten drei Teilaufgaben, deren Bewältigung
zur Ubertragung der Methode erforderlich ist, fiihren im einzel:ren zu

folgenden Betrachtungen:
1. Die Berechnung von ära fiir u: y - f(u) liefertfolgendes Ergebnis:

t I I \.(s.2) ö,a:i u,o + \r, *;$'- D) (a,@,a) * är@,u))1-D

mit

ör(, ,u)- e-zo uz1cz - ör(u, O
und

(e.3) D :
I

t- (r+

(f' Lo)(f' 2Lo),

(9.5) Dr: -f" Lou- Lor(f', 1Lo) + 2f (Llr+f',Llr)

IA
u) u,, 2

A
I IC)-r Z -ra

2 (L,+ ',f)) + $' Y-f+t)

wobei der obere Incl.ex 0 bedeutet: [. . .)r:f .
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Der wichtige Sonderfall

(9.6)

liefert:

(e.7)

mit

(e.8)

(9.9)

(9. 10)

D- 1
(f *u) (f" -, A -

Lv: o' L-L(u),

2 L', ) + (f ', - L) (f ', - 2 L) - Do* Dta

Do: - f (f"

DL-- f" + 2L',

2. Wenn keine isolierten Singularitäten im Innern des Grundgebietes
auftreten, liegt eine vereinfachte Situation vor, insbesondere fiir das Studium
der wichtigen X'unktionenfamilie u { uo. Im iibrigen muss zunächst fiir
isolierte Singularitäten ein entsprechendes Randverhalten untersucht
werden, wobei man in erster Linie die Singularitäten mit einseitig beschränk-
tem Verhalten betrachten wird.

3. Die Differentialgleichung (9.8): Do: 0 ist bis jetzt, nur ftir die
folgenden Fälle untersucht und grundsätzlich gelöst worden:

1

+ 2A

(a)

(b)

(c)

L:- co,

L : co * cL% ,

L - co * cle"'u , t8l, tel

W. Ubergang zu Räumen Ilöherer Dimension

10. Wie bei manchen anderen Yerfahren. clie zunächst in der Funk-
tionentheorie entwickelt rvurden und dann in die reelle Analysis iiber-
tragen wurden, stellt sich auch hier die Frage, ob dieses Verfahren im
wesentlichen auf die Ebene zu beschränken ist oder ob es sich sinnvoll auf
Riiume beliebiger D'imension, verallgemeinern lässt. Priift man die in II
genannten Teilaufgaben, so ist es r'on vornherein klar, dass es hierzu vor
allem notwendig und im wesentlichen auch hinreichend 2) ist, die erste
Teilaufgabe fiir Räume höherer Dimension zu beu'ältigen, auf deren Dar-

2) Siehe 7, sowie 127, [10],
tion der Methode, d.esgl. ftir
Verhaltens von u,.

z.B. fur die Erfulluns von D, * 0 durch eine Modifika-
die {-intersuchung isolierter Singularitäten }:estimmten
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legung wir uns im folgenden beschränken wollen. Dies wollen wir zunächst
fiir den Fall des Raumes C" d,er n ltompleren Verd,nd,erli,chez (A) und
sodann fiir den Raum R^ mit m reellen D,i,mens,ionen (B) zeigen.

(A) lI. In einem Bereich E c C" sei eine positiv definite hermitesche
Metrik d,sz : cti| d,z" d,ZP gegeben. Wir iibernehmen die Bezeichnungen von
Schouten [11]; sei u eine reellwertige zweimal stetig differenzierbare X'unk-
tion, dann fiihren wir mit Schouten ein: die Symbole der gewöhnlichen
komplexen Ableitungen

a tla a\ a Lla a\(rr.l) 0o: 
ozo 

: z\a." - o uf ), 0;: az" 
: Z\a." * u u*),

sowie fiir einen Skalar u die AbkiiLrzungen:

(11.2) 'tto: 1o'tt, , ,u,;: A;% , ,uoV: 0V0ou ,

ferner die Symbole der kovarianten Ableitung V", Va , z.B.

(11.3) Yrw,: 0,,w, - fl,,*u, lh - aw OFa,6, ypwr: O*lov,

(11.4) Yau,: Oaw, - f!*r**, IIrr:1, , Vrw,: i.vr,t),,

mit den bekannten Regeln, insbesondere:

(11.5) Yoapi:0, \na§l:0,
(11.6) VVYtwo- Y;"Yt"wo: - Rpioa lDn

mit

(11.7) R;;;n : A* /-fo ,

(I1.8) Vi V" wp - Voyi,w* - - 2 B,o, yrwp

mit

(Ir.e) §rn: i ,rf - ril),
sowie den dazu konjugiert komplexen Formeln.

Sodann bilden wir den ersten und zweiten Beltrami-Operator

(ll.l0) T:\u:aoFuoui,
(ll.ll) ö2u : a"F uop,

und nehmen nunmehr an, ilass u Lösung d,er folgend,en partiellen Differential-
glei,chung

(I1.I2) öru : L(u , y)
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sei. Nach dem frtiheren Vorbild berechnen wir nun den zweiten Beltrami-
Operator fiir die Funktion

(11.13) a:T-f(u),

wobei f(u) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion sei. X'tihrt, man

diese Rechnung durch, so ergibt sich zunächst, (n > l) :

'p 
F*)

+ H + 1,1

(1 1.14)

öoj ,

zweimal

vorkom-

mit
I

(11.15) Fo : 
n 

(f 'uo - a)'{' ui.u*a) , F,, : (F i ,

wobeidie ä^, h:1,...)n 1, ausderDarstellung

h h h =h i
(11.17) Yt%o: pt.%o* q^D*, ao§uoDV - 0, ao? DoDF:

gewonnen sind und auch iiber h zlt summieren ist, wenn h
hhhT

(11.18) H-.f'2 ? I
,t yf'Ao + nAL+Az-Ar,

(l1.lg) M- 2aoolanE§n*^uu+ata§urtou,)u;.a,

I Ao : d'7' a"F u^ug %oi 
'

I

(11 20) | :,,::^^:I"1"*u.,";:,u;pu,v't_
I AB : Ad§ ahi B;;.on unu| .

Durch den Ansatz (11.17) werden die Yi.uo eliminiert, die dort
menden pt berechnen sich za

1

während die ä^ nur noch innerhalb A vorkommen.
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L2. Wir stellen nun a?L die gegebene Metrilc zwe'i

l. §*':0, §aåT-O.

2 haben z:ur Folge:

M - 0

weitere E orileru,ngen :

(L2.1.a)

auf eine
sod ass gilt:

lnT
t (r) ?

v

I)ies bedeutet die Einschränkung der hermiteschen Metrik
Kcihlersche Metrik, d. h., es gibt dann, [11], eine SkalarfunktiorLpt

(L2.1.b) o,T: 070,V .

z. Rov: + R aoV ,

wobei

(L2.2.b)

(12.2.c)

(L2.2.a)

R- R*§ao7 - skalar,

der später als negative Konstante gewählt .w,ird, dies bedeutet eine
ähnliche Einschränkung der Krihlerschen Metrik, wie man sie im reellen
X'all der Riemannschen Metri,lc als Ei,nstein-Metrik bezeichnet. Wir wollen
daher eine Metrik, die die Forderungen I und 2 erfiillt, k:urz eirre E,inste,in-.
K rihl er - IVI etr i,k nennen.

Die Forderungen I und

( 12. 1.c)

und

( I2 .2.d) I/t3

13. Während wir uns bei A mit der Abschätzun1 Q > 0 beniigen,
bedarf die Abschätzung von H einer ausfiihrlichen Uberlegung. Wir fiihren
hierzu fiir die gemischten Ableitungen il,F die folgende Darstellung ein:

hhhh
%rfr: PAuo + TrDo -- Poua * T,DF,

wobei die Do, DF bereits in (11.17) vorkommen.
Ausserdem bedienen wir uns der Abkiirzungen:

hh
r2 - a^* T,.To,

hh

- &o§ TpD*, §

I
- Ry

nt

(13.1)

(13 2) 

{

o:
h

mit

f' 2L, P*- a)'t'PLP*,
h

q,a§ aoT B, p : a,a§ uoPp 2 r

wobei die folgenden llngleichungen bestehen:
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(I3.3) rz I (n - L) d ,

(13.4) s{*.

Ersetzt man nun die »gemischten» 2. Ableitungen uoo dtlrch die oben

angegebenen Ausdriicke, so erhält man

(13.5) Ao:Tp, At:y@2+s):y2P*, somit yP* :p2+ s,

(13.6) Ar: P*Y*12:P2+8*t2,

und schliesslich:
R

(13.7) H:f'' -Zf'P *2Pz * 2s * r'*; Y,

oderwegerr g:L-r:
R(13.s) H:(f'- L)'+ L2 +; Y +2slV(r),

wobei s20 und

(13.9) V(r):2r2 * 2ro | *

unter der Nebenbedingung (13.3) nach unten abzuschätzen ist. Man erhält

o2

I

2n 3
mit Tt: 4?L-L),

02

t-1

vLl

(IB.1I) H > (l'-L),+L'- # ff'-2L)'+ +,

14. Trägt man dies nun in den urspriinglichen Ausdruck fiir öru ein,

so erhält man in Verbindung mit (1f.I6) und (12.1.c):

( 13. 10)
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1

mit

(t4.2) D -
/1\

(f +a) (-/"+2(L,+f,L,)+;U) +

L : ll(u , y))r:,*f und ebenso Lu , L,
erhält auf d,iese Weise

f'L"))

+ 2(L

mit

(L4.4) Da :

/R
f (-1" + ; + z

/
(14.5) DL: (- /"

+ apE*) + D

I
z"=(nf'-L)(f' 2L).

a + f(") zv setzen und
nach a ztt entwickeln. Man

D-Do*Dta+

(Lo, +

R
t_tn

Do-fef" +LR+

I
-L (nf, Lo)(f, ZLo),t 2n I

\

i + f, L») + 2f (L,", + f'L0,,)

I
- 2n - | (tz" + t)l' - +t'o)t'l '

Hierin bedeutet wieder wie friiher der obere Index 0, dass nachträglich das

Argument y : f zu setzen ist.
Soll Do : 0 wieder eine Differentialgleichung ftu f(u) sein, so ergibt

sich hieraus als weitere Forilerung an d,i,e Metri,lc: fi: const., sofern dies

nicht bereits eine X'olge von (I2.2.a) ist.
X'iir den wichtigen Sonderfail Lr: O , L : L(u) , ergibt sich insbe-

sondere:

(r4.6)

mit

(L4.7)

D-Dr*Dta

I
2L') + Zrb_L(nf' L)(f' 2L),

I
(14.8)

Fiir ?L -
(14.6) gehen

DL: -f" +;R +2L'.

1 ist B- Al2 zu setzerL und die Ungleichungen (L4.L) und
in die entsprechenden Gleichungen (9.2) und (9.7) tiber.



18 Ann. Acad. Scient. tr-ennicre A. r. 336/6

(B) 15. In einem Grundbereich E c R- (m Z 2) sei eine positia

il,efi,ni,te Riemannsche M etri'k

(15.1) ilsz : gopd,r" il,r§

gegeben. Wir bedienen uns des ersten und des zweiten Beltrami-Operators:

1 y : /t% : fP lcolcB t
(r5.2) {\--'-l 

| /'tt:7of YP%n'

worin

u:!-u"'d 0ro

ist und v, den operator der kovarianten Ableitung bedeutet. wie friiher
berechnen wir nunmehr fiir

(15.3) u:T-f@)

d.en zweiten Beltrami-Operator lzu unter der Voraussetzung, dass u
d,er partiellen Differentialgleichung

(15.4) /2u : L(u , Y)

genilge, und stellen an die Riemannsche Metrik die Xord,erung:

1

(15.5) Ko§: K;;'e' :;KgoB, K:corlSt.:

die Metrik sei also eine Einstei,n-Metri,k.
Wir erhalten:

(15.6) /2D : 9"f Vuuo

/2\: ,/ (- f,, + ; K + 2(L,+f' L,)) - f'L * ZL,/,(a,u) + q

mit

(15.7) /r(a,u): gx\a^u,

und

(15.8) 4 : 2 g"§ g^' @ot@p, ,

worin

(15.9) @o^ : @p: loltx
gesetzt ist.
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16. Wir berechnen nun qx : min q unter d,en folgend,en linearen Neben-
beilingungen ( 16. t) - ( 16.3) :

(16.I) go§ @op: L ,

(16.2) 2/*ur@a^:Ta, a:1,..,,ffi,

(16.3) @o§ @ps: 0 ,

wobei die oro, als variabel, jedoch alle sonstigen Grössen als fest betrachtet
werden. Eine etwas längere Rechnung ergibt:

(16.4) q Z q* : *J *(r",, - zL /,(y ,*) + + ,,r)
Im X'alle m:2 reichen die linearen Gleichungen (10.l)-(16.3) hin, um
die a;o, zu eliminieren, und die Ungleichung q 2 q* geht dann in eine
Gleichung iiber.

17. Hiernach ergibt sich

'ItLLll\(17'l) /'u )- , * _ tl i /''' +\zt', + 1r"- t1r\*f' -2D)lla 'u) + D

mit
/ 2 \ r lm \

(r7.2) D: y(-/" + ;u +2(L,+|',L,))+ rn_L\zt' - t )tf 
,-zr,),

X'iihrt man wieder iiberall y : f(u) | u ein und entwickelt nach a ,

so erhält man schliesslich:

(17.3) D:Do*Dtv+...
mit

(r7.4) Do :
/ z \ r lm \

f \- f" + * K + 2(Li + f' Li)) + m _ L\i t', - L,)(f' - zlo)'

(r7.5) Dr: -1" * + R + 2(ti+f'L» + 2f (L0",-ff'L0,,)

I-n_rti(@+t).f'-4Lo).

fm wichtigen Sonderfall Ly:0, L: L(u), L,: L'(u) isl:

(17.6) D:DolDta,
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(17.8)

(17.7) Do:r(-r" * ) K +2"') * *(+r'-r) rr'-21),

2

(imX'alte m:2 ist 1:ZA).
Damit Do: O wieder eine Differentialgleichung fiir /(u) ist, hat man

zu fordern:

(17.9) K : corst.:

dies ist jedoch flilr n) 2 bereits eine tr'olge von (15.5), [11]'
Ein vergleich mit dem Ergebnis des Falles (A) liefert iibrigens fiir

rn : 2 n volle Ubereinstimmung. U* dies einzusehen, seien etwa die

Bezeichnungen des n'ailes (B) voriibergehend mit * versehen, ausserdem

hat man die Beziehungen zu beachten:

( u* -'u, /t- 4ör, /z:4ö2, T*:4iy', L*(u,y*):AL(u,y),
I

(I7.I0){ /- : 4f , ax - 4t), D*: l6D, Dt :l6Do, Df :4Dt,
I

I r'L :4L" Lv**: Lv' K* :4R '

1g. um weitere Betrachtungen, vor allem auch in Bezug auf das

Randverhalten, zu erleichtern, wird man K bzw. R negatiu v-ählen und

den »vollständigen» Grundbereich der Metrik zugrunde legen, so dass sein

Rand im Sinne d.er Metrik von einem inneren Punkt unendlich rveit entfernt

ist. Der X'aIl u ( ao ohne das Auftreten Yon im Innern des Grundbereiches

der Metrik gelegenen Singularitäten von u diirfte 'wohl der einfachste

X'aIl sein, der sich zunächst der Behandlung anbietet, während in anderen

X'ällen ein Studium der isolierten Singularitäten von ?, Yorausgehen muss.

x'iir die Integration der Di,fferenti,algleicltung Do: 0 erhält m&n aus

dem klassischen X'aIl der Ebene verschiedene wertvolle Flinweise, die die

rntegration erleichtern. Zum Beispiel findet man im Falle (A), -E < 0

(,f > o) , ftir
(18.1)

(18.2)

hieraus ergeben sich die beiden pa,rtikulären Zwischenintegrale:

( I 8.3) V
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Fiir jedes sonstige Integral, das nicht in diesen Zwischenintegralen enthalten
ist, kann man mit grossem Vorteil fnr f(u) die neue Parameterdarstellung
einfiihren:

(18.4)

unter Verwendung

(18.5)

Dann schreibt sich
System um:

( r 8.6)

d,o 1l zntzn-tt
(rs.z) (rr-r)--L:(2n-t)tglalo, u:l/ --= ', Lo:L(u,gr).

Insbesondere kann der X'all

(IS.8) L(u , y) : co * %u * "rli ,

an Hand des in diesem X'alI linearen Systems (18.6)-(18.7)studiert werden.

19. Die dargelegte Methode ist iibrigens auch im funktionentheore-
tischen Bereich einer weiteren Yerallgemeinerung atf höhere Dffierenti,al,-

inaarianten fähig.
Zusammenfassend lässt, sich sagen, dass ihr Grundgedanke jeweils

fiir solche Funktionenfamilien neue Abschätzungen liefert, die durch ein
gewisses »Randverhalten» (im allgemeinen Sinn der obigen Darlegungen)
gekennzeichnet werden können, wobei diese Methode es gestattet, aus dem
Randverhalten gewisse Ungleichungen, die im fnnern gelten, zu gewinnen
bzw. bereits vorhandene Ungleichungen, wie z.B. u 3 uo, zu verschärfen.
Unter diesem Gesichtspunkt kann man wohl s&gen, dass sie eine Verall-
gemeinerung des Schwarzschen Lemmas darstellt und eine gewisse Ver-
wandtschaft mit der Grundidee des Phragm6n-Lindelöfschen Prinzips
aufweist, [3].
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