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Uber die Verwendung von Differentialinvarianten bei gewissen Funktionen-
familien und die Ubertragung einer darauf gegriindeten Methode auf
partielle Differentialgleichungen vom elliptischen Typus

1. Die geometrische Funktionentheorie hat mit grossem Erfolg diffe-
rentialgeometrische Grundbegriffe methodisch verwendet. Es sei in diesem
Zusammenhange nur an die Nevanlinna— Ahlforssche Theorie der Wertever-
teilung erinnert. Die Schule Nevanlinna—Ahlfors hat diese Gedanken
systematisch weiter ausgebaut. Auch von anderen wurden wiederholt
und mit grossem Erfolg differentialgeometrische Betrachtungen in der
Funktionentheorie verwendet. Ich mochte heute einen kurzen Uberblick
iiber eine spezielle Methode geben, die in der Funktionentheorie das Haupt-
augenmerk auf die Gewinnung von scharfen Ungleichungen fiir gewisse
Differentialinvarianten richtet, und von der man andererseits zeigen kann,
dass sich ihr Kern — 16sgelost von den urspriinglichen Differentialinvarian-
ten — auf eine grosse Klasse partieller Differentialgleichungen vom ellipti-
schen Typus iibertragen lédsst. Diese letzteren Ergebnisse habe ich erst
in jlingster Zeit gewonnen. Wegen der Tragweite erscheint es mir niitzlich,
die zugrundeliegenden Gedanken einmal im Zusammenhang darzustellen.

1. Holomorphe Abbildungen der hyperbolischen Ebene in die
euklidische Ebene

2. Als einfachste Differentialinvarianten bieten sich im Falle der
holomorphen Abbildung eines beschriankten Gebietes in die euklidische
Ebene an:

|dw|

(2.1) X = lg 75.—:

y = 0 «,

worin ds das Linienelement der hyperbolischen Metrik dieses Gebietes
und &; den ersten Beltrami-Operator in dieser Geometrie bedeuten. Um
diese Methode an einem besonders einfachen Beispiel zu zeigen, werde die
Familie der unverzweigten holomorphen Abbildungen der offenen Kreis-
scheibe zZ << 1 betrachtet. Fiir sie gilt der folgende
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Satz1. Sei w(z) holomorphund w'(z) # 0 in 22<1, x =1g{|w'|(1 —22)},
seien ferner x, = sup x, x; =«(0), dann gelten die folgenden Ungleichungen

Z<1
2ar 1+ 7 2ar 1—r
(2.2.a,b) —1__r+1g1‘:—;§0¢—0‘1§i:‘;+1g,1+r,
oder
(2.3.a,b) ! e_% < ' @)] ! v
’ (1 —rp = w(0)] T A+ )P ’

worin |z] =r und a =1 durch
(2.4) l—a+lga=0 —a

eindeutig bestimmt ist, ferner

(2) — w(0) <
(2.5) jw(z) —w(0)] = 5
sowie fir den grossten Radius o(r) einer Kreisscheibe |w — w(0)] <o,
die vom w-Bild der Kreisscheibe |z| < r schlicht iberdeckt wird:

2ar

1
(2.6) o(r) = - e (l—e 7).

Die Abschiitzungen nach oben in  (2.2.b), (2.3.b), (2.5) gelten nur fir

a—1
a-+1"

Die obigen Ungleichungen sind scharf, wie man an der Schrankenfunktion

(2.7) 0

lIA

r < r¥ =

1 I+o @ le
(2.8) w= e e #H

erkennt, [6], [7].
Aus der zuletzt genannten Ungleichung (2.6) ergibt sich fiir »-—1:

(2.9) o(l) = 5— e,
und da man eine Punktfolge zn, |z.] < 1, mit a(z:) —> y, wihlen und die

Betrachtung auf

{+ 2
o=l 7 2)

anwenden darf, hat man dann in (2.9): &, —«, und a— 1, daher
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(2.10) o(l) =

und somit den

Satz 2. (Bloch—Landau— Ahlfors). Sei w = z 4 ... holomorph und
w' % 0 im Einheitskreis zZ <1, dann aberdeckt das dadurch erzeugte Bild
des Einheitskreises mindestens eine Kreisscheibe wvon einem Radius, der
beliebig wenig unter 1/2 liegt, [1]7).

3. Zum Beweise von Satz 1 verwenden wir:

) dz dz
B= T
und bilden:
1 w”
x =lg{{w'| (1 —z2)}, ﬂ:(l—zz’)x,:; o 1—z2) —z,

y=2§ ﬁ_ . Wir betrachten nun die Funktion v = y — f(x) fiir eine zweimal
stetig differenzierbare, jedoch zunéchst sonst beliebige Funktion f und
berechnen den zweiten Beltrami-Operator d,v = (1 — z £)2 v,. Man erhilt:

1 1
(3.1) v = ; 0 v + ;(1 + /) (61(2’ s o) + 51(0‘:7))) ~+ Dy 4 Dy v,

mit

(3.2) O (v,0) =(1—22?20,0, =0 (x,v),
(3.3) Dy=—fR+f)+ "+ +2),
(3.4) Dy=—(@2+f).

Ubrigens kann man fiir die weiteren Betrachtungen zunichst die
Voraussetzungen iiber w(z) als im abgeschlossenen Einheitskreis erfiillt
ansehen und die obigen Ungleichungen unter diesen einschrinkenden
Bedingungen beweisen. Betrachtet man nachtriglich die Funktion

1

wl(z)zzw(gz) mit 0<po<l1l, op—1,

<

so erhdlt man dann hieraus den urspriinglichen Satz 1.

1) Es sei hier ausdriicklich darauf hingewiesen, dass unsere Methode zwar scharfe
Abschitzungen fur die betreffende Funktionenfamilie (im Sinn von Satz 1) und
andere #hnliche Familien liefert, dass jedoch die dadurch erzielte Abschitzung der
verschiedenen Bloch-Konstanten (im Sinne von Satz 2) nicht scharf ist, sondern
sich nur als gleichwertig mit der derzeit besten von Ahlfors (Methode der Stiitz-
metrik) angegebenen erweist, [1], [5], [6].
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Man sucht nun Dy = 0 so zu losen, dass die folgende Anfangsbedingung
erfillt wird: Fiir «—> — oo solle f—co gehen, jedoch moglichst schwach,
d.h. f=f(x) solle die untere Grenze aller Integralkurven durch einen
festen Punkt mit dieser Eigenschaft sein. Der Ansatz f' = (f — 1) y(f)
fiihrt iibrigens die Differentialgleichung Dy =0 in eine separierbare
Form iiber, so dass man sidmtliche Losungen von D, = 0 elementar
gewinnen kann. Die eben genannte Kennzeichnung sondert aus allen
Losungen die folgende einparametrige Kurvenschar aus:

(35) a—A=—AV[f+lgQ+V) fir a=Za<iHh=2.

4. Was man jetzt zu tun hat, ist im wesentlichen, dass man die bei
Anniherung an den Rand bestehende Ungleichung » <0 auch auf das
Innere auszudehnen hat. Das dabei angewandte Beweisprinzip ldsst sich
zusammenfassen im folgenden

Satz 8. Sei w(z) holomorph und w' # 0 in zZ=1. Sei flx,4)
fir g =A<2 eine einparametrige Schar von Lésungen von D, =0,
welche folgende Bedingungen erfillt:

1) flx, ) sei defintert fir « = g,

2) D0,

3) f, >0 und
4) m = fin flx,2) > 0.

=< g

Setzt man v(z, A) =y — f(x, A), so sei bei Anndherung an den Rand
des Einheitskreises

v(z, A) < 0 (Randbedingung»),
vz, A) =0 fir zZ2 =1 (WFeldbedingung»),

dann gilt v(z, %) =<0 furalle z2 <1.

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf eine Modifikation des Maximum-
prinzips. Wire némlich an einer Stelle z, im Innern des Einheitskreises
v(zy » 4) > 0, so konnte manein ¥, 7, < 2*¥ < /; und ein 2% |z*| < 1,
finden, so dass v(z*, 4*) = 0 und v(z, %) = 0 fiir z Z = 1. Fiir ein geeig-
netes geniigend kleines e (s 0) wiirde dann eine Stelle z** im Innern
des Einheitskreises zu finden sein, worin v (z*%, 2* 4+ ¢) ein Maximum
hitte und gleichzeitig d,v> 0 wire, womit man dann den Widerspruch
hat, [3].

5. Aus diesem Satz 3 ergibt sich fir die Funktionenfamilie des Satzes 1
die wscharfer Abschitzung (5.2), ndmlich zunéchst

(5.1) y=pf =f(x,%) mit fla,l) aus (3.5) und jedes > o,
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daher auch:
(5.2) y = flx, ),

und fir die obige Schrankenfunktion (2.8) gilt hierin das Gleichheitszeichen,
[61, [7].

Aus (5.2) gewinnt man dann wegen 9 = d;« durch Integration der
Ungleichung

1 I 9o | 2

— |

ey o = 1—p
Vfls &) or -

die Ungleichungen (2.2), (2.3) fiir |w'(z)] und durch einen nochmaligen
Integrationsschritt die Ungleichungen (2.5), (2.6) fir w(z) .

6. Es seien noch zwei weitere wichtige Beispiele von Funktionenfamilien
genannt, die in derselben Weise behandelt werden kénnen:

1) Die Familie der in zZ <1 holomorphen Funktionen, deren Ab-
leitung dort nicht verschwindet und die den Einheitskreis auf ein Gebiet
abbilden, dessen Rand eine euklidische Krimmung k = k, hat (fir &k, << 0
braucht das Bildgebiet nicht schlicht zu sein), [4]. In diesem Fall gewinnt
man aus der Beziehung

(6.1.a) lim (1— ) e>="k, |z/<1l, [z =1,

>z,

die Anfangsbedingung fiir die auszuwéhlende "ntegralkurve von D, = 0:

(6.1.b) lim f(x) =1,
(6.1.c) lim e(f—1) = — k,.

2) Die Familie der in zZ <1 holomorphen Funktionen, fii die die
Vielfachheit v der Nullstellen ihrer Ableitung — soweit solche iiberhaupt
auftreten — der Forderung v = v, wunterworfen wird, und v, eine fiir alle
Funktionen der Familie gleiche feste Zahl ist. Ebenso wie in dem Haupt-
beispiel ist es keine Beschridnkung der Allgemeinheit, wenn man zunéchst
die Ungleichung fiir den Fall herleitet, dass man die Holomorphie im
abgeschlossenen Einheitskreis und das Nichtverschwinden der Ableitung
auf den Rand des Einheitskreises fordert. Sodann hat man in diesem
Fall die nur endlich vielen Nullstellen der Ableitung noch in die Rand-
betrachtung mit einzubeziehen. Man zeigt leicht, dass fiir die Anndherung
an eine Nullstelle von w’(z) von der Vielfachheit » gilt:

(6.2.a) Bp=¢e ¥ e
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Um der Randbedingung des Satzes 3 zu geniigen, hat man hier Integral-
kurven zu wihlen, die fir «-—> — oo der Bedingung geniigen

ou 2 2
(6.2.b) f= e b O mit ‘1‘ < 1—‘ <b.
g 0
Ausserdem fiigt man wieder die Bedingung x = x, hinzu. Die bestmdgliche
Abschitzung liefert die Integralkurve mit b = 2/v,, [6], [10].

7. Grundsitzlich lisst sich zeigen, dass man jede Integralkurve von
D,= 0 in ein geeignetes Feld von Integralkurven einbetten kann (im
Sinne des Satzes 3). Hier taucht die Frage auf, ob so zu jeder Integralkurve
von D, = 0 eine Familie von Funktionen w(z) (entsprechend der »Rand-
bedingung» von Satz 3) gehort. Man sieht aber bereits an dem Beispiel
einer Integralkurve mit f = e™* 0 (fiir o« — — o), worin 2/b keine
natiirliche Zahl ist, dass die Holomorphiebedingung fiir w(z) nicht mehr
erfiillt werden kann. Diese Uberlegung gab den ersten Anlass, den Satz 3
und den anschliessenden ersten Integrationsschritt (des Satzes 1) ohne
Bezug auf holomorphe Funktionen lediglich fiir Losungen der partiellen
Differentialgleichung d,o = € (C' eine negative Konstante) zu iiber-
tragen, wobei man isolierte Singularitdten eines bestimmten Verhaltens
noch zulisst. Es zeigt sich, dass ein solches Programm voll durchfithrbar
ist und dann grundsitzlich in der Tat zu jeder Integralkurve von D, = 0
eine entsprechende Familie von Losungen « der partiellen Differential-
gleichung &, = C zu finden ist, fiir die zugehdrige »scharfer Abschit-
zungen im Sinne der ersten Ungleichungen (2.2) des Satzes 1 hergeleitet
werden konnen, [10].

II. Verallgemeinerung auf nichteuklidische Metrik in der Bildebene

8. In Verallgemeinerung ([2], [6], [7]) des ersten Ansatzes in T werde
in der z-Ebene und in der w-Ebene (Bildebene) zunichst je eine beliebige
Metrik zugrundegelegt:

(8.1) dst = e dzdz, ds: = € dw diwv ,
und die zugehorige Differentialinvariante
ds,y
(8.2) x=1g - =b—a-+4lg|uw|
ds,

betrachtet. Wir bedienen uns wieder des ersten und zweiten Beltrami-
Operators fiir die Metrik in der z-Ebene:
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(8.3) u=euu,, Su = e u, .

Man erhéalt sofort

1 1
(8.4) Oy = 0yb €™ — 0ya = — — Be™ + — 4,
®) 4 4
worin 0,5 den zweiten Beltrami-Operator in bezug auf die w-Ebene,
(1)
sowie 4 bzw. B die Gausssche Kriimmung zum Linienelement ds, bzw.

ds, bedeuten.

Um die in I entwickelte Methode auf diesen Fall iibertragen zu kénnen,
hat man die folgenden drei Teilaufgaben zu erfiillen:

(1) Berechnung von 4, v fir v =y — f(x), y = 6; . Esergibt sich:

(8.5) v =
1 I 1 1 R
;aler; fregd+ B (60, (v, &) + 6, (x,0)) + Dy + Dy
mit
(8.6) S (v, a) = e P =8 (x,0),
(8.7) D, =
O S TASTE SV
—f\f o T he +f—~z + B\ =y A+ 5T,
A
(88) D1=——(f”—f2“+362°‘)-

Die Durchfithrung des Beweisprinzips von Satz 3 verlangt, dass f(x)
der Differentialgleichung D, = 0 geniigt und, dass die Gaussschen Kriim-
mungen A4 und B konstant sein miissen.

(2) Die Untersuchung des Randverhaltens von «. Dabei kann es
sich wiederum entweder um Randpunkte des Grundgebietes der Metrik
handeln oder um im Innern dieses Gebietes gelegene isolierte Punkte.
Legt man der Einfachheit halber wieder den Einheitskreis der z-Ebene
zugrunde, so verbleibt nur der Fall, dass 4 < 0 ist, wobei wir die Normie-
rung A = — 4 wihlen koénnen. Natiirlich kann man diese Metrik auch
fiir den Fall allgemeinerer Grundgebiete behandeln. In der Bildebene
haben wir nunmehr die drei Hauptfille (in normierter Form): B =4¢,
e = —1,0, 41, wobei der Fall ¢ =0 in I behandelt wurde, der Fall
e = —1 (in der Normierung w @ < 1), die im Einheitskreis holomorphen
und beschrinkten Funktionen, der Fall & = 41 die im Einheitskreis
meromorphen Funktionen betrifft, wobei jetzt die gesamte Riemannsche
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Zahlenkugel Grundgebiet der Metrik ds, wird. Das Randverhalten in
isolierten inneren Punkten der Metrik wird wiederum in derselben Weise
studiert wie in I, [2], [6], [7].

(3) Die Integration der Differentialgleichung D, = 0 lasst sich voll-
stindig durchfithren, [2], [8]. Die Tatsache, dass auch hier zwischen Rand-
verhalten fiir eine bestimmte Funktionenfamilie und Anfangsbedingungen
fiir eine Integralkurve eine enge Beziehung besteht und dass auch hier
wiederum fiir analog gebildete Funktionenfamilien scharfe Abschitzungen
zu erwarten waren, gab wertvolle Hinweise fiir die Auffindung von Lésungen
dieser Differentialgleichung, indem man die vermuteten Schrankenfunk-
tionen aus speziellen konformen Abbildungen berechnet und durch Ubergang
zu den Invarianten « und o schliesslich einparametrige Scharen von
Integralen findet. Von diesen ausgehend gelangt man durch analytische
Fortsetzung in der Ebene des Scharparameters iiber das Komplexe hinweg
zu weiteren einparametrigen Scharen von reellen Integralen. Einige parti-

kuldre Zwischenintegrale sind von der Form vV ?: q):

(8.9) g = Zla,(oc)g :
Dieser allgemeine Ansatz liefert dann das allgemeine Zwischenintegral,
das man nachtriglich auch mit der Methode des integrierenden Faktors
erhilt, wodurch man schliesslich einen Uberblick iiber simtliche Losungen
erhilt, [2], [8].

Eine genaue Uberpriifung zeigt die vollstidndige Ubertragbarkeit des
Satzes 3. Daraus gewinnt man dann eine grosse Fiille von wertvollen
Aussagen fiir analog gebildete Funktionenfamilien wie in I. Im einzelnen
ist hierzu zu bemerken, dass hier eine viel grossere Zahl von interessanten
Funktionenfamilien auftritt, insbesondere fiir &= —1. Ebenso ist der
Fall ¢ = -1 Dbesonders bemerkenswert, da die im Einheitskreis mero-
morphen Funktionen damit erfasst werden. Die hier erzielten Ergebnisse

und Abschiitzungen (analog zu (5.2), (2.2), (2.5)):
y—=f() =0, hr,xm) =x=hkr,x),
| w(z) — w(0)

1 + ew(0) w(z) |

A
bl

3(1’ s 0‘1) ’

sowie fiir einen analog zu (2.6) definierten »Radius» o(r) einer Kreisscheibe

Cw — w(0)

1 + ew(0) w

S

sind in den weiteren funktionentheoretischen Folgerungen noch keineswegs
voll ausgewertet, [2], [6], [7].



E. PescaL, Differentialinvarianten bei gewissen Funktionenfamilien 11

III. Ubergang zu partiellen Differentialgleichungen

9. Prift man — im Hinblick auf die Schlussbemerkung in 1.7 —
die Frage nach der Ubertragbarkeit dieses Verfahrens auf die reelle Analysis,
so ist die Erkenntnis von entscheidender Wichtigkeit, dass von der speziellen
Natur der Invarianten « in den Kalkiil von 6,v eigentlich nichts ausser
der Differentialgleichung d,o = L(x) (mit speziellem L(x)) eingeht. Dies
gibt Veranlassung, den Ansatz in dieser Richtung zu verallgemeinern.

In einem Grundgebiet der z-Ebene sei die Metrik

ds? = e dz dz

mit konstanter Gaussscher Krimmung 4 < 0 gegeben. Unter Verwendung
des ersten und zweiten Beltrami-Operators dieser Metrik:

y = du=e"u u;, dyu = e u

werde nunmehr die Differentialgleichung vom elliptischen Typus
(9.1) syu = L(u, y)

zugrundegelegt. Hierbei soll die Funktion L fiir beliebige u ,y reell-ana-
lytisch sein. Die in IT formulierten drei Teilaufgaben, deren Bewiltigung
zur Ubertragung der Methode erforderlich ist, fithren im einzelnen zu

folgenden Betrachtungen:
1. Die Berechnung von 6,v fiir v =y — f(u) liefert folgendes Ergebnis:

1 1
(02) =" 8+ (L, - L)) (80w, v) + 8, (v, w) + D

mit
O, (w,u) =e P v, u, =6 (u,v),

und

9.3) D =

m|.’:r:.

— 2(Lu-l-Lyf')>+ =L =21
=Dy+ Dyv+ ...,

el -

y=f+v

A
(94) Dy = — f<f” -5 -2 +f'L3>> + (= L — 2L,

A
(95) Dy= —f"+ 5+ 2L = L) (f' — 4 L) + 2f (L}, + 1 L}),

wobei der obere Index 0 bedeutet: [. . J—=5-
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Der wichtige Sonderfall

(9.6) L,=0, L = L(u),
liefert:

1
07 D=—((+o)(f"=54-2L)+ (" =L)(f'=2L)=Dy+ Dyv
mit

1
(9.8) Dy = —f(f"—§A~—2L')+(f'—L)(f'—2L),

1

(9.9) D1=—f”+§A—|—2L’.

2. Wenn keine isolierten Singularitdten im Innern des Grundgebietes
auftreten, liegt eine vereinfachte Situation vor, insbesondere fiir das Studium
der wichtigen Funktionenfamilie « < u,. Im iibrigen muss zunédchst fir
isolierte Singularitdten ein entsprechendes Randverhalten untersucht
werden, wobei man in erster Linie die Singularitédten mit einseitig beschrank-
tem Verhalten betrachten wird.

3. Die Differentialgleichung (9.8): D, = 0 ist bis jetzt nur fiir die
folgenden Fille untersucht und grundsitzlich gelost worden:

I(a) L =c¢,,
(9.10) (b) L=cy+cu,
l(C) L = CO + 51 et H [8]) [9] .

IV. Ubergang zu Riumen hdherer Dimension

10. Wie bei manchen anderen Verfahren. die zunéchst in der Funk-
tionentheorie entwickelt wurden und dann in die reelle Analysis iiber-
tragen wurden, stellt sich auch hier die Frage, ob dieses Verfahren im
wesentlichen auf die Ebene zu beschrinken ist oder ob es sich sinnvoll auf
Riume beliebiger Dimension verallgemeinern ldsst. Prift man die in II
genannten Teilaufgaben, so ist es von vornherein klar, dass es hierzu vor
allem notwendig und im wesentlichen auch hinreichend?) ist, die erste
Teilaufgabe fiir Rdume hoherer Dimension zu bewéltigen, auf deren Dar-

2) Siehe 7, sowie [2], [10], z.B. fur die Erfilllung von D, =% 0 durch eine Modifika-
tion der Methode, desgl. fiir die Untersuchung isolierter Singularititen bestimmten
Verhaltens von wu.
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legung wir uns im folgenden beschrinken wollen. Dies wollen wir zunéchst
fir den Fall des Raumes C" der n komplexen Verdnderlichen (A) und
sodann fiir den Raum R™ mit m reellen Dimensionen (B) zeigen.

(A) 11. In einem Bereich B C C" sei eine positiv definite hermitesche
Metrik ds? = a,; dz*dZ’ gegeben. Wir iibernehmen die Bezeichnungen von
Schouten [11]; sei u eine reellwertige zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion, dann fiihren wir mit Schouten ein: die Symbole der gewdhnlichen
komplexen Ableitungen

0 3 0 1(3 _a)a 0 1(6 .a)
ALY 0 =7 =5\ " 5p) E=%37 =3 o T o)

sowie fiir einen Skalar # die Abkiirzungen:

(11.2) Uy = U, U= 03U, Uz= 0;0,u,

ferner die Symbole der kovarianten Ableitung </,, /=, z. B.

o
— s L k. __ ke — y
(113) vy u’v - alu w, — ]—’.uz' /uk ’ Fuv =a aﬁ ar@' ’ Vu Wy = au ’ll/; ’

— _ .k E __ Tk .
(11.4) Valy = Ozuwy — 1wy, I, =17, , pw, = d;w,,

mit den bekannten Regeln, insbesondere:

(11.5) Valys =0, a7 =0,
(11.6) Va Vity — N, Vawy = — Rzi;%w,
mit
(11.7) R!—;;_},[Q = aﬁ re, .
(11'8) V}. va 7’0;7 - v:x V;. w;z = —2 Si.&.g VQ wﬁ
mit
1
(11.9) Spe= (e —T%),

sowie den dazu konjugiert komplexen Formeln.

Sodann bilden wir den ersten und zweiten Beltrami-Operator
(11.10) y = du=aTu,uz,
(11.11) Su = a*fy

E

und nehmen nunmehr an, dass u Lisung der folgenden partiellen Differential-
gleichung

(11.12) S,u = L(u , )
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sei. Nach dem fritheren Vorbild berechnen wir nun den zweiten Beltrami-
Operator fiir die Funktion

(11.13) v=1y — f(u),

wobei f(u) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion sei. Fithrt man
diese Rechnung durch, so ergibt sich zunédchst (n > 1):

- 1 —
(11.14) Sv =a*v,z = o 6o+ a*¥ (v, Fz + v F)

+y (=" +2L+ L)L +Q+H+ M

mit

1 , . _
(11.15) o=~ (Fta— @ uug),  Fy=(F),

_hoh
(11.16) Q:a‘*‘qlq;go,
h
wobei die ¢;, A=1,...,n — 1, aus der Darstellung
b _ h _h j )

(11.17) </ %y = p,u, + ¢ Dy, a*Pu,Dz =0, a"‘ﬂDO‘DE= o,

gewonnen sind und auch iiber % zu summieren ist, wenn A zweimal
h h

h h
auftritt, q; = (q,), Dz = (Dy) .

(11.18) H=f’2—3f’Ao+*l~A1+Az—A3,
Y Y
(11.19) M= —2aF (@78 uz + '3 85" u,) u;
Ay = d'"a*Pu, Uz Uy,
] A, = a'" a"‘ﬁaﬁuaugu}; U,z
A4, = a""_‘a“’?uaﬁu;'; ,

(11.20)
l A, = a"‘galﬁR;if u,uz .

Durch den Ansatz (11.17) werden die <7, u, eliminiert, die dort vorkom-
menden p, berechnen sich zu

1 -
(11.21) p, = ;}“ (y, — “aﬂuaum) mit y, = v, + ' u,,

h
wihrend die ¢, nur noch innerhalb @ vorkommen.
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12. Wir stellen nun an die gegebene Metrik zwei weitere Forderungen:

1. Sot=0, 827 =0. (12.1.a)

o o

Dies bedeutet die Einschrinkung der hermiteschen Metrik auf eine
Kdihlersche Metrik, d. h., es gibt dann, [11], eine Skalarfunktion ¢, sodass gilt:

(12.1.b) a,;=070,9.
1
2. Rz = ; Ra,z, (12.2.a)
wobei
(12.2.b) R = R,—;;iﬁ =a** R, 5, = R;;,
(12.2.¢) R = R,;a*’ — Skalar,

der spiter als negative Konstante gewihlt wird, dies bedeutet eine
dhnliche Einschrankung der Kdhlerschen Metrik, wie man sie im reellen
Fall der Riemannschen Metrik als Einstein-Metrik bezeichnet. Wir wollen
daher eine Metrik, die die Forderungen 1 und 2 erfiillt, kurz eine Einstein—
Kdhler-Metrik nennen.

Die Forderungen 1 und 2 haben zur Folge:

(12.1.c) M=0
und

1
(12.2.d) 43=——Ry.

13. Wihrend wir uns bei @ mit der Abschitzung @ = 0 beniigen,
bedarf die Abschéitzung von H einer ausfiihrlichen Uberlegung. Wir fiihren

hierzu fiir die gemischten Ableitungen w,; die folgende Darstellung ein:

h h h h
(13.1) Uyy = Pruy + T3 Dy = Pyuz + T, Dy,

x T

ko h
wobei die D, , D bereits in (11.17) vorkommen.
Ausserdem bedienen wir uns der Abkiirzungen:

h

o=f —2L, P*=d"P,P,, *=a"T

J B _ _ _h ok

(13.2) [ t =a*a, T3, p=0a*u,P;, r=a"*T;D,, s=
mit p=p, r=7, L=p—+r,

wobei die folgenden Ungleichungen bestehen:
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(13.3) P=(n—1) 7,
(13.4) s = 12.

Ersetzt man nun die »gemischten» 2. Ableitungen u,; durch die oben
angegebenen Ausdriicke, so erhilt man

(13.5) Ay=7vyp, A, =y (p® + s8) =y P*, somit yP*=p*+s,
(13.6) A2= P*‘}/—I—Tz:pz_l_s_l_TZ’
und schliesslich:
R
(13.7) H=f*—2fp+2p+2s+7+ -7,

oder wegen p =L —r:
R
(13.8) H=(f—LP+ L+ —y+2s+ V),

wobei s =0 wund
(13.9) V(r) =21+ 270 + 12

unter der Nebenbedingung (13.3) nach unten abzuschétzen ist. Man erhalt

02
fir (n—1)12>z;
1
V(r)_”502+12>—-y102
. 2n — 3
mit y, = — <,
(13.10) T 4 —1)
o2
fir (n—1)12§44—:
Viry =z — 2 le/n——lr—i—(Qn——l)-ﬁz_yzaz
. n—1
mit y, T 1 > 9.
n—1 R

(18.11) H = (f' = Lp+ L2 — 5 —

14. Trigt man dies nun in den urspriinglichen Ausdruck fiir d6,v ein,
so erhidlt man in Verbindung mit (11.16) und (12.1.c):



E. Prscur, Differentialinvarianten bei gewissen Funktionenfamilien 17

(14.1) 8o = — 8,0 + a*? (v, F5 + v3F,) + D

1
v
mit
(14.2) D =
1
L (f = D) (f —2L),

2n

1
(f + ) (—f" + 2L+ L) + R) -

Hierin hat man nun iberall 9y = v 4 f(u) zu setzen und
L = [L(u,y)],—-,+; und ebenso L,,L, nach v zu entwickeln. Man
erhilt auf diese Weise

D=Dy+ Djv+...
mit

(14.4) D, =
7 R 0 1 70 1 0 ’
F\—=r +;+2(L.,+fL,)>+M—_l(%f'—L)(f'—2L°),

R
(145) D, = <—f” + 2Lt S Lﬁ)) + 2f (L, + f'Ly)

1

— .1 (@n+1f —4L") L.

Hierin bedeutet wieder wie frither der obere Index 0, dass nachtréglich das
Argument y = f zu setzen ist.

Soll D, = 0 wieder eine Differentialgleichung fiir f(u) sein, so ergibt
sich hieraus als weitere Forderung an die Metrik: R = const., sofern dies

nicht bereits eine Folge von (12.2.a) ist.
Fiir den wichtigen Sonderfall L, =0, L = L(u), ergibt sich insbe-
sondere:

(14.6) D — D, + Dy

mit
1 1
(147) Dy=f(—f" + —R+2L) + 35— (f — L) (f' — 2L),

1
(14.8) Dy=—f'+—-R+2L.

Fir n =1 ist R = A/2 zu setzen und die Ungleichungen (14.1) und
(14.6) gehen in die entsprechenden Gleichungen (9.2) und (9.7) {iber.
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(B) 15. In einem Grundbereich B C R™ (m =2) sei eine positiv
definite Riemannsche Metrik

(15.1) ds? = g, da®™ da”
gegeben. Wir bedienen uns des ersten und des zweiten Beltrami-Operators:
y—_—Alung‘ﬁuauﬂ,

(15.2)
Ayu = g*f VL

worin

ist und Y/, den Operator der kovarianten Ableitung bedeutet. Wie frither
berechnen wir nunmehr fiir

(15.3) v =y — f(u)

den zweiten Beltrami-Operator 4,v unter der Voraussetzung, dass u
der partiellen Differentialgleichung

(15.4) Ayuw = L(u , )

geniige, und stellen an die Riemannsche Metrik die Forderung:

1
(15.5) K, =K, ;" = P Kg,, K = const,

die Metrik sei also eine Hinstein-Metrik.
Wir erhalten:

(15.6) dyv = g 0,

2
= y(—f” + —ﬁ;K+2(Lu+f'L,,)>—f'L+ 2L, 4 (v,u) + ¢

mit

(15.7) 4, (v, u) = g*vu,
und

(15.8) g = 29" g" w, wp,,
worin

(15.9) Oy = W = Vo U

gesetzt ist.
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16. Wir berechnen nun ¢* = min q unter den folgenden linearen Neben-
bedingungen (16.1)—(16.3):

(16.1) 7w, =1L,
(16.2) 2gi"uﬂwa2=ya, x=1,...,m,
(16.3) Wop — Wp, =0,

wobei die w,; als variabel, jedoch alle sonstigen Grossen als fest betrachtet
werden. Eine etwas lingere Rechnung ergibt:

1

m
(16.4) q = q* (—T); <2L2y——2LA1(y,u) +_2‘A17)-

Im Falle m = 2 reichen die linearen Gleichungen (16.1)—(16.3) hin, um
die ®,, zu eliminieren, und die Ungleichung ¢ = ¢* geht dann in eine
Gleichung iiber.

17. Hiernach ergibt sich

(17.1)  4dyv =+ m——hj v—f—(OL-}— mf ) Ay (v, u)+ D

(m—1) y

(8]

(m
mit

2 1 m
(17.2) D=A<#+;K+mm+fm}m;3&gumﬁﬁwm.

Fiithrt man wieder iiberall y = f(u) + v ein und entwickelt nach v,
so erhélt man schliesslich:

(17.3) D=Dy+Dv+...

mit

(17.4) D, =

f<—f” +£K+2(Lﬁ—§—f’lf;)>+ (Z{Z—f’—LO)(f'—‘ZL“),
m m— 1\ 2

2

(17.5)  Dy= —f" + — K+ 2(Ly + ' L) + 2f (L}, + [ L},)

m

1
— 7 Ly(m + 1) f — 4L°).

m
Im wichtigen Sonderfall L, =0, L = L(u), L, = L'(u) ist:
(17.6) D =Dy+ D,v,
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2 1 m
(17.7) D, =f<~f”+ — K+ 2L’> - (;f'—L) (f —2L),

2
(17.8) Dy=—f"+ - K+2L

(im Falle m = 2 ist K = 24).
Damit D, = 0 wieder eine Differentialgleichung fiir f(u) ist, hat man
zu fordern:

(17.9) K = const.,

dies ist jedoch fiir n > 2 bereits eine Folge von (15.5), [1ij.

Ein Vergleich mit dem Ergebnis des Falles (A) liefert iibrigens fiir
m = 2n volle Ubereinstimmung. Um dies einzusehen, seien etwa die
Bezeichnungen des Falles (B) voriibergehend mit * versehen, ausserdem
hat man die Beziehungen zu beachten:

u¥ =wu, Ay =406, dy=40,, y* =4y, L*(w,y*) = 4L(u,y),
(17.10)3 f* = 4f, v¥ =4v, D*=16D, D¥=16D,, Df =4D,,
L¥=4L,, L=1L,, K*=4R.

18. Um weitere Betrachtungen, vor allem auch in Bezug auf das
Randverhalten, zu erleichtern, wird man K bzw. R negativ wihlen und
den »vollstindigens Grundbereich der Metrik zugrunde legen, so dass sein
Rand im Sinne der Metrik von einem inneren Punkt unendlich weit entfernt
ist. Der Fall u < u, ohne das Auftreten von im Innern des Grundbereiches
der Metrik gelegenen Singularititen von u diirfte wohl der einfachste
Fall sein, der sich zuniichst der Behandlung anbietet, wihrend in anderen
Fillen ein Studium der isolierten Singularititen von u vorausgehen muss.

Fiir die Integration der Differentialgleichung Dy = 0 erhélt man aus
dem Kklassischen Fall der Ebene verschiedene wertvolle Hinweise, die die
Integration erleichtern. Zum Beispiel findet man im Falle (A), R <0
(f>0), fur

(18.1) sw) = (f' = 2 L. N) 7,
1/2 R 1
1e e=r (s ®)

hieraus ergeben sich die beiden partikulédren Zwischenintegrale:

l/ —‘2R(2n——1).

n

(18.3) E= 4+ ¢ mit ¢ =



E. PEescHL, Differentialinvarianten bei gewissen Funktionenfamilien 21

Fir jedes sonstige Integral, das nicht in diesen Zwischenintegralen enthalten
ist, kann man mit grossem Vorteil fiir f(u) die neue Parameterdarstellung
einfithren:

(18.4) Vi=g=9gt), uw=nu),

unter Verwendung des Parameters

(18.5) t=—&.
Dann schreibt sich die Differentialgleichung (14.4): D, = 0 in folgendes
System um:

18.6 2 —1 du
(15.6) -1 =ag,
dg 2n(2n —1)
(18.7) (t2——1)%=(2n—1)tg+aL°, a= T — g L0 = L(u,q?%.

Insbesondere kann der Fall

(18.8) Lu,y) = ¢, + u + 6 Vy,

an Hand des in diesem Fall linearen Systems (18.6) —(18.7) studiert werden.

19. Die dargelegte Methode ist iibrigens auch im funktionentheore-
tischen Bereich einer weiteren Verallgemeinerung auf hdhere Differential-
invarianten fihig.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass ihr Grundgedanke jeweils
fiir solche Funktionenfamilien neue Abschétzungen liefert, die durch ein
gewisses »Randverhalten» (im allgemeinen Sinn der obigen Darlegungen)
gekennzeichnet werden konnen, wobei diese Methode es gestattet, aus dem
Randverhalten gewisse Ungleichungen, die im Innern gelten, zu gewinnen
bzw. bereits vorhandene Ungleichungen, wie z. B. u = u,, zu verschérfen.
Unter diesem Gesichtspunkt kann man wohl sagen, dass sie eine Verall-
gemeinerung des Schwarzschen Lemmas darstellt und eine gewisse Ver-
wandtschaft mit der Grundidee des Phragmén— Lindelofschen Prinzips
aufweist, [3].

Universitat Bonn
Deutschland
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