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Einftihrung von Spinoren auf Riemannsehen Mannigfaltigkeiten

l. Ei,nleitung. Die Idee, Spinoren im Zusammenhang mit Riemannschen
Mannigfaltigkeiten zu bringen, und so den algebraischen Begriff eines
Spinors in die Differentialgeometrie zu iibertragen, tauchte erstmalig in
der Physik auf, und zwar imZusammenhang mit dem Problem, die Diracsche
Gleichung fiir ein freies Elektron

\ty)- 0

der allgemeinen Relativitätstheorie anzupassenl). Das mathematische
fnteresse an diesen Grössen ist in neuester Zeit wieder durch l]nter-
suchungen von Atiyah und Singer geweckt worden, im Zusammenhang mit
topologischen Invarianten, welche aus der Verallgemeinerung des Dirac-
Operators

gewonnen werden können.
Wir wollen uns hier mit den beiden differentialgeometrischen Problemen

beschäftigen, welche zu Anfang der Theorie von Spinoren auf Riemannschen
Mannigfaltigkeiten stehen, nämlich deren Definition als Elemente eines
Vektorraumbiindels und die Einftihrung eines linearen Zusammenhangs
in diesem Spinorbiindel. Mittels des linearen Zusammenhanges wird dann
der Dirac-Operator gebildet.

I-Insere Definition von Spinoren auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten
hat, einen etwas anderen Ausgangspunkt als die iibliche, in welcher die
Spinoren durch Erweiterung der orthogonalen Strukturgruppe des Tangen-
tenbiindels auf die universelle Uberlagerungsgruppe erhalten werden [4].
Wir streben nämlich eine einheitliche Definition an, welche fiir alle geraden
Dimensionen der Mannigfaltigkeit und alle }letriken, also auch solche, die
indefinit sind, giiltig ist. Es ist deshalb zweckmässig, von der algebraischen

System von 4 x 4 -reihigen komplexen Matrizen mit den Ilelationen
2öikl, und V eineFunktionvon .n-(xL,...,tra) rnitWerten

+ ^,i -av* r

t= 
y ori -r-

D:,å v',#

1) 
{ },i" ist ein

yiyh + ykyi::b
in Q+.
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Definition eines SPinors
des Darstellungsrallmes
Algebra ist.

Weiter werden rn'ir uns

wa,s die Klassifizierung von
vereinfacht.

Es geht uns hauptsächlich darum, den differentialgeometrischen Begriff

des Spinors auf möglichst natiirliche Weise aus dem algebraischen herzu-

leiten, und iiberhaupt eine Ubersicht iiber die dabei auftretenden Struktur-

sätze zu geben. Um diese Darstellung nicht allzu schwerfällig zu gestalten,

haben wir auf alle Beweise, die fiir das Verständnis nicht absolut notwendig

sind, verzichtet.
Wir wollen noch erwähnen, dass ein nach der iiblichen Methode

definiertes Spinorbiindel nach Komplexifizierung in ein Spinorbtindel

gemäss unserer Definition iibergeht.

2. ctifforit-Algebren. Im folgenden stellen wir einige algebraische

Definitionen und Resultate zus&mmen, deren genaue Begriindung in [2],

[f] zu finden sind.
Es sei X ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber den reellen oder

komplexen zahlen, sowie p eine symmetrische Bilinearform auf x mit
Werien im Koeffizientenbereich von X. Weiter sei Q die zu B assoziierte

quadratische Borm, d. h.

Q@)-p(r,m), n€X
eine (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmte
c (x , p) tiber demselben Koeff tzlentenbereich

und erzeugt diese, und es ist

n2-Q@)l faralle neX,

lt)o fiZ : fr fr die Mu,ltiplikation 'in
C (X , §) bedeutet ;

C(X , §) uncl I clas Einselement uon

auszugehen, nach welcher dieser ein Element

einer irreduziblen Darstellung einer Olifford-

auf komplexe Darstellungsräume beschränken,

Darstellungen Cliffordscher Algebren vt'esentlich

Es gibt dann zu X und P

assoziative, unitäre Algebra
v'ie X, sodass gilt:

(2.L) X liegt i,n, C (X , P)

(2.2) fUr jede assoziatiue Algebra A mit Einselemellt

Koeffi,zientenberei,ch zuie X und lineare Abbildung V

E'igenschaft

s i,bt es einen (ei,nzis r:r1'u*1"'?);r*'ä:: :-:r€ 
x'

L A iiber demse'l,ben

: X --> A ?ru'it der

uselcher g erweitert.

@: C(X,p)+4,
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C(X , P) ist ili,e Cli,fford,-Al,gebrq, aon (X , P).
n'iir § : 0 geht C(X , P) in die d,ussere Algebra E(X) iiber, d. h.

E(X) : C(X , P - 0) . n'iir beliebiges B gibt es nun einen kanonischen,
linearen Isomorphismus pp: E(X)--+C(X, p), von welchem man folgende

Eigenschaft zeigt ([f], exercise 3c), S. 154):

Lemma 1. Sei p auf X n'i,cht entartet, d,. h. ili,e Gleichung

sei, nur |ar y :0 erfall,t. Sei, n: dim X, und, es sei, {rr}t:1.... eine'dn §
ortlwgonale Basis aon X. Dann ist

FB@t 4... Ar^) : frt. . . no t

wobed r Ag d,as Prod,ukt i,n E(X), ry ilas Produkt i,n C(X , B) beileutet.

Man kann die Menge der orthonormierten Basen von (X , p) (B nicht
entartet) in zwei Äquivalenzklassen einteilen, wobei {*r\ - {rj} definiert
wird, falls der Ubergang {r,}-*{ri} durch ein Element aus O+(X , P)
(: orthogonale, unimodulare Gruppe von (X , P) ) geleistet wird; jede

der beiden Äquivalenzklassen legt eine Orientierung rron (X , P) fest.
Da nun fiir {o,} - {r',}

gilt, so folgt also auch

frL 4... A*r: tr'r 4.. . A*'*

'tr; .. ,frn: ifl.. .f:.

Detinition 1. nii,r ei,ne Ori,entierung Q aon (X, P) heisse ilas Element
co e C(X , p) , d,efiniert durch

ca : tr.,.fin : FB(1A. . . Ar,)

lar {rt\ e Q , d,as hanonische Element aon A .

Wir sind nun hauptsächlich an folgendem FaIl interessiert: X ist ein
Vektorraum iiber den komplexen Zahlen C, komplexe Dimension von
X ist gerade (dim X : 7L : 2 *) , § nicht entartet. Unter diesen Voraus-
setzungen gilt dann:

Lemma 2. (cp)' : (- r)- (l: l-Elementaon C(X , P)),

c6n : - ncB fl;r all,e * e X .

Lemma 3. C(X , P) ist e'ine einfache, zentrale Algebra. C(X , P) i,st

somi,t ,i,somorph d,er Enilomorphismenalgebra eines kompleren Yelctorraumes
,S, iles Bpinorra,urnes t)on (X , P) . Gemiiss Lemma 7 ist dim C(X , B)
: dim D(X) : 22^, also dim § :2*.



Ilnter den gleichen Yoraussetzungen gilt weiter noch folgendes
Lemma 4. Sei c e C(X , §) mit der Eigenschaft

dann "ist

Denn das Element
im Zentrum Yon C(X

c =- )"to fu, ^ec.
c c a' ist mit allen x e X vertauschbar, liegt somit

, §), und da diese zentral ist, ist c cal - i L

3. Clifford-Algebren in Kategorien. Clifford-Algebren können unter
allgemeineren Vorausset'zungen als in § 2 angenommen, definiert werden.
i\[an kann etrva statt Vektorräume iiber R oder C beliebige unitäre
-B-Moduln nehmen, wobei ,B ein kommutativer Ring mit Einselement ist.
Man kann noch rveiter gehen und alles in einer vorgegebenen Kategorie
1( von ,B-Moduln formulieren, was zu folgender axiomatischen Definition
von Clifford-Algebren fiihrt.

Es sei X ein Objekt von 1{ , B eine symmetrische Bilinearform auf
X mit 'lVerten in R, die irgendwie als in .l( zulässig definiert sei. Ein
Objekt C(X , P) von ff , das gleichzeitig eine assoziative unitäre Algebra
ist, heisst danr. Cl,ifford-Algebra uon (X , §) in ff, wenn (2.1) und (2.2)

fiir zulässige Elemente aus ff erfiillt ist. Falls C(X , P) existiert, dann ist
es wegen (2.2) eindeutig bis auf Isomorphie in K bestimmt.

Bs sei nun insbesondere M eine reelle, differenzierbare Mannigfaltig-
keit 2) und 7 eine der beiden Kategorien

7n : Kategorie der reellen (differenzierbaren) Vektorbiindel iiber M
als Basis,

Y c : Kategorie der komplexen (differenzierbaren) Vektorbiindel iiber
M als Basis,

wobei Hom (§,4) fiir [ ,r1 e V aus denjenigen (differenzierbaren)
Biindelabbildungen t --> tt besteht, welche den Basisraum lll punktweise
festlassens). Die Kategorie f(V) der (differenzierbaren) Schnittmoduln
l(t), E eY, sei mit 1{ (genauer: K* resp. Kr) bezeichneta).

2) »Differenzierbar» soll im folgenden immer »C€-differenzierbar» bedeuten.
Alle vorkommenden Mannigfaltigkeiten rverden als parakompakt vorausgesetzt.

z7 Isi E'derBiindelraumvon $, E" detjenigevon 4, dannsollalso /€Hom(§,4)
eine differenzierbare Abbildung f : E'-->.8" sein, die jede Faser §, linear in 4,
abbildet, aeM.

a) Die Schnittmoduln i-(1) werden als .E'-Moduln aufgefasst, wobei .F oinen
der beiden Ringe .F'4 (: reollwertigo differenzierbare Funktionon auf M) oder Ig
(: komplexwertige differenzierbare Funktionen auf M) bedeutet. Horr (1"(§) ,.1"(A) )

in -I( ist als -F-Modul in natiirlichor \Veise l" Hom (6 , 4) in tr/ isomorph, und ist
solbst wiedor ein Schnittmodul € 1(.

Ann. Acad. Seient. Fennicar A. I. 336i5
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Wir wollen noch definieren, w&s unter einer in ff zulässigen symme-

trischen Bilinearform B auf f(t) zu verstehen ist. Sie soll erstens einmal
eine im algebraischen Sinne symmetrische Bilinearform auf dem l'-Modul
l-(6) mit Werten in .F sein, und ausserdem soll sie von einem metrischen

Feld P auf herriihren. Das le?ztere bedeutet ein differenzierbares X'eld p

l.on symmetrischen Bilinearformen P- auf f,, d.er Faser von 6 iiber

re M, mit,Wertenin ft resp. C, sodass jedes F- nichtentartetund,
fiir ein reelles Biindel §, alle fr, denselben fndex habens). Die Beziehung

zwischen i und dem von ihm induzierten B ist dann durch die Gleichung

B(s,s')(r) :i.@@),s'(n)) , *e M,

fiir Schnitte s und s' in 4 gegeben.

In dieser Kategorie lässt sich also zu jedem Paar (X: l-(6) , p) eine

Clifford-Atgebra C(X , B) definieren. Wir beweisen im nächsten Abschnitt
die Existenzvon C(X , P) . C(X, B) ist per definitionem der Schnittmodul

eines Biindels yG , F); da C(X , P) eine Algebra ist, ist y(€ , P) ein

Algebrabiindel iiber M (d. h. die n'aser .f' von 7(f , p) ist eine A1gebra,

die Strukturgruppe von fG , p1 die Automorphismengruppe von I).
Detinition 2. y(4 , i) 'ist d,us Cl,ifford,-B*nd,el oon (E , b .

Sei nun QI ,F) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit 1p ist ein metrisches

FeId auf dem Tangentenbiindel z rron M). p irrduziert ein metrisches

X'eld p. auf dem Kotangentenbiindel r* von M, \yoraus man durch

Komplexifizierung das Biindel z;* mit metrischem Feld B: erhält.

Detinition 3. Dcts Clifford-Biindet yQ! , p!) heisst das Cl,ifford,-Bii,nd,el

d,er Ri,emcmnschen Manni,gfaltigkei,t (tI , P) und uird mi,t y(M , §) bezeichnet.

Der Grund dieser Definition wird erst im Zusammenhang mit dem

Dirac-Operator ersichtlich.

a. Cl,ifforil-Bilrnd,el. y(t , P) ist im vorhergehenden Abschnitt mittels
seines Schnittmoduls definiert worden. Wir wollen hier noch eine Charak-
terisierung im Rahmen der Kategorie V der differenzierbaren (reellen

oder komplexen) Vektorbiindel iiber der Basis ll4 angeben, die den Eigen-
schaften (2.1) und (2.2) entspricht.

Es sei Z die typische Faser von f , B6 eine nichtentartete symmetrische
Bilinearform auf V mit Werten in R resp. C_, welche (im X'alI eines

reellen Vektorbiindels 6) denselben Index wie B haben soll, und es sei

5) Der fndex einer reellen, symrnetrischen Bilinearform ist definiert als die
Anzahl der negativen Eigenwerte der Form.
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C(V, §i die Clifford-Algebra von (V, p) im Sinne von § 2. Das Clifford-
Biindel yG , F) ist dann ein (reelles resp. komplexes) differenzierbares
Algebrabiindel iiber M mit typischer x'aser c( v, Fi , welches durch die
folgenden beiden Eigenschaften festgelegt ist:

(4.1) € i,st Tei,tbt;md,el aon y(€ , p), und, fiir jed,es r e M i,st di,e flaser
y* d,ie Clifforit-Atgebra C(€* , i*) ; irrb"sonilere ist also fiir b e €-

bz : fi,1b , b1 t* (l* : Ei,nselement uon T*) .

(4.2) Sei, rle V ei,n Al,gebrabiltndel6), und g: E-->r1 ei,n Homo-
m,orph,ismus ,i,n V mit d,er far alle r e XI gilltigen Eigenschaft

(V.b)z: fi.10 ,U1t', far alte b e €, l:: L-Element uon 4).
Es gi,bt d,ann genau e,inen Homomorph,i,snrus e , y(t , i) --, 11 d,er Algebra-
btind,el, welcher g erwe,itert.

Die Eigenschafi @.2) folgt bereits aus (4.1), denn die Erweiterung.',on
g* alulf @, kann rregen (2.2) auf. jeder X'aser Z* vorgenommen werden.

Dass yG , b zu gegebenem (€ , il wirklich existiert, zeigt folgende
Plausibilitätsbetrachtung. Man erweitere jede x'aser €* zur Clifford-
Algebra T-: C(€, , i*) und versehe die Vereinigung ,' : 

_!l- mit

einer passenden differenzierbaren Struktur, sodass n': E,--> M zu einem
Algebrabiindel wird. Der genaue Beweis, auf den wir hier nicht eingehen,
erfolgt durch Betrachtung der lokalen Produktstruktur.

wir wollen hier noch auf eine Beziehung zwischen dem clifford-Biindel
y@I , fi einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (U , F) und dem Biindel
q(M) aller komplexwertigen p-X'ormen, 0 I ,p ! dim M , auf M
aufmerksam machen. Letzteres hat nämlich als Fasern Tn gerade die
äusseren Algebren E(tL) , wo r!* die x'aserim komplexifizierten Kotangen-
tenbiindel f ist. Der nach § 2 existierende kanonische lineare rsomor-
phismus zwischen äusserer und clifford-Algebra fiihrt deshalb zu einem
(kanonischen) linearen fsomorphismus der Biindel rlg\I) und y@[ , F) .

5. spi'noren Die folgenden Definitionen stehen in genauer Entsprechung
zum algebraischen X'all (siehe § 2).

Detinition 4. Sei € e,in komgileres Yektorbt)ndel ttber M aon gerad,er

Dimens,i,on, F e,in metrisches leld, eul E . Ein komTilenes Vektorband,el o
iiber M heisst ei,n Bpi,norb,ti,nd,el, aon G , F) , falls sein Hornomor-
phi,smenb,tind,el e(o) isomorph d,em Clifforit-Biind,et y(t , i) ist.

6) Dio typische Faser eines Algebrabiindels 'rvird in dieser Arbeit als assoziativ
und unitär vorausgesotzt.
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Aus §2 folgt deshalb:
Lemma 5. Ist 7?, - dim 4: - 2 m, danru ,ist dim o - 2'n.

Sei nun (M , F) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Detinition 5. dim M se'i gerade. Ein Spinorb,iindel o aon

'im S'inne d,er Defi,nition 4 'ist ein Sp'inorbundel der R,iemannschen
(r!, Bfl

Mann'ig-

falti,gkei,t W,h.
Mit den obigen Bezeichnungen gilt:
Lemma 6. §ed dim M : n : 2 m. Ein lcompl,eres Velctorbiind,el o

mit dim 6 : )n ,ist dann unil, nur d,ann Sgti,ruorbund,el aon (M , fr1 , falls ei,n

(reeller) Homomorphismus g; r* -+e(o) (: Homomorphismenbiltnil,el uon
o) mi,t d,er auf jed,er Faser t! giilti,geru Eigenschaft

(E.h*), : F*(h*, h*) t* , h* e rf; (t*: id,entische Abbitd,ung auf o,)

eyistiert.
Der Beweis geschieht durch Erweiterung von g

herige Anwendung von (1.2).

Theorem t. Die R'iemannsclle Manni,gfa,ltigkeit (M
,I ed,es Sp,inorbiind,el o aon (M , F) dst d,irekte Eumme

auf f und nach-

, h sei orient'ierbar.

zwei,er V ektorbhndel

o:o1@o2
ru,it dim or : dim oz.

Das Theorem beruht auf folgendem
Lemma 7. Sei, Q ei,ne Ori,etr,tierung d,er Riemannschen Mannigfalti,gkeit

(ilI , i) . Es gibt einen karuoni,schen Schnitt co e I@(M , §)) mi,t ilen
Eigenschaften

("t)' : (- 1)-,

h* co: - cph* far alle h* e E* : l(r*),
wo I d,er l-Schnitt i,n y(M , fi1 una 2 m : dim M ist. Ausserilem ist jed,er

Bchni,tt c e I(y(M, §\, mit

h* c : - c h* fiir al,l,e h* e E* ,

aon iler ?orm c - 1"rr, )' e Fc.
Der Beweis von Lemma 7 erfolgt durch Anwendung von Lemma 2

und Lemma 4 auf jeder Faser y, von y(M ,p1. fst nun o ein Spinorbtindel
von (M, p; und @: y(M , i)--e(o) der Isomorphismus, dann wirkt, c.,
mittels O als Automorphismus auf o und zerlegt dieses in seine zwei
»Eigenräume» o, und or, welche zu den Eigenwerten * I und - f (falls
m gerude) oder f i und - i gehören (falls m ungerade). Die Gleichheit
der Dimensionen von 6t und oz folgt daraus, dass fiir jedes h* e E*
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mit p*(h*, h*) + 0, @ äx wieder ein Automorphismus von o ist, welcher

o, und o, vertauscht.

6. Linearer zusammenhang. Dieser Abschnitt bringt eine Zusammen-

stellung von einigen fiir uns wichtigen Sätzen iiber lineare Zusammenhänge

auf Vektorbiindeln.
E bezeichne den schnittmodul des Tangentenbiindels r Yon xI;

6 sei ein Yektorbiindel iiber M , l-(6) dessen Schnittrnodul'
Definition 6. Ei,n, linearer zusammenhang auf I ist eine Abbild,u,ng

7 : ExJ-(f)+ J-(§) , sod,ass gi,lt:

A. §ei V (ä, s) : V6 s gesetzt: f ur festes s € l'(6) i,st die Abbi'ld'ung

h--> \n s linear in d,er ? *-Modul-Struktur aon' E und l-(§) '

B. Ftitr alle he E, §1, §2 € l-(f) , )"eI . gilt:

Vn(2sr * sr) : (h i) sr* i (Vo§r) f Vasr,

uobei h A cl,i,e Abl,ei,tung der Tunlction Ä i,n Ri'chtung h i'st'

Detinition 7. Ein l,inearer Zusammenhang auf einem Algebrablind,el 11

ist ei,n linearer Zusammenhang gemtiss Defini,ti,on 6, mit d,er zusritzlichen

Ei,genschaft
C. Vr(s,sr) :(Vosr)sz_| sr(Vr,sr) far alle heE, §1,§2F- f(q)

( s, s, : Prod,ukt i,n f(rl) ) .

Bei,sytiel. Sei å ein Vektorbiindel, rl : e(€) das Homomorphismen-

biindel von f , und I auf 6' Fiir I € ]'(e(6)) definiert ,,,an ffo t durch

Operation auf s € l'(6) als

(Vo t)5 : [r,(f §) - ' 
(Vr s; '

Man verifiziert A, B und C fiir ff und sagt, i sei aon I i'nduziert'

Theorem 2. Jed,er lineare zusamrnenhang auf dem Homontorphismen-

bilnd,el e(§) eines Vektorbiindels E ist aon einem solchen auf t i,nd'uzi,ert.

Bemerkung. Z'r+'eilineare Zusammenhänge ! und !' auf §, u'elche

d.asselbe Y auf €(6) induzieren, unterscheiden sich um eine reell- bezv'.

komplexwertige l-Form co auf XI . Denn es gilt fiir do: Y| - f,n:

dnt-tdn:O fiiralle lbe E, tq-f(r(å)) ,

somit

Es sei nun weiter
Detinition 8. Ein,

(§ , Bl , falls h(6@, ,

und s1 e s2 € f (6) ist.

(c,t h) 1 ( I : l-Schnitt in s(§) )

F ein metrisches Feld auf dem
'l,i,nearer Zusammenhang V aq €

Vektorbiindel € .

heisst zula,ssig in

fa, alle heE
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Theorem 3. Sei, y(E , §) itas Ctifford,-Btt;nd,el aon ([ , §7 , und, ] zul,iissi,g

in (€ , §1 . Oonn gibt es genau e'inenl'i,nearen Zusammenhang i ""f yG , F) ,

welcher I erweitert.
Die Eindeutigkeit einer solchen Erweiterung V beruht auf der

Derivationsregel C fiir V und der jeder Faser 6, von 6 zukommenden
Eigenschaft, die Algebra l* zt erze:ugen (vergleiche (a.1) und (2.I)).
Der Existenzbeweis von S beniitzt die lokale Produktstruktur der Biindel
und einen Erweiterungssatz fiir Derivationen in Clifford-Algebren.

7. Di,rac-Operator.In § 5 ist das »Spinorbiindel von (8, 91» eingefiihrt
r.r'orden, und zwar als ein komplexes Vektorbiindel o, dessen Homo-

morphismenbiindel e(o) isomorph dem Clifford-Biindel 7(f , f; i.t (dieser

Begriff ist nur sinnvoll, falls 6 selbst ein komplexes Vektorbiindel von

gerader Dimension ist). Es sei A,y(8,fi)-->e(o) dieser Isomorphismus.

Delinition 9. Das Paar (o , @) d,efiniert eine SC-Struktur au.f (€ , P).
Ist insbesondere E d,as komplerifizierte Kotangentenbiindel r! d,er Mannig-

faltigkeit M, ilann i,st (o,@) eine SC-Struktur der Riemannschen Manni,g'

fciltigkeit QI , fr)
Falls nun V ein zulässiger linearer Zusammenhang in (t , §) ist

(Definition 8), dann lässt sich dieser zu einem linearen Zusammenhang

V auf yg , fr) erweitern (Theorem 3).

Itittels @ wird. V i" einen linearen Zusammenhang @*f auf e(o)

iibertragen, welcher andererseits von einem linearen Zusammenhang V'
a:uf o induziert wird (Theorem 2).

Definition 10. ts sei (U , b eine Riemannsche Mannigfattigkeit
(uon gerad,er Di,mensi,on), Y d,er Leai-Ciuita-Zusammenhang aon (M , E)') ,

sowie V il,essen Erweiterung auf y(M , §). In einer SC-Struktur (o , (D)

Don (U , h hei,sst dann ein, linearer Zusammenhang V' auf o zulcissig,

falls er @*V i,nd,uzi,ert.

Nach der Bemerkung von § 6 ist die Menge der in derselben SC-Struktur
(o , @) zulässigen linearen Zusammenhänge auf o nach Wahl eines »Bezugs-
punktes» yi gleich der Menge aller komplexwertigen l-X'ormen auf M.

Wir wollen die Beziehungen, die bei der Definition l0 eine Rolle spielen,
in einer expliziten Gleichung zum Ausdruck bringen. Sei g die Restriktion
r,on @ a;uif das reelle Kotangentenbiindel r* von M (siehe Lemma 6);

dann gilt das

Zusammenl:ang auf t! interpretiert; V ist zulässig in
Null.

') v
tr} , FXI

wird als linearer

und hat Torsion



12 Ann. Aead. Seient. Fennicre A. r. §615

Lemma 8. V' auf o ist i,n (o , @) d'ann unil nur d,ann zulassig, wenn

V; (@h*)rp) : q (Y^h*)rp * (vh*) Y'^rp

faral,le heE, h*eE*, VeI@) gil,t.

Sei nun [' auf o in (o , @) zulässig. X'iir festes rp € j'(o) ist

. tq, (h*, h) : (q h*) Y|rp

ein gemischter Tensor zweiter Stufe auf M mit Werten in o. Dessen

Kontraktion iiber das Argumentenpaar (h*, h) liefert einen Schnitt
D rp e I@) , welcher lokal in der X'orm

D y: \t*{h*t,h,) : Zv'ylrp , n: dim lvl ,

dargestellt werden kann. Dabei bedeutet {är} ein lokales tangentielles,
z-Bein-X'eld a:uf M, {h*'} das dazu Duale, und es ist Vt:qh*t,
VJ : Vi, gesetzt.

Delinition 11. D: l(o)--> f (o) ist d,er Dirac-Operator beziiglich V'.
Man erkennt iibrigens in der Form

D,p: iv'v!,t
wieder den in der Einleitung gegebenen Ausdruck

i''2'i:l Ofr'

Die g' sind lokale Schnitte im Homomorphismenbiindel von o und
geniigen wegen Lemma 6 den Vertauschungsrelationen

E'9n + Eoq' :2 P'k | '
wo f,rk:F*(h*i,h*\ gesetzt ist. Diese Relation entspricht wieder der
in der X'ussnotel) ftir die Dirac-Matrizen yi gegebenen.

8. Di,rac-Ogterator in iler Zerlegung 6: oL6^ oz. Die Riemannsche

Mannigfattigkeil (M, i) sei orientierbar, mit einer ausgezeichneten Orien-

tierung !), (o,@) sei eine SC-Struktur a$ (M, p;, und. !' ein in (o, @)

zulässiger linearer Zusammenhang auf o. Wir wollen zeigen, dass der
zugehörige Dirac-Operator D die folgende Eigenschaft hat:

Theorem 4. Sei, o : ot @ oz d,ie in Theorem I gegebene Zerlegung.

Dann ist D : I(or) --> f (o2) _und, D : I(or) --+ ,l'(or) .

Ist nämlich cre I@(M, p)) der durch Lemma 7 gegebene Schnitt,
dann sind ja o, und o2 als die »Eigenräume» von @c., definiert. Nun gilt:
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Lemma 9. Vo co:O fur all,e h e E, wo i d,er auf y@ ,F) erwei'terte

L eu i - C iu i,ta - Z us ammenhang i st.

Bewe'i's d'es Lemm'as' Aus h* cr: - cah*' h* e E* (siehe Lemma 7)

und der Derivationseigenschaft C (§ 6) folgt

(Vnä*) co I h*(ioca) : - (iocr,)h* - ",,(i^h*) ,

nnd weiter wegen |oh* : Ynh,* e 5* und Lemma 7:

h*(ioca) : - (iucr)h*,

also

i^co: Qoh)cr, ah e I" .

Aus (cs)' : (- f )- folgt zudem

,4(Vn co) cs: o ,

also ah :0 und iucn : 0 .

Lemma 10. Ein in (o , @) zulassiges V' au,f o lasst d'ie Zerlegung

Beweis d,es Lentmas. Sei etwa m : (dim M)12 gerade. Dann ist
ye f@r) durch (<Dcdrl:1P,9e l@r) durch (@co)'p- -11' charakteri-

siert. Per definitionem ist V' zulässig genau dann, wenn der von ihm

auf e(o) induzierte lineare Zusammenhang V' mit (@* V) iiberein-

stimmt. Da nun inca:0 ist, folgt fri(ocol : g, also folgt aus der

Gleichung (@ cn) rp: rp fiir rp € J-(or) die Gleichung (@ cp)(Yi?) : YnlP ,

und somit V'orp e J-(ot) .

Bewe'i,s d,es Theorem,s. Dy ist dieKontraktion iiber (h*,h) des Aus-

d.rucks (qh*)Y'og, wo g die Restriktion von @ aaf ,E* ist. Ist etwa

ye f@1), dannist [i9€.i-(or), @h* abervertauscht J-(or) und J-(o2)

wegen h* cn: - cBh*.

9. Eri,stenz d,es Bgtinorband,els. Es soll gezeigt werden, dass man zu

jedem gegebenen Paar (§ , B) von geradedimensionalem komplexem Vektor-

biindel iiber der Basis M und metrischem X'eId P auf 6 ein Element

,(6,Ö e ff(M,Z) zuordnen kann, derart dass §(6,f):0 notwendig

und hinreichend fiir die Existenz eines za (E ,p) gehOrenden Spinorbiindels

- mit anderen Worten: fiir die Existenz einer S0-Struktur auf (§ , P) -
ist, und dass s(§ , fl; ,ri"t t von der gewählten Metrik fi ,ot f abhängt.

rnsbesond,ere kann man der differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ein

Element s(M) e Hs(M , Z) zuordnen (definiert als s(M) : s1zf, pj1 tiir
irgendeine Metrik i auf M), welche fiir die Existenz von Spinoren
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a]uif M verantwortlich ist. Wir möchten noch darauf aufmerksam machen,

dass die feste Basismannigfaltigkeit M der betrachteten Vektorbiindel
wie bisher wesentlich als parakompakt vorausgesetzt wird.

Gemäss Lemma 3 (§ 2) und Definition a (§ 5) lässt sich das Existenz-
problem von spinoren auf folgende x'rage reduzieren: wann ist ein kom-

plexes Algebrabiindel 11 mit einfacher Faser A isomorph dem Homo-

morphismenbiindel eines komplexen Vektorbiindels o ?

Es sei nun 11 eir- komplexes Algebrabtindel mit einfacher Faser a.
Wir interpretieren A als die Endomorphismenalgebra eines komplexen

Vektorraumes §. Es gilt dann:

dim S-ffi, dim A: nlz;

m sei im x'olgenden fest. Jeder Automorphismus ä von a ist nach dem

Satz von Nöther-skolem ein innerer Automorphismus, d. h. es existiert
g e G (: volle lineare Gruppe von ,S) , sodass

h(a) : gqg-t fiir alle a € A

ist. Ist H die Automorphismengruppe vo]J. A, dann definiert die obige

Gleichung einen Homomorphismu s n; G ^o' , H , dessen Kern aus de,
Elementen 1* L (1* : von NulI verschiedene komplexe Zahl), d. h. aus

d.er multiplikativen Gruppe c* : c - (0) besteht. Man erhält somit

die kurze exakte Sequenz

0-+C* -*GlrII-->0.

Sind nun e*, § , & die Garben der Keime lokaler differenzierbarer

X'unktionen a:uif M mit Werten in C*, bezw. G, bezlv. H, dann erhält

man eine kurze exakte Sequenz

o--+CJx--§lr,fl-->0,
welche ihrerseits die exakte sequenz fiir Kohomologiegruppen (bezw.

-mengen).

Ht(lW , C*)-r Ht(M , ,()) !, HI(JI , .7) L H'UW, C*)

induziert 8).

HL(M , ffi) ist die Menge aller Isomorphieklassen von komplexen

Algebrabiindeln mit einfacher tr'aser und Dimension zz2, Ht(M , §) die

Menge der Isomorphieklassen von komplexen Vektorbiindeln der Dimension

rn (15), S. 40 ff.). Sei 4 ein solches Algebrabiindel, sorvie (4) dessen Iso-

e; Zur Definition von Kohomologiemengen mit \Yerten in einer Garbe und deren

Beziehung zu Vektorbiindeln, siehe [5]' Die exakte Sequenz steht in [3].

(e.1)
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morphieklasse € ä1(J7l ,.ft') . 4 ist isomorph dem flomomorphismenbiindel
eines Vektorbiindels o, heisst:

n(o) : 17,1 .

Wegen der Exaktheit von (9.I) ist dies mit t|(ri :0 gleichbedeutend.

Man denkt sich noch in (9.r) H'(M , e*) , Hz(M , e*) durch die iso-

morphen Gruppen Hz(M , Z) bezw. H'(M , Z) ersetzt ([5], § 3.6).

Definition 12. Sei, G , b ei,n lcomltleres Velctorbiind,el mi,t metri,schem

Feld, i, dim [ : 2 p, ,t : yG , F) d,as Cl,i,fforil-Bii,nd.et. Man setze

s(6, l) : a(ri e Hl(M , z) .

Mit dieser Definition erhält man also das

Lemma 11. 
"(e , F) : 0 genau d,a,nn, wenn yG , h ilas Homomor,this-

menb,iind,el eines Yektorbilnd,els o ist.
Nlan kann nun noch zeigen, was wir hier nicht tun wollen, dass fiir

zwei metrische Felder f und 0' auf 6 die Clifford-Biindel 7(f , B) und

yG , F') isomorph sind. Daraus folgt dann §(f , A) : t(f , F').

lO. Eind,eutigltei,t 
_d,es 

Spinorbii;nil,els.

Lemma 12. (€ , P) sei wie'i,n d,er Defini'ti,on 72, und, o , o' seien zwei'

Sgti,norbilnitel aon (E , il. Dann eri,stiert ein komplexes Gerad,enbiinilel, p,

soil,ass o' x 7t. @ o. (Jmgelcehrt i,st zu jeilem lcomplenen Gerad,enb'&ndel P

und,S7tinorbiimilel o aon 1f ,§7, F8o wieilerei,ns9tinorbiind,eluott, (8,h.
Ubersetzt man nämlich das Lemma in die Kohomologiesprache, so

erhält man den in [3] ausgesprochenen satz, wonach in der sequenz (9.1)

H'(M , Cr*) auf H'(M , .9) operiert, und zlr'ar so, dass die Transitivitäts-
klassen von Ht(M , § ) beziiglich dieser Operation gerade die Urbilder
n-'(ri , (ri e Er(M , .fu 1_ sind.

Lemma 73. Zu G , P) gi,bt es höchstens soaiele Isomorphieklassen aon

Spi,norbilndeln, als es Elemente aon Hz(M , Z) gibt.

ll. Die vorliegende Arbeit ist rvährend meiner Tätigkeit am Institut
fiir Theoretische Kernphysik der tTnir-ersität Bonn entstanden. Ich bin
Herrn Professor Dr. K. Bleuler fiir die Einfiihrung in diesen Gedankenkreis

sowie iiberhaupt fiir seine Grossziigigkeit, welche die Zusammenarbeit mit
dem benachbarten Mathematischen Institut ermöglichhe, ztt grossem Dank
verpflichtet. Der Anfang dieser Arbeit datiert eigentlich schon in die Jahre

LS57l5g zurtick, als ich mich mit einem stipendium des schweizerischen

Nationalfonds bei Herrn Bleuler in Neuchätel (schweiz) befand; sie ist
dann durch einen Amerika-Aufenthalt unterbrochen worden, und ietzt
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r+'ieder in einer durch die Bonner mathematische Atmosphäre geläuterten
Form erstanden. Ich möchte aber nochmals auf den durchaus physikalischen
Ursprung des Themas hinweisen, welches darin besteht, die Diracsche
Gleichung der allgemeinen Relativitätstheorie anzupassen.

Es ist mir schliesslich eine angenehme Pflicht, der Fritz-Hoffmann-
La-Roche-Stiftung zur Förderung wissenschaftlicher Arbeitsgemeinschaften
in der Schweiz fiir die Erleichterung der Arbeit durch Gewährung materieller
Unterstiitzung z,rt danken.

Universität Bonn
Deutschland
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