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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Sturm-Liouville-Probleme der X'orm

betrachret. rsr ,r-l'',,^"]l;r,",tj,'.:,'.:';,:' *: o sretig und riir
alle r nach unten beschränkt, also q(r) > Qs ) - cb fir r € [0, oo) ,

so ist fiir jedes aQ.lO ,n) der Operator A - - d,Lfil,rz * q(r) im
Teilraum

D(A):

u(n) , u'(r) totalstetig ,

cose zl(0) sitra u'(0) - 0,
,i.t,) Lc"-l-qu € Lr(O, co)

des Hilbertsraumes Lr(O , a) selbstadjungiert. Der unterhalb der Zahl
2o : lim inf q(r) gelegene Teil des Spektrums von A ist diskret, näm-

Iich er tJräfrt aus einer abzählbaren (möglicherweise auch endlichen oder
leeren) Menge einfacher Eigenwerte 1, I 1, < k < . . . < h, die sich
nui bei )"o häufen könnenl). Man definiert lf(X) fiir X < )\ als die
An4ahl der Eigenwerte unterhalb )" . fst )\ Häufungspunkt, von Eigen-
werten, so strebt ff(i) gegen @ fiir X* )n - , und es soll ein
asymptotischer Ausdruck fiir lf(i) angegeben werden. Es ist bekannt,
dass unter gewissen Voraussetzungen die tr'ormel

(r)

(r)

(m) Ir(i) ,iv (l - q(r))'l' a* fiir ), -+ Ao -:f
gilt. Hierin ist (1 - q(*))* : max {0 , ), - q(r)\ gesetzt. Im X'alle
l" : * ist diese X'ormel seit langem bekannt; sie gilt z. B. wenn q(r)
von einer Stelle no an monoton wächst und wenn # q'(*) mit n
gegen @ strebtz). Im Falle io ( @ kann man ohne Beschränkung

1) Weyl [8], I(*p. IY"

') Ilartman l2); vgl. auch [6], Theorem 7.4.
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der Allgemeinheit h:O annehmena). Nach J. Lankea) gilt dann die
asymptotische Formel (III), rrenn fiir r,l ro2 O die folgenden Yoraus-
setzungen erfiillt sind:

q(r) wächst monotor,

cr,acz

rnit cr)o,cz)o, o<r<p<H( <t) .

Der Beweis von Lanke beruht auf einer Vergleichsmethode und der
Approximation von q(x) durch Treppenfunktionen, während die Beweise
im X'alle \: * meist von folgender Tatsache Gebrauch machen: X'iir
],<h hat die durch E(0) :sina, p'(0) :coso definierte Lösung

E@ , 1) der Dgl. (I), welche also der Randbedingung in (II) geniigt, geriau
lf(l) Nullstellen in (0 , .o) u). Dies gilt natiirlich auchim X'alle ,lo < oo .

Die angegebene aaymptotische X'ormel versagt, wenn

q(r): - -l =(1 *r)'' c) 0'

gesetzt wird 6), denn in diesem Falle gilt

q@)!|' d* --> .o ftir )"+o ,

während N(i) fiir c 1ll4 beschränkt bleibt; dies folgt leicht aus der
Tatsache, dass die Dgl. - u" + ll u - 0 nicht oszillatorisch ist, und
dass g(r , 1) genau N(2) Nullstellen hat. Fiir c > ll4 gilt t[(,1)-+ oo

fiir ),"-->0 -7). Es liegt nahe, das Versagen der Formel (III) dadurch
zu korrigieren, dass man die rechte Seite durch den Ausdruck

(1)

(2)

ft)'-

I (1) 1 ft,
7t J \^

ersetzt. In dem genannten Spezialfall erhält man dann I(1):0 , falls
c { \a. Tatsächlich ist die Formel

3) Man ersetze q(n) durch q(n) - h .

4) Lanke [S]; vgl. auch de Wet und Mandl [7].
6) Siehe z. B. Titchmarsh [6], Chap. V.
6) Ygl. die Bemerkung in [3], S. 77.
7) Vgl. das zweite Beispiel in § 3.
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NQL) - IQL) ftu )"--> )n _

unter geringeren voraussetzungen beweisbar als die alte x'ormel (rII); dies
wird in § I dieser Arbeit fiir io : 0 und fiir .tro : oo durchgeftihrt.
Sie hat ausserdem den Vorteil, auch noch fiir gewisse X'unktionen q(r)
mit singulärem Verhalten bei m : 0 richtig zu bleiben, wie in § 2 gezeigt
werden so1l. Der § 3 bringt zwei Beispiele, welche zeigen, dass man unter
weiteren Voraussetzungen iiber q(r) sogar

x(i) : I(1) + O(t) fnr ),--> )n -
erwarten darf. Diese Formel wird in § a fiir X'unktionen q(r) - - cln "
mit 0(oql, c>0 undin§5fiir u:I, c>ll4 unter
einigen zusätzlichen Voraussetzungen bewiesen.

§ 1. Beweis der Formel

Wichtigstes Hilfsmittel des Beweises ist das folgende
Lemma 1. 8) Sei Q@) eine positiue, stetige ?unlction aon beschrönkter

Schwanlcung in lmr, rz) und, ?L il,i,e Zahl d,er Nullstellen einer reellen
Lösung d,er Dgl. u" + 82(n) u : 0 im offenen Interaq,ll, (% , rz) . Dann
gilt

rr'
n -- I Q@) d,r

?T, J
: 'ZxrJ e@)

*t *t

Es wird zunächst der X'all h: O behandelt.
§atz 1. Sei q@) e C[0 , oo) ; filr r 2 ro] 0 sei,

p(r): q(*)+]
4rz

monoton wachsend und, strebe gegen Null fur t ---> @ . Bei b(A) fa,
p(ro) < ). < 0 als Lösung d,er Gleichung p(b) : A d,efiniert. Dann gilt

-l/(r.) : IQ,) + o(togb(t)) fa, .1-+o -.
Bewe,is. Das fntervall (0 , "o) wird durch ro und b(l) in drei

Teile geteilt. rn jedem lleilintervall wird die Anzahl der Nullstellen der
durch g(0) : sin o , ?'(0) : cos , definierten Lösung q(u , ),) der
Dgl.(I) abgeschd,tzt.

(1) Fiir 0ir{*o ist die Anzahl nr(l)

8) Ilartman l2); vgl. Titchmarsh [6], S. 146.

der Nullstellen von
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E@ , 1) fiir ,e < 0 nach dem Vergleichs-Satz von Sturm e) nicht grösser

als nt(O); ferner ist,

,f" 
rn

r,,(t) : * J f^ - e@))y o. 
= : I e q@))y tu

beschränkt und daher n/l) : Ir(1) *O(1) fiir ),-+0 - .

(2) Fiir ilo I n < b(1) sei nr(l) die Anzahl der Nullstellen von

E@,1). Sei p(ri<1<0; dann ist

11
L-q(u) : I P(r)* 4*, > n*,> 0,

und 1- q(") ist, monoton fallend im Intervall lro,bQ')1. Mit Q@)

- nt 7 - q(r1 folgt aus Lemma I
bb

I r ,_ i r f -dQ@)nr(l) -; J \r' 1- q(r) dr t = 
1 + r- J -tr

xo xo

: I* *r,r=-å< 1+ *r,rl2b(1)Y/--q@)l
Weiter ist

r ,- i p@) - q(r\
, 

= .l {\/ 
t- q(.) - r'7- e1n)}d" : I ,å ll= e@i,t.

u*o
f ar t bo.\

= J*:7rog;
Mit 

xo

b

'tf
I,(1):;J t).-pt(r)dt

erhält -" .')"r,, 

) : rr(1)+ olbg uliy; fiir l.-+0 - .

(3)x'iirrZb(i)istt,-q(r){|l$r2);nachdemVergleichs-
Satz von Sturm e) hat V@ , ).) in diesem Intervall höchstens eine Nuil-

stelle mehr als jede Lösung der Dgl.

o,,+ J-u:0,
+fr'

also höchstens zwei. Es gilt also nuQ,) { 2 .

e) Vgl. Titchmarsh [6], S. 107.
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(4) Setzt rnan die Drgebnisse (l), (2) und (3) zusammen, so erhält man
wegen N(,1) : nt\) I nr(),) f nr(l) und wegen I(1) : ILQ') + IzQ)
die Behauptung.

Die Formel N().) - I(1) folgt nun aus Satz 1, falls logb(l) : o(I(1))
ist. Dies ist sicher der X'all, wenn zusätzlich die Ungleichungen

Cr Co

-7 < q@) 
= - @ fldrt r2ro

mit cr)0,c2)0 und 0(a<B<l erfiilltsind. Darausfolgt
nämlich leicht

I t-p

b(^) < (:' .\'" und r(1) >(-*.) "\- lt - \- /"t

mit, einer positiven Konstanten cs. I)ie untere Schranke fiir q(r) kann
man aber noch wesentlich verkleinern, denn man braucht ja nur

// r ri/r
togb?,) : , \\-_ ,i )

oder

-2fr

-p(b) - -1: o((logqr=F)

ftu ).-+0- d.h.fiir b-->q zufordern;wegen -p(r) <-q(n) erhält
man schliesslich:

Satz 1a. q(r) geniige ilen Vorau,ssetzungen aon Sq,tz 7, und, es gelte
atcsserd,em q(r) < - crlr2f fa, rZro m,it Konstunten cz) 0 und,
0<0<1, soui,e 

_2t

- q(r) : ol(log r)r-§l fu, r--> @ .

Dann gilt d,ie asymptotische Formel N(1) - I()L) fa, ).->0 - .

Fiir P: I und cr> ll4 versagt der obige Schluss. Sei z. B.

I
4-fp'q(r): , tt)0,
(L * r)2

I
so gilt I(tL) - qbgj und b(1) : 

i!-- -, , sodass der Feh-

Ierterm und I(1) gleiche Grössenordnung haben. Der Satz I liefert
/ r \

hier also nur lf(,tr) : O\bg , / . Tat"ächlich gilt fiir dieses Beispiel
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dennoch die asymptotische Formel, sogar mit beschränktem Fehlerglied,

wie in § 3 gezeigt wird.
Es werde nun der Fall )": a betrachtet.
Satz 2. Sei q@) e C[0 , o) ; fiitr r 2 ro2 0 sei,

p(r): q(O+*

rnonoton wuchsend unil, strebe gegen oo fa, n--> @. Mit b(1) wie in
Satz 7 gilt dann

n(,1) : r(1) + o(tosl\/Tu1t1l) fii,r 1--+ "o 
.

Beweis. Es wird wie bei Satz I die Teilung des Intervalls durch no

und b(1) verrvendet und die Zahl det Nullstellen von C@ , )') in den

Teilintervalien mit den entsprechenden Beiträgen zurn Integral IQ,)

verglichen.
(1) Die Anzahl der Nullstellen von E@ , )') in (0 , rol ist

n,(),):2t 
^+ 

o (1) fii,r ).-> a .

Dies folgt aus bekannten asyrnptotischen n'ormeln 10). Weiter ist
q, S q(r) 1qz fiir 0 a r § ro und daher liegt die ZahI

I f't I \r/z

L0) - ; J \r - q(r) - *.,) = 
dr

zvr.ischen den beiden Zahlen

xo

Iil
I 17
I \f"JL J \

0

9i

I

2*
I

I

1l
arc t arr

frn /_

77

Alsogilt nr()") : Ir(X) + O(r) fiir )'--+ q '

(2) Fiir no I fr < b(1) wird rvie im Beweis von Satz I verfahren

und es ergibt sich

'o) Vgl. Titchmarsh [6], Lemma L.7 (ii).

I \1,/3

*r)- ctr
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lnr4.) --IrU.)l < 1+ *los lru1t1 t t - q1rr1] + *rrrff

ist
(3) Fiir n>b(1)
der Satz bewiesen.

Die tr'ormel }I(2) "..,
ist. IJm Bedingungen

== o(tog l{ 1b0)0.

erhält man ns(1) < 2

I (),) folgt aus Satz 2, falls
hierfiir z1r finden, schätzt

wie bei Satz 1. Damit

ros l{ 
^ 

be)l : o(r1t1)
man I (1) wie folgt ab:

/;

fiir r=2 rnit

'(i)rf
10,) > l{l'-p(r)dr

7EJ
o(u(*))

tr. 

,e)-n0

falls ), gross genug ,J Sei

c+) 0 . Daraus folgt

1 : p(b)

untl schliesslich

Damit hat man:
Satz 2a. q(r)

fu, 1-> co .

I
: 2n

q(r) 
=

l"t/v

2

un

tL'(+)

cn (log r)z

: "(*r,(*)) : oQ1t1)

geniige d,en I;oraussetzttnqen uon Satz 2, und es gelte a,'us-

§ 2. Koeffizienten q(x) mit Singularität bei )c :0

Es soll nun gezeigt werden, dass gervisse Singularitäten der X'unktion

S@) bei r : 0 die Galtigkeit der asymptotischen Formel nicht auf-
heben. Wenn q(") bei r:0 singulär ist, existieren die Randwerte
u(0) , u'(0) der Lösungen der Dgl. (I) im allgemeinen nicht mehr, und die
Randbedingung in (II) wird sinnlos. Wie H. Weylll) gezeigt hat, ist eine

tt) \Areyl t8l.
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Randbedingung iiberfliissig, falls bei r :0 der Grenzpunktfall vorliegt.
Dann ist A - - dzldnz -l q@) in dem Definitionsbereich

D(A):
, %' totalstetig,

, -x6tt +qLc € Lr(O,co)

selbstadjungiert. Liegt bei r :0 der Grenzkreisfall vor, so ist eine
Randbedingung der X'orm

Iim { z(r) u'(r) - u'(r) a(r) } : 0
r+0 f

zu stellen, wo a(r) eine reelle Lösung der Dgl. - a" + q a : 0 ist.
Nach J. Berkowitz rz) ist der unterhalb von 1o gelegene Teil des Spektrums
von A genau dann diskret,, wenn die Dgl. (I) fiir I I io bei r : 0

nicht oszillatorisch ist, d. h. wenn 0 nicht Häufungspunkt von Null-
stellen einer Lösung der Dgl. sein kamr.

Die Beweismethode ist im vorliegenden Fall dieselbe rvie vorher. Es sei

q(* , 1) eine reelle Lösung der Dgl. (I), rvelche »links in D(A) liegt» und
irgendwie normiert ist, d. h. es sei im Grenzpunktfall V@ , 1) iiber
(0 , l) quadratisch integrierbar und im Grenzkreisfall geniige V@ , )')
der Randbedingung. Als Normierung kann man etv'a

wählen. Dann ist wie im regulären Fall /f(i) gleich der Zahl der Null-
stellen von q(n , )') in (0 , oo) ") . Zunächst wird rvieder der tr'all )\: 0

behandelt.
§atz 3. Sei, q@) e C(0 , co) ; es gelte:

(l) fi(r): q(n)* ), *U"Urtmonotonfi)r r2ro)0 uncl 7t(r)-->0
fu, n--> @ .

ro

(2) lCp@)l'd,r1q.
(3) Die Dgl. - Q)" + Qu : 0 ist bei r:0 nicht oszillatorisch.
Dann gilt lr(l) : I(A) + O(logå(t)) fiir i.--+0 - .

Beweis. (1) Im Intervall 0 < r 3 ro ist die Zahl nt(A) der Null-
stellen von E@ , )') nach dem Vergleichs-Sa,tz t'on Sturm e) nicht grösser

als nl}) , und dies ist endlich lyegen Voraussetzung (3). Ferner ist

TU

lu

/

") Berkowitz [1],
") Es geniigt z1r

rems 4.! und 4.3.

Theorem 4.5.
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rL(^) : : i" U - e@))Y u. = ) i r- e(*))Y itr I q

nach vorau*u"rronj 1r;. Also gilt nr1t1 | 4(,e) + o(1) fiir x->0 - .

Die Schritte (2) und (3) unterscheiden sich nicht von den entsprechenden

Schritten im Beweis von Satz 1.

Ergänzt man die voraussetzungen von satz 3 durch wachstumsbeschrän-
kungen fiir q(r) wie in Satz Ia, so folgt die Giiltigkeit der Formel
N(1) - I(1) fiir )"-->0 - wie dort.

Ein ähnliches Resultat gilt im Fall h: a .

Satz 4. Sei q@) e C(0 , oo) ; es gelte;

I
(l) p(r) : q(r) + +rz wd,chst ntonoton fil,r r 2 ro> 0 .

(2) q(r)>c(logr)z fa, r)2 mit c>0.
c'

(3) p(r)Z-T fu, rlro mit c'>0.
Dann gi,lt N()L) * IQ") fu, ),--> q .

Beweis. (1) Wegen
c'1i.-q(r) < 1-l;+ +*,

ist nach dem Sturmschen Vergleichs-Satz nt\) höchstens trm 1 grösser

als die Zahl der Nullstellen einer beliebigen reellen Lösung der Dgl.

I c' 1\
a" 4-l )"+- -l- 

-lu: 
o- ' \-'' n 4r"l

in (0, *o] . Eine solche Lösung ist

Iul-.oe i {7r) c'
u(t,7): Re --:-, : -- t; ,y'ztll' 2iY)'

worin M,,r(r) eine konfluente hypergeometrische Funktion bedeutetla).
Aus der Reiheneut'wicklung von M,,r(") bei z : 0 folgt

a(r,),):\/; {rf O(r)}

a'(r, )u): -f:1 t t o(r)) 'o" 
z->o f 

'

2\/ r
sodass fiir beliebige )" , 1' die X'ormel

Iim {u(r,l)a'(r,l') - u'(r,l)u(r, X') } : 0
r+0+

tn) Siehe Magnus-Oberhettinger 141, I(ap. Vf, § 2.
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gilt. Mit Hilfe der Schlussweise, die man im Beweis des Sturmschen Ver-
gleichs-Satzes anwendet, zeigt man nun, dass die Nullstellen von a(r , 1)
monoton abnehmende n'unktionen von ,1 sind. Also ist die Zahl m(1)
der Nullstellen von a(r , ),") in (0 , rol gleich nL(O) plus der Zahl der
Nullstellen von u(ro, ),') im fntervall 0 < 1' < ).. Mit Hilfe der Formel

ni:zx Icl
W *,r(') W -,,0(- z)

+ o(r) ,

ftir )" + ot
identisch mit Teil (2) und (3) des

man die Ergebnisse von (1), (2) unril

I

I,
M ,,,o@) -

worin W*,r(") die Whittakersche X'unktion bedeutet, und mit Hilfe der
asymptotischen Entwicklung der Whittakerschen X'unktion erhält man

3nc'

u(ro, ),.) : - #-;,i, I 
r,z; -, * #bg(2\/1r,1] {, + "(ä»\/ n\

fiir ).--->q und daraus m(1) : 1l ,+ O(r) fiir ).-->q. Also ist

r^
nr(l) <:s{l+o(r) fiir ).+n

TT

Ferner ist

-frT
n

r,(A)= * [(^++)'.'
und es fotgt nr(1) - Ir(1) + Ot{ ll

Teil (2) und (3) des Beweises sind
Beweises von Satz 2.

(4) fnsgesamt hat man nun, indem
(3) zusammensetzt

Ir(2) - I(A) + odi) + o (tog li ).

wurde schon die IJngleichung

r(^) > */ +,(+)

b(2)l )
Bei Satz 2a

hergeleitet; sie zeigt, dass {7 
= 

o(t11,1) ist. Der andere Fehlerterm
wurde sehon bei Satz 2a durch oV@) abgeschätzt. Damit ist der Satz
bewiesen.

Es wäre wiinschenswert, die Voraussetzung (3) in Satz 4 durch die Vor-
aussetzungen (2) und (3) von Satz 3 zu ersetzen. Wie aus dem obigen
Beweis unmittelbar zu sehen ist, wiirde es dazu geniigen, die Zahl der Null-
stellen von V@ , ),) in (0 , *ol d.urch OO/il abzuschätzen.
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§ 3. Beispiele

Das erste Beispiel ist das wohlbekannte Problem des Wasserstoffatoms
aus der Quantenmechanik; hier ist

q(r) : ?,**, 4o=-+, Qt,-o.

Diese X'unktion geniigt den Yoraussetzungen von Satz 3. Die Lösungen
der Dgl. verhalten sich (fiir jedes komplexe ,tr ) bei r : 0 wie rq bzw.

t ,--
uL-o tnit, A:r+l nl7, sodassfiir qr>314 derGrenzpunktfall,

fär qo < 314 der Grenzkreisfall vorliegt. Stellt man im Grenzkreisfall die
Randbedingung mit Hilfe der reellen Lösung u(r) von - o" + Q a : 0 ,

die sich wie ra verhält (physikalische Randbedingung), so erhält man
bekanntlich fiir alle Qo die Eigenwerte

-q?
4(s*n-L)''

Andererseits berechnet man leicht

n- 1,2r 3,

13

und daraus folgt
I I

N(1") +2.

IQ,)- -,q!--'l- 1

2 1/-- 1' )"' Qo -1- Z '

Da N(1) und I(1) monoton nicht-abnehmende X'unktionen sind, er-
häIt man hieraus die Ungleichung llf(l) - IQ,)I < 312 . Wählt man im
Grenzkreisfall (also falls go< \la ) irgendeine andere Randbedingung bei
r:0, so gilt ftir die zugehörigen Eigenwerte 1: bzw. fiir die zuge-
hörige Anzahlfunktion N'Q') die Ungleichung lI'r(1) - If'(2)l S Z ,t;
und daher llf'(l) - I(1)l < 712. X'iir jede WahI der Randbedingung
gilt also die X'ormel

Ir(i) : I(1) + o(t) fiir ).-->0 - .

Ubrigens ist im vorliegenden X'all fiir go å 0 auch
@

rf
* I a - q@)y a. :;fti-\/a

und somit 
o
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Als zweites Beispiel werd.e

1r
n(i) - ;J Q-q@))1'd,r* o(1)

I
+uz

ltt

ftir )"+ o -- ,

F) 0,
(r * r)'

gewählt; die Randbedingung sei t,l (0) : 0 . Es gibt fiir )' < 0 nur eine
quadratisch integrierbare Lösung der Dgl., nämlich

u(r,),): (1 + r)'t'Ku,(\/_ 711 +")),
wo K,(z) die modifizierte Hankelfunktion bezeichnet 15) ; i ist genau

dann ein Eigenwert, wenn u(O , ),") : Kr,"(l/ - ).) : O ist. Daraus
folgt leicht die Beziehung

n(i) : !u,g-L^+ o(1) rnr r-+o --.rL \/_^

Andererseits ergibt eine einfache Abschätzung des Integrals die asympto-
tische Formel

re) : !u,g-1-,-+ o(r) fiir ;-+o -rL \/_^

und daher N(i) : I()') + O(L) fiir 1-+0 - . Bei diesem Beispiel
ist iibrigens

tl
y pLz+T

ftir i. + {t .

1r
1r J \^

0

ist nich

I
log ,, ^+O(L)\,' /,

und dies

§ 4. Die asymptotische Formel mit beschränktem Restglied

Die Beispiele in § 3 machen es wahrscheinlich, dass man die Formel
X(i) : I(11 + O(l) ftir )"-->0 - unter geeigneten Voraussetzungen
iiber q(r) allgemein beweisen kann. fn alen bisher bekannten tr'ällen
(mit )n: a ) sind asymptotische X'ormeln mit beschränktem Rest nur

'u) Siehe 147, I(rp. IIf.



K. JöncnNs, Eigenwerte singulärer Sturm-Liouville-Prob1eme

unter Voraussetzungen iiber q(r) und dessen erste und zweile Ableitung
gefunden worden. Man kommt durch Betrachtung des Beispiels

q(r):-Y-2a, o(o(I,
zu geeigneten Voraussetzungen. Hier ist nämlich

q(r) < o, q'(r) ) o, q"(r) < o, -99 - 2a+r < 3.q'(r)

Tatsächlich ist es vorteilhaftor, Voraussetzungen iiber

p(r): q(r)+ l-4rz

ru machen; das Ergebnis lautet wie folgt:
Satz 5. Sei q(r) € C(2\ (0 , oo) ; es gelte

(2) p(r)->0 fu, r+@.
I - r n"(r)\

0Å
(5) 't)" +qa:0 'istbei fr

Bemerkung. fst ausserdem q(r)
Voraussetzungen (1), (2) und" (3) p
auch

rf
-rrl(,1) : ; J A - s@)l' d,r t o(r) fiir /.-+ 0 - .

Dies findet *un l"i"i.t, indem man den folgenden Beweis geringfiigig ab-
ändert'.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3 ist die ZahL dq Nullstellen der
»links in D(A) Iiegenden» reellen Lösung V@ , 1) der DgI. (I) ftr
), < 0 in verschiedenen Teilintervallen abzuschälzen; jedoch werden es

diesmal fiinf Teile sein, die durch die vier Punkte

nt, Arb(l) , arb(X) , b(1)

getrennt werden, wobei b(1) Lösung der Gleichung p(b) :1 ist. Die
Intervalle werden in der Reihenfolge von rechts nach links behandelt, so-

dass mit (5) za beginnen ist.

15

fu, ).+ 0 -
€ C[0 , @) und ersetzt man in den

, p' , p" durch e , q.' , e" , so gilt
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(5) Fiir r > b(1) zeigt man wie im Beweis von Satz l, dass die

Anzahl ns(l) der Nullstellen von q(r , 1) höchstens 2 betuägt.
(4) X'iir pzb(t') < r < b()') mit noch zu wählendem Qz ( I wird

die Vergleichsmethode von Langer angewandt 16), jedoch mit der Ab-
weichung, dass q(r) iiberall durch p(r) ersetzt wird. Es wird also

gesetzt

;
E@): l{t'-p(t)d't

!"

und

u,(r) : (l - et"))-'t'll(b) - E(*))'t' J,(€(b) - €(r)) ,

worin d (z) die Besselfunktion der Ordnung I bezeichnet. Die X'unktion

a'(r) geniigt u* 
"*r'- 

+ u. _ q(r) _ ,rt,(r , ),)) a : 0

mit

I I 1\ 1-p(*) L p"(*) 5 | p'(r) l',t,(r,1) : 4", t \r'- z)r€p4 _ etry+Z t_ea+ro11 _e1"yJ .

Es wird sich zeigen, dass g, so gewählt werden kann, dass fiir p, b < r < b

die Ungleichungen ,po@ , 1) < 0 und Vtlz(n , i) > 0 gelten. Die Anzahl
nt(l) der Nullstellen von V@ , 1) gentigt dann nach dem Sturmschen

Vergleichs-Satz denUngleichungen nn()", ll2) - L { nnQ) { nnQ', 0) * 1,

wenn naQ. , u) die Anzahl der Nullstellen von a,(r) in lprb , b) be-

zeichnet. Nun ist aber 
brr

nn().,a) : ; J { t - p(n\d'u+ O(1)

Qtb

fiir b(1)--> a , d. h. fiir 1->0 -1?), und daher gilt

,i
nnQ') : ; J t' 1- r,@) cl,r ! O(r) .

Qzb

Zum Beweis der Abschätzungen fiir ,!,(r , )') setze man

P,(r):ffi, A@): -+#
Nach Voraussetzung (l) und (3) ist fiir r 2 ro

'u) VgI. Titchmarsh [5], Chap. YIf.
") Siehe z. B. [5], S. L28.
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P^(r): --!(.)-: ,, ''\*),, r, = -Lp(b) - p(r) (b - r) p'(r*) : b - r

und 0 < .4(r) < fu mit einer geeigneten Konstanten Ao. Damit
foigt

4,p,r,(*, A) : * - * oO, P^(r) * 1 r:O,

0'4
T-- d = TAo

ist; dann ist

5n 5fr

P^(*)-ffiem
: p'(b) _ p" (n)

(h - r) p'(r*) p'(r)

:7 I

und

i
!

!f /_p'(t) _ 2l^-p(*)l't'
I

Damit erhält man
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4 v,o@, t) < + - 1l#l' * ffi+ il-ev1'
I ^ 92p'(r)p"(r)

= *,-Pi.@)- 4 L|_e@l' @-x)

T SAft\
=7-P1@)+ZtelP11t-11

r I eA^/ b-z\,\.+)
=7- @-tY+z;\'+,a' . )\;

Sei nun Q" b ! r < b; dann ist

4bzyo(r,^)<å- (I-a-), .+#(,..f,) (Jr*#) ,

und dies ist < 0 , wenn Q" geniigend nahe bei I liegt' Mit
q2 : max (Q' , Q") ist Teil (4) des Beweises nun vollständig.

(3) X'iir atb(l) < n < prb(l) u'ird das Lemma I aus § 1 benutzt.
Ist ns(l) die Anzahl der Nullstellen von V@ , 1) in diesem Intervall,
so folgt aus Lemma I

I rnfu
i",t^l ;J{i-q(r)d,r

I f q'(r) d*
Qzb

Qrb

r- ' 4;Ji''(r) -l-;id.
hb

Qzb

Qrb

dr
orb

== 1+*{ t,*ff+ (Ao+2) Iogå}

Ausserdem gilt 18)

Qzb

f1o,,

Qrå

und damit

") Ygl. Teil (2) des Beweises von Satz 1.



I eiu

ns1,) :,,1,, ), - p(") d,r I O(t) fiir,,-> 0 -,
wenn Qr unabhängig von j' , sonst aber beliebig gewählt wird.

(2) n'iir nr S r < Ub(l) mit rrf ro wird folgendes Lemma
benutzt:

Lemma 2.1e) Bei

I lt p,,(r) , sl p,(r) lrlR(r , t) : ZQ - p@))-'''i * + 
^_ 

e@ 
4 iLffi] i

K. Jöncnxs, Eigenwerte singtrlärer Sturm-Liouville-Probleme 19

und,
Qrötl
llnW,),)ld,,r <d< ^-/ ftir)|<,1 <o:J - 2y z

ilann gi,lt 7*r'O* Anzahl nr(l) cl,er Nullstel,l,en e,iner reellen Lösung d,er Dgl,.
(I) i,n lrr, Qrb) d,ie Abschii,tzung

,fit
n,fi.) : - | \/ ).-p(r)d,r + o(r) ftir ),-->0 - .*!,

Zur Anwendung des Lemmas muss m&n R(r ,1) abschätzen; zu-
nächst ist offenbar

tR(*,^)t < *f lL-p@))-ttz{*+ +p,(*)+ zr:n
mit den in Teil (1) definierten f'unktionen

1A^

l,zQrl

b-fr -- l-ar;
und daher

o
tR@,^)i <:- n2{ |-p(x)

mit

") Man erhält, es aus einem Lemma in [5], S, 131, indem man iiberall q(n)
durch p(r) ersetzt.
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n:ll r+,/oQ' +Ar+1l-- n' *r^l'l
':Z\ r-er 7LI-a1 *"ol ['

Man kann nun rz so gross und Qr so klein wählen, dass eine ZahI
p < | existiert, mit der

P^@=ry fiir rr{r<arb(l)
fr

gilt. Ist das bewiesen, so folgt mit 12 S r, { r { gb(l)

i ), - ,n(r.\ r
J ,^rt)d't: tos-^_ 

= 
< 21l"s;

und daraus 
*a

I r\P
P"-p(r)l-\2 < l -p@t)l-'''\i)

sowie

lX - p(rr))''t' < U" - P(r))-" (*Y
durch Ersetzung von n , nl durch fr1 

' 
nz. Mit Hilfe dieser beiden lIn-

gleichungen erhält man schliesslich fiir 1> )" > p@z)

er ö or-å

[ ,u,*, ),)td,r 
= -!!+ [ *u-'a*

J t- \ - t/ l, - p(*r) J-,

. 
*' 

,r__<___x$::*q_,
- (r - §)"rt/ ),-e@): (t -- Urur-|' _ p1x)*'

Also kann man frL unabhängig von I so v'ählen' dass das Integral

nicht grösser als O <t112{i1 wird.
Zum Berveis der Abschätzung fiir P,.(t) kann man Gebrauch von

einer Dgl. fiir P,.(*) machen. Es gilt

n,,. p"(r) ,f p'(r) l,P'r(r) : t - p(x)- Lr. -p(.)l
oder

Ah\P:: Pi--;",.

Nach Yoraussetzung (3) kann man nz so wählen, dass A(") < 2 a | |
fiir r2r, mit 0(n{I gilt. Esliegtnahe, Pt mitHilfeder
Lösung Q^ der Dgl.



a;: ai-?#o^
zu vergleichen, wobei Qt@r) : P^(*r) sei mit rr: prb(),) und mit
einer festen Zahl Qs ( I . Es folgt dann

P^(r) I Q^@) fiir rr l r ! rr.
Denn mit Dt : P^ - Q^ gitt

D;: Pi-ai-+p^+?#a^
2u*l> P\- Ai----P,-Qt)

/ z"+t\:D^\P^*Qt- . )
Also ist Dr(rr):9, Di@u)>0, folglich D^(*)<0 fiir r lns
und n nahe genug bei ns. Gäbe es einen Punkt r mit Dr@) > 0 ,

so auch eine Nullstelle 4 von Dt mit D;(€) < 0 im Widerspruch
zur oben hergeleiteten Ungleichung D'r(t) > O . Man berechnet leicht,

Q^@) : _---T-L\*t - *!, - (, -?\/g)'"!'I \ _tsr/\rsl I

worin Bx : rsQ.(rs) gesetzt ist,. Nun ist aber

BL: QabP^(erb) = #* t Ao -- B

und folglich fiir nz ! r { hb I prb

2a

K. JöncnNs, Eigenwerte singulärer Sturm-Liouville-Probleme 2L

.{,-('-+Xå)'"}
Wählt m&n nun Qr klein genug, so ist Pr(r) < 2 Plr mit 'p < f fiir
r, { u < prb(l), wie behauptet.

(1) Im Intervall 0 1r <q ist der Beweis genau wie bei Satz 3 zu
fiihren. Die Zahl der Nullstellen von q(m , 1) und das Integral

,i'
;J(^-p(n))!l'd,r

sind beide fiir t, < O U"r"tire*r.
Zusammensetzung der Ergebnisse (l) bis (5) ergibt die Behauptung.
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§ 5. Der Fall P(x) - - c laz

In diesem FalI muss man etwas mehr iiber p(") voraussetzen. Es

handelt sich in gewissem Sinne um einen Grenzfall, was sich auch darin
zeigt, dass eine Formel (III) mit beschränktem Rest nicht mehr gelten kann.
Dan sieht man aus dem zweiten Beispiel in § 3.

Satz 6. Bei, q@) e g(z)10 , oo) ; es gelte

(1) p(r):-;{lfeo(r)},

2c
p'(r) *, {, + e1(0) } ,

6c
p"(r): -V{1 f er(r)}

fffr */ro> O mi,t c) 0 und, mit e;(r)--->O .fiir r-->@ sow'i,e mi,t

f 1,,@)t -

J " 
d'r{q

r^

(3) Die Dgl. -l)" + qa : 0 i,st bei r : O nicht oszil,latorisch.

Dann silt N(1) : I(1) + O(L) fa, )'-->0 - .

Beweis. Es wird dieselbe Teilung des fntervalls (0 , oo) wie im
Beweis von Satz 5 vorgenommen, und Teile (1), (3), (4)und (5) dieses Beweises

können unverändert iibernommen werden. Teil (2) muss geändert werden,

da im vorliegenden X'all A(r)--> 3 ftir r--> @ gilt' Wie dort ist zu

zeigen, dass fiir die Funktion

I tt p"!) ,slJy)_l'\R(r, t) : i(l - p(*))-'!'iA +, _ e@ + 4lt _ e@li
die Abschätzung

eth

[,*r*,),)rd,r < ä < :-
I 2\/ 2

gilt, falls frr und 8r unabhängig von I geeignet gewählt werd'en.

Es ist

(2)
r'

J (- P@)!'d* '1 .o '

(t, - p@))' + *' (1 - p(r)) p" (*) + i lp'@)72 c:2

4 rz (t - p@))ut'
R(* , ]')
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Es sei nz so gewählt, dass let(r)l < tla ftu r 2 r, erfiillt ist;
ferner sei A, < Ll\/i; dann gilt fiir 12 { r { r, : prb

1-p(*): p(b)-p(r)

c
.a

fro

I)amit wird

lR(r , 1)l

{i
{ r*

"/zl rslr\z zslr\al
= rt".iur(') 

-r , \;i + *\A/ i

mit Benutzung der Ungleichun1 lfl < 5 cl(abz) und mit
er(r) : lrt@) - 4eo@) - 6er(*) - 6er(r)ez@) * t0er(r) + Ee?(n)l

< f l,,r,)t *fft,,(r)t + !b,t*)t.
Nun ist nach Voraussetzung

f ,,@) -

J - d'r1q

und daher mit *, ! r, I Qrb ! Qrb
Orö

j",oo , t)t d,r I lEli* d. + +,; * ;| *l | ,

aies ist tteiner als l11Zt/21, ;'"r, nr geniigend gross und Qr ge-
niigend klein gewählt werden. Damit ist der Beweis vollständig.

Universität Heidelberg, Deutschland
rrnd
Aarhus Universitet, Danmark

3 5 [=- cz za?i - 2*'.
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