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1. Einleitung

l. Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, neue Beiträge z17r lterations-
theorie der reellen quadratischen Polynome zu liefern. rndem wir uns im
folgenden auf die reellen Werte der Variablen einschränken, ist unsere
absicht, ein allgemeines verfahren zur Bildung von attraktiven Zyklen des
gegebenen Polynoms darzustellen, I-Insere Methode wird auf die Bestim-
mrrng von Nullzyklen des Polynomes begriindet, also Zyklen, deren Mulii-
plikator gleich nuil ist und deren Punkte somit stark attraktive Fixpunkte
fiir das zugeordnete iterierte Polynom sind.

Es sei

das gegebene Polynom, wo p ein reeller Parameter ist. Durch n-fache
Iteration von (1,1) gelangt mart ztt einem Polynom

Un : P"(y)

vom Grade 2o, dessen Koeffizienten ga,nze rationale X'unktiorren vo{r p
sind. InsbeEondere ist der letzte l(oeffizient

(1,3) P"(01 : 6"1o1

ein Polynom vor p vom Grade 2"-t. Die ersten unter diesen Polynomen
sind

(1,1)

(L,2)

(L,4) Gr(p) :. - p, Gr(p) - pz - p, Gr(lr): (p, - p), - p,

und sie können \rermittels der Rekursionsformel

(1,5)

berechnet w'erden.

2. Es sei nun y0 ein endlicher Fixpunkt von (I,2) und

(2,1) ar,Uz, .,!/o-t,Un:ao
die daraus vermittels der rteration von (1,1) erhaltenen Bildpunkte, welche
bei Anwendung von (1,1) miteinander zyklisch permutiert werden. Aus dem
Ausdruck
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(2,2) B: P*(A,):2UoUt...U^-r

des Multiplikators des von den Punkten (2,1) gebildeten Zyklus I geht

hervor, dass » attraktiv ist, wenn

Ist speziell ?la : 0, so

Punkte bestehen aus

I

-,)

hat Inan es mit eittem Nullz;,'klus zrt tuii. Ihre

, 'Fn*2, 'Fn*l : 0 ,(2,3) - t, ,']?t , !)z , .

\{r0 I},, : G r+t ('lr) unCtr

(2,+) G"(,p)

Wie r,vir schon friiher beri-iesetr hal:eu
die Pararneterrverte des Intervalles

-0.
[3], kör:nell attraktive Zyk1en llur ftir

vorkommelt. Åus
einen attraktiven

gehören, \\-o

I

einern allgemeinen Satz von Ferou
ZykLus gibt und dass ihre Punkte

folgt, dass es höchstens
z:um fntervall

h 1'!f <-8t

I(1t-; I

ein repulsiver Fixpriukt ron (I.1) ist.
Bei der Bestirnmung cler attraktiven Zyklen spielen clie reellen NuIl-

stellen der Polvnome G"(p) eine l-ichtige Rolle. Denn ist 7:o eine solche

Nullstelle, so gibt es. \\-egerl der Stetigkeit r-oil S(2), ein Intervall

lp - poi < ,, fiir dessen 2-lYerte stets ein attralitiver Zyklus existiert.
Aus der Definition der G-Poll-nome geht hervor. dass jede Nullstelie

des Polynorns G"(p) zugleich eine Nullstelle särntlicher Polynome Grn

(q: 2,3, . . .) ist. Insbesondere gilt

G, (0; : 6, Gr, (I) :0 , (n: 1 ,2, 3, . ") '

wir können uns somit auf die primitiven Nullstellen von G"(p) einschrän-

ken, d.h. Nullstellen Po, fliLr welche G^(po) I 0 fnr m < n ist.

tL
,ft+
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2. Darsteltrung der reeååen Nullsteläen des Poåynoms O "tp) durcnr
Radikale

3. Aus der Gleictrllng

(3,1) G"(p) _ 0

ergiht sich zu:nächst forn:ai fiir ihre Lösungen clie Darstellung

(:1,2)

als Radikalgleichung. Es ist eine fiir das Folgende zeirtrale Frage, rvelche
unter den Gleichungen (3,2) reelle Lösungen cler Gleichrure (3.1) liefern.

Als einfachste Beispiele solcher Gleichungen gelren u'.r clie fiir rr, : 3

erh alt enen z w-ei gli e dr:i g"l_*r:, 
" Y*" "

1' I I rt,- I [-'. I i'. l,-| 1t-" Ilt
von denen nur die erste eine nichttriviale Nullstelle (p I tt. 1) des Poly-
noms Gr(p) liefert, die den approximativen \{Ielt

p * L,7548776662

hat. Unter den dreigliedrigen Gleichungen

o:1" , -lti* li , -V o, 1l u - 1:,,

,:Vr-Vr.ir, n-Vo lr-lo
haben nur die beiden oberen nichttriviale Lösungen, nämlich

7t x1,9407998065, ? * 1.3107026413,

welche also die einzigen primitiven Nr,.ilstellen cles Polvnom-" Gn(p) iiefern.

4. Indem wir jetzt zur allgemeinen Lösung unserer Aufgabe iibergehen,
schreiben wir den rechts in (3.2) auftretenclen \I'urzelausdruck in der sym-
bolischen Form

(4,L) r : m,{ n, m{ n2 . . .nt{ n, ,

wenn die Folge der Yorzeichen der Radikale gleich

(4,2) 
-*' _nr -nlz _nz -'n' _no-T. -r -T.

ist.
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Es seien nun r und

7 - ff,; iil frt{

zwei Radikale gleicher Ordnung

-- 
c -1.-rt; .fun' fii

t -L r 
-\\'ntr' + ?L; ) (i-"; + n;)

die also durch Nullsetzen des Polynomu Gru*, entstehen. Unter der Annah-
me, dass die beiden Radikale r und 7 frtr einen gegebenen reellen Wert
p reell sind, gilt die Ungleichung i ) r unter den folgenden Bedingungen,
wie leicht bestätigt werden kann:

Erstens wenn fut) mr. Zweitens wenn ht: mt und gleichzeitig
fitlnr bei geradem frr, dagegen frrlnr bei ungeradem nr usw.

Allgemein bestätigt man, dass im X'alle fr,1 : ??\, frt: nr die Ungleichung
i > r bei ungeradem z, besteht. rvenn

7r: (ft{ m; ...rn; n;) l rr: (m{ n, . .. m, nr) ,

und bei geradem /r11 \rr€r1n F r ) rr. Durch diese rekursive Regel kann man

zwei beliebige reelle Radikale auch verschiedener Ordnung miteinander
vergleichen.

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die Radikalgleichung

(4,3) P:r(P):mlnl ...*{"r.

X'flr die Existenz einer reellen Lösung von (4,3) ist offenbar notwendig,
dass sämtliche Teilradikale

q

YL
v+L

q.

t.r:l

l'r' : ttl;- ?l; ' m{ n,

ftir den betreffenden \\'ert reell sind. dass al-qo

die Existenz einer reellen Lösung r-oll (4,3) clie

(, - 2,3, .,q)

Irot\\-endigen Bedingungen

Wir behaupten, dass unsere Bedingungen ({.'1) auch hinreichend sind.
Zum Beweis lassen rvir den Parameter 2 das Intervall / (2 > p > L)

beschreiben. x'iir den Anfangsx-ert p :2 sind offenbar alle Radikale r,
reell und r < p. fn dem extremen Fall,'s-o r(p) lafier I Zeichen enthält,
ist r(1) > 1. Aus der Stetigkeit von r(p) folgt aber, dass es im Intervalle
/ stets einen und offenbar nur einen einzigen \lrert p gibt, fiir welchen

p: r(p). Wenn zweitens auch - Zeidnen vorkommen, gelangt man schliess-

lich zu einem Wert ps, fiir welchen ein Teilradikal rn gleich Null wird'
Weil dann

(4,5)
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so ist damit bewiesen, dass die Gleichung (4,3) wenigstens eine Wurzel im
Intervall / besitzt.

Man bestätigt leicht, dass in (4,5) das Gleichheitszeichen nur fiil impri-
mitive Lösungen bestehen kann.

Wir lyollen unsere Resultate im folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 1. Die Radikalgleichung

(4,3) p - r(p)

besitzt reelle Lösungen stets und nur dann, \\,renn die Bedingungen

rZr, (a-2,3,

erfiillt sind.
Es sei p, eine primitive Lösung von (4,3). Offenbar ist p : ps die

einzige primitive Lösung, wenn r'(1t) 4 0, d.h. wenn

,q)

(4,6)

(5,t)

1 I /Y-2 t \

Ich hahe das Bestehen dieser Beclingung in zahlreichen tr'ällen bestätigt.
Dass sie allgemein giiltig ist, ist meine H5zpothese - im folgenden mit ä
bezeichnet -, ftir t'elche es mir nicht gelungen ist, einen allgemeinen Beweis
zu finden.

Wir werden in den folgenden tlntersuchungen die Richtigkeit unserer
Hypothese ä annehmen, um im Nachtrag diejenigen Modifikationen un-
serer Sätze zu geben, welche von f1 unabhängig sind.

5. Nach dem Obigen können die Radikale bestimmter Ordnung in eine
monoton r,vacheende X'olge geordnet werden, wo das letzte Glied lauter f
Zeic}en hat. Wir behaupten nun, dass man von einem Glied aus zum
folgenden durch Abänderung eines einzigen Zeichens gelangt.

Zum Beweis unserer Behauptung betrachten wir zu.'ei Glieder der n'olge,

r und F > r, mit den Entrvicklungen

wo die mit '"' und ' '' bezeichueten Zeichenfolgen miteinander bzw.
iibereinstimmen. Es sei a bzw. B die Anzahl cler - Zeichenin den genannten
Folgen. I{ach der in Nr. 4 gegebenen Regel isb a : 2 n eine gerade Zahl.
fst nun erstens B ungerade, also B :2m i l, soliegtdasRadikaln-t'er
Ordnung

(5,2) p:(' "+++)
zwischen r und i, also
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die erforderte Eigenschaft. Wir haben a,lso in den beiden genannten Fällen
zwischen den Radikalen r und 7 ein neues reeiles Radil<al eingeschalt"et.

Dies gilt aber anch fiir die iil:dgen drei Fälle. läan liat nämlich im Falle

im Faiie

(5,:3)

trtir i3 -- 2 nr hat das Rarlikal

A'-=

ö=:

f-(
i

I

T
i,g--("" '+ + r-) firr

f iir il
(.,. lI1'-1. li

n.)r
I

0:(. .'-++) fiir {l-2nt.
wie nach der Regel von I{r. 4 bestätigt x'eld.eu }raln,

Unsere Behauptung ist clamit rollständig 1rs'.r-ie::eu.

Nach clem Obigen kann man auf Gruncl nnierer Regel die Gesamtheit
der reellen Nullstellen eines Poll-notns G,(7:) durch eine Zeichenfolge (4,2)

darstellen, sobald rnan das erste Glied cler Folge Lennt. l-elche der kleinsten
Nullstelle cles Polyloms entspricht. Fiir clie hleinsteu \Yerte von n be'
stehen die betreffeuden uritrimalen Raclikale alls clert Folgenclen, 'wie

leiclrt zu bestätigen :st:

-F __)

zusamlnengestellt.Die Folgen Eelbst haben \vir im Anhang in einer Tafel
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3. Die Anzahl iler reellen Nullstellen tler O-Polynome.

6. wir sind jetzt in der Lage einen expliziten Ausdruck fiir clie Anzahl

der reellen Nullstellen der G-Polynome zu geben.

Es seien

(6, 1)

Cie F'ixpunkte

(6,2)

Man hat

(6,3 )

(Ä' :-= 2")Är, Är, .) irn

\.o11 (1,2), also die \Yurzeln cler (*ieichung

ln-?/ -0'

l\ ,\' rv ]

IT A,,: G*{p) - l},-t , m A,, I -i- -'-= }
1.,:[ y==f 11:l "!,

Es sei nun G,(po) : 0 und z.B. )"r: 0. Aus der zrveiten Gieichung (6,3)

ergibt eich Jl 1,: L. Ftir p n' 2, ist romit, \!'egen der ersten Gleichung,

lt N pn. t. Ftir den Multiplikator des zum Fixpunkt 2, gehörigen Z;;klus

X ergibt sich hieraus fiir 7r *'po cler approximative Ausdmck

S a, 2" p PtPz. . .'Pn-t .{6,4)

Es sei rlun lr0 die kleinste reelle Nullstelle von G"(p), ftir rn'-elche i.r : 0

u.ird. sei ferner fo derjenige lYert des Parameters p, fiir welchen der

Zyk)us X reellv'ird.Esistdann S-+1 fiir p:fr0 und §>0 im
Intervall lo(fro, ?). Weil die Nullstelien von G, zufolge unserer Hypo-
these H einfach sind, muss /S < 0 gelten im Intervall (Po,'Po'), w.o

po die nächste Nullstelle von G* bezeichnet.
I{un ist aber die Zeichenfolge der Grössen

( 6,5)

in einem Nullpunkt r-on (], gleich der Zeichenfolge in dem zugehörigen

Radikal. Hieraus folgt, nach Nr. 5, cler

HilfSSatz. Beim Ubergang einer Nullstelle ron Go geht das Yorzeichen

des Produktes

(6,6) -PhFz...?^-r
stets bei wachsendem p voti. * in -- iiber.

Weil nach dem Ubergang der grössten Nullstelle das Produkt (6,6)

sein - Zeichon behäIt und wejl fiir alle reellen Nullstellen p < 2 ist,
gilt der
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Satz 2. Die Anzahl der reellen Nullstellen des Polynoms G"(p) ist
gleiclr der Anzahl der negativen Zyklen yat ln f1irr p : 2, d.h. Zyklen mit
einem negativen Multiplikator.

I)nser Problem wird dadurch auf die Bestimmung der Zyklen von ln
fiir den Wert p : Z zuriickgefiihrt. Nach [a] bilden die X'ixpunkte von
Y" fijt p :2 zwei Gruppen

r:

rI:

2nm2cos - 
-

c)n 1,

2 fi, 1']L'

2 c.os qn l_ I ,
L, -T

,2n-r - 1)

' ) 2"-')

, fr' - l)

Ist

cos 2' d*, (?) - 1, 2,

ein ZykLus der ersten Gruppe, so ist sein Nlultiplikator

Fiir die Zyklen der zu,eiten Gruppe gilt dagegen

2nm'

Indem wir nur die primitiven Nullstellen von G, beriicksichtigen, kön-
nen wir aus dem Obigen den folgenden Satz ableiten.

§atz 3. Die Anzahl der primitiven Nullstellen des Polynorns G. ist
gleich der Anzah1 der plimitiven Zyklen in der Gruppe II.

Fiir diese Anzahl gilt der Ausdruck

n-L

TT
y:0

rS:2n

s

(6,7)

Hier ist tn : 0 ftir % -
Allgemein ist

(6,8)

v(n)
,n-t _ ..

w17

n

2m und tn : 1 fiir eine ungerade Primzahl n.

,71 -n4L@,
wo k, die Gesamtheit der ungeraden Teiler -vo:n n zu durchlaufen hat.

X'iir die kleinsten Werte von z bekommt man den zugehörigen Wert
von eu tund E(n) aus der folgenden Tafel
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Die \Murzelausdriicke und die approximativen Zahlenwerte der reellen primi-
tiven Nullstellen der l0 ersten Polynome (]* sind am Schlusse dieser
Abhandlung gegeben.

4. Gegenseitige Lage der Nullpunkte der G-Polynome.

7. Nach dem Obigen bilden die reellen Nullpunkte # 0 der G-Polynome
eine unendliche, im Intervall I { p 12 liegende Punktmenge. Wir
behaupten, dass die genannten Punkte isoliert liegen. Wäre nämlich ein
solcher Punkt po eine Häufungsstelle fiir andere Nullpunkte, so könnte
m&n um po herum ein Intervall bilden, fiir dessen p-Werte mehrere, ja
sogar unendlich viele verschiedene attraktive Zyklen vorhanden wiiren,
was dem X'atouschen Satz v'iderspricht.

Es sei nun d(D ein l{ullpunkt von G, mit der Entr.vicklung

(7,1)

Wir bilden den

(7 ,2)

(7 ,4)

Ausdruck

T,+1 : r* (*- -) 'n ,

+ oder ist, je nachdem ob die Anzahl der
oder ungerade ist. Aus den Entu,icklungen von

wo das Doppelzeichen
Zeichen in rn gerade
Nr. 4 geht hervor, dass

(7,3 ) F : Tn+, (P)

einen Nullpankt, ar^ > dn von Gr, darstellt und dass zrvischen den Punk-
ten do, dzo kein I{ullpunkt eines G-Polynoms existiert.

Aus dem Obigen folgt, dass man .rron einem l[ullpunkt &a von Go

ausgehend eine monoton wachsende Folge

vorl Nullpunkten der Polynome

Gr*n

bilden kann, so dass zwischen zv'ei Punkten von (7,4) keine anderen l{ull-
punkte der G-Polynome existieren. Wir können offenbar ohne Einschränkung
annehmen, dass die X'olge (7,4) nicht riickwärts fortgesetzt werden kann.
Wir wissen ferner nach dem Obigen, dass fiir (7,4) der Grenzwert

1i2
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(7 ,i:)

existiert, iler jedenfalls

lÄiir i:ilden Setzb rLer-r

(7,6)

nurl. Cas-o das fntervall

d:

in' 
&2ntn - N*

Ausdruck

r,,+r (p) - Y ,--r" 1n1

welcher fiilr p ) a, reell ist und fir gt: a, verschrvindet. Der durch (7,6)

definierte Punkt gehört zur }Ienge pr der aus y: 0 durch Iteration cler

zu der inversen Operation \/i fi erhaltenen Bildpunkte. \Yir behaupten

keinen Punkt der Menge pr enthält.
Wir nehmen zum Bel'eis inciirekt an. es sei ,(p) eiu Punkt voll lr,

der fiir einen Wert p cles Intervalles ö zt pr gehört, also

A < r(p) I r^+r(F) .

Weil *, eine primitive Nullstelle von G" ist, gilt, r(o") > 0 . Es sind jetzt
a priori zwei FälIe möglich: I. Fiir einen Wert ,?0 vorl ö ist r(p) : r"+r(P).
2. Beiin Ubergang iiber einen Wert po von d u-ird r(p) imaginär und also

r(pi : O. In den beiden X'ällen wird aber offenbar ein Teilradikal von
r(p) gleich null, und dort hätte ein Polynont G(p) einen l{ullpunkt'. rr'as

dem Obigen u,iderspricht. Unsere Behauptung ist damit berviesen.

Gleiches gilt off'enbar fiir jedes Intervall A* : (x2^o , d2m1tn).

5. Existenz von attraktiven Zyklen

8. Wir sind jetzt in der Lage, eine allgemeine flethode zur iioustrrllition
von attraktiven Zyklen zu geben.

Aus den Entu,icklungen der Nr. 6 u.issen t-ir schon. class um jeden Punkt
&2*n ein p-Intervall konstruiert u-erden kann. fiir dessen \Yerte ein
attraktir.er Zyklus der Ordnung 2^ru existiert. der fiir p .7. u2^o positiv
und ftir p ) u2^n negativ ist und fiir ? : xz^n in einen l{ullzyklus
iibergeht. Speziell fiir den ersten Punkt gilt dabei folgendes: es gibt ein
Intervall

dol?1&o,

fiir dessen p-Wefie ein positiver attraktiver Zyklus der Ordnung zl existiert,,

der fiir ? : do indifferent wird. Die Punkte

(9,1)
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definieren dann ein Intervall on von p-Werten, das wir eirr Speldrum

nennen werden. Die Bedeutung des Spektrums geht nun aus dem foigenden

Satz hervor,
Satz 4. n'iir jeden zum Spektrurn o, gehörigen p-\Vert gibt es einen

attraktiven Zyk}us, dessen Ordnung in einem Teilintervall

l^: (x2mo , x2n1tn)

gleich 2^n oder 2^+rn, isl.
\liir bemerken zum Be.weis am Änfang. da,ss der \\iert der Ableitung

(8,2) !l',, : 2^ lJ Ut . . .!J*-t

fiir jede fterierte A^ alrf d : å (0, r) r,cn null verschieden ist, rn'eil dort
kein Punkt \ron ,., liegt. Yermit'i,etr: U* wird also das Intervall d (0, r)
schlicht atrf ein Intervall ö^(p^--, , r^) abgebildet, das v'ir kr,irz durch

(8,3) y (0, r) -> A* (p*-, , r*)*

ausdrticken, u'o das Zeichen f oder - isl, je nachdem ob das fnturvall
ö^ positiv cder negativ gerichtet ist. \Veii ferner d- den Nullpunkt niclrt
enthäit, ist a"llgemein

Slgn rrm_1 : SrSn ?'*

und spezieli

sign P, , , : sign ?, .

Nun ergibt sich aus (8.3) alternierend

(8,4) A Q,r)tAn+t(Ir^,p)-*Ur*+r(Fzn,Pn)t + "',

also

- P < ?zn l Pqo'-- "' ,

0 > 1t*) ?n)r ?sn) "' ,

wobei
pp*_r1n )> ?y,n .

Hieraus folgt ferner

a e p, Pz,)+ + u i (pr^, pn*)+ ) u,+,, (p nn, pu*)+ - "'
(8,5)

u (lt^ , Pz)- --> azn (Fn , Ps)- 4 uu (pr, , pr,)- --+ ' ' '

Es existieren somit die Grenzwerte

lim yr* (?z* , ?zr, r z) : ).
/r+ o

lim yru-, (pr*+, , prnlr) : r,' ,
l§+ @
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wo i ( i'. Diese Grenzwerte geben offenbar Fixpunkte fiir einen attraktiven
(im speziellen X'alle indifferenten) Zyklus, dessen Ordnung gleich 2n im
X'alle ,1 ( 7.' und gleich z im n'a[e 1: ).' ist. Weil gleiches ftir jedes

Intervall /* gill, ist unser Salz 4 damit endgiiltig bewiesen.

Wir bemerken noch, dass die Ordnung des zurn Intervall /- gehörigen

Zyklus in der Nähe des Wertes P : ch*o gleieh 2^n rrnd in der Nähe
d.es Wertes p: &zm+tn gteich 2*+Ln ist, und da:s der Ubergang fiir Werte
von p stattfindet, rvo ein indifferenter Zyklus mit dem llulbiplikator
S--l vorliegt.

Als Beispiel wählen wir das seiner Lage nach extreme Spektrum o0

mit dem Anfangspunkt p : lla. Die zugehörigen Punkte (7,4) sind jetzt
die kleinsten Nullpunkte der Polynome

Gr*

und sie sind WurzeLn der Gleichungen

?:r*
wo die Radikale rm aus der Rekursionsformel

r*+r : r^ (* -) r^

berechnet werden können. Hier gilt das * Zeichen fiir ungerades zia und

- Zeichen fiir gerades rz. Die ersten unter den Grössen a- haben die
folgenden approximativen Werte (ot : 1)

dz: (I -) : 1,3107026413

es: (* + -) : 1"3815474844 .

Fiir den Grenzwert Lim a*: pt , den Endpunkt des Spektrums o6 , habe
m+@

ich vermittels einer Elektronenmaschine den approximativen \Yert

berechnet.

6. Singuläre p-Werte

9. Wir nennen einen p-Wert p* singulär, r-enn der Punkt p : p* eine

Häufungsstelle der Nullstellen der G-Polvnome ist. Nach dem Obigen
gehören zur Menge (p*) der singulären p-\\'erte u.a. die Endpunkte der

Spektren. Eine andere allgemeine l\fethode zur Bildung singulärer p-Werte
findet man in unserer Arbeit [5]. Wegen der Definition ist (p*) eine

unendliche abgeschlossene Menge, welche p :" pt als kleinstes and p :2
als grösstes Element enthäIt. Eine bemerkensu'erte Art von singulären
Werten ergibt sich aus dem folgenden
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Satz 5. Der Anfangspunkt jedes Spektrums ist ebenfalls singulär, vom
Anfangspunkt p : I/4 des ersten Spektrums oo abgesehen.

Es sei nämlich o, ein Spektrum der Ordnung n mit dem Anfangspunkt
al und der ersten Nullstelle a,. Fiir die p-Werte des Intervalles (al, a,)
gelten dann die Beziehungen

y (- p, p*)+ > y* (p*, pz,)* -> ur* (pzn, pn)*'''',

15

(9,1)

wobei der Grenzwert lim pt,o einett attraktiven Fixpunkt des entsprechen-

den Zyklus å gibt,'ile Relationen (9,I) können aber nicht mehr beim
Ubergang des Wertes al gelten, weil der Zyklus »o jetzt nicht mehr
attraktiv ist. Hieraus folgt, wie leicht einzusehen, dass gewisse Punkte
?, den Nullpunkt iiberschreiten miissen. Weil solche Punkte, also Null-
stellen der G-Polynome, in jeder Umgebung des Wertes a| existieren, ist
unser Satz damit bewiesen.

10. Um das Obige näher an einem Beispiel zu erläutern, betrachten wir
das zu G, gehörige Spektrum mit dem Anfangspunkt p : 7la. Wir bilden
jetzt die unendliche Folge der Radikalgleichungen

welche l{ullstellen der Polynome

Grnr^

geben. Man bestätigt nach der in Nr. 5 angegebenen Methode, dass die ge-
nannten Nullstellen al- eine monoton wachsende Folge bilden:

Der Grenzwert

(10,2) lim 0), - s1*

geniigt dann, rvegen des Fatouschen Satzes, der Bedingung cr-r* <714.
Wir behaupten nun, dass co* :714. Andernfalls wären alle Radikale

r- und Grössen ar- reell fiir einen \Yert p < 714, und dies wäre auch mit
dem Grenzwert o* der Fall. Das ist aber unmöglich. Denn offenbar geniigt
a: s1* der Gleichung

also der Gleichung

l@r_p)2_p)2_P:_r,
woraus folgen wiirde, dass - r ein reeller n'ixpunkt vofl ys wäre, was ein
Widerspruch ist [a].

Vn l, P fr)
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I{ach clem obigen hat der Anfangspunkt jedes von oo verschiedenen

spektrums die Eigenschaft, einseitig singulär zu sein, u'ohei fiir den Anfangs-

'ivert ein indifferenter Z;rklus mit, dem Nlultiplikator § : + t existiert'

Jeder solcher Punkt ist gleichzeitig Häufungspunkt fiir Spektren.

was die Endpunkte der spektren betrifft, ist, es x.ahrscheinlich, dass sie

beiderseits singulär sind. Ohrte unsele Vermutung bex-eisen zu können,

'ivollen w-ir zu ihrer Begriindung folgendes bemerken.

wir betrachten den Endpunkt pt ries ersten spektrume, der nach

Nr. 8 von links eine I{äufungsstelle der kleinsten Nullstellen der Polynome

Gr" ist. Es sei pf die untere Grenze der rechts 'i'orr pf; liegenden l{ull-
stellen der G-Polynome, rvobei \vegell rles Fatouschen Satzes pf Z pt
gilt. Unsere llypothese ist hier äquivalent mit cler Clleiclrung

pf:pt.
Zur praktischen Yerifizierung clieser Gleichung haben lrir vermittels einer

Elektronelmaschine die kleinsteir reellen Nullstellen aller G-Polynome

G^ bis zum Wert in : 2e berechnei, und dabei bestätigt, dass

pf < t,+ottz ,

v'o rechts eine Grösse vorkommt,, die sich von et um weniger als

2.10-5 unterscheidet. Gleichzeitig erhätt man hietaus fiir den Wert von

pf die Schranken

1,40115 < pt : L,40lL7 .

weil ähnliches fiir alle spektren gilt, folgt aus unserer Ilypothese der

Satz 5. Die Summe der Spektren iiberdeckt das Intervall

tla{p!!
bis auf eine unendliche diskontinuierliche Punktmenge (1,*) . die llenge

der singulären Werte des Parameters p.
Fiir jeden zt (p*) nicht gehörigen \\'ert von ,r existiert stets ein attrak-

tiver Zyklus, clessen Ordnung bei unbegrenzter Arurähel'tlrlg ai1 ejnen Punkt
von (p*) , rvenigstens von einer Seite. tiber alie Grenzen wächst.

Nachtrag

wenn man die H5,pothese 11 nicht annehmen §-ill, hat man in den sät-
zen 2-4 folgende llodifikatiorlerl zu machen'

säbze 2 und 3. Die anzahl der prirnitir-en Nullstellen des Polynoms G,

isl wenigstens gleic}' E(n).
satz 4. GiIt mit dem zttsat4 dass fiir gewisse Teilintervalle der spektren

attraktive zykten .yorkommen können, die aus l{ullzyklen nicht durch

stetige Variation des Parameters abgeleitet, werden können.
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Tafel §tlr die approximativen

GB-- C:

1.,7ö48776662: (+)

G1 =_ 0:

1,31A7026413: (+ -)
1,940799806§ -= (+ -r-)

Gb:0:

Werte der reellen Nullstellen der G-Polynome

Gs=-o:
tr.,9979629156
1,9997740497

Gs::0:
1,555282 7008
1,5956909634

L,{;2ö113725i
1.86078 25222
1,98542 42ö3L

G -. 
(1 .

1,47 6AL46427
L,7 5497 7 6662
L,7 7 28929034
1,9a7 280091 1

1,9667732164
1,9963761377

G?:o:
I,5748891399 -
1,6740660915:
1,8323L52A2E -
t,BB4B0357 t 6 -
L,927 L47 7 094 -
1,9å370589.+3:-
1.9771795970 __

1,S91814L725:
1,999095(;i323--

Gs:0:
1,3107A26413 - (-+-

I "381.:r474ti 41 :. ( -
L,5218172317 - ( -+-

L,7 LL07 947 00 : ( -+-

1,81000I3858 : (-1-

1,851 73004 94 - ( -r-

1,8700038808 : ( -r
1,8969L79947 - (-
1,917A98277L _- (+
L,9107998065 -- (+
1,9417820903 -- (-1-

1,9ii07589872 - (-r-
L,9721998384 - (+
1,9816557863 -- (-i-
1,9887932743 - (-j-
1,9943329667 - (+

-)
-_)
r)

(-i.-)

-)
--)
-)_-)
---- 

)

-r- )

-)
-_)
-r)

l\r -)--)

1,(i5(,132;626 -:
1,690 L12263L .-
1.,7 5487 7 ti682 -
1,78586 it6464 -
L,9227 5{i322;t -
1.E.tri288it;15 :-
1,8793926015-
1,8907754244 -
1,903i 167730 -:
] ,91 1444631 5 -
1.9222,957792 -=
1.9:i2J4396(-i6 :-_

1. f).+9;749032 -
1,9573250505 -
1,96402,43369:
1,96941912tt5 =::

L,g7 47 808589 --
I,9794575049 ==

1,9838102500_-
I ,98 7 0A4347 5 :
1,9903763811 =-
1,9331302549 -_
i,9954I90,?27-
1,9972230247-
I "9985865888 :=

1,99949i.4380 -:
1,99994352I B -
Gto : 0:

L,447 0088406 -
1,5017169394 -
1,53 624327 L3 --
L,6254L37 251 ---

L,6294325004 -
L,7 0I 700u912 -
1,7219150996 -
1,9024361348:
t,gt 62949ö52 -
L,829509 6240 -
1,8351599453 :
1,9466272tL2:
I,860782ö222-

i

I

ir:ii

Ir
l

!

i

i

_l_

I

l,
ll

i

ri
rj

il
,l

i

li
I,,
li

tl
I _l_ _t_

_j_ _L_ rtll
_l_Ir-i

;lll++++
-;- --l-- -L -.j- -!iiiii

I_L*L
l,

(-
( _r_

( 
_L_

{_,
\

( -r-

( -i-

(-'
I -1--

(_r
( -",-

(-r
( _r_

(-'--

(---
(--
(-L

(-+
( -+-

(--
( -i-
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( -r-
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(-i
1-l-
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--)
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-)
-)
__)

-)
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--)
-)
--)

-)
-)
--)
-i- )
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-)
-)
-r- )
-j- )

-)
-)

I\
il

-i- )

-)
-)
J-\(- -)

_l_

-)
I

-L

I

I

t_

l

,

tj_
ll

t:

.l

-_l_ i
ll
ri
tl

Ili
ll

+ -r -"i-

rt;,

(i
(-i
(-t
( --,-

( -t-

(r-
(,-
(-t

(+
( -t-

(+
(+
(+

+
I -)

-)
-)
-) _--(=
_-)

-)
-)
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--)
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-T-

-r
I--l--

+
I

_L
I

_L
I

I
I

_1_

_L
I

-)
-)
-r-) - (-
+)
-)
-)
+)
+)
-) +

I

l



A.t8 Ann. Acacl. Scient. Fennicre I_ 136/3

Gro:0t
1,8615584138:
L,87 43146838 :
1,8824079338 :
1,887 L722064 -
1,8940020229 :
1,89983 23378 :
[ ,9 I 447 98637 -
1,9196354893 :
1,92503 42385 -
t.,9293203309 -
1,9353907348 :
1,9468734542 :
1,9518999969 -
1,955 +233270 :
1,9590980466 __

t,9623786897 :
1,9658217855 --
I,9677427763 -
1,9708578891 -
L ,97 3497 4L7 3 -
1,97 60421686 :

Gro:0t
L,97 82933545 :
1,980577L734 -
L,9827194083 -
L,985424253L -
1,98548 23210 :
1 ,98 7 94057 43 -
1,9896005869:
1,9911208761 -
L,9924793822 -
I,9937478642:
1,9948891994-
L,9959241519 -
1,9968015527-
1,9976080939 -
1,9992889074 :
1,9988557660:
1,9993075043 :
1 9996469L77-
1,9998729118 -
1,999985881 I -.

+)
-)
-)+) - (+ + r-)
+)
-)
-)
+)
+)
-)
-\
+-)

-:- )

-)
-)
_1_ 

)

-r)

-)
-)
+)
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