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1. Einleitung

Den ersten strengen Existenzbeweis fiir das Dirichletsche Problem in
der Potentialtheorie hat H. A. Schwarz mit seinem 'alternierenden Ver-
fahren', einem konvergenten unendlichen Prozess, mittels dessen man die
erste Randwertaufgabe fiir das Yereinigungsgebiet T zweier Gebiete T L

und T z lösen kann, wenn die Lösbarkeit der Randwertaufgabe fiir T L

wd T, bekannt ist, gegeben. Den Konvergenzbeweis fiihrt man gewöhn-
lich entweder mit potentialtheoretischen Hilfsmitteln (Hilfssatz von
Schwarz; man vgl. dazu auch die Beweismethode von Krvlow [9], die im
wesentlichen auf dem Maximumprinzip beruht, und die allgemeinen
Bemerkungen von Carath6odory l2f, S. 311-336, sowie Kellogg [10],
5.322-323) oder mit der Integralgleichungstheorie (man vgl. Michlin [15]).
Eine Ubersicht iiber die ältere Literatur zum alternierenden Verfahren
findet man in dem Enzyklopädieartikel von L. Lichtenstein [1]. Diese
Beweismethoden lassen sich aber nicht auf Differentialgleichungssysteme
iibertragen. S. L. Sobolew [23], der mit dem Schwarzschen Yerfahren
Randwertaufgaben der Elastizitätstheorie behandelte, wandte dagegen
erstmalig eine einfache Variationsmethode an. Diese Variationsmethode
hat auch S. G. Michlin [1a] benutzt, um das Schwarzsche Verfahren fiir die
Aufgabe

Au- *Bu:0

Do - H.q,

in Q,

u,:f(r) auf§:AO,

zu begriinden.
Herrn Professor R,. Nevanlinna verdanke ich den freundlichen Hinweis

darauf, dass A. Pfluger [21] einen Konvergenzbeweis fiir das alternierende
Verfahren in dem einfachen X'aIl der Konstruktion harmonischer Diffe-
rentiale auf Riemannschen X'lächen gegeben hat, der der Variationsmethode
von Sobolew und Michlin eng verwandt ist. Bemerkenswerterweise benötigt
Pfluger bei seinen Betrachtungen nicht den Satz von Rellich, um die Kon-
lrergerrz der Schwarzschen Folge im quadratischen Mittel zu beweisen.

(r.1)
,,ä:,*(t,r#)
A positiv definit in
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Yielmehr gelingt es ihm allein durch konsequente Ausnutzung der aus dem
alternierenden Yerfahren resultierenden Orthogonalitätsrelationen, die
Konvergenz der Schrvarzscherr X'olge und ihrer ersten Ableitungen im
quadratischen Mittel za zeigen. Im folgenden sollen diese Ideen zur
Begriindung des alternierenden Verfahrens fiir positiv definite Differential-
gleichungss5rsteme zweiter Ordnung benutzt werden.

Dazu werden in Nr. 2 ein bekannter Projektionssatz fiir definite quadra-
tische Formen und in I{r. 3 einige Tatsachen iiber die später verr,vandten
X'unktionenräume bereitgestellt. In Abschnitt 4 wird das alternierende
Yerfahren definier:t und die Konvergenz der Schwarzschen Folge {rr} samt,

ihren ersten Ableitungen im quadratischen Mittel auf T gegen die Lösung
der Randwertaufgabe und deren ersten Ableitungen nachge'rviesen. In
Abschnitt 5 werden mittels Morreyscher a priori -Abschätzungen iiber die
Lösungen elliptischer Differentialgleichungssysteme die Voraussetzungen
untersucht, unter denen die ro und auch deren Ableitungen \/rn , \2ro , . . .

gleichmässig im fnneren des Lösungsgebietes T gegen die Lösung na

und deren Ableitungen Vrn, zfrs, . . . konvergieren. Michlin dagegen

zeigt in [1a] die gleichmässige Konvergenz der Schwarzschen Folge ftir die
Aufgabe (1.1) bis zu den Ableitungen zweiter Ordnung in anderer Weise
mit Hilfe von Mittelwertsätzen fiir die Lösungen von (1.I).

Ein numerisches Beispiel fiir die Anwendung des alterniereriden Yer-
fahrens im Falle der Laplaceschen Differentialgleichung wird in dem Lehr-
buch von Kantorowitsch und Krylow (vgl. [9], S. 597- 608) gegebeu.

2. Die erste Randwertaufgabe ftir definite quadratische Formen

Sei S ein reeller Hilbertraurn mit den Elementen r . der metrischen
Bilinearform (rr,rz), der l{orm llrll: @,n)'i' , und sei !{ ein Unter-
r&um von $ mit den Elementen u. Weiterhirt sei ,t(r) eine stetige Linear-
form auf $ und Q@r , rz) eine beschränkte sr-mmetrische Bilinearform
auf $ derart, dass Q(or);Qp,u) a.uf !I positiv definit ist. Es sei also

(2. 1)

Q@,
(2.2)

(2.3)

lL(")l < c ll"ll fiir alle n e ,b (C > 0) ,

, nz) - Q@z , nt) und tQ@t , n)1, < lt iirrll lirrll

ftir alle nL , rz €,b Q,t > 0) ,

Nun wollen wir definieren, was wir unter der ersten Randwertaufgabe fiir
Q(*, , *r) verstehen werden.

Die erste Ranilwertaufgabe. §ef g ein fest aorgegebenes Element uus



gesuchti

{2.4)

S. Ifur-,pnBRAr{DT, Uber das alternierende Yerfahren von Schwarz

$ (: Rand,wertelement). Dann sind, alle Löntngen r d,er fol,gend,en Aufgabe

tr g € !I"

Satz 2.7. (Jnter d,en Voruus.setzungen (2.1) bis (2.3) hat die Rand,wertauf-

gabe (2.4) genqu,eineLösung no:%o*g, uoe U, in $, d,iefolgend,er-

mqssen eincleutig charakteri.siert ist uo i,st unter ullen u e 2I ruinim,ali,sieren-

d,e.s Element des Ausd,ruckes

(2.5)

( 2.6)

a) Den Beweis der ersten Aussage des Satzes ftihren wir auf den u,ohl-
bekannten Satz von Fr6chet-Riesz im Hilbertraum zuriick. Wäre nämlich
no: uo * I Lösung von (2.4), so gälte

Q(uu . u) == Lr(u) fiir alle LL e ?{ ,

wobei Lr(u) : - L(u) - Q@ , u) gesetzt ist. Wir betrachten jetzt
den Hilbertraum ?{0 . Er bestehe aus den Elementen von A , die
metrische Bilinearform auf ![q sei (ur , uz)e : Q(u, , ur) , die Norm sei

ll"l)o:\/A@. (Wegen (2.2) und (2.3) sind alle Bedingungen erfiillt" die
man an die metrische Fundamentalform in einem Hilbertraum stellt. Die
Vollständigkeit von 2Iq folgt wegen (2.3) aus der Vollständigkeit von ?{.)

Offensichtlich ist -tr(«) eine beschränkte Linearform auf ?Iq , denn

iLr(u)l < lt (u)l * lQ@ , u)l < C llull * xI ilsll iu1) 1
< (C + A Wl) e-Lt2llrel,l, .

Damit besagt (2.6), dass die beschränkte Linearform LtQa) durch ein
Skalarprodukt (u, , u)o in Aa darzustellen ist. Nach dem Fr6chet-
Rieszschen Satz ist diese Aufgabe durch gena,u ein Element u,o e \l,q lösbar.

b) Beweis der Minimalcharakterisierung vott 'tlo bzw. ro: Ein beliebiges

Element ue 2[ kannmanin derForm z:uo*u, ue W, schreiben.
Dann wird

B(u,u):B(uoau,ur*u)
: Q@o * a * g, uo * u + S) ! 2 L(u, i a I S\

:lQ(uo* g,uo* s) * 2L(uo l- s)l * Q(a,ul

t2lQ@ois,a)*L(u)1.
Wenn nun ff, : lro I g Lösung von (2.4) ist, so ergibt sich

(2.7) B(u , u) : B(tto , ui -l Q@ , u) fiir alle u e 2[ .
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I{ach (2.3) ist Q(u , a)

u - 't;o ist, womit die

(2.8)

Minimaleigenschaft von ILa bew-iesen ist:

B(u , u)

3. Die Randwertaufgabe fiir positiv definite Systeme partieller
Differentialgleichungen zweiter Orrlnung

Wir wollen zunächst die Funktionenräume einfiihren, die man bei der
Behandlung von partiellen Differentialgleichungen mittels Hilbertraum-
methoden verwendet.

Sei EtL der p -dimensionale Euklidische Raum der Punkte t :
(t',...,t*). Eine offene Punktmenge in E!' bezeichnenwirmit T,
ihren Rand mit 0T . IJnter einer Zelle la , bf im Ep verstehen wir die
Punktmenge l&,b) : {tl o" <t" <b, a : 1, . ., tt\ ; mit f(t)
bezeichnen wir die n'unktion f(tt, . . ., t ) der,rz \rariablen tL, . . ., t*,
und mit

a
I

Lf@ dt

I
das Lebesguessche fnfugral von f(t) iiber 7. l\Iit C-(?) bezeichneu u-ir die
Gesamtheit der auf f beHenig oft stetig differenzierbaren Funktionen, und
C:(f) sei die Menge der Funktionenaus C*(T), die einen kompakten, in
7 gelegenen Träger haben. Die Klasserr äquivalenter. auf T quadratisch
summ.ierbarer X'unktionen bilden einen rnit trr(?) bezeichneten Hilbert-
raum mit der Metrik

(f,s)o: gdt

und der l{orm ll/lio: U,f)tt', der bekanutlich die Vervollständigung von
C*(f) in dieser Norm ist. Als Lipschitzgebiete bezeichnet man mit Morrey
(vgl. [16]) Gebiete ? , deren Abschluss f durch endlich viele Umge-
bungen U; iiberdeckt werden kann, so dass die Ui durch Bi-Lipschitz-
transformationen auf den Wiirfel -l<s"( 1, u:1,...,p, ab-
gebildet werden und Ut l1 iF auf den halbierten Wiirfel - I < s" ( 1 ,

a : T t... t p - L, - I< sp ( 0, abgebildetwird, falls t4i 0T nichb
leer ist. Dabei versteht man unter Bi-Lipschitztransformationen einein-
deutige Abbildungen t" : t"(s) bzw. s" : s"(l) , so dass die l"(s) und
§"(r) Lipschitzfunktionen sind, d. h. einer uniformen Lipschitzbedingung
geniigen.

inf
u€!t

{,
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Fiir ein I-,ipschitzgebiet T hat nlan bekanntlich den Satz, dass

sr(") - wlg)-_LGr)v)

ist, vgl. [5]; dort finden sich auch weitere Literaturangaben. Dabei be-

zeichnet Lg)q) den Hilbertraum der Klassen äquivalenter X'unktionen /
aw Lr(T), deren im Sinne der Distributionentheorie verstandene Ablei-

a
tungen At"lfl , u : l, . . ., p, wiederum X'unktionen aus Lr(T) sind,

es gilt alsc

(3.1)

(3.2)

(3.3)

fa
J fo arv(t)dt--

(,f ,s),: [(rr+ å ,# #) d,t

t

fa
J ar lfl v(t) ctt 

'

J,,. v(t) e c? Q).

a
Man bezeichnet * [/(l)] auch als 'schwache'Ableitungen von f rracht".

Ferner ist WLg) die Vervollständigung von C*(T) in der Norm ll/llr :
U , f)lt' , die aus der Bilinearform

entspringt. Die verallgemeinerten Ableitungen f ., einer X'unktion

f e W'rg), die sogenannten 'st&rken' Ableitungen von /, sind im fol-
genden Sinne zu verstehen: wenn {/r} eine Folge von X'unktionen /, eC*(T)
mit fr-+/ in Wrg) ist, so ist

rim [(,^-!;\'o,:0.r*-y' Y " ot")

Schliesslich sind fir(T) die von Calkin und Morrey (vgl. [t] , [16])
eingefiihrten Hilberträume. Als Vertreter fiir die Elemente aus Sr(7)
kann man Funktionen /(l) wählen, die fast iiberall auf T nach f1 , . . . , t*
differenzierbar sind und zusammen mit, ihren (fast iiberall existierenden)
Ableitungen a.uf T quadratisch integrierbar sind.

Die Gleichheit (3.1) der drei Räume *r,WL und Lqr\ besagt ins-
besondere, dass starke und schwache Ableitungen eines Elementes aus

tr(l) äquivalente X'unktionen auf T sind und dass jedes Element ,f urs
L\) ah fast iiberall auf T differenzierbare n'unktion aufgefasst werden
kann, deren Ableitungen den starken bzw. schwachen Ableitungen von /
äquivalent sind. Wenn wir also von der Ableitung ff "in"rElementes 

aus

Lqg) sprechen, so ist das in diesem Sinne zu verstehen.
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Weiterhin fiihren wir den Ilnterraum $r,o(7) von Sr(7) ein als Ver-
vollständigung von C:(T) in der Metrik (3.3); in $r,o(7) liegen die Funk-
tionen mit den 'Randwerten' Null auf AT im Sinne von Courant und
Morrey. Man sagt, dass zwei Elemente / und g aus Sr(7) dieselben
Randwerte aluif 0T haben (l:S ad 0T), wenn f -g ein Element aus

$r,r(") ist. Wenn 7 Lipschitzgebiet ist,, wenn also der Rand ä? in einem
gewissen Sinne regulär ist, kann man den Elementen / aus Sr(7) in der
Tat eine Randwertfunktion E e Lr@T) zuordnen, wie Morrey gezeigthaf,
vgl. [16]. n'erner gilt fiir Lipschitzgebiete ? der Satz von Reilich: Wenn
{/o} eine X'olge von Elementen aus $r(7) ist, die schwach in Sr(7) gegen

f konvergiert, so konvergiert {fr} stark in Lr(T) gegen f , d.h.
limll/n -"fllo: o.

P+@
Wir betrachten nun den Raum

(3.4) Sr(7):{r I y: @1(t),...,t"(t)), ni\)e Lr(T), i:L,...,n}
mit der Metrik (s , A)o und der Norm llzll, :

(3.5) (r , u)o :

den Raum

(3.6) $r(f) :{"1s:@r(t),...,n"(t)), ri1tle tsr(?) , i:t,...,n}
mit der Metrik (n , A), und der Norm llrll, :

n

l,rtl(rJ \i_tT\

*' r')dt , llrlio : (r , qät' ,

sowie den l-Interraum 2{r(T) von

(3.8) 211(7) :{rla:(rt(t),...,n"(t)), ri(t)e $r,o(7) , i:1,...,n}

!{,å ("' v'*å, *i- yt-)| or ,

brT):

T Lipschitzgebiet ist.

. . , g"(t)) alls br!)

Fiir das weitere wollen wir voraussetzen. dass

Wir betrachten nun die folgende Aufgabe:
Fiir einen vorgegebenen Vektor g - (g'(t) ,

suchen wir die Lösungen vonl)

(3.e)

a

1) Uber doppett auftretende lateinische fndizes i , j , . .

doppelt auftretende griechische Indizes a,§,... von I
folgenden vergleiche man mit Monnr::r [18], System (D).

,% "

wird von I bis ?L ) tiber
bis {t summiert. Zu dem
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Wir machen zunächst die Minimalvoraussetzung, dass a"! ei:n stetiger

Tensor in ? ist, b?i , cii und d,, beschränkte und messbare x'unktionen

auf T sind, und d"Ås e; und fi ars Lr(T) sind, und betrachten an Stelle

von (3.9) die Aufgabe

Q@ , u) + L(u): 0 ftir aIle u e VrQ) ,

n-g auf aT?

* d,i yi ri) dt ,

(3.10)

r,vobei

(3.11) Q@ , y)

(3.12)

gesetzt ist. Wir machen ferner noch die Symmetrievoraussetzungen

offensichtlich sind z(r) und Q@ , y) avf ganz $r(,ry) clefiniert. Dann

ergibt sich mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung, dass

(3.r4) lL(r)l<Cll"llr,
(3.15) Q@ , y) : Q(y , r) und i,Q@ , v)l < M ll"llr llvll,

ist.
Schliesslich setzen wir voraus, dass das Gleichungssystem positiv definit

ist, genauer gesagt, dass

Q@ , 'u) 
= 

,llull?, fiir alle u € ?I tg)

(3.13)

(3.16)

mit geeignetem e > 0 gilt. Notwendig und hinreichend dafiir ist, dass der

Tensor "?! stark elliptisch in T und der kleinste Eigenwert von Q@)

positiv ist.
Mittels des Gaussschen satzes kann man immer von (3.9) zu (3.10)iiber-

gehen, und umgekehrt folgt, dass eine Lösung von (3.10) hinreichend regulär

ist und (3.9) befriedigt, wenn man iiber die Koeffizienten noch weitere

Annahmen macht. Diese Resultate finden sich bei Morrey [I8], Nr. 4.

4. Das alternierende Verfahren. Nachweis der starken Konvergenz iler

Schwarzschen Folge {rr} in 6,(f )

seien ?, :ulrld. T, zu.ei Lipschitzgebiete in Ep mit nichtleerem Durch-

schnitt TLTT|. Die vereinigung T : Trl Tz sei ebenfalls ein Lip-

schitzgebiet. Der Rand von ?; sei 0?; : S, + S; $ .-- 1,.2) , der R'and

.ron C sei OT : Sti Br, der von TLnTz sei Si -i- Sl .
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wir wollen nun das alternierende verfahren fiir die Aufgabe (8.10)
beziiglich der beiden Gebiete r t und T z unter den Voraussetzungen
(3.fa) bis (3.f6) aufstellen. I{ach Satz 2.t kann man Aufgaben vom Typ
(3.10)in !{r(7) wieauchin l[r(7,) fiirbeliebiges g € gr(Z) undbeliebiges
.L(r) stets liisen, und zwar auf eindeutige weise. Dann existiert insbesondere
ein Element h e 2[r(T) , so dass

(4. 1) Q(1, , u) : Q(g , u) { L(tr,) fiir alle Lc e Vre)
gilt.

Ferner beaehten wir, dass ein vektor u e 2[1(T) durch die Definition
u:0 arlf T-Tr (,i:1,2), zueinemVektoraus Wr(T) fortgesetzt
wird, so dass wir die Räume l{r(Tr) als Unterräume l,on l[r(T) deuten
können (vgl. Morrey [16], S. 202, Theorem 7.4) .

Nun hat die Aufgabe

Q@r,u)*L(u) - 0 fiir alle u e Wr(T r) ,

frr:g a]u-f 0Tr,
genau eine Lösung der X'orm

(4.3) nr : g l ut , ur e 2Ir(? r) .

Denkt man sich, wie schon oben vereinbart, ut:0 auf T - Tr, d.h.
*r: g aluif T - 7, gesetzt, so wird r, zu einem Element aus $r(f).

Beim zweiten Schritt löst man die Aufgabe

Q@r , u) { L(u) : g fiir alle u e ll(? r) ,

frz: fiL auf 0Tr,
die genau eine Lösung r, der X'orm

nz: fiL* uz: g * ut* uz: g * az, %zeqIr(Tz) ,

besitzt. Man setzt %z:0 auf ? - Tr, d.h. frz: fr! auf T - ?r.
Dann wird frz zrt einem Element aus bre) und a, zu einem Element
aus Wr(T) .

A,f diese weise fährt man fort und bekommt so eine Folge {rr} von
Vektoren ro e $r(T), die folgendermassen clefiniert sinrl:

(2 k) -ter Schritt: rro ist die Lösung der Aufgabe

fiir alle u e 2Ir(T ,) ,

(4.2)

(4.4)

Sie ist eindeutig bestimmt und hat die Form

frzk:frzn_t*uzn

%z*

- s + i %p - s + a2k,
P:l

e w:l(r 2) .

(1.5)
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Man setzt uzu:O und fr,":frzk_r auf ?-Tz. Dannwird 1)»" ztr
einem Element aus 2lr(T) und rrp zu einem Element aus bre), das
durch $.5) aff 7 definiert ist.

(2 k + l) -ter Schritt: nz*at ist die eindeutig bestimmte Lösung der
Aufgabe

(4.6)
frZt +t : frZt auf 07, ,

(4.10) rp - g + L*p - g * ap_L + llp

zu fiihren, wollen wir die r, nac]n einem Gedanken von Sobolew, Michlin
und Pfluger (vgl. 123), U47, [21]) durch eine Reihe von Minimalproblemen
charakterisieren. Der Beweis lässt sich nicht direkt w-ie bei Michlin fiihren,
da der aus (4.9) herriihrende Minimalausdruck auch einen linearen Term
enthäIt und @ nicht auf Sr(7) positiv definit ist, während g € $r(") ist.
Diese Schwierigkeit beseitigt man leicht auf die folgende Weise:

X'iihrt man die Vektoren

man die Gleichungen (4.9) in der Form

Q6 2k + %z*+t , w) - 0 ftir alle It) e 2[r, si g) ,

A(6 zk-r * uzr, , u) - 0 fiir alle u) e ?[r, så g)

tI

und von der X'orm

nz*+r: nzr" * uz*+t: I +'\'uo -- s + azkl-7,
(4.7) p-:r

uz*+t e Wr(T r) .

Mansetzt ll»o+r:O und fr»"+r:rro auf ? -Tr. Dann wird. ur1,*, ztt
einem Element aus 2lr(?) und rro*, zu einem Element aus $r(?) , das
durch (4.7) afi ? definiert wird.

Damit ergibt sich, dass rp: g auf ä? : §r i ,Sz ist. X'erner ist
frzh+r : xro anf §i und frz*: fizh-t auf §j .

Wir fiihren nun die Unterräume !Ir,r;(7) (i: t,2) rron !Ir(Z) ein:

(4.s) Wr.si(T):{wl weWr(T) und a;:o auf Bj } (i:t,2).
Aus den Gleichungen (a.a) bis (4.7) ergibt sich

(4.9) Q@*azr"lu»"+t,w) + L(ta) :0 fiir alle w €2tr,si(?),

Q@ * az*; I ua,, w) | L(w) : 0 fiir alle w e W1,s{T),

wobei offenbar u»"+re 2{r,si(?) and ur1"€ 2I1,s1(?) ist.
Um den Konvergenzbeweis fiir die Schwarzsche X'o1ge {rr} mit

(4. 11)

ein, so kann

(4.12)
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schreiben, wobei

(4. 13) 'ua"+t e Wr, siQ) und u21, e W1, s;(T)

ist.
Nach Satz 2.1 folgt daraus

Q(6 ru*r) : Q@ * I u*+r) : min Q(6 ,o * u)

(4.r4) ^.A 
€u,'si(")

\ ' , 
Q(6ro) : Q(6*_r r ur) : ,.ilä, Q(6,0_, * u) .

Da u: 0 in jedem X'alle Vergleichsvektor ist, ergibt sich aus @.1!:

(4.r5) Qo) =Q(6o), P: r,2

Die 8(6 ) bilden also eine monoton nicht wachsende X'olge von (nach

(8.16)) positiven Zahlen, somit existi"rr 
rl1 

Q(6r) , es gilt also

(4.16) 
,,|::18(60) - Q(6,)l: o.

Weiterhinist 6r-60-r:uceVr,ti!), wobei i:l oder i:2,
je nachdem , ob q: I oder t1 : 2 mod. 2 ist. Damit folgt aus (4.12)

(4.17) Q(6p,6r): Q(6o,6r-) fiir alle p und q mit p:q mod 2.

Hieraus schliesst man, dass

(4.18) Q(6 o*r, , 6 ,) : Q(6 o+, ,6 o*,)

fiir alle natiirlichen Zahlen p und a gilt,. Fiir p : q folgt aus (4.17) ins-
besondere 8(6) - Q(6r,6o-), und wegen Q(60-, - 6) : Q(6p-t) +
Q@ ,) - 2 Q@ o ,6 r-r) folgt

(4.1e) Q@ o_, - 6 o) : Q(6 o_r) - Q(6,) .

Aus (3.16), (a.1S) und (4.19) ergibt sich schliesslich wegen

Q(6 o*r,*, - 6 r) = 
2 {Q(6 r12,+t - 6 r*r,) a Q(6 n+2" - 6 ; },

(4.2o) tYi,** - 6,|ft < '-' {lQO p+2,) - Q(6,*,)) + l-Q(6,) - Q(6 o*,)l\\ ' ' 
1.6 o+2"+t - 6;i 

=
z e-l yyQ(6 ,*r,1 - g(6 o+2,+,)l * lQ(6 r*r,) - Q(6 ,*,)) + 18(6 ; - Q(6 p;71 .

Nach (a.16)ergibt sich hieraus lirn llä, - 6rllr: 0, die d, bilden also eine

Cauchyfolge in l[r(?) . W"gää, Vollständigkeit von 2[r(T) existiert
also ein Element 6 o mit 6, yr,1r,, 6 , .
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Wir zeuger' nun, dass

(4.21) Q(6 o'

6 o die (eindeutig bestimmte) Lösung der Aufgabe

u):0 fiiralle ueWr(T),

ist, d. h. 6

Wegen

Wegen
und damit

(4.22)

o:0'
(1.L2) gilt z:unächst

Q(6 zte+L , wL) - 0 fiir alle ut e Ur( T r,) .

AO zk t wz) - 0 ftir alle wz € Wr(T r) .

6 r* ,6 rr*, u,(rlt 6 o folgt erst recht 6 rn !r(r,)t 6 o,6 r**, *,(r,)r 0 o

8(6 o ,u1) - 0 fiir alle wt e 2Ir(T,) ,

Q(8o,wz) :0 ftiralle ru,€?{r( Tr)

AusApproximationsgriinden geniigt es, (4.21) fidrr u € ?I1(") z:uzeigen,
die in einem ö -Streifen um 0T innerhalb 7 verschwinden, wobei ä > 0

beliebig klein sein darf. Sei also 7o CT , der Abstandvon 0T wd 0To

sei d >0, ue 2[r(Tu) und u:0 a.uf T -Tö. Dann kann man fiir
hinreichend kleine d in bekannter Weise folgende Zerlegang der Eins
konstruieren:

Es gibt Funktionen 4r(f) and rlrQ) aus Ci(?) , so dass rlreCi(T;)
und rlr * qz: I fiir alle t e ?ö ist. Setzen wir dann wi : Ttu , so
ist rzi € 2[1(?;) , und wegen (4.22) ergibt sich

Q(6 o, u) : Q(6 o, wr) * Q(6 o, wz) : 0 .

Da 6 o ah Limes der 6, in 2tr(?) liegt, ist es gleich Null auf Af , d.h.
äo ist in der Tat Lösung von (4.21).

\47ir haben also 6p:ap*ha6l> 0 und somit frp:ll *aoa@,
*o: g - h gezeigl. Wegen (a.1) ist ro: g - h Lösung der Randwert-
aufgabe (3.10).

Fassen wir die erhaltenen Ergebnisse zus&mmen:
Satz 4.1. Wenn man Q@) o,ls ytositi,a d,efinit auf !{r(7) aoraussetzt.

so konaergiert d,ie durch (4.2) bis @.7) d,efinierte Bchwarzsche Folge t*n\
starlt in $r(T) gegen d,ie eind,euti,g best'immte Lösung no: g - h d,er Rand,-
wertaufgabe (3.10). Die Schwarzsche Xolge i,st also eine Minimalfolge far das
zur Rand,wertaufgabe ( 3.10 ) gehörige V ariationsproblem

Q@o): 
"ä% 

Q@) .

x: g atf jT

Da 6, - 6, : nc - tp und, 6 o : np - ro ist, geben d,ie Gleichungen (4.20)
d,ie Garc d,er Konaergenz d,er Pol,ge {*} an.



L4 Ann. Acad. Scient. Fennicre A. I. 33612

5. Nachweis der gleichmässigen Konvergenz des alternierenden
Verfahrens im Innern von T

Wir wollen jetzt die f'rage der gleichmässigen Konvergenz der Schwarz-
schen X'o1ge {rr} gegen die Lösung ro der Randwertaufgabe (3.10) unter-
suchen. Als wesentliches Hilfsmittel benutzen wir von Morrey angegebene

a priori -Abschätzungen rron Lösungen elliptischer Differentialgleichungs-
systeme zweiter Ordnung, vgl. [18]. Mittels der von Morrey bewiesenen
allgemeinen n'assung des Haarschen Lemmas (vgt. [t7]) folgt nämlich, dass

die Gleichungen (3.10) den Haarschen Gleichungen

b?i *i * ef) di-:
{n,(5.1)

n

I

J @?! xi,1t -+-

l"
max (liello, c(p,r), ll/llo,c1r,,;) = ilt

dd, : 1t,. n) ds ,

äquivalent sind, wobei t, den Einheitsvektor in der l"-Richtung, n die
äussere Normale a:uf 0R und d§ das X'lächenelement auf 0R bezeichnet.
Dabei muss tr die Gleichung (5.1)fiir'fast alle'Zellen (vgl. [t.]) 3: la ,bl
in 7 erfiillen. Auf Gleichungen vom Typ (5.1) beziehen sich die Morreyschen
Regularitätsuntersuchungen, deren fiir uns wichtige Resultate rTir im
folgenden Satz zitieren wollen:

Satz 5.1. a) Wenn wir ausser d,en'in Abschnitt 3 uber d'ie Koef.fizienten uott.

(5.L) gem,achten Voraussetzungen noch annehmen, dass d,ie Tensoren e und,

I dn Wachstumsbez'iehung

/ r \{ ._L+.r,

\,o)' fu' o{rsa' 
o< 1)<1 ,

flir vlcL.

fiiir alle Kugeln C(P , o) c T mi,t d,em Mittel,pnnld P und, d,em Rad,ius a
genil,gen, so i,st jeile Lösung fi 't)onL (5.1) auf T v-Höld,erstetig, und, d,ie Lö-
sungen n aon (5.1) rni,t gleichmrissi,g beschrrinkter Norm

llrllo, r : ({"' *'n)''

sd,nd, eine Pamili,e uon Vehtoren, il,eren Komgtonenten auf iecl'em'i,nneren Gebi,et

G aon T (d.h. G cT) ei,ne ?anfi,lieaongl,e'ichmtissig unil,glei,chgrad'ig steti,gen,

gl,eichmd,ssig beschriinkten ?unktionen bild,en-

b) Wenn ausseril,em, d,ie Tensoren a und, b auf T ei,ner glei'chmrissigen

Höld,erbed,ingung mit d,em, Dqtoruenten v genilLgen unil wenn e und, f d,ie

Beilingungen

*d,iri +/,) at ,
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ä,

V rl<r, teCo-C(P,0),

-r*r,

filr jed,es C(P , a) c T effillen, so sinil auch d,i'e ersten Abl,eitungeTb der Lö-
sungenaon (5.1) H-stetig in T mit dem Erponenten v , und, alle Lösungen r
mi,t gl,ei,chmd,ssig beschriinkten llallo,, sind, eine Xam,ilie uon Vektoren, fil,r
d,ie auch d,ie xi" e'ine Famili,e uon gl,eichmd,ssig und' gl,eichgrad''ig stetigen,

gleichmiissig beschrd,nlden ?unktionen auf jed'em inneren Gebi,et G Do'tL T
bild,en (vgl. [18], S. 125, 126, Theorern 4.4)-

c) Wenn ausserilem c,d,f und, d,ie ersten Abl,eitungenaon o,,b und, e

y-Höld,erstetig auf iF si,nd,, so sind, auch d'ie zwe'iten Abl,ei,tungen d,er Lösungen
fr aon (5.1) in T v-Höld,erstetig; unter il,iesen Voraussetzungen befried,igen al,so

d,ie Lösungen aon (3.10) auch (3.9), und, far al,le Lösungen r uon (5.1) m,it

gleichmiissig beschriinkten llrllo,, bild,en auch d,ie ni,,p eine Fami,lie uon

gleichmiissig und, gleicltgradi'g stetigen, gleichmiissig beschriinkten ?unbtionen
auf jed,em inneren Gebi,et aon T (vgl. [18], S. 126, I27, Theorem 4.5).

d,) Wenn a,b,c,d,,e und, f aond'er Kl,asse C(^+L)') auf iF s'i,nd,, so

ist r aon d,er l{lasse C(^+2) auf T , unil fiiir alle Lösungen * aon (5.1)
mi,t gleichmiissig beschrrinkten llrllo, r bild,en d,ie ni ei,ttschl,i,esslich ihrer
Able'itungen bis zur (m * z) -ten Ord,nung e'ine Xamilie uon gle'ichmiissig

und, gl,ei,chgrad,ig stetigen, gle'ichmtissig beschrd,nloten ?unktionen auf jed,em

inneren Gebiet G uon 7 (vgl. [18], S. 129, Theorem 4.7).

Sei nun T : Tti Tr, wobei Tr,T, und 7 Lipschitzgebiete sind,
und sei {*r} die in Abschnitt 4 konstruierte Schwarzsche X'olge, von der
wir gezeigt haben, dass sie in $r(7) stark gegen die Lösung ro von (3.10)

konvergiert.
Satz 5,2, a) Wenn w'i,r iiber d,ie Koffizienten d,ie Voraussetzunge?L aon

Batz 5.1 .a) 'machen, so konuergieren d,i,e rr1,*1 gleichmcissig in jeil,em'inneren

Gebiet GL uon TL gegen fio, und, d,ie frzr" konuergieren glei,chm,rissig i,ru

jed,em inneren Gebiet G, uon T, gegen ros).
b) Unter d,en Voraussetzungen aon Satz 5.1.b) gi,lt:

,) ClPg) ist die Iilasse der auf T m-rnal stetig difforenzierbaren Funktionen mit
r-stetigen rn-ten Ableitungen auf 7.

3) '22;" strebt gleichmässig gegen 16' wird mit rz* 3 frg abgekiirzt r:nd ist kom-

ponentenweise zu vorstehon, d.h. uz*3 ro bedeutet,: uh,3 tb. Wenn man mit
V*: {ri,), Yzr: {A,e},... die erston, zweiten,... Ableitungenvon rbezeich'

A;0i
net, so bedeutet Vrz*] !as, dass 

61, 
t»"= * *U, usw'

"(;,)r



I6 Ann. Acad. Scient. tr'ennicre A. r. 33612

Yfra,+r 3 Yro 'in Gr, Yrzr,

fii, jedes 'innere Geb'ie,t Gi Da?L Ti .

c) Scltliessl'ich gdlt unter den Annahmen L)o?L

3 Yra 'in Gz

Yzrr*+r 3 Yzxo 'in, G, , Y'rr*

Sutz 5 .1 .c):

3 Y'ro in G,,

d,) und, allgeme'in unter d,er Annahme aon Satz 5.1.d):

Y'*rn*, 
= 

VItro 'i,n Gr, Ytrr*l- Y'uo in, G,

,fiir I mit 0<r<m*2, wobei Gi,inneresGebietaon Ti ist.
Beweis: a) Wegen fr»"+r bo,1> ro folgt nach einem bekannten Satz aus der

Theorie der reellen Funktionen, dass man aus den {*ru-r) eine Teilfolge

{**r*r} auswählen kann, die fast iiberall auf T gegen ro konvergiert.

Nun sind to und die nzn+r såmtlich Lösungen derselben Differential-
gleichung (5.1)in T r, und aus rp.sb(")> n, folg| die gleichmässige Beschränkt-
heit <ler Normen l]rollo,r,, i]rr**rllo,r, . I)ann ergibt sich aus Satz 5.1.a) ,

dass die no urrd nzt+t eine Familie von gleichmässig und gleichgradig
stetigen, gleichrnässig beschränkten Vektoren auf jedem inneren Gebiet
G, von 7, bilden. Nach einer hekannten Schlussrryeise folgt danrr: xrrr,,

3 xo a:uf Gr. Analog beweist man die folgende Yerallgemeinerung dieses

Resultates:
Aus jeder Teilfolge von tr**,.) kann man eine lveitere Teilfolge

{*rrr1r} auswählen, so dass nz*'ar}-*o a:uf jedem inneren Gebiet G, 'i.on

T, gilt.
Man wendet nun den folgenden bekannten Satz: 'Seien Ao und ln

(n: I,2,..-) Elemente eines metrischen Raumes ,O und es gelte: jede
Teilfolge von {y") enthält eine weitere Teilfolge, die gegen yo konvergiert.
Dann konvergiert {g"} gegen y, .' a:uf den Raum der Vektoren r mit ri
aus Co(Gr) mit der Norm lel : s.tp (Lrtl , . . . ,1r"1) an, und bekommt so

rrr+r)> r, atrf G, firalle lrrrrer'elr''Gebiete G, von ?r. Analog ergibt
sich rr* I ro auf G, fiirr alle GrcTr.

b) Unter den Yoraussetzungen von Satz 5.1.b) bilden auch die Ynz*+r
atf G, (G, c T r) eine Familie von gleichmässig und gleichgradig stetigen,
gleichmässig beschränkten Vektoren. Nach einem bekannten Satz von
Arzelä-Ascoli kann man dann aus jeder Teilfolge von {zrp,*r} eine weitere

Teilfolge {*rnr*r} auswählen, so dass die !U**"rnr*r, i:1,...,h,

vergie

Iim
l-> co

;";,

I
Gr

. , p, auf GL gleichmässig gegen Grenzfunktionen p'o kon-
die auf GL stetig und beschränkt sind. Hieraus folgt aber, dass

l- -u- I an',,,-, \' I
f 
trä r'zr,;r)2 + å,Q, 2;ll dt -o , i: I ,... ,ft,
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ist. Da nach Abschnitt 3 Br(Gr) : W'r(Gt) ist, so ergibt sich, dass die
ori

p'" mit den * auf Gr bis auf eine Menge vom Masse NuIl iiberein-

ori
stimmen. Da die pi und wegen Satz 5.1.b.) auch die ;p stetige Funk-

.a
tioneri auf G, sind, so gilt,, p",: 

At" 
ri auf Gr. Nach der Schlussweise

von a) folgt hieraus Vnzr+r I Vro in Gr.
c) und d;: Ähnlich berneist man Yzrr*+r3-V'*o auf G, l1rcTr)

bzw. Ytr4+r]-V'xo, 0 ( l, {m,! 2, auf G, unter den Yorausset-
zungen von Satz 5.1.c) bz'w-. d) .

Zttsalz bei der Korrektur (19. Februar 1963)

\Yeitere Literaturhin,,r'eise zum alternierenden Verfahren habe ich in [25] gefunden:
S. Ja. Kogan [27] (diese Arbeit behandelt die Lösung des Neumannschen Problems
fiir die Laplace-Gleichung rnittels des alternierenden Verfahrens), K. Kalik [26].
Die Arbeit von I(alik war mir nicht zugänglich; die Konvergenzbetrachtungen scheinen
aber anders als in meiner Arbeit zu sein, da sie auf der Darstellbarkeit der Lösung
durch Randintegralo beruhen. Man vergleiche hierzu die Besprechung von K. lfaurin
[28]. Dort findet sich auch ein lfinweis auf eine interessante Årbeit von F. E. Browder
[24], in der der Beweis der schwachen Konvergenz fiir ein allgemeines Näherungs-
verfahren zur Lösung des Dirichletschen Problems bei einer (positiv definiten) horno-
genen partiellen Differentialgleichung 2m, -ter Orclnung, das sowohl clas Schr,r.arzsche

alternierende Verfahren als auch die Poincar6scho Balayage-Methode enthäIt, mittels
eines Hilfssatzes von Kakutani iiber die Folgen iterierter Projektoren im Hilbertraum
geliefert wird. Die starke .I(onvergenz des alternierenden Verfahrens fiihrt Browder
auf einen Satz von liellich und v. Neumann zuriick. Die Frage der gleichmässigen
I(onvergenz behandelt Browder, indem er die Existenz einer Bergmanschen I(ern-
funktion beweist. Voraussetzung bei allem ist, dass die I(oeffizienten des Differential-
operators aus C'(G) sind, und dass dio zugehörige quadratische Forrn auf dem ganzen

Funktionenrawfi W*'2(G) (und nicht nur auf dem Raum W*'2(G): Abschluss von

C?G) in W^,z(G) ) positiv definit (bzw.semidefinit) ist. In beiden Richtungen ist
meine Arbeit also weitergehender. Man vergleiche dazu auch meine demnächst er-
scheinende Arbeit [29].

Johannes Gutenberg -Universität
Mainz, Deutschland
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