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1. Einleitung

Den ersten strengen Existenzbeweis fiir das Dirichletsche Problem in
der Potentialtheorie hat H. A. Schwarz mit seinem ’alternierenden Ver-
fahren’, einem konvergenten unendlichen Prozess, mittels dessen man die
erste Randwertaufgabe fiir das Vereinigungsgebiet 7' zweier Gebiete 7',
und 7, losen kann, wenn die Losbarkeit der Randwertaufgabe fir 77,
und 7T, bekannt ist, gegeben. Den Konvergenzbeweis fithrt man gew6hn-
lich entweder mit potentialtheoretischen Hilfsmitteln (Hilfssatz von
Schwarz; man vgl. dazu auch die Beweismethode von Krylow [9], die im
wesentlichen auf dem Maximumprinzip beruht, und die allgemeinen
Bemerkungen von Carathéodory [2], S. 311—336, sowie Kellogg [10],
S. 322—323) oder mit der Integralgleichungstheorie (man vgl. Michlin [15]).
Eine Ubersicht iiber die &ltere Literatur zum alternierenden Verfahren
findet man in dem Enzyklopddieartikel von L. Lichtenstein [11]. Diese
Beweismethoden lassen sich aber nicht auf Differentialgleichungssysteme
iibertragen. S. L. Sobolew [23], der mit dem Schwarzschen Verfahren
Randwertaufgaben der Klastizitdtstheorie behandelte, wandte dagegen
erstmalig eine einfache Variationsmethode an. Diese Variationsmethode
hat auch S. G. Michlin [14] benutzt, um das Schwarzsche Verfahren fir die
Aufgabe

A 0 (/A a") B in Q
uz_—i,kzzl o \ At 5k +Bu=0 in 2,
(1.1) A positiv definit in D° = H ,,

w = f(x) auf S =00,

zu begriinden.

Herrn Professor R. Nevanlinna verdanke ich den freundlichen Hinweis
darauf, dass A. Pfluger [21] einen Konvergenzbeweis fiir das alternierende
Verfahren in dem einfachen Fall der Konstruktion harmonischer Diffe-
rentiale auf Riemannschen Flichen gegeben hat, der der Variationsmethode
von Sobolew und Michlin eng verwandt ist. Bemerkenswerterweise benétigt
Pfluger bei seinen Betrachtungen nicht den Satz von Rellich, um die Kon-
vergenz der Schwarzschen Folge im quadratischen Mittel zu beweisen.
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Vielmehr gelingt es ihm allein durch konsequente Ausnutzung der aus dem
alternierenden Verfahren resultierenden Orthogonalitétsrelationen, die
Konvergenz der Schwarzschen Folge und ihrer ersten Ableitungen im
quadratischen Mittel zu zeigen. Im folgenden sollen diese Ideen zur
Begriindung des alternierenden Verfahrens fiir positiv definite Differential-
gleichungssysteme zweiter Ordnung benutzt werden.

Dazu werden in Nr. 2 ein bekannter Projektionssatz fiir definite quadra-
tische Formen und in Nr. 3 einige Tatsachen iiber die spéter verwandten
Funktionenridume bereitgestellt. In Abschnitt 4 wird das alternierende
Verfahren definiert und die Konvergenz der Schwarzschen Folge {x,} samt
ihren ersten Ableitungen im quadratischen Mittel auf 7' gegen die Losung
der Randwertaufgabe und deren ersten Ableitungen nachgewiesen. In
Abschnitt 5 werden mittels Morreyscher a priori -Abschétzungen iiber die
Losungen elliptischer Differentialgleichungssysteme die Voraussetzungen
untersucht, unter denen die z, und auch deren Ableitungen “/xz,, /%r, . ...
gleichméssig im Inneren des Losungsgebietes 7' gegen die Losung
und deren Ableitungen </z,, \/%r,,... konvergieren. Michlin dagegen
zeigt in [14] die gleichméssige Konvergenz der Schwarzschen Folge fiir die
Aufgabe (1.1) bis zu den Ableitungen zweiter Ordnung in anderer Weise
mit Hilfe von Mittelwertsdtzen fiir die Losungen von (1.1).

Ein numerisches Beispiel fiir die Anwendung des alternierenden Ver-
fahrens im Falle der Laplaceschen Differentialgleichung wird in dem Lehr-
buch von Kantorowitsch und Krylow (vgl. [9]. S. 597—608) gegeben.

2. Die erste Randwertaufgabe fiir definite quadratische Formen

Sei § ein reeller Hilbertraum mit den Elementen 2. der metrischen
Bilinearform (x,, x,), der Norm ||| = (z, )", und sei 9 ein Unter-
raum von § mit den Elementen «. Weiterhin sei L(a) eine stetige Linear-
form auf $ und @(z,,x,) eine beschrinkte symmetrische Bilinearform
auf o derart, dass Q(u)i}Q(u,u) auf A positiv definit ist. Es sei also

(2.1) Lx) <Ol firalle x€9 (€ >0),

(2.2) Q@ , 7)) = Q(xy, xy) und  [Q(xy . x,) = M 2y |2
' firalle x, ,2, €9 (M >0),

(2.3) Qu) = & ||u? fur alle w €A (¢ >0).

Nun wollen wir definieren, was wir unter der ersten Randwertaufgabe fiir
Q(z, , x,) verstehen werden.
Die erste Randwertaufgabe. Se: g ein fest vorgegebenes Element aus
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$ (= Randwertelement). Dann sind alle Losungen x der folgenden Aufgabe
gesucht:
' Qx ,u) + Lu) =0 fir alle w €A,

2.4
24) x—gq € A.

Satz 2.1. Unter den Voraussetzungen (2.1) bis (2.3) hat die Randwertauf-
gabe (2.4) genaw eine Losung xq = uy+ g, u, €A, in O, die folgender-
massen eindeutig charakterisiert ist: w, ist unter allen w € A minimalisieren-
des Element des Ausdruckes

(2.5) Bu,u)=Qu +g,u—+g)+2Lu-+g).

a) Den Beweis der ersten Aussage des Satzes fithren wir auf den wohl-
bekannten Satz von Fréchet— Riesz im Hilbertraum zuriick. Wére ndmlich
Xy = u, + g Losung von (2.4), so gilte

(2.6) Qu, . w) = Li(u) fir alle u € 9,

wobei L (u) = — L(u) — Q(g,u) gesetzt ist. Wir betrachten jetzt
den Hilbertraum 9, . Er bestehe aus den Elementen von A . die
metrische Bilinearform auf A, sei (u;, uy)e = Q(u;, u,), die Norm sei
ullp = VQ(u) . (Wegen (2.2) und (2.3) sind alle Bedingungen erfiillt. die
man an die metrische Fundamentalform in einem Hilbertraum stellt. Die
Vollstindigkeit von %, folgt wegen (2.3) aus der Vollstindigkeit von 3(.)
Offensichtlich ist L,(u) eine beschrinkte Linearform auf A, , denn

Qg W) = C | + M g | =

Ly(u)| < [Lw)] +
= (€ + Mljgl) e ulg -

Damit besagt (2.6), dass die beschrinkte Linearform L,(u) durch ein
Skalarprodukt (u,,u), in A, darzustellen ist. Nach dem Fréchet—
Rieszschen Satz ist diese Aufgabe durch genau ein Element u, € %, 16sbar.

b) Beweis der Minimalcharakterisierung von u, bzw. z,: Ein beliebiges
Element « € 9 kann man in der Form u = u, -+ v, v € A, schreiben.
Dann wird

B(uw,u) = Bug + v, uy+ v)
=Qug + v+ g.,ug+ v+ 9g) + 2L, +v+g)
= [Qug + g, ug + 9) + 2 L{uy + 9)] + Qv , v)
+ 2[Quy + g, v) + L(v)] .
Wenn nun 2, = u, + g Losung von (2.4) ist, so ergibt sich

(2.7) B(u,u) = B(ug,u,) + Qv , ) fir alle v € 9.
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Nach (2.3) ist Q(v,v) = 0 und gleich Null nur dann, wenn » == 0, also
u = 1w, ist, womit die Minimaleigenschaft von u, bewiesen ist:

(2.8) B(u, , ug) = inf B(u , u) .

u€ A

3. Die Randwertaufgabe fiir positiv definite Systeme partieller
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Wir wollen zunéchst die Funktionenrdume einfiihren, die man bei der
Behandlung von partiellen Differentialgleichungen mittels Hilbertraum-
methoden verwendet.

Sei K" der u -dimensionale Euklidische Raum der Punkte ¢ =

#*,...,t). Eine offene Punktmenge in KE* bezeichnen wir mit 7,
ihren Rand mit 07 . Unter einer Zelle [a,b] im E* verstehen wir die
Punktmenge [a,b]={¢| " =t*"=0*, a=1,...,u}; mit [f()
bezeichnen wir die Funktion f(i*,...,#) der u Variablen #,..., ¢,
und mit

[

das Lebesguessche Integral von f(¢) iiber T'. Mit C*(T) bezeichnen wir die
Gesamtheit der auf 7 beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen, und
Cx(T) sei die Menge der Funktionen aus C*(7'), die einen kompakten, in
T gelegenen Triger haben. Die Klassen dquivalenter, auf 7' quadratisch
summierbarer Funktionen bilden einen mit L,(7T) hezeichneten Hilbert-
raum mit der Metrik

(f,g)o=/fgdt

und der Norm |[|f||, = (f. /), der bekanntlich die Vervollstindigung von
C*(T) in dieser Norm ist. Als Lipschitzgebiete bezeichnet man mit Morrey
(vgl. [16]) Gebiete 7', deren Abschluss 7 durch endlich viele Umge-
bungen U; iiberdeckt werden kann, so dass die U; durch Bi-Lipschitz-

transformationen auf den Wiirfel —1<s*<1, a=1,...,u, ab-
gebildet werden und U; N T auf den halbierten Wiirfel — 1 < s* < 1,
a=1,...,u—1, —1< s =0, abgebildet wird, falls U; N T nicht

leer ist. Dabei versteht man unter Bi-Lipschitztransformationen einein-
deutige Abbildungen ¢* = t%(s) bzw. s* = s%t), so dass die #*(s) und
s"(¢) Lipschitzfunktionen sind, d.h. einer uniformen Lipschitzbedingung
geniigen.
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Fiir ein Lipschitzgebiet 7' hat man bekanntlich den Satz, dass
(3.1) Po(T) = Wy(T) = LYT)

ist, vgl. [5]; dort finden sich auch weitere Literaturangaben. Dabei be-
zeichnet LG(T) den Hilbertraum der Klassen dquivalenter Funktionen f
aus Ly(T ), deren im Sinne der Distributionentheorie verstandene Ablei-

tungen 5% [f1. ..., u, wiederum Funktionen aus L,(7T) sind,
es gilt alsc
0
/f(t) e () dit = / = [f1e)
(3.2) p ot p ot
a=1,...,u, firalle o) €C”(T).

Man bezeichnet Y [f(t)] auch als ’schwache’ Ableitungen von f nach ¢*.

Ferner ist Wy(T) die Vervollstindigung von C*®(7) in der Norm ||f], =
(f,f1?, die aus der Bilinearform

(3.3) () = / ( + 3 e ata)

T

entspringt. Die verallgemeinerten Ableitungen f., einer Funktion
fE€ WyT), die sogenannten ’starken’ Ableitungen von f, sind im fol-
genden Sinne zu verstehen: wenn {f,} eine Folge von Funktionen f, € C*(T)
mit f,—f in W3(T) ist, so ist

2
lim f( o afz) dt = 0.
P ot

Schliesslich sind B,(7") die von Calkin und Morrey (vgl. [1], [16])
eingefiihrten Hilbertraume. Als Vertreter fiir die Elemente aus *B,(7)
kann man Funktionen f(f) wihlen, die fast iiberall auf 7" nach ¢, ..., ¢
differenzierbar sind und zusammen mit ihren (fast iiberall existierenden)
Ableitungen auf 7' quadratisch integrierbar sind.

Die Gleichheit (3.1) der drei Rdume $B,, W) und L) besagt ins-
besondere, dass starke und schwache Ableitungen eines Elementes aus
LY iquivalente Funktionen auf 7' sind und dass jedes Element f aus
LY als fast iiberall auf 7' differenzierbare Funktion aufgefasst werden
kann, deren Ableitungen den starken bzw. schwachen Ableitungen von f

9
dquivalent sind. Wenn wir also von der Ableitung 5;}; eines Elementes aus

L)(T) sprechen, so ist das in diesem Sinne zu verstehen.
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Weiterhin fithren wir den Unterraum $B,,(7') von ‘B ein als Ver-
vollstdndigung von C(T') in der Metrik (3.3); in ‘,132 ol llegen die Funk-
tionen mit den 'Randwerten’ Null auf ¢7° im Sinne von Courant und
Morrey. Man sagt, dass zwei Elemente f und ¢ aus R,(7") dieselben
Randwerte auf 97" haben (f=g auf 07'), wenn f— g ein Element aus
Boo(T) ist. Wenn 7T Lipschitzgebiet ist, wenn also der Rand 97" in einem
gewissen Sinne reguldr ist, kann man den Elementen f aus R,(7') in der
Tat eine Randwertfunktion ¢ € L,(07') zuordnen, wie Morrey gezeigt hat,
vgl. [16]. Ferner gilt fiir Lipschitzgebiete 7T der Satz von Rellich: Wenn
{fy} eine Folge von Elementen aus B,(7") ist, die schwach in R,(7') gegen
f konvergiert, so konvergiert {f,} stark in L,(7) gegen f, d.h.

lim pr _fHO =0.

p—>x©

Wir betrachten nun den Raum
(34) D)= {x|xz=(@Nt),...,2"t), () EL(T), i=1,...,n}

mit der Metrik (x, y), und der Norm ||, :

(35) (z, y)O = /(Z at y') dt, HxHO = (x, x)l/2 s
7 i=1

den Raum

(3.6) H:(T)={x| x=@\t),...,2"(F), () €ERT), i=1,...,n}

mit der Metrik (x,y); und der Norm |z, :

(37) (@.y) = / I3 Z x v+ Z o y)} &, = (@2,

sowie den Unterraum U,(7") von (T

(3.8) Uy(T) ={z|ax=(Nt),....2"(t), () € Roo(T). i=1,...,n}.

Fiir das weitere wollen wir voraussetzen, dass 7' Lipschitzgebiet ist.
Wir betrachten nun die folgende Aufgabe:

Fiir einen vorgegebenen Vektor ¢ = (gi(t).....g"(t)) aus $H,(T)
suchen wir die Losungen von?)
-a—(a“ﬁx’ﬁ—l-b“xf—l—e)—c o +dgxl +f, inT
(3.9) ot ! i o
=g auf oT, t=1,...,n.
1) Uber doppelt auftretende lateinische Indizes 7,4 ,... wird von 1 bis n, iber
doppelt auftretende griechische Indizes a,f,... von 1 bis p summiert. Zu dem

folgenden vergleiche man mit MorRrEY [18], System (D).
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Wir machen zunéchst die Minimalvoraussetzung, dass a"‘f ein stetiger
Tensor in 7' ist, b ,cj und d; beschrinkte und messbare Funktionen
auf T sind, und dass ¢ und f; aus L,(7) sind, und betrachten an Stelle
von (3.9) die Aufgabe

Q,u) + L(u) =0 fiir alle » € A(T) ,

(3.10)
x=yq auf o7 ,

wobei

(3.11) Qx.y) = / (@ yiu g+ b Yl @) + ¢y @+ dyyal)dt

T
(3.12) Ly) = /(e? Y + fry) dt
T
gesetzt ist. Wir machen ferner noch die Symmetrievoraussetzungen
(3.13) aff =aft, b=, dy=d;.

Offensichtlich sind L(z) und Q(z ,y) auf ganz $,(7) definiert. Dann
ergibt sich mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung, dass

(3.14) |L(z)| < C il
(3.15) Q.y)=0Qy,x) und Q@ ,y) = Ml |yl
ist.

Schliesslich setzen wir voraus, dass das Gleichungssystem positiv definit
ist, genauer gesagt, dass

(3.16) Qu , u) = elu} fir alle u € A7)

mit geeignetem ¢ > 0 gilt. Notwendig und hinreichend dafiir ist, dass der
Tensor avgﬁ stark elliptisch in 7 und der kleinste Eigenwert von Q(u)
positiv ist.

Mittels des Gaussschen Satzes kann man immer von (3.9) zu (3.10) iiber-
gehen, und umgekehrt folgt, dass eine Losung von (3.10) hinreichend regular
ist und (3.9) befriedigt, wenn man iiber die Koeffizienten noch weitere
Annahmen macht. Diese Resultate finden sich bei Morrey [18], Nr. 4.

4. Das alternierende Verfahren. Nachweis der starken Konvergenz der
Schwarzschen Folge {x,} in $,(T)

Seien T, und T, zwei Lipschitzgebiete in E* mit nichtleerem Durch-
schnitt 7, NT,. Die Vereinigung 7 = T 4+ T, sei ebenfalls ein Lip-
schitzgebiet. Der Rand von T sei 9T:=S; +8, (1=1,2), der Rand
von T sei 9T — 8, S,, dervon T,NT, sei S;+5;.
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Wir wollen nun das alternierende Verfahren fiir die Aufgabe (3.10)
beziiglich der beiden Gebiete 7'; und 7', unter den Voraussetzungen
(3.14) bis (3.16) aufstellen. Nach Satz 2.1 kann man Aufgaben vom Typ
(3.10)in Ay (T') wie auchin A,(7;) fiir beliebiges g € H,(7') und beliebiges
L(z) stets losen, und zwar auf eindeutige Weise. Dann existiert insbesondere
ein Element % € %,(7"), so dass

(4.1) Qh,u) = Qg,u) + Lu) fiir alle w» € (7))

gilt.

Ferner beachten wir, dass ein Vektor w € 9,(7:) durch die Definition
w=0 auf T —7T; (i=1,2), zu einem Vektor aus (7 fortgesetzt
wird, so dass wir die Rdume 9, (7;) als Unterrdume von A(T) deuten
kénnen (vgl. Morrey [16], S. 202, Theorem 7.4) .

Nun hat die Aufgabe
(4.2) Qxy,u) + Lu) = 0 fiir alle » € A (T,) ,
' r, =g auf o7, ,

genau eine Losung der Form
(4.3) Xy =g+ ug, uy, € Ay (T) .

Denkt man sich, wie schon oben vereinbart, uy=0 auf 77— 7,, dh.
xy =9 auf T — T, gesetzt, so wird x; zu einem Element aus (7).
Beim zweiten Schrltt 16st man die Aufgabe

Qxy, u) + Lu) = 0 fiir alle « € A(7,) ,
Xy = 24 auf 07, ,
die genau eine Losung x, der Form
Co =Ty Uy =g+ U + U =9+ vy, uy€UA(T,),

besitzt. Man setzt wu, =0 auf 7 —7T,, d.h. xy=ux; auf 7' —1T,.
Dann wird x, zu einem Element aus $,(7) und v, zu einem Element
aus A7) .

Auf diese Weise fahrt man fort und bekommt so eine Folge {z,} von
Vektoren z, € $,(7"), die folgendermassen definiert sind:

(2 k) -ter %hrltt %y, ist die Losung der Aufgabe

Qg , w) + Lu) = 0 fiir alle » € A,(T,) ,

(4.4)
Loy = Xop_q auf o7, .

Sie ist eindeutig bestimmt und hat die Form
2k

Lok = Koy + Uy, = ¢ + Uy, =g + vy,
(4.5) : * p; ? *

Uy, € W (T'y) .
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Man setzt wuy, =0 und @, = a,_, auf 7 — 7T,. Dann wird v, zu
einem Element aus U (7) und a, zu einem Element aus $,(7), das
durch (4.5) auf 7' definiert ist.

(2k + 1) -ter Schritt: ., ist die eindeutig bestimmte Losung der
Aufgabe

Qg g, u) + L(u) = 0 fir alle » € A(T,),

(4.6)
Xopyg = Ty auf o7, ,
und von der Form
2k 41
Xopp1 = Top + Ug 1 = ¢ + Z Up == ¢ -+ Vopy1 s
(4:‘7) p=1

Ugp1 € A(T) .

Man setzt uy,,; =0 und @y, = x,, auf 7 — T,. Dann wird Vopr1 ZU
einem Element aus ,(7) und a,,., zu einem Element aus $,(7), das
durch (4.7) auf 7' definiert wird.

Damit ergibt sich, dass x, =g auf 97 =S, -+, ist. Ferner ist
Typpy = Xy, auf S) und @y, = x,,_, auf S,.

Wir fiithren nun die Unterrdume 9, s(T) (t=1,2) von A(T) ein:

(4.8) QILs;(T) ={w| w€WA(T) und w= 0 auf S; } (i=1,2).
Aus den Gleichungen (4.4) bis (4.7) ergibt sich

Qg + var + Ugy1 > w) + L(w) = 0 fir alle w € m1,si(T) s
Qg + Va1 + Uz, w) + L(w) = 0 fir alle w € U, sé(T) ,
wobei offenbar wuy, ., € Ay g(7T) und uy, € Ay, 55(T') ist.

Um den Konvergenzbeweis fiir die Schwarzsche Folge {x,} mit
(4.10) Xp =g+ 1, =9+ Vpo1 + Up
zu fiithren, wollen wir die x, nach einem Gedanken von Sobolew, Michlin
und Pfluger (vgl. [23], [14], [21]) durch eine Reihe von Minimalproblemen
charakterisieren. Der Beweis ldsst sich nicht direkt wie bei Michlin fiihren,
da der aus (4.9) herrithrende Minimalausdruck auch einen linearen Term
enthélt und @ nicht auf $,(7') positiv definit ist, wihrend g € §,(T) ist.

Diese Schwierigkeit beseitigt man leicht auf die folgende Weise:
Fiihrt man die Vektoren

(4.11) v, =1, + h € A(T)

(4.9)

ein, so kann man die Gleichungen (4.9) in der Form
Q@ + Ugpyy , W) = 0 fir alle w € ¥, s;(T) .

(4.12) -
Qg1 + Uy, w) = 0 fir alle w € Ay, 5(7)
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schreiben, wobei
(4.13) g1 € Uy 5;(T) und Uy, € Uy, 55(T')

ist.
Nach Satz 2.1 folgt daraus
Q@oi1) = QPy + uy.y) = min QD4 + w)

u€A; g
(4.14) LS(T)

Q(a%) = QWy_1 +uy) = min Q@y_; + u).
"GQ‘I,S;(T)

Da u = 0 in jedem Falle Vergleichsvektor ist, ergibt sich aus (4.14):

(4.15) R, =Q(@,_,), p=1.2,....

Die Q(v,) bilden also eine monoton nicht wachsende Folge von (nach
(3.16)) positiven Zahlen, somit existiert lim @Q(v,), es gilt also

p—>®
(4.16) lim Q(®,) — Q@) = 0.
pP>q—~> ®©
Weiterhin ist 2, — 9, = u, € Uy 5(T), wobei i=1 oder i=2,
je nachdem, ob ¢ =1 oder ¢ = 2 mod 2 ist. Damit folgt aus (4.12)

(4.17) Q,,0y) = Q(v,, v, 1) fiir alle p und ¢ mit p =¢q mod 2.

Hieraus schliesst man, dass

A

(4.18) Q@,,y,,0,)=0Q0,.,.0,.,)

fiir alle natiirlichen Zahlen p und » gilt. Fir p = ¢ folgt aus (4.17) ins-

besondere Q(?,) = Q@, .7, ;), und wegen Q(F, , —v,) = Q@®,_ ;) +
Q®w,) —2Q@,.7, ) folgt

(4.19) Q, 1 —0,) = Q1) — Q@) .
Aus (3.16), (4.18) und (4.19) ergibt sich schliesslich wegen

A A A

A A A
Q(vp+2v+l - Up) g 2 {Q(UP+27+1 - ,Up—Zv) + Q(vp—2v - 'UP) } :

B i — 0,0 = e H{[QE,12) — @0, )] + [QF,) — QE,.,)1}

257 Q0,10,) — Q@101 + [Q0,45,) —QF,.,)] + [QF,) —QF,.,)]}.

Nach (4.16) ergibt sich hieraus lim [0, — v/, = 0, die 7, bilden also eine
Pa—>®

Cauchyfolge in  A;(7). Wegen der Vollstindigkeit von A;(7') existiert
also ein Element 9, mit ¥, qm> 0.
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Wir zeigen nun, dass ¥, die (eindeutig bestimmte) Losung der Aufgabe

QW,y,u)= 0 fiir alle u € A,(T),

A

(4.21)
vy= 0 auf o7,

ist, d.h. 9,=0.
Wegen (4.12) gilt zunéchst

QWopyr,wy) = 0 fir alle w, € A(T,) .
Q@y,wy) = 0 fiir alle w, € Ay(T,).

A A

A A A A A
Wegen vy, Vo s> Vo folgt erst recht vy sy Vo, Vanyr wry” Vo
und damit

A

(22 Qb,,w) =0  fiir alle w, € A,(T,) .
-~ QB,,wy) = 0  fiir alle w, € Ay(T,) .

Aus Approximationsgriinden geniigt es, (4.21) fiir u € U, (7') zu zeigen,
die in einem § -Streifen um 07" innerhalb 7' verschwinden, wobei 6 > 0
beliebig klein sein darf. Sei also 7; €7, der Abstand von 07 und 07
sei 0 >0, wu€W, (Ts) und v =0 auf 7 — 7. Dann kann man fiir
hinreichend kleine ¢ in bekannter Weise folgende Zerlegung der Eins
konstruieren:

Es gibt Funktionen #,(!) und #,(t) aus CT(T), so dass n € C2(T)
und 7, + 5, =1 fir alle ¢t €T ist. Setzen wir dann w; =%, so
ist w; € (7)), und wegen (4.22) ergibt sich

Qo ,u) = Q@,,wy) + QB,,w,y) = 0.

Da 7, als Limes der v, in ,(7T) liegt, ist es gleich Null auf a7, d.h.
¥, ist in der Tat Losung von (4.21).

Wir haben also o p =0+ h w0 und somit x, =g + v, Ui
xy =g — h gezeigt. Wegen (4.1) ist x, =g — - Losung der Randwert-
aufgabe (3.10).

Fassen wir die erhaltenen Ergebnisse zusammen:

Satz 4.1. Wenn man Q(u) als positiv definit auf U(T) voraussetzt.
so konvergiert die durch (4.2) bis (4.7) definierte Schwarzsche Folge {x,}
stark in ,(T) gegen die eindeutig bestimmte Losung x, = g — h der Rand-
wertaufgabe (3.10). Die Schwarzsche Folge ist also eine Minimalfolge fir das
zur Randwertaufgabe (3.10) gehorige Variationsproblem

Qxz,) = min  Q(z).

x € 9:(T)

x=g auf 9T

Da by — 0, =2, — %, und ¥, =z, — %, ist, geben die Gleichungen (4.20)
die Gute der Konvergenz der Folge {x,} an.
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5. Nachweis der gleichmissigen Konvergenz des alternierenden
Verfahrens im Innern von 7T

Wir wollen jetzt die Frage der gleichmissigen Konvergenz der Schwarz-
schen Folge {z,} gegen die Losung wx, der Randwertaufgabe (3.10) unter-
suchen. Als wesentliches Hilfsmittel benutzen wir von Morrey angegebene
a priori -Abschéitzungen von Losungen elliptischer Differentialgleichungs-
systeme zweiter Ordnung, vgl. [18]. Mittels der von Morrey bewiesenen
allgemeinen Fassung des Haarschen Lemmas (vgl. [17]) folgt nédmlich, dass
die Gleichungen (3.10) den Haarschen Gleichungen

(aff @ + b @7 + ) dt, = /(c;} @l + dg @ 4 f)dt
(5.1) GR R
dt, = (t, - n)dS,

dquivalent sind, wobei t, den Einheitsvektor in der ¢*-Richtung, n die
dussere Normale auf 0R und dS das Flidchenelement auf 0F bezeichnet.
Dabei muss z die Gleichung (5.1) fiir "fast alle’ Zellen (vgl. [1]) R = [a , b]
in T erfiillen. Auf Gleichungen vom Typ (5.1) beziehen sich die Morreyschen
Regularititsuntersuchungen, deren fiir uns wichtige Resultate wir im
folgenden Satz zitieren wollen:

Satz 5.1. a) Wenn wir ausser den in Abschnitt 3 iber die Koeffizienten von
(5.1) gemachten Voraussetzungen noch annehmen, dass die Tensoren e und
f der Wachstumsbeziehung

P\ 14y
L(—)2 fir 0=r=a,

\@, 0o<r<< 1,

max ([lello,c,r - 1fllo, cep, n) =
]L fir r=za,

fir alle Kugeln C(P,a)CT mit dem Mittelpunkt P und dem Radius «
geniigen, so ist jede Lésung x wvon (5.1) auf T v-Holderstetig, und die Lo-
sungen x von (9.1) mit gleichmdssig beschrinkter Norm

12
ello, 7 = (/x‘ at dt)
T

sind eine Familie von Vektoren, deren Komponenten auf jedem inneren Gebiet
Gvon T (d.h. GCT) eine Familie von gleichmiissig und gleichgradig stetigen,
gleichmdssig beschrinkten Funktionen bilden.

b) Wenn ausserdem die Tensoren a und b auf T einer gleichmdssigen
Hélderbedingung mit dem Exponenten v genilgen und wenn e und f die
Bedingungen
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le(r) —e(®)] = Lo,

“
2

v O
[t — =z, [t—t[<5, te€C,=C(P,a),

‘ [y 2’1_14-1;
|’f”o,C(;,r) = L(gt R 0r=<éo,

fir jedes C(P,a) CT erfillen, so sind auch die ersten Ableitungen der Lo-
sungen von (5.1) H-stetig in T mit dem Exponenten v, und alle Losungen x
mit gleichmdissig beschrinkten |||, r sind eine Familie von Vektoren, fur
die auch die =zl eine Familie von gleichmissiqg und gleichgradig stetigen,
gleichmissig beschrinkten Funktionen auf jedem inneren Gebiet G wvon T
bilden (vgl. [18], S. 125, 126, Theorem 4.4).

¢) Wenn ausserdem ¢, d ,f und die ersten Ableitungen von a ,b und e
v-Holderstetig auf T sind, so sind auch die zweiten Ableitungen der Lisungen
x von (5.1) in T v-Holderstetig; unter diesen Voraussetzungen befriedigen also
die Léosungen von (3.10) auch (3.9), und fir alle Losungen x won (5.1) mit
gleichmiissig beschrankten ||x|, ¢ bilden auch die xj.p eine Familie von
gleichmiissig und gleichgradig stetigen, gleichmdssig beschrinkten Funktionen
auf jedem inneren Gebiet von T (vgl. [18], S. 126, 127, Theorem 4.5).

d) Wenn a,b,c,d,e und f von der Klasse C"™V2) auf T sind, so
ist x wvon der Klasse C™ auf T, und fir alle Losungen x wvon (5.1)
mit gleichmissig beschrinkten |zl  bilden die a einschliesslich ihrer
Ableitungen bis zur (m -+ 2) -ten Ordnung eine Familie von gleichmdssig
und gleichgradig stetigen, gleichmdssig beschrinkten Funktionen auf jedem
inneren Gebiet G von T (vgl. [18], S. 129, Theorem 4.7).

Sei nun 7' =T, + T,, wobei T,,T, und T Lipschitzgebiete sind,
und sei {z,} die in Abschnitt 4 konstruierte Schwarzsche Folge, von der
wir gezeigt haben, dass sie in $,(7") stark gegen die Losung x, von (3.10)
konvergiert.

Satz 5.2. @) Wenn wir dber die Koeffizienten die Voraussetzungen von
Satz §.1.a) machen, so konvergieren die %y, gleichmdssig in jedem inneren
Gebiet G, von T, gegen z,, und die wx, konvergieren gleichmdssig in
jedem inneren Gebiet G, von T, gegen x,3).

b) Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1.b) gilt:

2) Os'")(T) ist die Klasse der auf 7' m-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit
v-stetigen m-ten Ableitungen auf 7T'.

3) ’mg strebt gleichmissig gegen xp° wird mit xgp = xp abgekiirzt und ist kom-
ponentenweise zu verstehen, d.h. xy 3 xy bedeutet: o = @y . Wenn man mit

Ve = {x:al‘ , Vi = {x:a 4}~ die ersten, zweiten , ... Ableitungen von x bezeich-

i i
net, so bedeutet Vs, = Vg, dass — x93 P Ty, USW.

ot>
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Vo1 j Vx, in Gy, Vs 3 VvV, in G,
far jedes innere Gebiet G; wvon T;.
¢) Schliesslich gilt unter den Annakmen von Satz 6.1.c):

V11 :; Vi, in Gy, AV Z Vi, in Gy,
d) und allgemein unter der Annahme von Satz 5.1.d):
Vg 3 Vi, in Gy, Vg 3 Vg in Gy

Jir T omit 0 <1 <m -4 2, wober (; inneres Gebiet von T; ist.

Beweis: a) Wegen xy, ;579> 2, folgt nach einem bekannten Satz aus der
Theorie der reellen Funktionen, dass man aus den {z,,.,} eine Teilfolge
{@ay 1} auswihlen kann, die fast iiberall auf 7' gegen z, konvergiert.
Nun sind z, und die =, ., sidmtlich Losungen derselben Differential-
gleichung (5.1)in 7', und aus , 55> %, folgt die gleichmassige Beschrinkt-
heit der Normen |zl 7, , @ 1llo,r, - Dann ergibt sich aus Satz 5.1.a) ,
dass die x, und @, , eine Familie von gleichmissig und gleichgradig
stetigen, gleichmaéssig beschriankten Vektoren auf jedem inneren Gebiet
G, von T, bilden. Nach einer bekannten Schlussweise folgt dann: Lopy i1
=< x, auf (). Analog beweist man die folgende Verallgemeinerung dieses
Resultates:

Aus jeder Teilfolge von {a,.,} kann man eine weitere Teilfolge
{@a1y1} auswihlen, so dass @y, =% x, auf jedem inneren Gebiet G, von
T, gilt.

Man wendet nun den folgenden bekannten Satz: ‘Seien y, und ya.
(n=1,2,...) Elemente eines metrischen Raumes £ und es gelte: jede
Teilfolge von {y.} enthilt eine weitere Teilfolge, die gegen y, konvergiert.
Dann konvergiert {y.} gegen 7,.” auf den Raum der Vektoren x mit a*

aus C%¢,) mit der Norm x| = sup ([}, ..., |2"]) an, und bekommt so
tEG,

Ty 3 @, auf G fir alle inneren Gebiete G; von 7. Analog ergibt
sich @y, =X @, auf G, firalle ¢, C7,.

b) Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1.b) bilden auch die /.,
auf @, (G, CT,) eine Familie von gleichmiissig und gleichgradig stetigen,
gleichméssig beschriankten Vektoren. Nach einem bekannten Satz von
Arzela—Ascoli kann man dann aus jeder Teilfolge von {x,,.,,} eine weitere

Teilfolge  {@y,;1} auswihlen, so dass die Y x;kl+1 ,1=1,...,n,

a=1,...,u, auf G, gleichmissig gegen Grenzfunktionen p’ kon-
vergieren, die auf G, stetig und beschrankt sind. Hieraus folgt aber, dass

) ) w [ oxh, 1\
hm/[(cca—x;km)u (p;— 2"’“)]«%:0, i=1,....n,
1 a=1

I S
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ist. Da nach Abschnitt 3 R,(G,) = Wi(GF,) ist, so ergibt sich, dass die

1

P!, mit den at‘?‘ auf G, bis auf eine Menge vom Masse Null iiberein-
) . oxh

stimmen. Da die p! und wegen Satz 5.1.b.) auch die S stetige Funk-
. . i a i .

tionen auf @, sind, so gilt, p! = - x; auf ¢/;. Nach der Schlussweise

ot*
von a) folgt hieraus \/wy, =z Vi, in Gy i
¢) und d): Ahnlich beweist man %z, =3 V%, auf ¢, (¢;CT))
bzw. Vy, 3 Vi, 0=1=m -+ 2, auf &, unter den Vorausset-
zungen von Satz 5.1.c) bzw. d) .

Zusatz bei der Korrektur (19. Februar 1963)

Weitere Literaturhinweise zum alternierenden Verfahren habe ich in [25] gefunden:
S. Ja. Kogan [27] (diese Arbeit behandelt die Losung des Neumannschen Problems
fir die Laplace-Gleichung mittels des alternierenden Verfahrens), K. Kalik [26].
Die Arbeit von Kalik war mir nicht zugénglich; die Konvergenzbetrachtungen scheinen
aber anders als in meiner Arbeit zu sein, da sie auf der Darstellbarkeit der Losung
durch Randintegrale beruhen. Man vergleiche hierzu die Besprechung von K. Maurin
[28]. Dort findet sich auch ein Hinweis auf eine interessante Arbeit von F. E. Browder
[24], in der der Beweis der schwachen Konvergenz fiir ein allgemeines Ndherungs-
verfahren zur Losung des Dirichletschen Problems bei einer (positiv definiten) homo-
genen partiellen Differentialgleichung 2m -ter Ordnung, das sowohl das Schwarzsche
alternierende Verfahren als auch die Poincarésche Balayage-Methode enthilt, mittels
eines Hilfssatzes von Kakutani tiber die Folgen iterierter Projektoren im Hilbertraum
geliefert wird. Die starke Konvergenz des alternierenden Verfahrens fiihrt Browder
auf einen Satz von Rellich und v. Neumann zuriick. Die Frage der gleichmiissigen
Konvergenz behandelt Browder, indem er die Existenz einer Bergmanschen Kern-
funktion beweist. Voraussetzung bei allem ist, dass die Koeffizienten des Differential-
operators aus C% () sind, und dass die zugehorige quadratische Form auf dem ganzen
Funktionenraum W™2(G@) (und nicht nur auf dem Raum T’é""’z(G) = Abschluss von
Ol (@) in WmY@)) positiv definit (bzw.semidefinit) ist. In beiden Richtungen ist
meine Arbeit also weitergehender. Man vergleiche dazu auch meine demnéchst er-
scheinende Arbeit [29].

Johannes Gutenberg -Universitét
Mainz, Deutschland
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