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Uber das Anwachsen einiger Klassen von subharmonischen
und verwandten Funktionen

Herrn Akitsugu Kawaguchi zum 65. Geburtstag

1. Einleitung. Die Funktion wu(z) (z = x + 1 y; «,y rveell) sei in
H: x> 0 und habe dort die Eigenschaften:

1) u ist in H subharmonisch.

2) Esist u(z) =0 in H.

3) Fiir jeden endlichen Randpunkt { von H gilt
(1.1) lim u(z) = 0.

s>

Geniigt eine in H subharmonische Funktion der Bedingung

(1.2) limu(z) < 0,
so wird sie von der Klasse L, genannt. Offenbar bildet die Gesamtheit
L aller Funktionen, die den Bedingungen 1)—3) geniigen, eine Teilklasse
von L, Sie soll im folgenden durch L bezeichnet werden. Ist u € L,
und a(z) = Max {0, u(z)}, so ist stets we€lL.

Neben den Klassen L, und L betrachten wir im folgenden die Funk-
tionenklassen J bzw. J, von superharmonischen Funktionen mit den
Eigenschaften:

a) v(z) > 0 vwed),
b) lim »(z) = 0 (v €Jy) .

3>

Fiir die Funktionen der Klasse L und fiir Funktionen der Klassen L, L, J
und J, gelten nun eine Reihe von Sitzen, deren wichtigster Teil den
Problemkreis des klassischen Phragmén-Lindelofschen Prinzips und des
Schwarz-Carathéodory-Juliaschen Lemmas umspannt. Hierzu diirfte noch
eine Reihe von Sitzen (deren élteste wohl auf Ahlfors und Carleman zu-
riickgehen) gezédhlt werden, welche auf die Konvexitit von bestimmten
Mittelwerten (und somit deren Monotonie) hinweisen.
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In der vorliegenden Arbeit sollen zwei allgemeine Konvexitétssdtze fiir
die Funktionen der beiden Klassen L bzw. J bewiesen werden, die nicht
nur die vorhin genannten Sitze umfassen und vertiefen, sondern noch durch
Grenziibergang gestatten, iiber das Anwachsen der Funktionen von L,
und J, allgemeine Aussagen zu machen. Einige Anwendungen auf die
(konformen) Minimalabbildungen sowie auf die subelliptischen Funktionen
findet der Leser in 8 und 10.

2. Mittelbildungen. Formulierung der Hauptsitze. Bekanntlich wird die
in einem (beschrankten) Gebiet (f der komplexen Ebene definierte Funk-
tion w(z) als subharmonisch bezeichnet, wenn sie folgenden Bedingungen
geniigt:

1. — o = u(z) < + o, u(z) == — .

2. u(z) ist in G nach oben halbstetig.

3. Es sei (7, ein (beliebiges) Teilgebiet von G' (mit G, C @), dessen
Rand I" aus endlich vielen Jordanschen Kurven besteht, und A(z) die
harmonische Funktion in ¢ mit den Randwerten «({) (£ € I).

Dann ist

(2.1) u(z) < h(z) (r€d,).

Entsprechend heisst »(z) superharmonisch in , wenn folgende Bedin-
gungen erfiillt sind:

1. — w0 <o) £ + o, v(z) = o0 .

2. v(z) ist nach unten halbstetig.

3. Es gilt

(2.2) 2z) = h(z) (2€G,).

Ist u(z) subharmonisch in @, so ist offenbar — wu(z) dort superharmo-
nisch.

Man setze jetzt =z =re”(0 <r < + oo, [# < /2) und fir jedes
¢ €[2, 4 )

(2.3) L(r,u)= {/ (r ch 0)acos2 ) dﬁ}: (v € L)

und fiir ¢ € [1 , 4+ o0)

(2.4) Jo(r, v) = I/ < ° >—acos219dﬁl~; (w€J)
. at> 2L r cos &

ol
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mit u = u(re"’), v = v(r e”’). Hierbei sind beide Integrale rechts im Lebes-
gueschen Sinne zu nehmen und somit (nach klassischen Sétzen der Funk-
tionentheorie und der Integrationstheorie) endlich. Fiir die Mittelwerte
L (r,w) bzw. J (r,v) gelten nun die Séitze:

Satz 1. Es bedeute I das Intervall 0 <r <<+ oo. Dann st jedes
L, (r,u) (w €L) in I nicht abnehmend und 1L (r, w) konvex in r%

Satz 2. Die Funktionen J (r,v) (v€J) sind in I nicht zunehmend
und r*J (r,v) konkav in r%.

Betrachtet man eine Funktion, die in H subharmonisch ist und dort
der Lindel6fschen Bedingung (1.2) gentigt, so ist fir jedes r € I der Aus-
druck

| u(re?)|
sup ] r cos 9 !

|

7T
9] < B (u € Ly)

(2.5) L(r, u) =

endlich. Setzt man entsprechend fiir eine in H superharmonische Funktion
v(z), die der (Juliaschen) Bedingung b) geniigt,
2.6 S o) — g |20 7 €J
(2.6) (r,v) =in | 7 cos 9 | <3 (v€Jy),
¢o kann man aus den Sétzen 1 und 2 folgende Sitze beweisen.

Satz 3. Die Funktion L(r,w) tst in I nicht abnehmend und r?L(r, u)
konvex in 12

Satz 4. Die Funktion J(r,v) st in I nicht zunehmend und r%J(r, v)
konkav in 12

Die Sdtze 3 und 4 (sowie auch 1 und 2) lassen sich leicht auf M-
Abbildungen iibertragen. Unter einer solchen Abbildung soll folgendes ver-
standen werden: Es seien w(z), w,(z), ws(z) drei in einem Gebiet @ der

komplexen z-Ebene definierte holomorphe Funktionen mit der Eigenschaft
(2.7) Wi + wy@) + waP =0 (z€G).
Man setze
(2.8) wnlz) = Tuz) + 1 1E(E) (k=1,2,3)
mit reellen %, hf und betrachte in E3 die Fliche
(2.9) F = {v |t = (hy(?), ho(2), h5(2)), 2 €G} .

Dann soll die Abbildung F: z— tr (mit Riicksicht auf den Zusammenhang
mit der Theorie der Minimalfldchen) eine J/-Abbildung heissen. Man setze
jetzt

(2.10) H(z) = log Vi) + hy(z)? + hgf2)?

und nehme an, G falle mit H zusammen. Dann gelten die Sitze:
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Satz 5. Es set H-—>F eine M-Abbildung derart, dass H(z) der (Lin-

delofschen) Bedingung
(2.11) lim H(z) = 0

l—>

geniigt. Man setze

I H(re'?) o 7 |

(2.12) (r, t) = sup ]r o3 19 [

Dann ist H(r, ) tn I nicht abnehmend und r*> H(r, v) konvex in r2.
Ist

(2.13) lim H(r, t) > 0,

r—-+4+w©

so gilt fiir die Ausdriicke

(2.14) H(r, t) = )0032 z‘}dﬂ};

/-\ m]u

|
I

r cos 9

w]«l\ +

(¢ €2, 4+ o0)) der (nicht triviale) Satz 1.

3. Vorbereitende Hilfsbetrachtungen. Dem Beweis der Konvexitétssitze

von 2 sollen folgende Hilfssitze vorangeschickt werden:
Hilfssatz 1. Die reelle Funktion y(x) (kurz y) sei tm Intervall

b(n
T2

zweimal stetig differenzierbar und mi

I\
IA

a<b

IA
o

I,: asx

If: a<x<b

positiv. Ist dann y(a) == y(b) = 0, so ist fir jedes a € [0, 4 o0)

(3.1) J(y) = /( y ) y(y+y)de=0.

COS ¥

°

Das Gleichheitszeichen tritt hier dann und nur dann ein, wenn y = C cos x

mit etnem konstanten C ist.
Hilfssatz 2. Die reelle Funktion y(x) sei im Intervall

4

T
(3.2) IO : —Z ?

lIA
IA

x
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zweimal stetig differenzierbar. Gilt dann y(x) > 0 in I, so ist fiir jedes
a€(—oo, 0]

/ a—1
(3.3) ) = / (\COZ x) Yy +y)de=0.
I,

Auch hier tritt das Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn y =
C cos z mit etnem konstanten C ist.

Zum Beweis der Hilfssdtze 1 und 2 setze man y = o cos z (¢ = o(x))
und bezeichne den Integranden links in (3.1) durch D,. Dann wird wegen

Y+ vy = —2¢sinx + ¢"cosz
D, = ¢*(— 2 ¢'sinz cos x + ¢" cos?x) = 0° (¢’ cos?x)’,
und somit zunéchst fiir jedes Paar (z,, z,) mit ¢ <z, <z, <b

x3

2 y a—1 ” a ’ 2 [ /a—-l 9 2
/(cosx) y(y—l—y)dx_a(gcosx)i_a o* 'o'?cos?x dx .

*1 x x

Es sei jetzt
q — q(x) = G(x)a O', (Q:) COSZZ

gesetzt. Dann wird im Falle des Hilfssatzes 1 wegen y'(a) = 0, y'(b) < 0

und mithin auch

b
(3.4) /(cosx y(y—l—y)dx__>_—~a/0' a2 cos? x dx .

a a-+

Liegt der Fall des Hilfssatzes 2 vor, so wird wegen

Iim gq(x)| = 0
x> —x[2 |
x, > +x/2 %
5 3
y )a-—l
Lo — a—1 12 2 >
(3.5) /(cosx y(y + y") dx a/a g2cos?zxde =0.

Soll in (3.1) bzw. (3.3) das Gleichheitszeichen gelten, so muss ¢ konstant
sein und somit y = C cos 2. Im Falle des Hilfssatzes 1 muss dann a =
—nf2, b=um/2 sein.
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Zur Geschichte der Hilfssdtze 1 und 2 sei hier kurz folgendes bemerkt:
Der Fall « = 0 geht auf Ahlfors [1] (man vgl. auch Dinghas [4], [5])
zuriick. Der Fall « = 1 bildet den Inhalt eines klassischen Lemmas der
Variationsrechnung (man vgl. etwa: Blaschke [3]). Schliesslich wurden die
Félle ¢ > 2 erstmalig von Dinghas [6] behandelt. Der Hilfssatz 2 ist neu.

4. Beweis des Satzes 1. Es sei R > 0 fest, sonst willkiirlich. Dann gibt

es zu jedem &> 0 ein positives 7 = (e, R) mit lim (e, B) = 0 derart,
e>0

dass fiir alle g, ly| = R, u.(z) = u(z + &) —n < 0 gilt. Dann lédsst sich
,(2) in
(4.1) Hypy={z||z] =2R, Rez =0}
als Grenzfunktion einer nicht zunehmenden Folge (u.(z)) (m =1,2,...)
von zweimal stetig differenzierbaren Funktionen wu.(z) darstellen, die alle
in L liegen!). Somit kann man beim Beweis des Satzes 1 zunéchst ohne
weiteres annehmen, dass w(z) eine in H,; nicht negative, zweimal stetig
differenzierbare Funktion ist, die noch der Bedingung u(¢y) = 0 fiir alle
y mit |y| < R geniigt. Man setze zur Abkiirzung

5 u(?) _

(4.2) y =90 = =5 (z € Hg)

und bilde

(4.3) u = pu(r)= /1/)(7‘ %)™ cos? 9 dv k=1).
=

Dann wird

(4.4) uw =2k / ™1y, cos 9 di

T

2

1) Man vgl. etwa: Tsuji [14], S. 44.

Der in Frage kommende Satz lautet folgendermassen:

Es sei u(z) in G subharmonisch und G, C G, und es bezeichne AQ(3)(z, u) (2 €G,)
die  Mittelung ~dritten Grades (danach ist m@*A,M(z,u) = [|:z1<, w({)dEdny)
von u(z) mit einem hinreichend kleinen ¢ (kleiner als die Entfernung von G und @G,).
Setzt man dann (bet festem @) wu,(z) = Ag("](z, u), 80 ist uy(z) 1) subharmonisch und
zwevmal stetig differenzierbar in G, 2) ber abnehmendem o nicht zunehmend und 3)
konvergiert mit o—> 0 gegen wu(z).

In dem unsinteressierenden Fall kann leicht gezeigt werden, dass jedes un(z) = %1 /n(2)
(fir alle hinreichend grosse n) auf der Strecke x = 0, {y\ < R (man mache die
Abschétzungen etwa in Hjg) verschwinden muss.
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und

4.5 "=2k(2k —1) #2002 d9 + 2k | p* ' u, cosddS .
( U 1

\w[h
\wlu

o]y

S

Nun folgt aus (4.4) (durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung)

(4.6) wWE<4k2u / p*rul do .
Andererseits ist wegen
1 1
Upr 7u, — e Ugy = 0
7
s i/ A
2k [ p* " ugcos0d) = — 2k
7 r
mit
(4.7) A4 = / P u g, do .

Jetzt wende man den Hilfssatz 1 auf alle (endlich vielen) Teilintervalle von

—a/2 <9 < n/2 an, auf denen w positiv ist. Dann erhdlt man durch

Summation A =< — ux und mithin die Differentialungleichung

’) 2k —1 2k
= 2

— 72 -
o M e P

(49 plw 2

Es bedeute jetzt R, die untere Grenze aller r fiir die u(r) > 0 ist. Man
nehme R > Ry (R endlich) und betrachte das Ringgebiet

(4.9) T:Ry<ri=lz|=r, <R (ry <ry).
Dann folgt aus (4.8)

u’ u 2k —1 (u'\2 2k
(4.10) 28 220 <_) _ck
wooorp 2k \u
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und somit, wenn man
/ y 2k
(4.11) u= (7)

setzt, wegen

und
” ’ 2 ” ul 2 1
-l
v \u ly  \y/ 7 =
y d /'dy‘)
c n Y __ 9 __ | L} >
(4.12) y— =2 (\dr? >0.

Letztere Ungleichung hat die Konvexitdt von y(r) in Bezug auf r? zur
Folge.

Es gilt also fiir jedes r € [ry, 7]
) ry — 12 2 — 1
(4.13) ru(r) =ryu(ry) rﬁ;_——r‘lz + 7y pulry) P2
Diese Ungleichung, angewandt auf jede Funktion u.(z) der Approxima-
tionsfolge (ua(z)), liefert nun durch Grenziibergang n — + oo die Kon-
vexitdt von 7% L (r, ;Zs) als Funktion von 72. Der endgiiltige Beweis des
Satzes 1 folgt daraus, indem man ¢— 0 konvergieren lisst. Da nun noch
bei gegebenen 7,7, € (0, 4+ o) sich stets ein R > Max (ry, r,) fiir die
Bildung von ftts(z) wahlen ldsst, so gilt allgemein

ry — 12 po—
(4.14) P L(r,u) = 7’% L,(ry, w) 3 5 + 73 L,(ry, u) 3 2 -
T — 71 T2 — T

Der Satz 3 lisst sich aus (4.14) durch Grenziibergang o — -+ oo leicht
ableiten. Mit Riicksicht jedoch darauf, dass man fiir diesen Spezialfall einen
eleganten und kurzen Beweis geben kann, sollen die diesbeziiglichen Uber-
legungen dem Leser iiberlassen werden. Ebenso kann der Leser zeigen
(am einfachsten durch Anwendung des Gaussschen Satzes), dass die Un-
gleichungen (4.4), (4.5) (allgemein mit den unteren Derivierten anstelle u")
und (4.10) auch dann gelten, wenn 2 k£ = 1ist. Das hat zur Folge, dass
r u (gebildet fiir 2k = 1) konvex in 72 ist. Man vgl. auch Ahlfors [1] und
Dinghas [5].

5. Beweis des Satzes 2. Beim Beweis des Satzes 2 empfiehlt es sich,
zuniichst von der Funktion v(z + &) + ¢ auszugehen und die (bei gegebenem
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e>0 und R > 0 existierende) Approximationsfolge (va(z)) heranzu-
ziehen. Dabei kann (sofern v(z) nicht in H identisch verschwindet) an-
genommen werden, dass jede der (zweimal stetig differenzierbaren) super-
harmonischen Funktionen wv,(z) in H,p positiv ist. Man schreibe nun v(z)
fiir ein 9,(z) und setze dhnlich wie vorhin

T
(5.1) o =o(r) = / p(r ) cos? 9 dd k=1
3
mit
cos ¥ _
(5.2) Y(z) = (z€Hg, z=ré?
v(2)
Dann findet man
(5.3) o = — Qkf ™1 v, cos 9.9
und

; ;
(5.4) o =2k2k+ 1)/ P2l 49 — Qk/ ™+ 4, cos & d¥ .

-3 %
Nun ist
3
o2 < 4kc / 722 dY
und
1 1

Urr+—r'vr+ ;évﬁﬁgo'

Das liefert (unter Heranziehung des Hilfssatzes 2) die Differentialungleichung

o’ o’ 2k + 1 <a’\)2 2k

22

(5.5) A, %

o ro 2k o

Man setze jetzt, dhnlich wie in 3,

1 y2k
-l
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also —logo = 2k (log y — log ). Dann wird
LA (y_ _ 4
c /-

und

Daraus folgt leicht

y oty
d. h.
o SRR
(5.6) YTV =T g \ar) =P

Das beweist die Konkavitidt von y als Funktion von 2. Hat man nun die
Ungleichung

ry — 12 2 — 1}
r) T
‘}'?/(2)7,;__7{

(6.7) y(r) = y(ry) R

fiir jedes Intervall 0 < r; <7 <<r, < -4 oo bewiesen, so liefern die Grenz-
iiberginge n— -+ 0, ¢— 0 leicht die Ungleichung

2 2 ) 2

) ry —- 1 , r* — 1

(5.8) rJ(rv) 2, (rpv) 5 e (r ) 3 2
T — 7 T, — 1

fur die urspriinglich in 1 betrachtete Funktion »(z). Dabei ist hier wieder

@ €1, + ).

6. Beweis der Sitze 3 und 4. Es bedeute H,; den Halbring
(6.1) 0<r;=|z|=r,, Rez=0 (ry < ry <+ 00),

Iy, I’y die Halbperipherien [z, =r; (Rez=0), |z =r, (Rez = 0) und
g(2, £) (kurz g) die Greensche Funktion des offenen Kerns Hf von H,.
Wir setzen z = re” (z € HY), { = || €, bezeichnen durch I' den ge-
samten Rand von H; und schreiben 9/on fiir die Differentiation nach der
inneren Normale von I' im Punkt (€ I Dann wird (mit Riicksicht
darauf, dass die Realteile von ¢ und 1/, auf I'\I, U I', verschwinden)

2 P / Re: Y g
(6.2) reosd = - eg“an S
o U,

%) Eine Beweisskizze der Sdtze 1 und 2 habe ich zuerst in einem Anfang 1962
(man vgl. [7]) an der Technischen Hochschule Trondheim gehaltenen Vortrag gegeben.
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und

cos ¢ 1 lagd
r _2”, eéan S

nurn

(6.3)

wobei ds das Bogenelement von I" in { bedeutet.
Man definiere nun «,, @, durch die Gleichungen

. 1 / og P
(6.4) @ =5 | %n cos ¢ ds
und

1 og p

(6.5) ty =5 o, CO8 P dS .

Dann folgt aus (6.1) und (6.2)

ry — 12 ry

(6.6) ;= 53— — cos
rg—1r; T

und
2 — 1} 7,

(6.7) Ay = 3 5 — cos & .
ry—1; T

Es sei jetzt w(z) in H subharmonisch und geniige der Lindelofschen
Bedingung (1.1). Dann ist

1 / g 1 g
HiE) =5 | w5 ds+ 5 ut) 5 ds

Iy Iy

(wobei I';, I’y positiv orientiert sind) eine harmonische Majorante von
u(z), sofern z in Hf liegt. Nun ist

1 og
— u(l) an ds < L(ry, u)ry ey

27
I
und
1 [ g
3 w(8) n ds = L(ry, w) 1y 25,
I,
also
() <2 L o 2L i
" eos s =1 EL ) r;— 1 + e Llre w) r— i
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Geht man hier links (bei festem 7, r, <7 <r,) zum Supremum iiber, so
erhilt man die Ungleichung

2 2 2 2
ro — 1 re—r

(68) AL u) S riLiruw) s +rLireu) 3
2 — T 2 — T

Will man die Konkavitdt von r2J(r, v), wobei v(z) in z € H superhar-
monisch ist und der Bedingung b) geniigt, beweisen, so muss man von der
Ungleichung v(z) = H(z) (z € Hf) ausgehen und die rechte Seite nach
unten durch den Ausdruck

710 J(rla 'U) + To @y J(r2> U)

abschitzen. Man erhilt dann die Ungleichung

o(r ) =2y rh— 12 . e
r =rid(r,v) 5 +rid(ry,v) 35—
sy =" (1’)7'2——7’%—*_2(2’)7‘%—7‘%

und somit auch die Abschéitzung

\ r; — r2 \ 2 —r

(6.9) r2J(r,v) = 11 J(ry, v) 5 2 + 1 d(ry, v) 3 2
r, — 1N rp —1n

Lésst man in (6.8) und (6.9) r,— 0 konvergieren, so erhilt man die

Ungleichungen

(6.10) L(r, u) = L(ry, u)
und
(6.11) J(r,v) = J(ry v),

welche die Monotonie von L(r, ) und J(r,v) zum Ausdruck bringen
(man vgl. in diesem Zusammenhang die zusammenfassende Note [8]).

7. Nochmals die Sitze von Phragmén-Lindelof und Julia. Die vorhin
entwickelte kurze Methode zum Beweis der Sitze 3 und 4 kann durch eine
einfachere ersetzt werden (in dem Sinne, dass der Begriff der Greenschen
Funktion nicht benutzt wird), sofern es sich um die klassischen Sétze von
Phragmén-Lindel6f und Julia handelt [4].

Es sei

(7.1) H(,2) = Re { —.

und es bedeute Hy den Halbkreis
(7.2) IZl<R, Ret>o0.
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Ist dann wu(z) subharmonisch in H und geniigt sie der Lindelofschen
Bedingung (1.2), so ist

\Nm

1
(7.3) D(z, u) = om w(C) H(C, 2) de

SIE]

(=Rée% z=ré’, 0<r<R) eine harmonische Majorante fiir wu(z)
in Hyg. Ist dagegen v(z) superharmonisch in H und geniigt sie dort der
(Juliaschen) Bedingung b), so ist

T
2

1
(7.4) D(z,0) = 5 / v(&) H(Z, 2) do

P4

o)y

eine harmonische Minorante von v(z) in Hpg.
Nun ist mit Riicksicht auf die Entwicklung

H(,z2) = 4k; (ﬁ) v(®) ()

mit
[ coske fiir k ungerade,
yu(@) = | )
l sin ke fiir k gerade,
1 : r
(7.5) o H(,z)cos pdp = ] cos 9,

und mithin wegen

’ 2r
3
und
. 2
v(z) = J(R, v)- P / H(l, z) cos pdyp ,
(7.6) uz) < L(R, u)
reos v
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und
v(z)

(7.7) J(R, v) (z=re").

rcosd

Die Ungleichungen (7.6) sowie (7.7) haben die Monotonie von L(r, u) bzw.
J(r,v) zur Folge und gestatten eine einheitliche Behandlung der Sitze
von Phragmén-Lindelof und Julia.

Letzterer Satz nimmt z. B. folgende Form an: Essei v(z) in H super-
harmonisch und dort = 0. Ist dann lim J(r,v) =¢ > 0, so gilt dort

(7.8) v(z) =cx z=x+1y).

Der Satz 1, angewandt auf die Funktion wu(z) = log|w(z)|, wobei
w(z) in H holomorph ist und dort der Lindel6fschen Bedingung

(7.9) mwE)] =1 (= o <7g<+ o)

z=>in

geniigt, fithrt zu folgender Fassung des klassischen Phragmén-Lindel6fschen
Prinzips:

Geniigt die in H holomorphe Funktion w(z) der Bedingung (7.9),
so existiert stets der Grenzwert

(7.10) lim L(r, log |w|) = a .

r—> 4w
Ist hier « =< 0, so muss wegen (7.6) in H
(7.11) w@) < e (z=2a+iy)

gelten und mithin |w(z)| = 1 sein. Ist ¢ > 0. so gibt es mindestens einen
Punkt 2z, € H mit |w(z)| > 1. Daraus folgt leicht aus der Ungleichung

(7.12) log |w(zg)| = Dz, log [w])

wegen

1
D(z, log |w]) = “/IOgIW(C)l'H(C,Z) dgp

2n

o)y

das Phragmén-Lindelofsche Prinzip in der klassischen Fassung von F.
und R. Nevanlinna [13].

Ich schliesse diese Nummer mit der Bemerkung, dass Ahlfors, M. Heins
und Hayman noch die tieferliegende Tatsache bewiesen haben, dass sowohl
im Lindel6fschen, wie auch im Juliaschen Falle (beide Félle gehen durch
Betrachtung der entgegengesetzten Funktion ineinander iiber) der radiale
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Grenzwert von u(re’”) [r cos ¥ bzw. v(re'”) [ r cos 9 bei festem 9, | 9| < 7/2,
stets existiert, sofern r ausserhalb einer r-Menge von endlicher logarithmi-
scher Gesamtlinge gegen 4 oo konvergiert. Eine ausfiihrliche Darstellung
dieser Zusammenhénge findet der Leser in der Arbeit [9] von W. K. Hayman.

8. Das Phragmén-Lindelofsche Prinzip fir M-Abbildungen. Ist t eine
Minimalabbildung im Sinne der Entwicklungen von 2 und

(8.1) exp H(z) = | 1(2)| = Vhy(2)? + hof2)? + hy(2)?

so ist log |v(z)| in H subharmonisch. Das ist der Inhalt eines Satzes, den
E. F. Beckenbach und T.Radé [2] im Jahre 1933 bewiesen haben. Damit
der Leser diese Arbeit nicht zu lesen braucht, gebe ich kurz den Beweis
dieses Satzes, fiir den uns interessierenden Spezialfall, mit der Bemerkung
wieder, dass die diesbeziiglichen Uberlegungen auch dann erhalten bleiben,
wenn anstelle I ein beliebiges Gebiet genommen wird.

Man schreibe w, v, w fiir %, hy, by und beachte, dass mit Riicksicht
auf die Identitit w;® 4 w2 + w2 =0 die Gleichungen

(8.2) ul 4 0} 4 wh = uy + v + o}
und
(8.3) Us Uy + Ve Vy + wy w0y, = 0

gelten miissen. Es bezeichnen nun |r.| bzw. |r,| die Lingen der Vektoren
mit den Koordinaten ., v., w. bzw. wu,, vy, w,. Dann ist
0?H  o*H

AH = —

e g = Mt M

12+ [ 1y /2 — 2 (| 122 cos?a + |1, 2 cos?B)
B o2 ’

wobei «, § die Winkel von r mit 1. bzw. 1, sind. Daraus folgt zundchst

[ > + [y
(8.4) AH = T

(1 — cos?a — cos?B) .
Dass nun die Klammer rechts nicht negativ ist, zeigt man so: Es sei [

u v

w
die Projektion des Einheitsvektors <l_r|’ |—r-—l , IT> auf die durch 1., r,

definierte (und durch t gehende) Ebene /7. Dann ist cos?a -+ cos?f =
I? <1 und somit 1 — cos?e¢ — cos?ff = 0. Daraus folgt 4H = 0 in allen
Punkten z mit t(z) £ 0. Da nun noch in allen (isolierten) Punkten z
mit 1(z) =0 H(z) = — oo ist, soist H(z) subharmonisch in H. Soll
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H(z) in H harmonisch sein (also 4H = 0 in jedem Punkt mit t(z) # 0,
somuss F bei der Abbildung t: H— F in einer Ebene liegen, die durch
den Nullpunkt geht. Die Eigenschaft von H(z) = log |t(z)| in H subhar-
monisch zu sein, fithrt zu folgender Ubertragung des klassischen Phragmén-
Lindel6fschen Prinzips auf M-Abbildungen:

Satz 6. Es bedeute t:H-—>F eine M-Abbildung von H, fir die die
(Lindeldfsche) Bedingung

(8.5) im j1(z)| <1 (— 0 <7<+ )
z=>1in

gilt. Dann ist | 1(z)| entweder beschrankt in H oder es gilt

M(r,log |t])

— >0

lim
(8.6) .

r—>+®

Dabei ist
] |
M(r,log | t|) = sup | log | t(r e”)| t |9 < 2

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes 5, d.h. der
Monotonie von

log | t(r )|
L(r, r) = sup{ r cos ¥

) 7 |
1[19[<2—[

die wieder eine Folgerung des Satzes 3 ist. Wir gehen darauf nicht ein.

Zum Schluss diirfte noch iiber das Eintreten des Gleichheitszeichens
folgendes hinzugefiigt werden: Ist w;(z) = u; + t vy = €***#* mit reellen
a, B (B <0), soist L(r,u;) = a« + f/r* und mithin 72 L(r, u;) = ar®* + f.
Somit ist

Uy = <ar+ g)cosﬂ

Extremalfunktion fiir die Sdtze 1 und 3. Entsprechend ist

Uy = (ar—}——/fj)cosﬁ B=0)

eine Extremalfunktion fiir die Sitze 2 und 4. Fragt man nach Extremal-
funktionen im Satz 5, so stellt man leicht fest, dass die holomorphen Funk-
tionen wy = ax ¢ (k=1,2,3) mit a} + a; + a3 =0 und |a,® + |a,]® +
lag|? = 2 eine extremale M-Abbildung liefern.

9. Der raumliche Fall. In dieser Nummer soll noch kurz die Ubertragung
der Sitze 1—4 auf den n-dimensionalen euklidischen Raum E* (n > 2)
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angedeutet werden. Es sei P (z,,...,%.) ein Punkt von E® und 8 die
Einheitskugel
(9.1) E+&8+ - +&8&=1.

Wir setzen
&, = cos ¥, ,

&, = sin ¥, cos 9, ,

9.2) ...
&,_1=sind;sind,...sind,_ycosd,_,,
£, =sind;sind,...sind, ,s8ind,_,
mit 0=9,...,%,_,=n, 09, ;, =<2x, und erhalten
n n—1
(9.3) ds? = Y dg = ) gudoi,
k=1 k=1
mit gr = gi(Py, . . ., 94_,). Ferner setzen wir fiir zwei auf S differenzier-

bare Funktionen wu, v ?)

p n—1 1 Ju oOv
( s ) (Vu, VU) — l.;l gk al?k aﬁk
und

1 "2 8 (Vg au) T~ )
9.5 2y =___ I AL A ( - .
(9:5) w by 2 am( Py B U TTa

Dann erhalten die Hilfssdtze 1 und 2 folgende Form:
Hilfssatz 3. Es se:

S,—={P|PE€S, &> 0}

und w = w(&y, &y, ..., &) eine auf S, definierte eindeutige zweimal stetig
differenzierbare Funktion mit den Eigenschaften:

1) u(é:l:‘fz!-""fn) 207

2) w0, &, ..., E)=0.

Dann gilt fur jedes endliche a = 0

u a—1
== —_— 2 <
(9.6) J1(u) / (cos ?91) wu(n—1)u—+ Viu)do =<0.
Sy

3) Vq und (Vu)® = (Vu, Vu) sind entsprechend der zweite bzw. der erste
Beltramische Operator auf S,. Man schreibt bekanntlich auch 4w fiir V2 und
}grad u|2 fiilr (Vu)i
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Hierbei bedeutet dw das Oberflichenelement von S. Das Qleichheits-
zeichen tritt hier wieder nur fir die Funktion u = C cos ¢, = C'&; ein.

Hilfssatz 4. Ist v > 0 auf S, und dort zweimal stetig differenzierbar,
so gilt fir jedes endliche o« = 0

cos 9, \**!
(9.7) Jz(v)=/< " > v((n—1)v 4+ V2v)do = 0.

Sy

Auch hier tritt das Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn
v= C&, mit einem konstanten C 4ist.
Die Beweise beider Sitze verwenden die Identitiaten

VR v) = v Py + 2 (Vu, V) +u V2o
und
VHcos #;) + (n — 1)cos ¥, =0,

die zu einer Umformung von J,(u) und J,(v) fithren. Man findet in der
Tat nach dem Vorbild von 3

Jiu) £ —a / o* 1 (Vo)2cos? §,dw < 0

und

Jo(v) = a/ o™ (Vo)2cos? P, dw = 0
EA
mit (Vo) = (Yo, Vo) und o =u/cosd#; bzw. ¢! = v/cosd,. Will
man hier das Analogon der Sidtze 1 und 2 beweisen, so hat man (unter den
entsprechenden Voraussetzungen fiir Funktionen u (v € L) bzw. v (v €J)

%

uy(r) = / o3¥ cos? 9, dow (k=1)

S,
bzw.

Ho(r) = / o2 cos? 9, dow k= 1)
Sl

mit o, = u(P)/ cos P}, bzw. o, = cos P, [v(P) (P = (ré, réy, ..., 78)) .
Es ergeben sich dann leicht die Differentialungleichungen

w o on— 1 210—1('/41)2 n— 1
9.8 — + — =] + 2k
(*:8) 2 T 2k \m r?
und

s om—1lu, 2k 1 (ug\? n—1
(9.9) ol x Y (‘3)~2k .

He LA 2k He r
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die entsprechend durch die Ansitze

_ ('_y_x)”‘b . _(ﬁ)'”‘
M1 = e ZW. Uy = =1

zu den Differentialungleichungen

4 72/ o 1 !’
(9.10) no % =0
U r %
bzw.
4 n _ .l 7
(9.11) 2 & <0
Y2 r Yo
) LAY dys\ L .
fithren. Somit ist i = 0 und e = 0. Diese Uberlegungen (zunéchst

auf zweimal stetig differenzierbare subharmonische bzw. superharmonische
Funktionen angewandt) fithren durch Grenziibergang zu der Konvexitit
von "7t uy(r)® bzw. zu der Konkavitdt von ! uy(r)® fiir jedes
w €L bzw. v €J als Funktion von r*. Nimmt man also die Approxi-
mationssitze von subharmonischen bzw. superharmonischen Funktionen
durch Folgen von zweimal stetig differenzierbaren subharmonischen bzw.
superharmonischen Funktionen zu Hilfe, so hat man die Sitze:

Satz 7. Es sei w(P) subharmonisch wicht negativ in H: x; > 0 und
genitge dort der Bedingung

(9.12) lim w(P) =0
P>Q

fir jeden im Endlichen gelegenen Randpunkt @ von H. Man setze

Li(r, u) = { (“—) & do (k= 1bzw. k=1)

3, &y
mit w=u(ré; ,...,ré&) (0 <r <<+ o). Dann st ™ Ly(r,u) konvexr

n rt.
Satz 8. Es sei v(P) superharmonisch und positiv in H. Man setze

1/ r&f . | w
Ji(r, v) = ls‘ (7) £1de (k

v
[
-

Dann ist ™ Ji(r, v) konkav in r*.

Mit Riicksicht darauf, dass % und v nicht negativ sind, kann Satz 8
aus Satz 6 nicht ohne weiteres (durch Betrachtung von — u) abgeleitet
werden. Lediglich der Grenzfall £ = +-co ldsst sich einfach (durch den
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Kunstgriff von 6) behandeln und fiihrt (ohne die Bedingungen u =0,
v = 0) zu zwei dualen Sitzen iiber die Monotonie von L(r, ) bzw. J(r, v)
sowie die Konvexitit von r" L(r,v) bzw. die Konkavitdt von r"J(r, v)
als Funktion von r".

Dabei ist hier

w(rky, ..., ré)
L(r,u)=sup{————————( lrfl 51651}
und
J(r,v):inf{ﬁ%;@ slesz}.
1

Der interessierte Leser findet den ausfiithrlichen Beweis in meiner Note [8].
Auch die Monotonie von L(r, u) bzw. J(r, v) ldsst sich unter Heranziehung
der entsprechenden Majoranten (bzw. Minoranten) H(z) von wu (bzw. v)
direkt beweisen.

10. Eine Verschérfung des Satzes 3. Ist die partielle Differentialgleichung

02 0% )
2y =— 2 = — 1 —
(10.1) V2iu=c(z)u <V PR

mit einem reellen, stetigen, nichtnegativen ¢(z) konform invariant, so
besitzt diese (nach L. Myrberg [11]) in jedem Gebiet D der komplexen
Ebene, dessen Rand I' aus endlich vielen analytischen Kurvenstiicken
besteht [10], eine Greensche Funktion G(z,z,) mit der Eigenschaft, dass
jede Losung von (10.1) durch die Gleichung

1 0
(10.2) u(z) = o / u({) P G, 2)ds
I

gegeben wird. Dabei bedeutet ds das Bogenelement von I' und 9/dn
die Differentiation nach der inneren Normalrichtung von I' in (€I
Die Funktion @(z, z,) hat folgende Eigenschaften:
1) G(z, z) (kurz @) ist in D\ {z,} regulir und positiv.
2) Bs gilt 2G = ¢(2) @ (2 € D\{z}).
3) Esist lim G(z,2)) =0 (L E€T).

4) GQ(z, zy) + log |2 — z,| ist beschrinkt in der Umgebung von z,.
Man kehre nun zu den Betrachtungen von 6 zuriick und betrachte eine in

Hy: 0<R,<|z]<Ry<+o, Rez>0
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eindeutige zweimal stetig differenzierbare Funktion wu(z), die folgenden
Bedingungen geniigt:
1L limu@) <0 (B, < |y <R,).
z=>in
2. In jedem Punkt z von H, ist

@ —1
(10.3) V2u =

u
r2

mit einem konstanten ¢ = 1.
Schreibt man die rechte Seite der Differentialgleichung

¢ —1

(10.4) Viv = v

r2

in der Form
2

L
(¢* — 1) | 7 logz

so schliesst man ohne weiteres daraus, dass (10.4) konform invariant ist,
d. h. dass sie bei der konformen Abbildung z—z({) in die Gleichung

a2 32 \ d
3_52‘{“ 57_5)1): (¢*— 1) & log 2({)

2

v (E+in=1)

iibergeht. Somit besitzt (10.4) eine Greensche Funktion G(,z) (z € H,,
¢ € I'), welche die Eigenschaften 1)—3) hat.
Man definiere nun die Grossen 4,, 4, durch die Gleichungen

1 0
_— — R Vad
A, = 3 r/ cos 9 n G, 2)ds

bzw.

1 0
A, = Zt/cosﬂ%(}'(é,z)ds

und beachte, dass (10.4) in H die beiden Losungen v,(z) = rfcos ¢ und
vy(2) = r~9cos ¢ (z = r €*) besitzt. Dann wird
T A, + 1 Ay, =rcos g,
riid, +r7%4, = rlcos ¢
und mithin
3 — ™ g

A, = 5— — cos
LTI
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und
0
P — 3

—qcosgp.

P —
“ 2
2=y

Man bilde jetzt bei gegebenem u mit den Eigenschaften 1) und (10.3)
die Grosse

u(r e'’
sup | 79 cOS 19

<3
fir alle » aus dem offenen Intervall r; < r <<r, Dass diese Grosse
endlich ist, folgt ohne Schwierigkeit aus einem Ergebnis von L. Myrberg

[11] (man vgl. auch L. Myrberg [12]), wonach u(z) in jedem Halbkreis
Hg:|z| < R nicht grosser als die harmonische Funktion sein kann, die

(10.5) Ly(r, u) =

l\.a];l

[ 9]

auf dem Rand des Halbkreises Hy dieselben Randwerte wie 17(2) besitzt.
Ist dieses Ergebnis gesichert, so fithrt die fiir w(z) giiltige Abschitzung

(10.6) u(z) < b / (C)#Gds—}—/ = G’ds
zu der Ungleichung

ure?) 38 — 1 I
(10.7) rd po—— = r? Ly(ry, w) m + 138 Ly(ry, ) m

(fir je zwei Werte ry,r,, Ry <r, <r, <R,), aus der die Konvexitit
von 7% Ly(r, u) als Funktion von r* im Intervall R, < r < R, unmittel-
bar geschlossen werden kann.

Man kann (nach L. Myrberg) die Ungleichung (10.3) durch den Begriff
subelliptisch (in Bezug auf (10.4)) ersetzen. Darunter wird folgendes ver-
standen: Es sei D ein Gebiet z€.D und es sei G (5, z) die Greensche Funk-
tion von (10.4) fiir die offene Kreisscheibe K,: !{ — z! < r. Gilt dann fiir
alle hinreichend kleine r

1 0
(10.8) wiz) < — / u(Z) n G (5, 2) ds

(wobei I, den Rand von K, bedeutet), so soll (L. Myrberg [11], [12])
w(z) in Bezug auf (10.4) subelliptisch heissen. Da fiir eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion u(z), die (10.3) geniigt, die Ungleichung (10.8)
mit Riicksicht auf die Greensche Formel richtig ist und umgekehrt (nach
L. Myrberg) jede im Sinne von (10.8) subelliptische Funktion in einer kom-
pakten Teilmenge mit stiickweise analytischem Rand durch die harmonische
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Majorante von a(z) abgeschitzt werden kann, so kann das Hauptergebnis
dieser Nummer folgendermassen formuliert werden:
Satz 9. Die Funktion u(z) sei in einem Halbring H,:

(10.9) 0 <R, < |z| <R, <+ oo, Rez>0

(tn Bezug auf (10.4)) subelliptisch und geniige auf den geradlinigen Begrenzun-
gen von H, der Bedingung 1). Dann ist die Funktion 1 Ly(r, w) im Intervall
R, <r < R, konvex in ™.

11. Heranziehung der Mittelwerte. Ist die Menge

(11.1) E = {z] u(z) > 0}
fiir r > r, nicht leer, so liefert die Methode von 4 (angewandt auf die
subelliptische Funktion w(z)) die Differentialungleichung
qu 1“’ 2k — 1 ('qu)z 9k )k(qz_ 1)

7z

v

0,

u ru 2k

2 r2

wobei wieder u durch (4.3) gegeben wird. Somit wird

g 2k — 1 (W 2k¢?
w2 (i)_ 7y
y ru 2k u 7
also auch
2qg —1
" . ’ 2 O
Y y Y=
mit
y = lul/(2k)
Daraus folgt wieder
d (dy)
d (_%) =0,
dr \dr*) =

und mithin die Konvexitit von

(11.2) {/(ﬂc )choszﬁdﬂ}

im Intervall R, <r < R, als Funktion von 7*. Ahnlich wie im Falle
g =1 ldsst sich der Satz 8 (eventuell durch Betrachtung der Funktion
u(z) + Cricos ¢ mit einem geeigneten konstanten C) aus der Konvexitit
der Ausdriicke (11.2) durch Grenziibergang k— -+ oo ableiten.

a~["‘

o)y
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Die Entwicklungen der beiden letzten Nummern konnen dazu dienen,
Aussagen tiiber das Anwachsen von (nicht durchweg nichtpositiven) Lo-
sungen der Differentialgleichung
(11.3) Viu = c(z)u (e(z) = 0)

in H nach unten abzugrenzen, sofern wu(z) der Lindel6fschen Bedingung
(10.3) geniigt und c¢(z) (¢ € H) ein derartiges Wachstum aufweist, dass

(11.4) o = lim {r2 inf c(re?)} <q¢®—1
roto 8] <2
(mit einem ¢ > 1) ist. Setzt man

7|

|0}<§[,

M(r, u) = sup { u(r e'?)

so liefert die Betrachtung der Grossen (11.2) (insbesondere der mit k = 1)
den Satz, dass

M(r, u)

lim >0

ro+w
ausfallt. Ist ¢ = 4 oo, so kann es keine Funktionen u(z) von endlicher
Ordnung geben, die in H 1) nicht durchweg nichtpositiv sind, 2) der Be-
dingung 1 und 3) der Differentialgleichung (11.3) geniigen.

Die Theorie der subelliptischen Funktionen (im Sinne der Entwicklungen
der beiden letzten Nummern) kann ohne grosse Schwierigkeit auf das ent-
sprechende Problem des n-dimensionalen Halbraumes ausgedehnt werden.
Dass man hier ebenfalls Juliasche Sitze aufstellen kann, wird der Leser
ohne weiteres einsehen. Ebenfalls ist es leicht, die Ergebnisse, die hier
gewonnen wurden (fir » = 2), durch konforme Abbildung auf allgemeinere,
Lindelofsche Bereiche zu iibertragen, wie ich es fiir den Fall ¢ =1 in
meiner Arbeit [8] getan habe. Den besten Zugang zu allen Fragen, die
dem Denjoy-Carleman-Ahlforsschen Gedankenkreis entspringen, scheint die
Methode der Mittelwerte (deren Anfiange auf Carleman zuriickgehen) zu
bieten.

Freie Universitat Berlin
Deutschland
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