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Uber das Anwachsen einiger Klassen von subharmonischen

und verwandten Funktionen

Herrn Alcitsugu Kausaguchi zu'tn 65. Geburtstag

H : n > 0 und habe dort die Eigenschaften:
1) u ist in H subharmonisch.
2) Es ist u(z) - 0 in H.
3) Fiir jeden endlichen Randpunkt e von

n + i a; n, A reell) sei in

z+ e

H subharmonische tr'unktion der Bedingung

so wird sie von der Klasse tro genannt. Offenbar bildet die Gesamtheit
L aller X'unktionen, die den Bedingungen l)-3) geniigen, eine Teilklasse

von Zo. Sie soll im folgenden durch L bezeichnet werden. IsL u e Lo

,na ä1r1 : Max {0, u(z)), so ist stets [, e U
Neben den Klassen .Lo und -L betrachten wir im folgenden die Funk-

tionenklassen J bzw. Jo von superharmonischen Funktionen mit den

Eigenschaften:

a(z))0 @eJ),
liq a(z) > 0 (u € Jo)
z-> (

X'iir die Funktionen der Klasse Z und fiir Funktionen der Klassen L, Lo, J
und Jo gelten nun eine Reihe von Sätzen, deren wiohtigster Teil den

Problemkreis des klassischen Phragmdn-Lindelöfschen Prinzips und des

Schwarz-Carath6odory-Juliaschen Lemmas umspannt. Hierzu diirfte noch
eine Reihe von Sätzen (deren älteste wohl auf Ahlfors und Carleman zlJ-

riickgehen) gezählt werden, welohe auf die Konvexität von bestimmten
Mittelwerten (und romit, deren Monotonie) hinweisen.

H gitt

(1. 1)

Geniigt eine in

(L.2)

a)

b)
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fn der vorliegenden Arbeit sollen zwei allgemeine Konvexitätssätze fiir
die Funktionen der beiden Klassen L bzw. ./ bewiesen werden, die nicht
nur die vorhin genannten Sätze umfassen und vertiefen, sondern noch durch
Grenziibergang gestatten, iiber das Anwachsen der Funktionen von Lo
und Jo allgemeine Aussagen zu machen. Einige Anwendungen auf die
(konformen) Minirnalabbildungen sowie auf die subelliptischen Funktionen
findet der Leser in 8 und 10.

2. Mi,ttelbil,il,ungen. Iormulierung il,er Hauptsd,tze. Bekanntlich wird die
in einem (beschränkten) Gebiet G der komplexen Ebene definierte Funk-
tion u(z) als subharmonisch bezeichnet, v'enn sie folgenden Bedingungen
geniigt:

1. - oo {u(z)( f o, u(z) #- @.
2. u(z) ist in G nach oben halbstetig.
3. Es sei G, ein (beliebiges) Teilgebiet von G (mit d, c G), dessen

Rand l" aus endlich vielen Jordanschen Kurven besteht, wd h(z) die
harnronische Funktion in G mit den Randu'eften u(l) (6 € I).

Dann ist

(2.1) u(z) 
= 

h(r\ @e Gr)

Entsprechend heisst u(z) superharmonisch in (], wenn folgende Bedin-
gungen erfflllt sind:

l. - oo <u(z)S * .o, a(z) fi oo .

2. u(z) ist nach unten halbstetig.
3. Es gilt

(2.2) a(z)Zh,(z) @eGr)

fst u(z) subharmonisch in G,

nisch.
Man setze jetzt z - r ein (0

aelz,+e)

so ist offenbar - u,(z) dort superharmo-

(2.3)

und ftir q, e

(2.4)

Lr(r ' u)

lt
Ttt

IJ
JT

t-

(,*r)".o*, sdol: @eL)

:T

2tl
,

(t*)-"cosz sdol-* (a er)



A. DrxGHes, I(lassen von strbharmonischen uncl verwanclten Funktionen

mit u : u(r e'81. a : a(r eia). Hierbei sincl beide Integrale rechts im Lebes-
gueschen Sinne zu nehmen und somit (nach klassischen Sätzen der X'unk-
tionentheorie und der fnhgrationstheorie) endlich. X'iir die Mittelwerte
L^(r,u) bzw. J,(r, a) gelten nun die Sätze:

Satz l. Es bed,eute I dns Interual,l, 0 < r < f co. Dann ist jeil'es

L,,(r, u) @ e Q in I ni,cht abnehmend, unil, r2 L"(r, u) konuer in r2.

Satz 2. D'ie Xrmlctionen, J,(r,a) @ eJ) sinil, in I nicht zunehmenil
und, rzJ^(r,a) konlcaa in r2.

Betrachtet man eine I'unktion, die in /1 subharmonisch ist und dort
der Lindelöfschen Bedingung (1.2) geniigt, so ist fiir jedes r € 1 der Aus-
druck

(2.5) fit, e Lr)

superharmonische Funktion

I

j t?:€J),

endlich. Setzt man erltsprechend fiir eine in H
a(z), die der (Juliaschen) Bedingurlg b) geniigt,

XT

I,?'l<,

loi .;
so kann man aus den Sätzen t

Satz 3. Die Funktiotr, L(r,
konuer in r2.

§atz 4. Di,e Funktio'tt J(r,
konkaa 'in, 12.

Die Sätze 3 und 4 (sorvie auch t und 2) lassen sich leicht aaf M-
Åbbildungen iibertragen. IJnter einer solchen Abbildung soll folgendes ver-
standen werden: Es seien wr(z), wr(z), u:r(z) drei in einem Gebiet G der
komplexen e-Ebene definierte holomorphe I'unktionen mit der Eigenschaft

n-t(z)z * u;z@)'* u;@)' -_ 0 @eG)

(k : l, 2,3)

mit reellen hu, ht und betrachte in E3 die Fläche

(2.9) F =- {r lr- (hr(r),llz@),h,r(r))," €G}

Dann soll die Abbildung ?; z--+ t, (mit Riicksicht auf den Zusammenhang
mit der Theorie der Minimalflächen) eine Jlf-Abbildung heissen. Illan setze
jetzt

und 2 folgende Sätze ber,l,eisen.

u) 'ist 'in I nicltt abnehnlend und rz L(r, u)

'"*) 'ist in I n'icht zunellmend und 12 J (r, u)

(2.7)

I[an setze

(2.8)

(2.10)

und nehme äil,

H(*): log {nr1r1'4 rrrg1' * 1O
G talle mit H zusammen. I)ann gelten die Sätze:
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Satz 5. Es sei H --> I eine M-Abbild,ung ilerart, ilass H(z) d,er (Lin-
ilelöfschen) Becling%ng

(2. I 1)

gerLiltgt. Man setze

(2.L2)
7tl

Dann i,st H(r, r) i,n I nicht abnehmenil und, r2II(r, rl lrcnaer in r2.

fst

(2.r3) n^ Hg, r) > 0 ,
r++€

so gilt fiir die Ausdriicke

-i* r(2.t4) H,(r, t):1, I (f#i-., sdsl;
-+

@e12, *o)) der (nicht triviale) Satz 1.

3. Vorbereitenil,e Hilfsbetrachtungen Dem Beweis der Konvexitätssätze
von 2 sollen folgende Hilfssätze vorangeschickt v-erden:

Hilfssatz l. Die reel,l,e Xunlction y(r) (lwz y) sei, im Interaall

/ n n\
Io: a{r1ä \- 2=o<b=rl

zweimal, steti,g d,ifferenzierbar unil, inl

If : a<a<b
positia. Ist d,unn y(a\ : y(b) : 0, so ist fUr jedes a € [0 , * co)

(B.r) r,(v): I (*)"' r(,, rv')itrlo.
r.

Das Gleichheitszeichen tritt hier d,ann und nul d,ann ein, wenn U : C cos r
mii einem konstarfien C ist.

Hiltssatz 2. Die reel,le Eunlction y(r) sei 'im Interaall,

(s.z) 1o : -i =. =+
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zweimnl, stetig ilffirenzierbar. Gilt il,ann y(r) > O i,n Io, so ist far jeil,es

s€(-oo,0]

(s.B) r,(yt:lH y(y+y')itn2o.
\

Auch, hier tritt d,as Gl,eichhei,tszeiclwn d,ann und nur ilnnn e,i,n, wafiflL y -
C cos r mit einem konstanten C ist.

Zum Beweis der Hilfssd,tze I und 2 setzeman A:o cosr (o: o(r))
und bezeichne den Integranden links in (3.f) duroh D". Dann wird wegen

y+g'--2o'sinzfo'cosc
Do : f (- 2 r' sin r cos * * ou cos2r) : o" (6' cosz r)',

und somit zunächst fiir jedes Paar (rr, rr) mit e I ur I rz 4b

" *i *'r

I (*)-'a (v + a") itr : r (o'"o"') 
| - *,! n-'o'2 cosz r d'r '

Es sei jetzt
(/ : q(n) : o(r) o' (r) cosz u

gesetzt. Dann wird im Falle des Hilf'ssatzes I wegen y'(a)<},y'(b) €0

lirn q(r)
xL-> a
xr+ b

lim q@)
xt-+ -:tl2nz+ *t12

(0,
tr2

xL

und mithin auch

i-(8.4) 
{ tX)"-', (, + y") d*:= a I 6a-, ,T,zcos2 r itr .

oJ+

Liegt der Fall des Hilfssatzes 2 vor, so wird wegen

x2

:t-,,lt
-z

Soll in (3.I) bzw. (3.3) das Gleichheitszeichen gelten, so muss o konstant
sein und somit y : C cos o. Im X'a1le des Hilfssatzes I muss dann a :
- nlz , b: nl2 sein.
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Zur Geschichte der Ililfssätze I und 2 sei hier kurz folgendes bemerkt:
Der X'all a: 0 geht auf Ahlfors [f] (man vgl. auch Dinghae [4], [5])
znriick. Der Fall a: I bildet den fnhalt eines klassischen Lemmas der
Variationsrechnung (man vgl. etwa: Blaschke [3]). Schliesslich wurden die
X'älle a > 2 erstmalig von Dinghas [6] behandelt. Der Hilfssatz 2 ist neu.

1. Beueis d,es Satzes 7. Es sei R >
es r,a jedem s > 0 ein positives rl -
dass fiir alle U, lyl < R, u,(z) - xc(z
I

u,(r) in

Eir^ - {z I l"l < z R,Re e }; o}

0 fest, sonst \4,illkiirlich. Dann gibt
rtb, R) mit ,,ry, rtb, R) - 0 derart,

(4. 1)

als Grenzfunktion einer nicht zunehmenden X'olge (ä"(")) (n : 1,2, . . .)
yon zweimal stetig differenzierbaren X'unktionen d,@) darstellen, die alle
in .t liegenl). Somit kann man beim Beweis des Satzes I zunächst ohne
weiteres annehmen, dass z(z) eine in ,Ero nicht negative, zweimal stetig
differenzierbare X'unktion ist, die noch der Bedingung u(i A) : 0 fiir alle
y ruit lyl < R geniigt. Man setze zur Abkiirzung

(4.2)

und bilde

(4.3)

Dann wird

(4.1)

p - p(r):

cos d

.T

2

r
J v? 

';o1zrt' 
cosz B ct?9

,t_T
(k - r).

+
f

J
;t
2

1) Man vgl. etwa: Tsuji [4], S. 44.
Der in tr'rage kommende Satz lautet, folgendermassen:
Es sei u(z) 'in G subharmonisch und, G, c G, und, es bezeichne An{t)12,@ @ e9r)

dia Mdttehntg d,ri,tten Grades (d,ana,ch ist 3rg2Aa6)@,u):.fl ;-, lSn uG)d,€d,q)
aon u(z) m,it einern hinreichend, kleinen p (kleiner ais ilie Entlemung uon G und Gr).
Setztm,and,ann(be,ifestem p) un|):An@l(z,u\, so,ist un@) l')subharmonischund,
zweimal stetig d,i,Jferenzi,erbar ,i,n Gr, 2) bei abnehmend,em g nicht zunehn'tend, und, 3)
konaergdert mi,t p-->O gegen u(z),

In dem uns interessierenden Fall kann leicht gezeigt werden, dass jedes ö,^@) : u1p(z)
(fiir alle hinreichend grosso n) auf der §trecke a:0, lAl<A (man mache die
Abschätzungen etwa in Fizil verschwinden muss.
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und

(4.6)

++fr
J- J-

-2 -2

folgt aus (4.4) (durch Anrvenclung der Schrva,rzschen Ilngleichung)

+

t '' - 4lr' p f ,p'n-' u', d8 .

!.,

(1.5)

Nun

Andererseits ist rvegen

t1

mit

i
I(4.7) A- lv2k-2uurud,g.

J
-+

Jetzt rvende matr den }lilfssatz I auf alle (endlich vielen) Teilintervalle von

- nl2 < I < nl2 an, auf denen u positiv ist,. Dann erhält man durch
Summation A < - pr und mithin die Differentialungleichung

(1.s) ulu" +1) ='zt'-! p,, + 
24 

r,, .

Es bedeute jetzt Ro die untere Grenze aller r fiir die p(r) > 0 ist. Man
nehme A ) A, (r? endlich) und betrachte das Ringgebiet

(4.9) T:Ro(rr-(lzl{rr<R (rr<rr).
Dann folgt aus (4.8)

r-t" u,' 2k - | /u'P 2 k
p ' ,!, 2lc \p,

:T

2

f-il,'A

Jrrz
lT-T
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und somit, wenn man

(4. 11)

setzt, wegen

und

(4.t2)

(4.13)

Lebzberc Ungleichung hat die Konvexität
Folge.

Es gilt also ftir jedes r e Lr u r z7

von A(r) in Bezug auf rz zur

12-rlrzFVr)E;?

tr: ('r')'r

, 1l
-1- ,, I

t,p

l.t

,3-rz
r y(r) {rrp(rr) g;i+

Diese Ungleichung, angewandt auf jede Funktion {t"(z) der Approxima-
tionsfolge (å,"(z)), liefert nun durch Grenziibergang n-+ * oo die Kon-
vexität von rz L,(r, ,11 ,n X'unktion von r2. Der endgiiltige Beweis des

Satzes 1 folgt daraus, indem man e -> 0 konvergieren lässt. Da nun noch
bei gegebenen t1,r2€- (0, *oo) sich stets ein -E ) Max (rr,rr) fiir die

Bildung uor- i,"1"7 wählen Iässt, so gilt allgemein

rZ-rz r2-r'(4.r4) rz Lo(r, u) < ,1L"(rr, u) 'f-, _ ,i a rf; L,(rr, "l'Ejl .

Der Satz 3 lässt sich aus (4.I4) durch Grenziibergang a--+ f oo leicht
ableiten. Mit Riicksicht jedoch darauf, dass man fiir diesen Spezialfall einen
eleganten und kurzen Beweis geben kann, sollen die diesbeziiglichen Uber-
legungen dem Leser iiberlassen werden. Ebenso kann der Leser zeigen

(am einfachsten durch Anwendung des Gaussschen Satzes), dass die Un-
gleichungen (4.4), (4.5) (allgemein mit den unteren Derivierten anstelle p")
und (4.10) auch dann gelten, wenn 2 & : l ist. Das hat zur X'olge, dass

r p (gebildet fidrr 2 k : l\ konvex in r2 ist. Man vgl. auch Ahlfors [1] und
Dinghas [5].

5. Bewei,s d,es Batzes 2. Beim Beweis des Satzes 2 empfiehlt es sich,
zunächst von der X'unktion a(z I e) f e auszugehen unddie (beigegebenem



A. DrNeres, Klassen von subharmonischen und verwandton F unktionen 1l

e ) 0 und .B > 0 existierende) Approximationsfolge 1ö"@)) heranzu-

ziehen. Dabei kann (soferrr a(z) nicht in ä identisch verschwindet) an-
genommen werden, dass jede der (zweimal stetig differenzierbaren) §uper-

harmonischen X'unktionen a,(z) in Hro positiv ist. Man schreibe nun o(z)

fiir ein 6"(z) und setze ähnlich wie vorhin

+

(5.r) o : o(r) : 
| *O eio)zh cosz I d,8 (k > +)

-+
mit

cos I
(5.2) ,tt@: r,(4 @4-E^,z:rei',).
Dann findet man

(5.3)

und

I{un ist

und
l1a,,+;a,+Ao*10.

Das tiefert (unter Heranziehung des Hilfssatzes 2) die Differentialungleichung

o' o' 2k * | lo'\2 2k(5.5) ; + ,r> 2k \;/ - *
Man setze jetzt, ähnlich wie in 3,

++
r

J
22

+i
o'z S lkzo I y,'n*zul,d8

J
7t-n

:: (+)'r ,
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6" r{Y_
6 \"1

I)araus folgt leicht

also -logo-

und

d. I).

(5.6)

Das beweist die
Ungleichung

(5.7)

2 k (log y log r). Dann wird

6' lu' I\
- 2l: [., ___l

6 \y r/

(T)',. *l

d ld,ut

Konkavität von A als Funktion von r2.

,rlT

2k(t v'1=o,
\y r!/l

Hat man nlrn clie

ftir jedes Intervall 0 ( rr < r < rz I *co bewiesen, so liefern die Grenz-
iibergänge n--> * oo, € --+ 0 leicht die Ungleichung

^ rl--rz r2-r2(5.8) rzJo(r,u)ZrlJ.(rr,a) ffia rf;J*(rr.A g _Iri
ftir die urspriinglich in I betrachtete Funktion a(z). Dabei ist hier u'ieder
o€[1 ,*o)2).

6. Beweis d,er Siitze 3 unil tl. Es bedeute ä, den Halbring

(6.1) 0{rr{lzl{rr, Rez}0 (r, <rz<* oo),

lr, I, die Halbperipherien izl : rr (Re z 2.0), l") : r, (Re z ) 0) und
S@,C) (kraru g) die Greensche Funktion des offenen Kerns Hf von Hr.
Wir setzen z:raia@eHf), e :lClet", bezeichnen durch ,I- den ge-
samten Rand von ä, und schreiben 0l0n fnr die Differentiation nach der
inneren Normale von l- im Punkt C e f. Dann wird (mit Riicksicht
darauf, dass die Realteile von ( und l/f auf J"r. /^ru fz verschwinden)

r3 rz r'-r?y(r)2y(rr\ " *y(rr) , 
-

) r;rz*y(rr) r17,

t f sog arcosf :2*J Re( *ot
r\u 12

(6.2)

2) Eino Beweisskizzo dor §ätze I und 2 habe ich zuerst in einem Anfang tg62
(man vgl. [7]) an der Technischen Hochschule Trondheim gehaltenen l-ortrag gegeben.
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und

cosf t f r 0q(6.3) * !.":" T an 
d' ,

wobei ds das Bogenelement von I in I bedeutet.
Man definiere nun a1, u2 drtrch die Gleichungen

t Ios(6.4) "r: zn J ficos v d,s

I"

und
t f os

(6.5) "r: Zn J 
':*cosqd,s.

r,

Dann folgt aus (6.1) und (6.2)

rf;-rz r,
(6.6) ar: 

,2, _ ,yz, - cos t)

und

(6.7) or:#, ? 
"o* 

8." r;-ri r

Es sei jetzt u(z) in I/ subharmonisch und gentige der Lindelöfschen
Bedingung (1.I). Dann ist

L f oo tf Oo
H("): 2* J "@åas + 2*J "G\ antu

rr4

(wobei Ir, l, positiv orientiert sind) eine harmonische Majorante von
z(a), sofern z in Hf liegt. Nun ist

rfOo
," J "@ ; ds I L(r,' ulr,u,

r\

und
tf0o
," J "G);d"s 

{ L(r'' u) r'u,- 
'

r,

also

u(z) ^ rl-rz ^ r2-r?
" ;ffi < rl L1rr, u) 4=ii a r! L(rr, u) 4-_ ri.
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Geht man hier links (bei festem t, 11 1r l rr) zum Supremum iiber, so
erhält man die Ungleichung

(6.8) l4;i + r;L(rz,u) Ei.
Will man die Konkavitätvon rzJ(r,a), wobei a(z) in z €ä superhar-
monisch iet und der Bedingung b) geniigt, beweisen, so muss man von der
Ungleichung a(z) > H(z) @ e Hf) ausgehen und die rechte Seite nach
unten durch den Ausdruck

r, a, J(ry a) * rz a, J(rr, a)

abschätzen. Man erhält dann die Ungleichung

rt(r eifl) rf; - vz ,2 
- 

.2, 
"r# 

> rl Jlrr, rl fi1 a r2rJ(rr, r)'E _i
und somit auch die Abschätzung

(G.e) rzJ(r,a) > r?J(rr,a)'#, a rf,J(rr,r'Hj

Lässt man in (6.8) und (6.9) rr+0 konvergieren, so erhält man die
Ungleichungen

(6. r0)

und

(6. 1I )

welche die Monotonie
(man vgl. in diesem

(7.1)

und es bedeute

(7.2)

H(C, z) - Re

H R den Halbkreis

/lA9-r.

L(r, u) ! L(r z, u)

J(r, tt) 2 J(rz, u) ,

von L(r, u) und J (r, u) zllm Ausdruck bringen
Zasammenhang die zusammenfassende Note [8]).

7. Nochmal,s die Satze uon PhragmCn-Linil,elöf und, Julia. Die vorhin
entwickelte kurze Methode zum Beweis der Sätze B und 4 kann durch eine
einfachere ersetzt werden (in dem Sinne, dass der Begriff der Greenschen
x'unktion nicht benutzt wird), sofern es sich um die klassischen sätze von
Phragmdn-Lindelöf und Julia handelt [4].

Es sei

Iry f )
lHblrL

;
L

I
I

Ifl SR, Re6>0



+1r(7.4) @(", a) - z" J aG) H(C, 4 dv

-+
eine harmonische Minorante von u(z) in H p

Nun ist mit Riicksicht auf die Entwicklung

H G, z): - å (;l,Pu(s),p*@)

mit

, \ f cos ku fiir k ungerade,
vh\a) - | sinka fiir k gerade,

A. DrNcues, Klassen von subharmonischen und verwa,nd.ten Funktionen 15

Ist dann a(z) subharmonisch in ä und geniigt sie der Lindelöfschen
Bedingung (1.2), so ist

+rf(7.3) @(2, u) : ,* J u(l) H(t, z) il,e

-+
G:Reiq, z:reio, o<r<.B) eine harmonische Majorante fw u(z)
in Hp. Ist dagegen o(z) superharmonisch in ä und geniigt sie dort der
(Juliaschen) Bedingung b), so ist

( 7.5)

und mithin wegen

+
IT

u(z) < L(8, u)- 
Zn J HG, e) cos V dV

-+
und

+

a(z) > J(R, a). * | HG,z) cos e dv ,

-+

(7.6) ry- < L(R,u)
r co§ ?7

fr
2

lfr
; I H(e,z) cosvdv- Rcosd,
'JL J

tt

-T
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und

(7.7)
ah\

> J(8, a)rl:-r cos ?7

Die Ungleichungen (7.6) sowie (7.7) haben die Monotonie von L(r, u) bzw.
J(r, a) zur n'olge und gestatten eine einheitliche Behandlung der Sätze

von Phragmdn-Lindelöf und Julia.
Letztercr Satz nimmt z. B. folgende X'orm an: Es sei a(z) in f/ super-

harmonisch und dort > 0. fst dann 
,1?_r(r, 

u) - c ) 0, so gilt dort

(7.8) a(z) 2 cr (z: r -f ia) .

Der Satz l, angewandt auf die X'unktion u(z):Ioglw(z)1, wobei
w(z) in ä holomorph ist und dort der Lindelöfschen Bedingung

(7.e) Gl*{41 =, (-oo<n<*o)

geniigt, fiihrt zu folgender Fassung des klassischen Phragmdn-Lindelöfschen
Prinzips:

Geniigt die in H holomorphe X'unktion w(z) der Bedingung (7.9),
so existiert stets der Grenzwert

(7.10) 
,!T!(r,roslwl) 

: o.

Ist hier o ( 0, so muss wegen (7.6) in 11

(7.11) lw(z)l { e* (z: r + iy)

gelten und mithin l*@)l < I sein. Ist o ) 0. so gibt es mindestens einen
Punkt zoe H mib l*@o)l > t. Daraus folgt leicht aus der Ungleichung

(7.t2) log lw(z)l 5 @(zo,log lar l)

$€gen

Q(zo, log lwl)

das Phragmdn-Lindelöfsche
und R. Nevanlinna [13].

Ich schliesse diese Nummer mit der Bemerkung, dass Ahlfors, M. Heins
und Hayman noch die tieferliegende Tatsache bewiesen haben, dass sowohl
im Lindelöfschen, wie auch im Juliaschen X'alle (beide X'älle gehen durch
Betrachtung der entgegengesetzten X'unktion ineinander iiber) der radiale

2tr
1l--- 2n J

_n q

Prinzip

(, - re'fl).

log lw(C)l . H(C, z) dv

in der klassischen Fassung von I-.



A. DrNetres, Klassen von subharmonischen und verwandten Funktionen l?

Grenzwert von u(r eifl) | r cos I bzw. a(reio) | r cos I bei festem 8, ifll 1n12,
stets existiert, sofern r ausserhalb einer r-Menge von endlicher logarithmi-
scher Gesamtlänge gegen f oo konvergiert. Eine ausfiihrliche Darstellung
dieser Zusammenhänge findet der Leser in der Arbeit [9] von W. K. Hayman.

8. Das Phragmdn-Lind,elöfsche Prinzi,Tt filr M-Abbi,lil,ungen. Ist r eine
Minimalabbildung im Sinne der Entwicklungen von 2 und

exp H(r): lr(r)i - \/ hr(r)' * hr(z)' * hr(r)' ,

so ist log lr(z) I in ä subharmonisch. Das ist der Inhalt eines Satzes, den
E. X'. Beckenbach und T. Rad6 [2] im Jahre Ig33 bewiesen haben. Damit
der Leser diese Arbeit nicht zu lesen braucht, gebe ich kurz den Beweis
dieses Satzes, fiir den uns interessierenden Spezialfall, mit der Bemerkung
wieder, dass die diesbeziiglichen Uberlegungen auch dann erhalten bleiben,
wenn anstelle H ein beliebiges Gebiet genommen wird.

Man schreibe lt,,,u,w fid.r hyh2, äu und beachte, dass mit Riicksicht
auf die Identität u:r, + w;2 + *!r, - 0 die Gleichungen

(8.2)

und

(8.3)

(8.1)

(8.4)

u?. + a| + w',*: "i + u] + ?ni

u*uy + ,u*ay * tt*wy:0

.i, lr"l'+ ltrl'ÅH - ffi (l cos2a coszB)

gelten miissen. Es bezeichnen nun lr, I bzw. lr, I die Längen der Vektoren
mit den Koordinate{r Qt*, ,t)4 w* bzw, ,uyt ay,,u)y, Dann ist

AH -u" -l- ry

I r"12 * ltrl' 2 (lr"l2 cosza + lrrl2 coszB)

Itl, '

wobei a, p die Winkel von x mit r, bzw. t, sind. Daraus folgt zunächst

a f cos'§:

) Punkten z

in H. Soll

Dass nun die Klammer rechts nicht negativ ist, zeigb man

die Projektion des Einheitsvektors (# , #,, å) 
auf die

definierte (und durch T gehende) Ebene ff . Dann ist cosz

Punkten z mit r(z) * 0. Da nun noch in allen (isolierten

so: Es sei I

durch txt ty
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H(z) in ä harmonisch sein (also ÅH: 0 in jedem Punkt mit r(z) t' 0,

so muss -F bei der Abbildung t ; H --+ X in einer Ebene liegen, die durch
den Nullpunkt geht. Die Eigenschaft von H(z) : log lt(z) | in ä subhar-
monisch zu sein, fiihrt zu folgender Ubertragrrng des klassischen Phragmdn-
Lindelöfsehen Prinzips auf -tr4-Abbildungen:

Satz 6. Es beil,eute t: H-->l eine M-Abbil,il'ung aon H, fil,r die di,e

(Lind,elöf sch e) B eiling ung

(8.5)

gdlt. Dann 'ist

(s .6)

Dabei, ist

li* lr(")l <1 (-
z+irl

i r(z) | entweder beschrtinkt in H od,er es gilt

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes 5, d.h. der

Monotonie von

isi .;1 ,

M(r, Ioslri) -sup{r"* 1r(re'*)i

%L: (.,

,rl
2l

die wieder eine Folgerung des Satzes 3 ist. Wir gehen darauf nicht ein.

Zum Schluss diirfte noch äber das Eintreten des Gleichheitszeichens
folgendes hinzugefiigt werden: Ist wr(z) : ur * i1)1 : 7u*plt mit reellerr

o,§(§ S0), so ist L(r,ur): a * frlrz undmithin rzl(r,u):arz * §.
Somit ist

+ 4) .o.Brl

Extremalfunktion fiir die Sätze I und 3. Entsprechend ist

u,:(o,+l)*,o (p=o)

cine Extremalfunktion fiir die Sätze 2 und 4. Fragt man nach Extremal-
funktionen im Satz 5, so stellt man leicht fest, dass die holomorphen Funk-
tionen u)* - a* e' (k : l, 2, 3) mit al + 

"Z 
+ e?: 0 und larlz * larlz +

iarl' :2 eine extremale Jr'-Abbildung liefern.

9. Der räumliche Xalt.ln dieser Nummer soll noch kurz die tlbertragung
der §ätze l-4 auf den ra-dimensionalen euklidischen Raum ,O' (n > 2)
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angedeutet werden. Es sei P (*r, . . . , t,) ein Punkt vorr E" und § die
Einheitskugel

(e.1) ei+{li+...+§1 :r.
Wir setzen

f1 :cosr91 ,

§z : sin r9, cos 8, ,

(e.2)

t^-t : sin 19, sin 82 . . . sin 8,-, cos i9.-1 ,

€^ : sin 8, sin B, . . . sin 8.-, sin 8^-1

mit 0{r91,. .,0,,-24n,0 (8,-, 12n, underhalten

(e.3) ar,: I ct€i:"f nooui,

mit g* : g*bir,. . . , 0u-,). 
";", 

.*r"J *,. ftir zwei auf § differenzier-
bare Funktionen z. u 3)

(e.1) (Vz,vo) :,i *x#
und

(e5) r:u- f E *(n l:l (r-fir-) .

! g x-t ouk' gk 0D*' \ k:r /

Dann erhalten die Hilfssätze 1 und 2 folgende Fonn:
Hilfssatz 3. Es sei

§r:{P P€^S,§r>0}

und, u: u(€t, €r,.. ., €") eine auf S, d,efinierte eindeu,tige zwei'mal stetig
dffi er enzierbar e F unldion mit d, en E ig ens chaften:

1) u(tt,€2,...,6,) 2 0,
2) u(0,å2....,f"):0.
Dann gilt fur jedes end,liche a ) 0

I t u. \o-L(e.6) J,Ar): J ("*r,/ u((n-r)u*fzu)d,at'<0.
s,

a7 Azu und (Vu)2 : (Yu, Vu) sind entsprechend der zrveite bz'w'. cler erste
Beltramische Operator auf §,. IIan schreibt bekanntlich auch .y'a fiir Vez und

lg"ad , lz ftiLr 1 Vzr)'?.
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Hierbei beileutet ila ilas Oberfkiahenelement aon ,S. Das Gleichheits-
zeichen tritt hi,er wieiler nur tiir il,i,e Funlcti,on u,: C cos d, : C €t ein.

Ilitfssatz 4. Ist o ) 0 auf §, unil, ilart zwe'imal stetig il,ifferenzi,erbar,

so gi,lt far jeiles enil,li,che a ) 0

f lcos 8.\"+r(e.7) "tr(r):J \r'/ a((n-r)u-f f2a)d,ro20.
§r

Auah hier tritt ilas Gleichheitszei,chen d,ann unil, nur ilann ein, wenn
u: C€t mit ei,nem konstanten C ist.

Die Beweise beider Sätze verwenden die fdentitäten

Yz(u a) : a Yz u + 2 (Yu, Yu) * u V2 a
und

yz(cosdr) * @ - r)cosr9, : 0,

die zu einer Umformung von Jr(u) und "Ir(a) fiihren. Man findet in der
Tat nach dem Vorbild von 3

und

r
J
§,

r
J ,(o) 2 a I r.o+' (Vr)z cosz $ 1d,c,t - 0

I
t/

s1

mit (Vo)':(Vo, Vo) und 6:ll/cos8, bzw. o-L:o/cos?r1. Will
man hier das Analogon der Sätze I und 2 beweisen, so hat man (unter den
entsprechenden Yoraussetzungen fiir X'unktiorLer u (u e L) bzw. u @ e J)

I

plr): J d-cos2flritto (L 
= 

l)
s1

bzw.
r

pr@ : J of,k cosz |rd,a (k> +)
§r

mit ot: u(P)/ cosrg, bzw. or: cos $r lu(P) (P : (r[r,riz,...,rE^)) ,

Es ergeben sich dann leicht die Differentialungleichungen

u!! n-rul 2k-r(pr\r, n,^?_t
pt r pt= zk \prl -" rz

und

ui n-tui zk+t/u:\z n_ r(9.9) '-: + 
-: 

) -------:- [-l - 2k , ,Pz' r Fz: 2k \prt '- 
rz
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die entsprechend durch die Ansätze

tYrYu

zu den Differentialungleichungen

l#)-'r

(9.10)

bzw.

(e.1 1)

il

Y]
Ut

?L tyi
r

n1

Ur

,
Uz

Uz

,t
a:

Az

ftihren. Somit *tl#)' 
= 

o und wl
auf zweimal stetig differenzierbare subharmonische bzw. superharmonische
X'unktionen angewandt) fähren durch Grenziibergang ru der Konvexität
von r"-t p,r(r)llP*) bzw. zu der Konkavität von r"-t pr(r)tlPk) fiir jedes
u e L bzw. a e J als X'unktion von ro. Nimmt man also die Approxi-
mationssätze rron subharmonischen bzw. superharmonischen X'unktionen
durch X'olgen von zweimal stetig differenzierbaren subharmonischen bzw.
superharmonischen X'unktionen zu Hilfe, so hat man die Sätze:

Satz 7. Es sei u(P) subharmonisch nioht negati,a in H: rr) O unil,
geniige d,ort d,er Bed,ingung

(9.12)
P*Q

fli, jed,en 'im Endliclten gelegenen Randpunkt A uon H. Man set?e

Lx(r, u): 
{

rnit u --
in rn.

Satz 8.

Dann ist r" J x(r, a) konkau ,in rn .

Mit Riicksicht darauf, dass 1t, und
aus Satz 6 nicht ohne weiteres (durch
werd.en. Lediglich der Grenzfall k -

Es sed a(P) superha,rnl,on,isch und posit,ia

J x(r, u)

rn Lp(r, u) konuer

in H. Man setze

å) .

a nicht negativ sind, kann Satz 8

Betrachtung von u,) abgeleitet
f co lässt sich einfach (durch den

{, le,)r*'*1h

! t1'\rfk r-1

§1
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Kunstgriff von 6) behandeln und
a . 0) ztr. z,wei dualen Sätzen tiber
sowie die Konvexität von r" L(r,
als Funktion von ro.

Dabei ist hier

die Monotonie von L(r, u) bzw. J(r, a)

a) bzw. die Konkavität von r" J (r, a)

L(r, u): sup 
{

J (r, a)- inf 
{

u(rttr.. . rftn) 6r€§rl

6r€§rl

r€t

und

(10.1)

(r"0.2)

a(r|tr.. . rf€o)

r€r

Der interessierte Leser findet den ausfthrlichen Beweis in meiner Note [8].
Auch die Monotonie von L(r, u) hzw. J(r, a) låisst sich unter Heranziehung
der entsprechenden Majoranten (bzw. Minoranten) ä(z) von u (bzw. a)

direkt beweisen.

10. Eine Verschd,rfung iles Batzes 3. Ist die partielle Differentialgleichung

Yzu-c(z)u
I az az\

\v'- or? + ar,)

mit einem reellen, stetigen, nichtnegativen c(") konform invariant, so

besitzt diese (nach L. Myrberg [11]) in jedem Gebiet D der komplexen
Ebene, dessen Rand l- aus endlich vielen analytischen Kurvenstiicken
besteht [10], eine Greensche Funktion G(2, z) mit der Eigenschaft, dass

jede Lösung von (10.1) durch die Gleichung

u(z-) - u(c) G(e , z) ds*! a

ô7L

gegeben wird. Dabei bedeutet ds das Bogenelement von -I' und 0l0n
die Differentiation nach der inneren Normalrichtung von I in I e f .

Die X'unktion G(z,zo) hat folgende Eigenschaften:
l) G(z,zo) (kurz G) ist in Dy{zo} regulär und positiv.
2) Es gilt yzG : c(z)G @ e D rtzo)).
3) Es ist lim G(2, zo) : 0 (6 € i-).

r+l
4) G(2, zo) f log lz - zol ist beschränkt in der Umgebung von zo.

Man kehre nun zu den Betrachtungen von 6 zuriick und betrachte eine in
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eindeutige zweimal stetig differenzierbare Bunktion u(z), die folgenden
Bedingungen gentigt:

I. lim u(zl < O (Ar ( lrtl < Rr).
,+irl

2. In jedem Punkt z rorr I/o ist

(10.3) V2 u 2" ,' u
rz

mit einem konstanten q 21.
Schreibt man die rechte Seite der Differentialgleichung

o2-L(10.4) Yz u :' * ,

in der Form

la lz
(q2 - r) lir,r, I

so schliesst man ohne weiteres daraus, dass (f0.4) konform invariant ist,
d.h. dass sie bei der konformen Abbildung z--+z(l) in die Gleichung

la, a2\ la lz

\re, + W)u: (q'- r)lacr'u'(f)l' (E + i't: e)

tibergeht. Somit besitzt (10.4) eine Greensche Funktion G(C, z) (z e Hs,

C e f), welche die Eigenschaften l)-3) hat.
Man definiere nun die Grössen Ar, Az durch die Gleichungen

tr aAr: Z* J cos 0 
6nG(1, 

z) d,s

rr

bzw.
tf a

A, : 2* J coa I *G((, z) d,s

I,

und beachte, dass (10.a) in ä die beiden Lösungen ar(zl: rrcosg und
ar(z) : r-s co§ V (z : r eiq) besitzt. Dann wird

rl, At*rlAr-f cosg,
rleAt * rlqA, - r-c cos q

und mithin
r|q - 12' rq,I 

-'At: 
,z; -lz; rqcosv
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und
rr, _ rls rlAz: r? -Åc 

:*cosE 
'

Man bilde jetzt bei gegebenem u mit, den Eigenschaften l) und (10.3)

die Grösse

7al

7l
fiir alle r aus dem offenen Intervall rt < r < 12. Dass diese Grösse

endlich ist, folgt ohne Schwierigkeit aus einem Ergebnis von L. Myrberg

[Il] (man vgl. auch L. ]Iyrberg [2]), wonach u(z) in jedem Halbkreis
Ha:lzl < "B nicht grösser als die harmonische X'unktion sein kann, die

auf dem Rand des Halbkreises äa dieselben Rand.werte wie [r,@) besitzb.
Ist dieses Ergebnis gesichert, so fiihrt die fiir u(z) gnh,ige Abschätzung

(10.5)

(10.6)

(r 0.7 )

(10.8)

u(z) S u(e) Gds
a

uG) *Gds+.*l
r2

a

ôn
L-f

.f'1

ztr der llngleichung

u(r e'r ) - .| ^ rtro rzq r2q r?'rq+ 
=ri, 

Lr(rr,u)&=Af+ rlqLs?r,u) e+fcos ?, =

von ,'n Lr(r, Li) als Funktion von
bar geschlossen \,Yerden kann.

Man kann (nach L. Myrberg) die Ungleichung (10.3) durch den Begriff
subelliptisch (in Bezug auf (10.a)) ersetzen. Darunter rvird folgendes ver-
standen: Es sei D ein Gebiet a € D und es sei G,((, z) die Greensche X'unk-
tion von (10.a) ftr die offene Kreisscheibe K,: lC - zl < r. Gilt dann fiir
alle hinreichend kleine r

uG) G,(e , z) d,s

rL l rz a Rr), aus der die Konvexität
rzq im Intervall A, I r I R, unmittel-

a

Ô?L*l
r7

(wobei -I', den Rand von -I(, bedeutet), so soll (L. Myrberg [lI], [12])
u(z) in Bezug auf (10.a) subelliptisch heissen. Da fiir eine zrveimal stetig
differenzierbare tr'unktion u(z), die (10.3) geniigt, die lJngleichung (10.8)
mit Rticksicht auf die Greensche Formel richtig ist und umgekehrt (nach
L. Myrberg) jede im Sinne von (10.8) subelliptische tr'unktion in einer kom-
pakten Teilmenge mit stiickweise analytischem Rand durch die harmonische
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Majorante uor. äp7 abgeschätzt werden kann, so kann das Hauptergebnis
dieser Nummer folgendermassen formuliert v'erden:

Satz 9. Die Funhtion u(z) sei in ei,nem Halbring Ho:

(10.9) 0(Ar<lzl<Ar(*oo, Rez>0
(in Bezug auf (rc.$) subelliptisclt, und, genltge auf d,en gerad,linigen Begrenzun-
gen aon Ho il,er Beilingung 1). Dann ist d,ie ?unlcti,on r't Lr1r, u) im Interoall
Rt 1r q R, lconuer in r2q.

ll. Heranziehung d,er Mittelwerte.Ist die Menge

(1r.1) E:{"lu(z)>o}
fiir r ) ro nicht leer, so liefert die Methode von 4 (angewandt auf die
subelliptische Funktion u(z)) die Differentialungleichung

4 *L -'r.,' (L\' -2k - 
2k(q'-- r) u o,p' ,1, 2lc \pl 12 12 -:

wobei wieder p durch (a.3) gegeben wird. Somit wird

L - !- - ?k - | (4)' 
-?t'q' - n

p' ,t, 2k \p/ rz -:v

also auch

2o-L
Y' - --: r a'>o

mit
A : rs p)u(2k) .

Daraus folgt rrieder

und mithin die Konvexität von

fr

(r 2) r,{ j (m)"'"o",s ds}*

-+
im Intervall R, < r < R, als X'unktion von r'q. Ätrntich wie im X'alle

e: l lässt sich der Satz 8 (eventuell durch Betrachtung der X'unktion
u(z) + Crecos ti mit einem geeigneten konstanten C) aus der Konvexität
der Ausdriicke (1f.2) durch Grenziibergang k--> * co ableiten.

*,(#,') > o ,
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Die Entwicklungen der beiden letzben Nummern können dazu dienen,
Aussagen iiber das Anwachsen von (nicht durchweg nichtpositiven) Lö-
§ungen der Differentialgleichung

(1 1.3)

in H nach unten
(10.3) geniigt und

(11.4)

(mit einem q> 1)

abzugrenzen, sofern u(z) der Lindelöfschen Bedingung
c(z) @ e H) ein derartiges Wachstum aufweist, dass

o :,m{r',rllf*,rt(, e'*)} I q2 - I

ist. Setzt man

xrl

so liefert die Betraohtung der Grössen (rI.2) (insbesondere der mit & : l)
den Satz, dass

_. M(r, u)

,I3**_--;;- 
, o

ausfällt. Ist o : f oo, so kann es keine X'unktionen u(z) von endlicher
Ordnung geben, die in ä f ) nicht durchweg nichtpositiv sind, 2) der Be-
dingung I und 3) der Differentialgleichung (11.3) geniigen.

Die Theorie der subelliptischen X'unktionen (im Sinne der Entwicklungen
der beiden letzten l{ummern) kann ohne grosse Schwierigkeit auf das ent,-
sprechende Problem des z-dimensionalen Halbraumes ausgedehnt werden.
Dass man hier ebenfalls Juliasche Sätze aufstellen kann, wird der Leser
ohne weiteres einsehen. Ebenfalls ist es leicht, die Ergebnisse, die hier
gewonnen wurden (fiir z : 2), durch konforme Abbildung auf allgemeinere,
Lindelöfsche Bereiche zu tibertragen, wie ich es fiir den Fall 8: L in
meiner Arbeit [8] getan habe. Den besten Ztgang zu allen Fragen, die
dem Denjoy-Carleman-Ahlforsschen Gedankenkreis ent'springen, scheint die
Methode der Mittelwerte (deren Anfänge auf Carleman zuriickgehen) zu
bieten.

Freie Universität Berlin
Deutschland
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