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Uber die Lösbarkeit einiger Diophantischer Gleichungen

l. In einer friiheren Arbeit [3] haben wir einige notwendige Lösbarkeits-
bedingungen fiir die diophantische Gleichung

frin+yr"+ztn:0(1)

bewiesen, wo Z eine ungerade Primzahl und z eine natiirliche Zahl ist.
Insbesondere wurde in [3] gezeigt, dass (l) in ganzen zu I primen Zahlen
unmöglich ist, wenn

(1)'

ist. fm folgenden werden u'ir

{1
log I

die allgemeineren Gleichungen

r't+at:czt"(2)

und

(3)
tll ,ll ,fl

Ctfrt +Cilt:CzZt

untersuchen und einige Ergebnisse von [3] fiir diese X'älle verallgemeinern
und erweitern. Hier bedeuten c, und c, natiirliche Zatrlen und c eine
rationale Zahl. Ohne Beschränkung der Aligemeinheit kann m&n annehmen,
dass c, und c, teilerfremd sind.

Friiher haben Lunnr,sxr [5], M,l.rr,r,ur 16l, [7], VaNorvnn [f 3] und Dflrns
[I] die Gleichung (2) im Eall n: I untersucht. In den drei letztgenannten.
Arbeiten hat man sich auf die regulären Primzahlen I beschränkt. Die
Mehrzahl der folgenden Ergebnisse betreffend (2) und (3) schliessen sich als
Verallgemeinerungen und Erweiterungen nahe an einige Resultate der
genannten Untersuchungen, nelmentlich [5]. Entsprechend dem zuerst
erwähnten Ergebnis (vgl. (l)') erhalten wir, dass (3) mit l, I z unmöglich in
garlze;a Zahlen fi, U, z ist, falls

", W (c : max (cr, cr) 2 r)

ist und der Fall ct : 1, cz: 2 ausgeschlossen wird.
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Zum Schluss betrachten wir einige Anwendungen. Besonders wird ein

neuer, kurzer Beweis fiir folgendes das bekannte Catalansche Problem

betreffende Ergebnis von Osr,Åtrl [0] dargestellt:
Gibt es galoze rationale Za}.ler. r,y, die der Gleichung

gentgen, so ist

nz-1:yt(r>3)

2I-r:1,3'-1 - I (modl2).

2. Im folgenden bedeutet I eine ungerade Primzahl, n eine natiirliche
ZaIl, r eine primitive' Wurzel (mod l), 4 eine primitive l'" Einheits-
wurzel und K(() den von ( erzeugten Kreiskörper. Wir brauchen zwei

Hilfssätze, die in [3], S. 12-13 bewiesen worden sind.

Hilfssatz 1. Ist a eine semiprimäre gartze Zahl von K(() und ist

(a) : st" 
'

wo die Primfaktoren des Ideals c von K(() Primideale ersten Grades

sind, so ist
oQFl - Bt" .

eine Zahl von KG) und der symbolische Exponent

wo § die Substitution (C: C') bedeutet und die ganzen rationalen Koeffi-
zienten ri durch die Bedingungen

riri -1 
(modl), I ! ri= I - I (j : 0, 1, .,1 - 2)

definiert sind.
Ilittssatz 2. Es sei p eine von 7 verschiedene Primzahl und ö eine

ganze oder gebrochene (zu p prime) Zahli:u- r((ö). Ist dann

(6) öt^ :- r.'(modp) ,

wo f eine zu I prime garrze Zahlbezeichnet, so gilt die Kongruenz

(7) p'-'- 1 (mod I"+r) .

Es sei erwähnt, dass man hier ohne Beschränkung der Allgemeinheit die

Za}nl t gleich 1 annehmen kann.

3. X'olgende zwei Sätze geben Kriterien, die Verallgemeinerungen der

bekannten Furtwänglerschen Kriterien betreffend die tr'ermatsche Yer-

mutung sind. Diese Sätze nebst den späteren Sätzen 3, 5 und 6 enthalten

Hierin ist §

(4)

(5)
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als Spezialfälle einige Hauptresultate von Lubelski (rrgl.

und Sätze 1, 2, 3).

Satz 7. Befri,ed,igen die ganzen rationalen Zahlen 1L)'u)'tt)

[5], Einfiihrung

d'ie BedingungerL

ut+at
(S)'ttt-' -u'-'o1... + 1)t-' : 

"., 
:u;t'n,(u,a)- l,

so besteht far eine Pri,mzahl, p d,i,e Kongruenz (7) i,n fol,genden Xiillen:

a) plu ,lfu;
b) plu' - az ,llu - a .

Bewe'i,s. DerX'all u{o:O (d.h. z:-tu:+l) kommtoffenbar

nicht in Frage. Weil bekanntlich U f H, sieht man unmittelbar,

dass l,f w tnd llu* o bestehen. Wäre nämlich llu f a, so wäre auch

ut+ut
I I - 

und dann llzo.'u+a
Die rationalen Primteiler des Ausdrucks der linken Seite der Gleichung

(8) haben die X'orm kl + I und daher sind ihre Primteiler h K(0 ersten

Grades. Die Ideale a * Ciu(d:1,2,...,1- L), die Teiler dieses

Ausdrucks, sind paarweise teilerfremd. Bezeichnen wir

d. : f-u(u:tol-t 111 a le ,

wo (u * u)-' eine Lösung der Kongruenz (u + o)n: I (mod l) bedeutet,
so ist a eine semiprimäre ganze Zahlin 1{((), und es gilt

(a) : ot" 
'

wo o ein solches ldeal von K(() ist, dessen Primidealteiler ersten Grades
sind. Auf Grund von Hilfssatz I folgt aus dieser Gleichung, dass

(9) oQ§\ - Ptn

ist, wo B eine Zahlvon K(() ist und Q(S) das symbolische Polynom (a)

bedeutet.
Leicht sieht, man, dass 6a(s) : e-2 ist. Åus (9) folgt nun die Bedingung

(I0) @ + edol§ 12u(u*o)-r : §t" .

Ist pfu, ergibt sich hieraus die Kongruenz

ptn : 4zu(u+ol-I lmod p) .

Weil der Exponent von der ZahI C im X'alle a) at l, prim ist, erhalten wir
unter Benutzung von Hilfssatz 2 aus dieser Kongruenz die Bedingung (7)'
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Aus Symmetriegriinden ist

Um den Satz im Falle b) zu beweisen, dividieren wir die Gleichungen
(f 0) und (10)' durcheinander und benutzen die Annahme u : * u (mod p).
Dann ergibt sich die Kongruenz

ötn : C2(u-a) 
("+,)-l (modp) ,

wo die ZahL ö zum Körper K(C) gehört und der Exponent von I nt I
prim ist. Unter Benutzung von Hilfssatz 2) folgt hieraus die Richtigkeit der
Kongruenz (7). Damit ist unser Satz vollständig bewiesen.

§atz 2. Ist I > 3 und, erfti,l,len il,,ie ganzen rationq,len Zahlen u, u, w ilie
Bedingungen

(10)'

(8 )'

entnimmt man

wo ö eine ZahIYon

ut+Dt
-. , - - lut",(u,a) -r- I )u+a

so besteht filr jeden Pri,mteiler p uon ua die Kongruenz (7). Dieses gilt auch

fiir l, : 3, falls lrlu + a ist.
Beweis. Wir setzen jetzt

u + e'uNi- t - r; U -= 1 ,2
rb

t - 1)

Nach (8)' schliessen wir, dass die Ideale (oti) ganz und paarweise teiler-
fremd sind und dass sie nur Primteiler ersten Grades enthalten, weil die
rationalen Primteiler des Ausdrucks auf der linken Seite von (8)' mit Aus-
nahme von I die Form kl, .-1- t haben. ,u il-rll (), : | - () und l,lu { a
(fiir I : 3 sogar l,lu * o) gelten, so ist i8/z f o und mithin

u+a
-ar: 1 -,u:-a(mod22) .

Demnach ist -x eine semiprimär'eZahl von .((I). \Yie oben stellt man fest.
dass (9) auch jetzt bestehen muss. L-nter Briieksichtigung der Relationen

(u + iz;)a(sl ;- öt"

K(C) ist. fst nun plu, so

e - ö'" (modp) .

konrmen wir zlJt Kongruertz
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Nach Hilfssatz 2 folgt auch diesmal die Bedingurg (7). Aus SJrmmetrie-

griinden erhäIt man im Ealle plu dasselbe Ergebnis. somit ist satz 2

bewiesen.

4. Als einfache Folgerungen erhalten wir aus den vorigen sätzen einige

Ergebnisse iiber die Gleichungen (2) und (3).

Satz 3. Ist l> g, effil,l,en d,'ie ganzen rati'onalen Zahlen n,U,z die

Bed,i,ngungen

fri + a' : cztn , (r,Y)- I(11)

und, ist c ei,ne rational,e Zahl, d,eren Zrihler und, Nenner lte'inenPriruteiler

aon d,er florm kl, { I enhal,ten, so besteht fiir eine Primzahl p d,ie Kon-

gruenz (7) in beid,en folgend,en Ttillen:

a) pl* ,l I r.:

b) pln' - U2 ,1+ 12 - Y2 .

Bewei,s. Man kann c:2 setzen, wo c1 und c, gauze teilerfremde
cr

zahlen ohne Primteiler von d.er Form kt, + | sind und c, nicht durch Ir"

teilbar ist. Die trivialen Fälle ry: 0 und r I a:, 0 sind offenbar so-

wohl in a) als in b) ausgeschlossen. Bekanntlich ist (r a , ,ffi) : 
'

oder I. weil ferner n + a ,na!44 nur gleichzeitig durch I teilbarr*U

sein können und l2 +!+! ist und weil die von I verschiedenen Primteilerr*U
rt+ut

uon4 dieForm kl+l haben,erfiillen xL:n unda:y ent'weder
n+y

die Bedingungen (8) oder (8)' je nachdem llcrz oder lfcrz ist'
Besteht nun a) fifir p, so folgt aufgrund der sätze I und 2, dass (7)

giiltig ist. Besteht b), so folgt (2) aus Satz 1. v-eil co: diesmallYegen lf r i a

zrt I prim ist.
Man erkennt' leicht, dass Satz 3 auch fiir l, : 3 gilt, v-enn c zLr I

prim ist.
Es sei c eine ganze Zahl, die keinen Primteiler von der Form Å,1 f 1

hat. Gibt es dann ganze Zdhlen t,!,2, die die Bedingungen (11) und

llr, - ys erfiillen, so gilt fiir jeden Primteiler p voyl c dieKongruenz (7).

Das folgt unmittelbar aus Satz 3, b). Dieses Ergebnis enthält als Spezialfall

einen Satz von D6nes (vgl. [1], Satz 6),denn l/ *'- y' istgtiltig, wenn lfr
oder lly ist.

Aus Satz 3, a) folgt unmittelbar



Ann. Acad. Scient. Fennicre A. I. 334

Satz 4. Effillen fi, U, z,l, und, c ,i,m oorigen Batz genannten Bed,,i,ngungen-
so bestehen d,,ie Kongruenzen

(12) tt - n, (mod l"+r) fiir I / r ,

(12)' A, = A (mod l"+1) fiir l, f y ,

(12)' (r * y)t : nt + y, (mod.l"+I; fiir I / ry(rz - yz) .

rst nämlich I/r, so folgt aus satz B, a), dass ftirjedenprimteiler p
von fr die Kongruenz

pt-p(modl"+r)
gilt. Daraus ergibt sich dann unmittelbar rr:x(modl"+1). Im n'al
176 - y2 enlhält man unter Benutzung von Satz 3, b), d.ass

(r * y)' : n +. y (modl,"+t)

ist. Hieraus, aus (12) und aus (f2)' folgt die Giiltigkeit von (12),,.
X'iir die Gleichung (3) erhalten wir
Satz 5. Ist l, ) 3 und, effil,l,en d,,ie ganzen rationalen Zahl,en r, y, z ilie

Beil,i,ngungen

(13) cr(r," i gr"): crzto ,7r,U): l,
wo c, und, cz gctnze tei,lerfremd,e zahlen ohne Primteiler aon der Form kt" + I
sinil, so besteht d,ie Kongruenz (7) fiir eine Primzahl p in d,en ldlleru

a) plr, llr;
b) pfy2t"-r - y''"-' ,lf ilz - Az.

Beweis. offenbar kann man annehmen, dass l'" / c, ist. wir setzen jetzt
tn-l fi-l

'u, : r' -, a - U'- Hat eine Primzahl q die Eigenschaften

*r"-, * yt"-, + 0 , rt" _f ,t" : lmod g) ,

so hat sie bekanntlich (vgl. z.B. l}l. s. 27) die Form kt" + t. Mit Hilfe
dieser Tatsache erkennen u'ir leicht, dass ,u, und a im Falle I f crz den
Bedingungen (8) und im Falle l,lczz den Bedingungen (8), geniigen. Da

t rn_, _.r2 (mOd /)

ist, so folgt aus 1,1*'t"-' - U''"-', dass auch tlrz - yz sein muss. Demnach
können wir satz I und satz 2 anwenden und erhalten unmittelbar die
Kongruenz (7).

Satz 6. Es sei I > 3, nL : l" und, c eine zu I pri,me rati,onale Zahl,
welche d,ie folgend,en, Eigenschnften hat:
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l) kei,n Primte,iler il,es Zcihlers oiler d,es Nenners oon c hat d,i,e ?orm
lcl, + t,

2) c i,st ei,n n1,'"' Potenzrest (mod l'+r) oan I ein nL"' Potenznichtrest

(mod l"+r).

Ist d,ann (lL) in ga,nzen d,urch l, nicht teilbaren Zahlen l,ösbar, so ,ist

(14) 2t-r : I (mod l"+1) .

Bewe,is.Ist r oder y gerade, so folgt (14) unmittelbar aus Satz 3, a),
weil Zlry und l,f uy gelten. Sind r lulnd y beide ungerade, wobei 21"- y
ist, so folgt (la) aus SatzS,b),wennmanzeigt,,dass l/e f y und llr - y
giiltig sind. Die erstere Bedingung besteht, denn sonst wäre ll". Es sei
jetzt Ll* - y. Nach Satz 4 ist

rt - U'-n - y (modl+t).

Hieraus folgt sofort, dass l*'l* - A ist, denn wäre ll'l* - A,lh+l -tr - A
und ä <nl l, so wäre f+tfrt -yt wegen h>l und nach (13) doch
lo+'lr - gr. Aufgrund dieses Ergebnis erhalten wir aus (11)

(15) 2rt : czt" (mod l"+2) und 2r^ - cz* (mod,l,'+z) ,

denn aus rt: u (mod 7"+t; folgt sukzessiv

ul2 : rt, frt' - tl, . . ., frlo :rl (modl"+2) .

c
Da mithin , ein n1,'"' Potertzrest (mod r"+r) ist, muss c nach Annahme

2) ein m'"' Potenzrest (mod l"+1) sein. Dann ergibt sich aus (15)

2fr^ : f- (mod l"+r) .

I)nter Verwendung des Eulerschen Satzes erhält man hieraus schliesslich
die Kongruenz (14), womit Satz 6 bewiesen ist.

5. Wir betrachten jetzt die Gleichung (3), wo man natiirlich c, und c,

als teilerfremd annehmen kann. Den X'all cr: cz: I können wir wegen
des anfangs genannten Ergebnisses (1)' ausschliessen. Auch den X'all
cr: L,cz:2, wo (3) die Lösung r: A: z: I hat, schliessen wir im
folgenden Satz aus.

Satz 7. Sind, c, unil c, zwei, teil,erfremile natli,rliche Zahlen und, cr) 2,
wenn \: I ,ist, so i,st d,ie Gl,eichung

(I3)' cr(r'" * y'") : arz,"
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m,i,t lf z 'in, ganzen Zahlen n,A,z unmöglich, fal,l,s

(16) ", 
t# 

- L @: max (c,, c,))

ist.
Beweis. Wir stellen anfangs fest, dass (16) äquivalent der Ungleichung

(16)' lnir s 
"t-r

ist. Angenommen, (13)' habe eine ganzzahligeLösung n,U,z mit l{2.
Ohne Beschränkung kann man auch voraussetzen, dass z > 0 ist und
dass r, y, z eine minimale Lösung in dem Sinne bildet, das z möglichst
klein ist. Dann ist (r,y):1, denn wäre q ein Primteiler von (r,y), so

folgte aus (13)' q'"/"r, weil andernfalls !,t,; eine Lösung von (13)'

ergäben, was jedoch d.er Minimaleigenschaft widerspricht. Nun erhalten wir
aus q'" lc,

"!r-' 
> q\t-r)tn > 2(t-L)ttu : I + (l - l)1" +' . . + (l - t)r + | > l+',

was wegen (16) unmöglich ist. Somit ist (4, y) : t.
n'erner sieht man leicht, dass l{ry ist. Wäre nämlich z.B. I'ly, so folgte

aus (I3)'

crfrin : crzt" (rtodl+L) ,

weil l" > n * I ist. Erhebt man diese Kongruenz in die Potenz I - L,

so erhält man unter Benutzung des Eulerschen Satzes

c?' - c!-1 (mod Z"+1) ,

was \4,egen ct-' > I "!r-' - clr-t 1 >- 1+' unmöglich ist.
JeLzt zeigen wir, dass I I r * y isL. Sonst wäre

r,', : T yr" (mod I"+r)

und somit nach (13)' entsprechend

crzto : 
lZ"r*" 

(mod l'-1) .

Die erstere Bedingung sieht man sofort \4'egen (16) als unmöglich. Wie oben
folgt aus der letzteren Kongruenz

c'r-' - (2"r)'-'(mod l"+t)

und daraus ferner

(17) (Z"r)n + ct>l*t ,
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l*L
wo k : Z ist. Dies ist unmöglich, denn fiir c, : 2, cz: I ist die

linke Seite von (I7) (Zcr)o + c!: ct-'+ I : 2'-' + l, also eine durch /
nicht teilbareZahl, weshalb ct-' i I >- l+r f 2 oder c'-'> l"+I ist, was
(16) widerspricht. fn alen andern n'ä[en erhält man:

clh-zc!-c\>c!(cr-3) >0 flrlr c:%,
clk-zc!-clr>c!(cr- 3) >0 fiirr c:cz,

denn in beiden X'ällen ist c ) 3. Somit ftihrt auch jefzt (17) zum Wider-
spruch mit (16)'.

Schliesslich sehen wir aus (16)', dass c, und c, keine Primteiler von
der Form hl," + I haben können.

I{un wenden wir den Satz 5 an. Eine der Zahlen n, U, n - y ist gerade.
Im Falle I : 3 ist die rechte Seite der IJngleichung (16)' ) 4 und daher
n > L Mithin folgt, dass

zt-r: I (modJ"+r)

sein muss, was \vegen (16)' unmöglich ist. Hiermit ist Satz 7 bewiesen.

§atz 8. Ist c ei,ne zu I prime ganze Zahl,, d,ie lceinen, Pri,mtei,ler d,er Porm
lcl" + | hat und, d,i,e d,er Bedingung

(18) c'-'+ I und 2'-1 (modl"+r;

geniigt, so ist di,e Gleichung

(19) *'" + A'" : sTtn

,i,n ganzen Zahl,en n,U,z, wobe'i z d,urch I nicht tei,l,barist, n'ichtlösbar,
Bewei,s. Angenommen, es gebeganze ZahLen fr,U,2 mit llz, die (19)

erfiillen. Ohne Beschränkung kann man annehmen, dass c keinen Teiler

der Form ot" enthält. Sonst kann man nämlich z durch az and c durch
c

c' : -j ersetzen. denn c' erfiillt auch die Bedingung (I8), da
a

c,t*(t-rl-l(modl"+1)

ist. Ferner können u'ir annehmen, dass (r, A) - 1 ist.

Es ist llry. Dennv'äre z.B. lfr, so folgte aus (19) yto - czto (mod l"+I),
rveil l" > n * 1 ist,und hieraus weiter ct-r - 1(modl"+r), wasgegen(18)
ist. LTnter Benutzung von Satz 5, a) sieht, man, dass jeder Primteiler p
von ilA der Kongruenz (7) geniigt. Hieraus folgt, dass die Kongruenzen

(20)

bestehen.

11

vt fr,Ut-y(mod/".')
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Es ist tlr - y. Sonst wäre nämlich nt" - Utn (mod l"+r) und somit
wegen (19)

(21) 2ru'" : czt" (mod. l^+r) ,

woraus ct-' - 2'-r (mod l"+r; folgen wiirde, was gegen die Annahme (18)

ist. Weil also l,7rz - yz ist,, erhält man mit Hilfe von Satz 5, b)

(r*y)':n+y(modl,"+t)
und ferner

(t I a)'" :- r -f Y (mod l"+1) .

Unter Beriicksichtigung dieser Kongruenz und der Kongruenzen (20)

folgern wir aus (19) die Bedingung

(r I Y)'" : r'" * Yt" : czt" (mod 7"+t;

und daraus ferner ct-r : I (mod l"+r), was der Annahme (18) widerspricht.
Damit ist Satz 8 bewiesen.

Satz 8 enthält als Spezialfall den Lubelskischen Satz 6 ([5], S. 19).

Auch folgender Satz ist eine Erweiterung eines Lubelskischen Satzes ([5],
Satz 8, S. 22). Lubelski hat seine Sätze mit Hilfe der Theorie der bekannten
logarithmischen Kongruenzen von Kumunn bewiesen. TJnsere Beweise
sind wesentlich einfacher, weil wir von dieser Theorie nicht Gebrauch
machen.

§atz 9. Ist c eine zu I prime ganze Zahl,, d,ie lceinen Prim,teiler iler Form
kl + | hat, und, erfullen d;i,e ganzen zu l, primen Zahlen n, A, z ili,e Bed,in-
gungen (ll), so besteht d,ie Kongruenz

(22) 3'-r : I (mod l"+r)

i,n folgenilen Trillen :

a) lfr - y;

b) ,'-t # 2r-r (mod 7"+I) .

Bewei,s. Da die Zahlen n, A, z durch I nicht teilbar sind, so folgt aus

Satz 4, dass die Kongruenzen (20) bestehen. Gilt nun b), so gilt auch a).
Denn wäre ll* - y, so folgte aus (20) ebenso wie im Beweis von Satz 6,

dass tr"+r/z - y und daher wegen (II)

2rt : czt" (mod l"+1)

oder (21) giiltig wäre, weil nach (20) nto -rt (modl"+1) ist. Aus (21) folgt
aber c'-l :2t-r (mod l"+'r), gegen b). Es geniigt also, nur den X'all a) zu
betrachten.
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Ist jetzt 3{ry, so ist z2 -y2:1(mod 3), also 3l*'- y2. Somitist
eine der Zahlen r,y rr,d r2-Az durch3teilbar. Da lfcz besteht,ist
auch llr * y, also lTsz - y2. Die Richtigkeit unserer Behauptung (22)

folgt nun aus Satz 3, wenn man da ? : 3 setzt.

6. Als Anwendung betrachten wir die Gleichung

(23) 12 : ytn * 
""o 

(, > 3) .

Falls die ganzen rationalen Zahlen n,A,z dieser Gleichung geniigen, so

gibt es auch eine solche Lösung n, y, z, dass (2, A, z) : I erfiilit ist. Wenn
nämlich die Primzahl pl@,y,2), so ist

!: (Y\'" * (!\'" ,

P'"- \P) - \P/
woraus man leicht sieht, dass gPly und daher

/'" \'_ (a'\'" , ("\''"\i*l -\p') -\pl
mit den garrzen Grundzahlena*,h,; bestehen muss.

Wir zeigen nun, dass (f4) gelten muss, wenn die Bedingungen

u2: yt" * ""o ,(r,y,z): l,l, lrgz
erfiillt sind. Aus der Gleichung

(* - "'") 
(r a zr"1 : ,r"

folgt:

rf 7t": At:,fr !st": At; ,A:Afl2,(Ar,Ar):l fiir zfy,
und

rf st":2yl ,rizt" -2ro-tyN,y:2yryr,(yr,ZAr):l fiir zly.

Man erhält somit

T 2"'" : Ati - yti tur 2l A ,

+ "'" 
: g'i - 2'"-'yti flulr zly .

Im ersteren FalI können wir Satz 5, b) anwenden und erhalten (14), denn
Zlyl- yf, und lf y\- yf, gelten,weilwir llh- yzwegerr l{z:ulirdl*h*Az
wegen der Bedingungen

zx: uti + yti ,l+r
haben. fm letzteren Fall kann man Satz 6 benutzen. Nehmen wir an, dass
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(fa) nicht giiltig wäre. Dann *?r.+ :2P-t ein rrl'"' Potenznichtrest

(mod Z"+1), denn sonst miisste 8 ein nzt"" Potenzrest sein und daher

8'-r: I (modl"+r)

und (r4) gelten, weil 4t-r+2t-1 + t:B+0(modl) ist. DieVoraus-
setzungen von Satz 6 sind mithin giiltig, weshalb (1a) richtig wäre, gegen
unsere Annahme.

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:
§atz 10. Werun d,ie zu I primen Zahlen r,A,z d,ie Gleichung (23) be-

Jried,igen, so gil,t d,ie Kongruenz (14).
Ein Spezialfall der Gleichung (23) ist

(23)',

(25)

die an das bekannte Catalansche Problem anschliesst. Bekanntlich kann
(23)'in garrzetn rationalen Zahlen t,A,z höchstens dann lösbar sein, wenn
2ly and l,lr (vgl. [9]) bestehen.

Angenommen, (r, y) sei eine Lösung von (23)'. Wie oben, erhäIt man
jetzt, wenn man bei Bedarf die Vorzeichen der Zahlen r?,tr, ,u wechselt,

(24) x - | : 2ut",r + !:')tn-r ut",y :2ua.(u,") : I

und mithin

Weil llr ist,siehtmansofort,dass lf uu tndauch lfu+l ist,denn
wäre u : | (mod l), so ergäbe sich aus Ql r: B (mod l) und somit
I : 3. Fiir I : 3 ist (23)' jedoch unmöglich [8].

Da 2lu -l-- I wegen (25) ist, so schliesst man mit Hilfe von Satz b, b),
dass (14) gilt.

Eine der Zahlen u - l,u,u 11 ist durch 3 teilbar. Daher folgt aus
Satz 5, dass (22) gilt. Offenbar enthalten (14) und (22) das anfangs genannte
Ergebnis von Oblath.

Mit Hilfe der Kongruenzen (14) und (22) stellen rvir fest (vgl. [B], S.
39-40), dass (23)' in ganzen Zahlen unmöglich ist, falls (l)' gilt. Hvvnö [2]
hat jedoch neulich mit einer ganz andersartigen }lethode beweisen können,
dass schon n ) L dafiir hinreichend ist. Es sei errvähnt (vgl. [a], [i2]), dass
im x'all n: r fiir die Lösbarkeit von (28)' z.B. folgende Bedingungen
notwendig sind:

l) r: t 12'-' - 1) (mod l3) ,A - - t (mod l3);

2) l, > 200 000, I : I (mod 8);

3) r ) 2t(t-2) > 1012'10', U ) 4'-' > 10r2'r0r.

Uberdies hat (23)'höchstens eine Lösung, wie Oblåth [tt] gezeigt hat.
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