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Uber alas Existenzgebiet von Integralen partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung

l. Bei der Behandlung eines Anfangswertproblems fiir ein System von
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung ist bekanntlich zuerst

zu untersuchen, ob das Problem iiberhaupt, Lösungen in der Umgebung
der Anfangsmannigfaltigkeit zulässt und ob die Lösung durch die Anfangs-
bedingungen eindeutig bestimmt ist. Neben diesen Betrachtungen rein
lokaler Natur erhebt sich die Frage, wie gross das Gebiet, ist, in dem das

Problem eine eindeutig bestimmte Lösung besitzt. Diese X'rage sollte speziell

in der heutigen Entwicklungslage der praktischen Mathematik beachtens-

wert, sein, u.a. deshalb weil grosse elektronische Rechengeräte bei Be-
handlung der Systeme partieller Differentialgleichungen angewendet,

werden können. Im folgenden wird nun ein Versuch gemacht, Abschätz-
ungen des Existenzgebietes der eindeutig bestimmten Lösung abzuleiten.
Dabei wollen wir nach möglichst grosser Genauigkeit streben, weniger nach
praktischer Einfachheit der Abschätzungen. Unsere Methode, die sich auch

auf Systeme von impliziten partiellen Differentialgleichungen anwenden

lässt, fusst auf dem von F. und R,. Nevanlinna entwickelten koordinaten-
freien fnfinitesimalkalkiil, auf der sog. absoluten Analysisl.

2. Hi,lfssatz iiber impli,zi,te Tunktionen. Es sei f (r, y) eine in den Kugeln

1*l < A" (< oo) und lyi < A, (1 oo) der Räume Ri bzw. A| definierte
X'unktion mit Werten in dem Raum Ri (m , n < @)2. Wir betrachten die
Gleichung

I In bezug auf die Grundbegriffe der absoluten Analysis verweisen v'ir auf die
Monographie [5] der llerren Nevanlimra.

Aus der reichhaltigen Literatur zu der Theorie von Systemen partieller Differen-
tialgleichungen seien hier die von Kamke [3] (S. 352-362) und \Vazewski t8l, tgl
gegebenen Abschätzungen des Existenzgebietes erv-ähnt,. Diese Verfasser haben die
Frage in l(oordinatenform betrachtet (die Differentialgleichung als nach einer parti-
ellen Ableitung gelöst vorausgesetzt, eine I(oordinatenhyperebene als Anfangs-
mannigfaltigkeit gewählt und die Existenz in einer Zone ocler in einer Doppelpyramide
bewiesen). Verallgemeinerungen dieser äIteren Årbeiten auf S-ysteme partieller Dif-
ferentialgleichungen sind in den letzten Jahren 11.a. von Szarski [7] und Pau'elski [6]
gegeben worden

2 Wir bezeichnen einen reellen linearen Raum rnit R, : RP*, rvobei. u die \rariable



Ann. Acad. Scient. Fennicm A. r. 332

(1) f(u,a):0,
und bestimmen unter gewissen Voraussetzungen ein Gebiet, in dem y
durch diese Gleichung als eine eindeutige X'unktion Yon r definiert wird.
Daneben wird auch eine Abschätzung fiir die Funktior Y : y(r) gewonnen.

Es sei also angenommen:
1. Die Funktion f(*,y) ist fiir lrl< A.,lA I A, zweimal stetig

differenzierbar.
2.f(0,0) : o.

3. inf l,fr(0 , 0) dyl : p, ) O, d.h. der Operator /r(0 , 0) ist regulär.
l,tvl: l

Wir definieren zwei stetige nichtnegative monoton wachsende Funktio-
nen rron zwei reellen Variablen Q, r (> 0)B

M(p,r) - sup f,@,A),
"l(oYls'

qk , r) - sup fr(* , y) - r(0 , 0),.

l;l=:
Liber die Funktion M(e , r) sei noch zusätzlich a,ngenommen:

a.Mk,0) >0, fiir q )0.
Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f, folgt q(e , r) < p fiir

geniigend kleine g und r . Es sei qo die obere Grenze derjenigen Zahlen

Q<A,, fiirdiehq f(e,r)< p, und ro(g) dieobereGre[zederjenigen

Zahlen r ! Ay, fiir die q(q , r) mit, festem Q ( Qo kleiner als p bleibt.
X'iir lrl <g< eo,)y1<r< ro(q) ist

inf lfr(r , y)dyl > inf l/r(0 ,o)dyl - sup fr(* , y) - å(0 , 0)l
lityl:t ldyl:r 

1;,==,.

- P-Ek,r)>o;
der Operator fr(r , y) ist also dann regulär.

Ist die Funktion y : y(t) durch (1) definiert, so ergibt sich von (1)

durch Differentiation nach a

(2) f,(r , y)d'r * ft(r , y) y'(r)dr : 0

oder, f, als regulär vorausgesetzt,

(3) d,y: y'(r)d,n - - (ft@,A))-'f"(r,U)du,

und p die Dirnension des Raurnes angibt. Die Norm eines vektors u e Ru im sinne
der in -R, eingofiihrten (etwa Minkowskischen) Metrik soi wie iiblich mit l*l tre-

zeichnet.
s Die Norm t,4 | einer linearen Abbildung A: R*--> R, ist, durch lAl : sry lAhl

d.ofiniert. l"l:l
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und die X'unktion y : y(") ist somit eine Lösung der Differentialgleichung
(3). Ist umgekehrt y : A@) eine Lösung von (3), fiir die AQ) -- 0, so

gilt wegen (z) d,f(r,y(r)):0, und die Gleichung (l) wird identisch
erfiillt.

Die Differentialgleichung (3) ist eine Gleichung von der Form

d,y : r(r ,y)dr ,

wobei der Operator I(r,y): - (ft(r,y))-'f"@,A) in einer konvexen
Umgebung von (0, 0) im Produktraum R* X Ry stetig differenzierbar ist.
Die Theorie von Differentialgleichungen besagta, dass eine Differential-
gleichung dieser Art vollständig integrierbar ist, wenn die bekannte Inte-
grabilitätsbedingung

(?" * ?rP)ltk (1 . - FrT)kh : 0 (h , k e A,)

fiir alle vorkommenden Werte r , A best'eht. Das ist aber hier gerade

der FalI wegen der speziellen X'orm des Operators l' Die durch den Anfangs-
punkt (0, 0) gehende, eindeutig bestimmte Integralfläche existiert also

bis zum Rand desjenigen konvexen Gebietes, in dem I die erwähnte
stetige Differenzierbarkeit besitzt. Die Aufgabe der Abschätzung des

Existenzgebietes einer impliziten Funktion ist somit auf die Abschätzung
desjenigen der Lösung einer Differentialgleichung erster Ordnung zuriick-
gefiihrt worden.

Wir bezeichnen mit tp(p , r) die nach den beiden Variablen monoton
zulyachsende X'unktion

M(q , r)y@,r): 
tt_v(eJ),

die fiir Q ( Qo, r I ro@) stiickweise stetig differenzierbar ist. Der Differen-
tialgleichung

kann man eine der Bedingung r(0) .: 0 geniigende n'unktion f(g) zuordnen,
so dass sie die durch die Anfangsbedingung r(0) : 0 eindeutig bestimmte
Lösung dieser Differentialgleichung in dem Intervall
/:{ei0<e( go, r(q)< ro(p)} ist.DieLösung y:A@) derDifferen-
tialgleichung (3) geniigt, nun der Ungleichung

ly'(*)l < v(s , r)

dr

,la

4 \rg1. t5l Lrnd t3l S. 135.
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auf derKugel {r)lrl<e,ly@)| tr} mit Q(Qo,r<-ro@). Daraus
geht aber zugleich die Existenz der Funktion A : A@) in der Kugel
{r)1r1e t1 hervor.

Wirbezeichnenmit S: A(r) dieinverseFunktionvon r(p) ; sieexistiert
in dem Gebiet 0 ( r ( ro(S) , wobei p aie obere Grenze derjenigen
Zahlen Q ( Qo ist, fiir die r(q) { ro(p) . Die n'unktion p : S(r) geniigt
dazu der Differentialgleichung

d,q I d,r : Ilrpk , r) : X,(Q , r) ,

wobei die Funktion y" nach den beiden Yariablen stetig und monoton
abnehmend ist.

Man erklärt die Funktion

(p) )

;
I

(
fiir g < Qo, r < rok) und definiert durch

trla)
I

J
0

der LTngleichung

1(p) < s(ro(s) ) < e(ro(A) )< a

geniigt. Bezeichnet man mit Q, die obere Grenze derjenigen Zahlon g ( go,

fiirdie.fl(e) >A, soist g,(e, unddieX'unktion r:f(S) existiert,
fiir 0 ( S S Q" . Das letzte Ergebnis heisst aber atch: clie ?unldion
A : A@) etistiert i,m Gebi,et 'tr; I Q*.

Es sei r : G(s) clie eindeutige inverse Funktion r.on g : Q(r)
: P(g*, r). Dann gilt fiir r, ! p ( g" dieAbschätzung i-(g) < G(s) , und
es ist' also

y(r) < r(s) S G(s) .

Wir haben so den folgenden Hilfssatz 7 erreicht:
Unter den gemachten Annahmen I-4 definiert die Gleichung (1) die

Funktion A : a@) (y(0) : 0) in der Kugel lrl < Q", wobei Qx die
obere Grenze derjenigen Zahlen q ( Qo bezeichnet, fiir die P(S , ro(A)) > S

gilt. Diese X'unktion ist stetig differenzierbar und geniigt der Abschätzung

)y@)l < c(lrl) .
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Die erreichten Abschätzungen fiir das Existenzgebiet und fiir die Funk-
tion y(r) sind unter den gemachten Annahmen die bestmöglichen, d.h'
es lassen sich Beispiele (etwa die Gleichung f(r,A) : rz * Az - cLU : 0,
o > 0) aufzeigen, bei denen diese Abschätzungen genau sind.

3. Hilfssatz (iber Di,fferentialglei,chungen.Betuachtet sei eine Differential-
gleichung der X'orm

dy-f(y)ilt (y,dyeR;, dteRi)(4)

(4')

v,obei der Operator f(y) folgende Eigenschaften hat:
t. f(y) ist eine in der Kugel ly - gol { r, (< a) des Raumes A}

stetige Funktion yor y und erklärt ftir jedes y dieser Kugel eine lineare

Abbildung von .B| in R|.
Z. f(y) erfiillt die Lipschitz-Bedingung

lf(v,)-f(Dl{M1v,-v,i
fiir je zwei Punkte Ur, Az in der Kugel )y - Yo' = ry .

In Koordinatenform entspricht der Differentialgleichuug (a) ein Normal-
system

clyt ldt : f ,(yt , uz , ,gli (i-1,2,...,n)

Gemäss der Theorie von Differentialgleichungeuä hat obige Gleichung
(oder obiges Gleichungssystem) eine und nur eine Lösungskurve y : y(t),

die durch den Punkt (to , ?lo) geht, und diese Kurve existiert bis zum

B,ande des Zylindergebietes

iY - Uoi < ry ,

in R, x Ry, wo der operator / definiert ist,. wir wollen das Existenz-

gebiet fiir die Lösung unter der Anfangsbedingung Y(to) : yo abschätzen,

ind.em wir eine Abschätzung fiir die l{orm lY(t) - yol bilden und darauf
achten, wo diese kleiner als rr bleibt.

Es sei 1(r) eine in dem Intervall 0 < r ( r, definierte, stetige reelle

X'unktion, die
a) fiir r 2 ly - yol der Ungleichung I(r) Z lf(y)l geniigt,

b) fiir 0 { rr, tz.-- ry eine Lipschitz-Bedingung erfiillt:

'F(rr) - F(rr) ! Mlrr- r,
Speziell kann z.R.

(5)

gesetzt werdel1.

E(r): sup if(y)',
i v-vo I 5.

u Vgl. z.B. t3l S. 135'
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Die Differentialgleichung

d,s: I(s)d,t

hat in einer Strecke rechts von to eine und nur eine Lösung s : §(f)
unter der Anfangsbedingung is(r,) : 0 . Wird die eindeutige inverse
X'unktion von §(l) mit I : 7(s) bezeichnet, so ist fiir 0 ! r I r,

T(r):rr* Jå
Die Lösung s - §(ä) existiert, *otågu 0 < §(f) < r, ist, also fiir
to{t{tslp,, wobei

,!

g,-T(rr)- to: t*ö "
Sei lto , tr7 ein Intervall rechts von to, in dem l'(r) und §(r)

existieren. Die Funktion q(t): lY(t) - yoi ist clort stticks-eise stetig
differenzierbar, und es gilt die Ungleichung

v'(t) < lY'(t)l: lfg$) )i = 
1'( I(,) - t/o) : F(,{) .

Essind E(t) bzw. S(r) fiir 0 <, < l, LösungenderDifferentialgleichungen

v'(t): G(d bzw. §'(r) : 1(s)

unter der Anfangsbedingung

q(to):§(lo; :s,
wobei die rechten Seiten G(") :und I(u) in der Beziehung G(tc) { I(u,)
stehen. Daher schliesst man: EQ) < §(r) fiir fo ! t { tru. Das bedeutet,
die Funktion V(t) existiert in dem garuzerr Intervall fo ( I ( 16 * Q, ,

oder mit Rticksicht auf Obiges, doss Y(t) fa, ft - ts) I gt eristiert.
Wir haben somit den folgenden Hi,lfssatz 2:
Es sei /(y) eine lineare Operatorfunktion mit den Eigenschaften 1, 2

und -P(r) eine in dem Intervall 0 < t l ry definierte stetige reelle Funktion
mit den Eigenschaften a, b. Dann hat die Differentialgleichung (4) unter
der Anfangsbedingung U(ti : Ao eine und nur eine Lösung, in deren
Existenzintervall wenigstens die Strecke

)rl

J r(')
U

eingeht.

u Ysl. t3l S. 91.
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Die spezielle Wahl (5) der X'unktion I(r) ergibt die genaueste Ab-
schätzung, die unter den gemachten Annahmen nicht zu vergrössern ist.
Dies geht aus dem Beispiel

ul
l'(Y):; ,,- y

hervor.

4. Nach den obigen Vorbereitungen wollen wir zu dem eigentlichen
Gegenstand dieser Arbeit iibergehen. Wir betrachten eine implizite Differen-
tialgleichung erster Ordnung,

H(r,dzfdm,z)-0 (r€RT,zeR:,H eRPH,L Ap< m),(6)

nebst einer gegebenen »Anfangsmannigfaltigkeit» n : €(t) (t e A7-r1 und
einer r»Anfangswertfunktion» z: e(t). X'alls rlun solche Elemente
ro : [Qs), zs: C(ti, A, e Ri : A*. existieren 7, bei denen H(*o , Uo , zo) : 0,

e'Qo): ys€'(ti ist, und falls die Funktionen H, €, C gervisse weitere
Voraussetzungen erfiillen, so ist bekanntlich in der Umgebung von fro

die Existenz einer eindeutig bestimmten Funktiou z: z(r) garantiert,,
die der Differentialgleichung (6) und der Gleichung z([(t)) : C(t) geniigt 8.

Wir wollen im folgenden das Existenzgebiet dieser Funktion abschätzen,
nachdem rvir die Annahmen der Einfachheit halber folgendermassen
formuliert haben:

Es seien -Bj und Ri-P ztr-ei orthogonale Komplemente des euklidisch
metrisierten Argumentraums Ri. Dementsprechend zerfäIlt dann der
za R* duale Raum Ri, beziiglich der von der -B"-Metrik induzierten
dualen Metrik, in zwei Orthogonalkomplemente Ri und R;-0, so dass

glt: f u:0 fiir ge Rs,f e Rt,ue Ru,ue R,. tr'iir die x'unktion
H (u,, a, f , g, z), deren Wert,e in Rfu liegen, wird folgendes angenommen:

l. H(u, a, f, g, z) ist in dem Gebiet U : iu - uol < A*, la - uol I 4,,
)f - ,f, 1 As, ls - srl l Ar, lz - zoi < A, zweimal stetig differenzierbar
und H(uo, uo, fo, go, zo) : 0 .

2. Hy(uo, ao, fo, go, zo) ist eine reguliire lineare Abbildung von -Br. auf -Bn.

3. n'iir alle Elemente (u, a, f, g, z) in U, die der Gleichung
H(u, u, f , 9, ?) : 0 geniigen, gilt die »fntegrabilität'sbedingung»

Rhk:0 (h,lceR,:Ru*),
lyobei R : R(u, u, f, g, z) den durch

7 IJnter dem zu .B, dualen Raum -8, der auch mit, -Br* bezeichnet, wird,
versteht man den Raum der in J?, definierten reellen linearen Funktionen.

8 Vgl. z.B. [2] S. 53-68; in [4] wird auch dasselbe Resultat in der hier benutzten
»absoluten» Schreibweise abgeleitet.
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Rhk: A {(H: +f H:)hH}t'+ (H: + s H:)hH[k)

definierten alternierenden bilinearen Operator bezeichnete.
Wit setzen im besonderen voraus, dass die Anfangsfläche, in der die

X'unktionswerte gegeben sind, eine zu Ro parallele (m-p)-dimensionale
Hyperebene ist. Dann ist in den Punkten dieser Fläche xe : uo (: konst.)
und die Variable zr kann als Parameter gewählt werden. Die gegebenen
n'unktionswerte bezeichne man mit C(u) und nehme folgendes an:

a. z : l(u) ist fiir lu - ao) < A, eine dreimal stetig differenzierbare
Funktion, fiir die lC(u) - za) I A,, le'(a) - 9ol.-- Ae.

5. ((u) : zo, C'(uo) : go.
Ds existiert also, wie schon bemerkt,, in der Umgebung von

ro - (us , an) eine eindeutig bestimmte Funktion z : z(r) : z(u , u) ,

die die Gleichung (6) und die Bedingung z(uo , u) : e@) erfiillt. Bei
Abschätzung des Existenzgebietes dieser Funktion wollen wir die oben
gegebenen Hilfssätze sowie den Umkehrsatz r-on Nevanlinna [5] und Bartle
[1] benutzen. Wir gehen aus .rron der Gleichung

(z) H(ur,u,f , t'(u), ((c) ) : 0 ,

die die Punktion f : f (r) in einer Umgebung \ron 2,0 bestimmt, und rn-ollen

mittels des Hilfssatzes 1 diese Umgebung abschätzen. I)arauf bildet man
die charakteristischen Differentialgleichungen

rlie sich ftir den Produktraum Rn: Ru

I'orrn

du - Hf dt , cl',* == H; dt ,

ds: (-- Hf Hf s)dt ,

da -:- @ (a) dt

df : (- H: - H:f)dt ,

d,z - (filf -r sät)clt ,

x R, x Rf x Bs x R, auchinder

(8)

(g')

zusammenfassen lassen. Dieses System hat in der Umgebung des Null-
pnnktes ein fntegral P(t) : A(t; D), das durch die Anfangsbedingung

(mit festem o) eindeutig bestimmt ist, vorausgesetzt, dass der Punkt
D zu dem Gebiet I/ gehört. Ein Existenzgebiel fiir dieses Integral ergibt
sich durch Hilfssatz 2. Die Lösung von (8) unter der Anfangsbedingurg (9)
definiert in dem Produktraum Ro,: R, X R, in der Umgebung von
as : (u, , tx) eine eindeutige differenzierbare Funktion

(10) A : A@) : Q(u, t) : (U(a,t), V(u,t), F(u, t), G(u, t), Z(a,t) ),

(e)

e Einer linearen Abbildung A: Ru--> R*

Qt, e Ru , fr* e R**) eine eind.eutig bestimmte
ord.net rrran durch rc* (Au) - (A*rc*)'u
drrale Abbildung A* : R** i Ru, zLL.
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die in einer Umgebung von coo umkehrbar ist. Durch Einfiihrung geeigneter

Hilfsmetriken in -8. und -Bo lässt sich das Existenzgebiet der umkehr-
funktion durch den erwähnten Satz abschätzen, wobei zugleich eine Ab-
schätzung ftr das Existenzgebiet der Lösung der partiellen Differential-
gleichung (6) gewonnen wird.

Wir kommen also auf die Gleichung (7) und auf die zueinander dual

metrisierten Räume ]?7 und R* bzw. .8, und .8, zuriick. Der Hilfssatz I
ist, nun anwendbar, wobei die Konstante p den Wert

fia: inf lHr(u, , us , fs , go , zidf 
I

ld.f l: r

hat, und weiter

M(p,r): sup lH,+ Hse'+ H,C'I (u:uo,g: C'(u),2: C(u)),
,v -o"l 1r,
I f -fol S'

cp(p, r) : suP lHt(uo, a, f , C' (u), e (u)) - Ht(u'r, uo, fo, go, 
"d1

1o_oo J S o
I J-fol 3,

sind. Bei Anwendung der im Hilfssatz bentlzten Bezeichnung ,!@ , r)
kann das Ergebnis jetzt wie folgt ausgedriickt werden:

Die X'unktion f :f(a) existiert in dem Gebiet )a -aoll Q,, wohei

ro e)

l'lr',1 #^=-l)
Ftir ia uott

1,f@) - fol < G(s) ,

worin G(p) die in Hilfssatz I erklärte inverse X'unktion von I : S(r)
: P(Q, , r) bezeichnet.

Zweitens schätzen wir das Existenzgebiet der Lösung von charakteristi-
schen Differentialgleichungen ab, die bei gev'isser Parameterv'ahl die
Form (8) haben. Wir fiihren in den Raum ,E.f+l eine Minkowskische Hilfs-
metrik ein, indem wir fiir die Strecke d,Q :mit den Komponenten d,u, d,u,

d.f,dg, d,z eine Norm

td,ol - ^""1y, o*qL 
,Y; ,Z,f)

rlefinieren. \\ienn O zLL dem Gebiet
gesetzt u.ird, liegt die Kugel

U gehört, wie im folgenden Yoraus-

Qu 
--= sull g {n .-

o€B \.

=g< 
Qu gilt

\ 9-D1<t- lO-9ol :1-maxl'ry' if@-,foi $'@)-srl E(u) -eoil
'4'Ar'A*{

ganz in dem Gebiet, f-I . \Vir bezeichnen
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o (e) : o (u, a, f , e, z) : ^"-{2,'#,'"#",W#1, Y!ry41,

?(1): sup (o(O) ) ,
10_ot<:

i.fatrQ,): 
J ,,A'

und die eindeutige inverse Funktion doer tetzten mit

1:A(t),
so dass u.a. l@(O)l < FQ,) fiir iA - Ool < 1 gilt. Der Hilfssatz 1 ist
nun auf die X'unktionen A(O) und I(1) anrrendbar und liefert somit
fiir das Existenzgebiet der Lösung von (8) eine Abschatztng:

', -,,1 ( s, :_ j *: r(t) - r( a- oor) .

lo_o I

JIan bezeichne

r.(s) : st t a e'@) - sol G(s) t(a) - zn t

,-,,110\r' + '-+' 4 l'
so dass

9-90<),(u-co).
Die Funktion (10) ist also in dem Gebiet

(11) )u- uol (Q,, t* l 't;
" i"1.",*

definiert und in den beiden Variablen sogar stetig differenzierbar.
Um die zu betrachtende partielle Differentialgleichung (6) zu integrieren,

ist die Yariable c,t : (u , t) : o(r) aus der Gleichung r : X(u , t)
: (U(a ,t) , V(a ,t)) zu lösen und danach in die Gleichung z: Z(a ,t)
zu substituieren. Das Gebiet,, in dem diese Lösung möglich ist, kann durch
den Umkehrsatz abgeschätzL werden, nachdem in R,u eine Hilfsmetrik
mit der Norm

ldat) : max ()d,at , 
"dt)lt 

r)

eingefiihrt worden ist, in der

r, : 
,ii!_rlHr(uo 

, uo , fo , go , zo) dfl .
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Bei dieser wahl der Hilfsmetrik hat die Konstante p des umkehrsatzes
den Wert p: l. Um die Funktion

E?): sup X'(*) - X'(a4) : sup l(X'(r) - X'(a))d'al
i(D_(,toi S,

rveiter abzuschatzen, setze man

i ctt-cttgl { r

ldcoi:I

K(1) 
i-"j-äf=r 

1tlttrlo1 - Hr(er)\, -r- lVr@) Hr(Oo)I', .

Es gitt dann

vV) 
=,.,::5=,(lx,(c't) - 

x, (aro)i + lx, (') - x, ('o) I )

: sup { ttt, (r) - r;, 1rol,' +lf /r,,) - T/, (rrt) l'
1,ot-rDsi§r

+ sup \,/ 
-A' 

,(r,r) I LI "1otJ ' + lV, (ot) V, (oa) 12

",ct)-rrglSr

ir,t-c,lsl<r

+ tr-rY-.i (+yL '!§#, D)
l(t)- (r)nl \ l'r \
I vl 

-

= 
K(Ag(A(r)) + tror)) + tT tnlk('l 

' )'(r))d'l 
1 ),

wobei
It(r , )") : sup 1@'@)

19-Qo !-l(T().)+,)

bezeichnet'.
I{ach dem umkehrsatz in [1] existiert sonrit die eindeutige Funktion

ot : a(r) in der Kugel

i"(12) ir - ro',< R: | (uo- vk))dS,
{

deren Radius sich wie folgt abschätzen lässt:

i" 'fop.,- rn11o,

R>R: I l-K(A(r(,l(e) )*poe) )-t/z@d -\)dp,J

wobei ,o år" obere Grenze derjenigen Zahlen r (< rr) bezeichnet, fiir die

V?) < I ist. Hierbei ist r, der Radius der grössten R--Kugel im Gebiet

(11), also die Wurzel der Gleichung
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If at"tror: J FtU.
I'lr)

Die Kugel (12) ist also in dem Existenzgebiet der Lösung der Differential-
gleichung (6) enthaiten, und E dient folglich auch zur Abschätzung des
letzteren.

5. Die obigen Ergebnisse sind in einer sehr allgemeinen Form angegeben.
Um eine konkretere Darstellung der Methode vorzulegen, rvollen wir die
spezielle partielle Differentialgleichung

2uz(l*uz) I az 0z'\
l0:11 

-"1111 -rry \z,areelleYariablen;/: au,9: arl ,

betrachten und das Existenzgebiet der durch die Anfangskurve u:0 ,

a

": 1 _ o, gehenden Lösung abschätzen. Dabei lverden r,vir auch die

Genauigkeit der Abschätzung erfahren, denn die explizite Lösung der
Differentialgleichung unter der erwähnten Anfangsbedingung ist

Uz:1t_ uzy1t- u1'
u,elche X'unktion das exakte Existenzgebiet lul< l, la] < t hat.

Die Funktion f :/(,u) unserer allgemeinen Betrachtung ist hier wegen
der speziellen Form der Differentialgleichung explizit auflösbar, und zlrar
ist /(o) :0 , so dass in der Funktion i,(S) auch G(q) : 0 gesetzt, werden
kann.

IIan wählt Au : Ao

rn obei

r+41

- - (1 örf und hat also

, 3, 1) ,l, 2

ö

2A(L + ö212) (1 + ö), + 3ö212 ä323)

(1 ö2A2)b '

2ö1

Weiter hat man

ta o2(3 A2) g \A(s) _max (;,ffi1r,ftr_e) ,

t4
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und

rvolrei W Q)

mits(i) -rrla,x(f ,2+ 4Ai,W(di) ) ,

2t 2t2\: 
4t _ 1zy(at1t-#)+ (l + At) (t + r()t2J 5/4) + 1 _ lzmax 

(wr(t). *r(Dl

mit
rtr(t) : 2A(3 + r4tz + 3tn) + ä (3 - 2t2 - t4),

wr(t) : A(9 + 22tz + gtn) - ö(3 - 2tz - t4) .

Je nach der anpassenden Wahl der Konstante ö, A kann nun nach
unserer Methode eine Abschätztng des Existenzradius ausgerechnet
rverden; die grösste Abschätzung R : 0,026 ergibt sich mit, ö : 0,39,

-4 : 1,60. 10

Die iibliche Wazewskische Abschätzung gibt, angewandt auf das
obige Beispiel, ein Existenzgebiet

iul< 7 'I0-7, lzl < 0,0075 - 2,3.\u) .

6. Wir haben in den obigen Betrachtungen vorausgesetzt, dass die
Werte der Lösung z: z(r) auf einer (rn-p)-dimensionalen Hyperebene
vorgeschrieben sind. Dies bedeutet jedoch keine Einschränkung. Denn,
es sei vielmehr angenomnten, dass die X'unktionswerte auf einer beliebigen,
dreinral stetig differenzierbaren (m-p)-dirnensionalen durch den Punkt
no gehenden Fläche gegeben sind. Wählt man dann den lJnterraurn Ro

parallel zu der Tangentialebene in Punkt no, so kann diese Fläche in
der Form % -- %o I y(u) ausgedriickt werden, wobei die Funktion y(a)
in einer Umgebung von ?r0 eindeutig und dreimal stetig differenzierbar ist
(y(oi:0, y'(a): Q). Die Transformation %: d, -t y@), u:6 fil.hrt
die Gleichung H(u, u, f , g, z) : 0 in die Gleichung

H(u - y(.-'), 6, i, d + iy'@), 4 : fr@, 6.i, d, 2) : O

iiber, deren Lösung Z('il,,'"n) nun auf der Hyperebene d : ?/o vorgoschrie-
bene Werte hat. Somit ist die Aufgabe auf den schon betrachteten Sonder-
fall zuriickgefiihrt.

10

cand.
IBM

Mit Dankbarkeit sei erwähnt, d.ass dieses Ergebnis
rer. nat. (Abteilung fur angewandte ]{atheinatik,

L620 ausgerechnet \ rord.en ist.

von Herrn trrkki llikkola,
I-Iniversität Helsinki), mit
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