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Uber das Ecxistenzgebiet von Integralen partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung

1. Bei der Behandlung eines Anfangswertproblems fiir ein System von
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung ist bekanntlich zuerst
zu untersuchen, ob das Problem iiberhaupt Losungen in der Umgebung
der Anfangsmannigfaltigkeit zulédsst und ob die Losung durch die Anfangs-
bedingungen eindeutig bestimmt ist. Neben diesen Betrachtungen rein
lokaler Natur erhebt sich die Frage, wie gross das Gebiet ist, in dem das
Problem eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. Diese Frage sollte speziell
in der heutigen Entwicklungslage der praktischen Mathematik beachtens-
wert sein, u.a. deshalb weil grosse elektronische Rechengeridte bei Be-
handlung der Systeme partieller Differentialgleichungen angewendet
werden konnen. Im folgenden wird nun ein Versuch gemacht, Abschitz-
ungen des Existenzgebietes der eindeutig bestimmten Losung abzuleiten.
Dabei wollen wir nach moglichst grosser Genauigkeit streben, weniger nach
praktischer Einfachheit der Abschidtzungen. Unsere Methode, die sich auch
auf Systeme von impliziten partiellen Differentialgleichungen anwenden
ldsst, fusst auf dem von F. und R. Nevanlinna entwickelten koordinaten-
freien Infinitesimalkalkiil, auf der sog. absoluten Analysis!.

2. Hilfssatz wber implizite Funktionen. Es sei f(x, y) eine in den Kugeln
lr| < Ay (< o) und Jy| < Ay (< oo) der Riume R bzw. E} definierte
Funktion mit Werten in dem Raum R (m ,n < o0)2.. Wir betrachten die
Gleichung

1 In bezug auf die Grundbegriffe der absoluten Analysis verweisen wir auf die
Monographie [5] der Herren Nevanlinna.

Aus der reichhaltigen Literatur zu der Theorie von Systemen partieller Differen-
tialgleichungen seien hier die von Kamke [3] (S. 352—362) und Wazewski [8], [9]
gegebenen Abschétzungen des Existenzgebietes erwédhnt. Diese Verfasser haben die
Frage in Koordinatenform betrachtet (die Differentialgleichung als nach einer parti-
ellen Ableitung gelost vorausgesetzt, eine Koordinatenhyperebene als Anfangs-
mannigfaltigkeit gewéhlt und die Existenz in einer Zone oder in einer Doppelpyramide
bewiesen). Verallgemeinerungen dieser élteren Arbeiten auf Systeme partieller Dif-
ferentialgleichungen sind in den letzten Jahren u.a. von Szarski [7] und Pawelski [6]
gegeben worden

2 Wir bezeichnen einen reellen linearen Raum mit R, = R., wobeiu die Variable
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(1) flx.y) =0,

und bestimmen unter gewissen Voraussetzungen ein Gebiet, in dem y
durch diese Gleichung als eine eindeutige Funktion von z definiert wird.
Daneben wird auch eine Abschédtzung fiir die Funktion y = y(x) gewonnen.
Es sei also angenommen:
1. Die Funktion f(zx,y) ist fir |a|<< 4.,y < 4, zweimal stetig
differenzierbar.

2. f(0,0) = 0.
3. inf |fy(0,0)dy| = u >0, d.h. der Operator f,(0,0) ist reguldr.
tdyl=1

Wir definieren zwei stetige nichtnegative monoton wachsende Funktio-
nen von zwei reellen Variablen o,r (= 0)3

<

M(o,r) = sup f\(lzﬁ
S

(}’(Q H T) :]Sup ‘fy(x s ?/) _f)(() s O) .
x| =o
lyl=r
Uber die Funktion M(p,r) sei noch zusitzlich angenommen:
4. M(9.0) >0, fir 90 >0.
Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f, folgt ¢(o,r) << u fiir
geniigend kleine o und r. Essei g, die obere Grenze derjenigen Zahlen
0 < A., fiir dielim ¢(o,7) << u, und ry(g) die obere Grenze derjenigen

r—>0

Zahlen r < A,, fiir die ¢(o.r) mit festem ¢ < ¢, kleiner als p bleibt.
Fir |x] = 0 < 0o, [y] < 7 << r(0) ist
inf [fyx , y)dy| = inf [£,(0, 0y — sup . y) — f(0, 0)

[dy|=1 ldy|=1 (x| <o
[yl sr

= u—gle.r) >0;
der Operator fy(x,y) ist also dann regular.

Ist die Funktion y = y(x) durch (1) definiert. so ergibt sich von (1)
durch Differentiation nach

(2) S y)de + fulx , y) y'(@)dz = 0
oder, f, als regulir vorausgesetzt,
(3) dy = y'(@)de = — (fy(x . y) )7 flz , y)de ,

und p die Dimension des Raumes angibt. Die Norm eines Vektors » € R, im Sinne
der in R, eingefithrten (etwa Minkowskischen) Metrik sei wie tiblich mit |u| be-
zeichnet.

8 Die Norm |4| einer linearen Abbildung A: R,—- R, ist durch |A| = sup |4
definiert. [h]=1
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und die Funktion y = y(x) ist somit eine Losung der Differentialgleichung
(3). Ist umgekehrt y = y(x) eine Losung von (3), fiir die »(0) = 0, so
gilt wegen (2) df(x,y(x)) =0, und die Gleichung (1) wird identisch
erfiillt.

Die Differentialgleichung (3) ist eine Gleichung von der Form

dy = F(x , y)dz ,

wobei der Operator F(z,y) = — (fy(x,y) ) fx,y) in einer konvexen
Umgebung von (0, 0) im Produktraum R, X R, stetig differenzierbar ist.
Die Theorie von Differentialgleichungen besagt?, dass eine Differential-
gleichung dieser Art vollstdndig integrierbar ist, wenn die bekannte Inte-
grabilitdtsbedingung

(F, + F,F)hk — (F, — FyF)kh =0 (h .k €R,)

fiir alle vorkommenden Werte «,y besteht. Das ist aber hier gerade
der Fall wegen der speziellen Form des Operators F. Die durch den Anfangs-
punkt (0, 0) gehende, eindeutig bestimmte Integralfliche existiert also
bis zum Rand desjenigen konvexen Gebietes, in dem F die erwéihnte
stetige Differenzierbarkeit besitzt. Die Aufgabe der Abschitzung des
Existenzgebietes einer impliziten Funktion ist somit auf die Abschitzung
desjenigen der Losung einer Differentialgleichung erster Ordnung zuriick-
gefithrt worden.

Wir bezeichnen mit (o, r) die nach den beiden Variablen monoton

zuwachsende Funktion
( | Mo ,r)
0,7)= —7"7——,
e w—glo,r)

die filr o << g4, 7 << 7o(0) stiickweise stetig differenzierbar ist. Der Differen-
tialgleichung

dr
dQ - 1/)(’9 s 7')

kann man eine der Bedingung 7(0) = 0 geniigende Funktion 7(¢) zuordnen,
so dass sie die durch die Anfangsbedingung r(0) = 0 eindeutig bestimmte
Losung dieser Differentialgleichung in dem Intervall

I ={0]0=0< g 7o) << ry(o)} ist. Die Losung y = y(x) der Differen-
tialgleichung (3) geniigt nun der Ungleichung

' (@) = v(o, )

4 Vgl. [5] und [3] S. 135.
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auf der Kugel {z!|z] <o, |y(@) <7} mit o< g, 7 < ry(0). Daraus
geht aber zugleich die Existenz der Funktion y =y(x) in der Kugel
{x | |x| €I} hervor.

Wir bezeichnen mit o = p(r) die inverse Funktion von #(p) ; sie existiert
in dem Gebiet 0 <r<ry(0), wobei ¢ die obere Grenze derjenigen
Zahlen o << g, ist, fiir die 7#(p) < 74(0) . Die Funktion o = o(r) geniigt
dazu der Differentialgleichung

do [dr = 1/y(o,7) = y(0.71).

wobei die Funktion y mnach den beiden Variablen stetig und monoton
abnehmend ist.
Man erklirt die Funktion

r

Plo.n) = [ 7(e.r)dr

e
fir o << 94,7 << ry(0) und definiert durch

rolo)
F(o) = / %o, 7)dr = P(o,74(0))

0

eine monoton abnehmende Funktion fiir 0 < o< g,, die fir o >p
der Ungleichung

F(o) = o(ro(0) ) = alry(0) ) < o

geniigt. Bezeichnet man mit o, die obere Grenze derjenigen Zahlen o << o,,
fir die F(o) >0, soist 9. = ¢, und die Funktion r = 7(g) existiert
fir 0 =0 = 9.. Das letzte Ergebnis heisst aber auch: die Funktion
y = y(x) existiert im Gebiet 'x < o..

Es sei r = (o) die eindeutige inverse Funktion von o = o(r)
= P(ox, r). Dann gilt fiir 2 = 0 < o, die Abschitzung 7(0) = G(0). und
es ist also

A

(o) = G(o) .

y(x)

Wir haben so den folgenden Hilfssatz I erreicht:

Unter den gemachten Annahmen 1—4 definiert die Gleichung (1) die
Funktion y = y(z) (y(0) = 0) in der Kugel |z|<< g., wobei p, die
obere Grenze derjenigen Zahlen ¢ << g, bezeichnet, fiir die P(o , r4(0)) > o
gilt. Diese Funktion ist stetig differenzierbar und geniigt der Abschitzung

Y@) = G(lz)) .
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Die erreichten Abschiitzungen fiir das Existenzgebiet und fiir die Funk-
tion y(x) sind unter den gemachten Annahmen die bestmdoglichen, d.h.
es lassen sich Beispiele (etwa die Gleichung f(x,y) =+ y* —ay =0,
a > 0) aufzeigen, bei denen diese Abschidtzungen genau sind.

3. Hilfssatz iber Differentialgleichungen. Betrachtet sei eine Differential-
gleichung der Form

(4) dy = f(y)dt (y .dy €Ry, dt€R)

wobei der Operator f(y) folgende Eigenschaften hat:

1. f(y) ist eine in der Kugel |y — | = ry (< o) des Raumes Ry
stetige Funktion von y und erklirt fiir jedes y dieser Kugel eine lineare
Abbildung von R; in R} .

2. f(y) erfiillt die Lipschitz-Bedingung

flyy) — fly)l = My, — 5!

fiir je zwei Punkte y;,y, in der Kugel y —y, =ry.
In Koordinatenform entspricht der Differentialgleichung (4) ein Normal-
system

(4") dy; jdt = fi(yy. Y s« .. Yn) (i=1.,2....n).

Gemiss der Theorie von Differentialgleichungen® hat obige Gleichung
(oder obiges Gleichungssystem) eine und nur eine Lésungskurve y = Y (),
die durch den Punkt (¢,,y,) geht, und diese Kurve existiert bis zum
Rande des Zylindergebietes

Y= Yo < 1y, it < oo,

in R, % R,, wo der Operator f definiert ist. Wir wollen das Existenz-
gebiet fiir die Losung unter der Anfangsbedingung Y (f,) = y, abschétzen,
indem wir eine Abschitzung fiir die Norm |Y(t) — 7,/ bilden und darauf
achten, wo diese kleiner als r, bleibt.

Es sei F(r) eine in dem Intervall 0 < r << r, definierte, stetige reelle
Funktion, die

a) fir » = |y — y,| der Ungleichung F(r) = |f(y)| geniigt,

b) fiir 0 <r,.7, < r, eine Lipschitz-Bedingung erfiillt:

F(r) — F(ry) = Miry — 7y
Speziell kann z.B.

() F(r) = sup @)
[yl =T
gesetzt werden.

5 Vgl. z.B. [3] 8. 135.
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Die Differentialgleichung
ds = F(s)dt

hat in einer Strecke rechts von ¢, eine und nur eine Lésung s = S(t)
unter der Anfangsbedingung S(t,) = 0. Wird die eindeutige inverse
Funktion von S(f) mit t = T'(s) bezeichnet, so ist fiir 0 <7 < r,

r

T(r)ﬂﬁ/%‘
0

Die Losung s = S(t) existiert, solange 0 = S({)< r, ist, also fiir
thy=t<<ty+ o, wobei

.

o= T(ry) — ty = / fiz(s)
0

Sei [ty,t] ein Intervall rechts von ¢, in dem Y(f) und S(f)
existieren. Die Funktion ¢(t) = |Y(t) — y, ist dort stiickweise stetig
differenzierbar, und es gilt die Ungleichung

¢ =Y = (Y1) = F(Y(t)—yy) = Flg) .

Essind ¢(t) bzw. S(t) fir 0 =t < ¢, Losungen der Differentialgleichungen

¢'(t) = G(g) bzw. S'(t) = F(S)
unter der Anfangsbedingung
P(ty) = S(ty) = 0,

wobei die rechten Seiten G(u) und F(u) in der Beziehung G(u) < F(u)
stehen. Daher schliesst man: ¢(f) = S(¢) fir ¢, =<t <¢,%. Das bedeutet,
die Funktion ¢(f) existiert in dem ganzen Intervall ¢, <t< t, - o,.
oder mit Riicksicht auf Obiges, dass Y(t) fir |t —t, < o existiert.

Wir haben somit den folgenden Hilfssatz 2:

Es sei f(y) eine lineare Operatorfunktion mit den Eigenschaften 1, 2
und F(r) einein dem Intervall 0 < r < r, definierte stetige reelle Funktion
mit den Eigenschaften a, b. Dann hat die Differentialgleichung (4) unter
der Anfangsbedingung y(f,) =y, eine und nur eine Losung, in deren
Existenzintervall wenigstens die Strecke

r),

‘ / ds
=ty < o=
s F(s)

eingeht.

6 Vgl. [3] S. 91.
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Die spezielle Wahl (5) der Funktion F(r) ergibt die genaueste Ab-
schitzung, die unter den gemachten Annahmen nicht zu vergrdssern ist.
Dies geht aus dem Beispiel

Yy 1
ylory — 1yl

fly) =

hervor.

4. Nach den obigen Vorbereitungen wollen wir zu dem eigentlichen
Gegenstand dieser Arbeit iibergehen. Wir betrachten eine implizite Differen-
tialgleichung erster Ordnung,

(6) H(x,dzjdx,z) =0 (@€R;,z€R,,HERY,1=p< m),

nebst einer gegebenen »Anfangsmannigfaltigkeity « = &(t) (¢t € R"7) und
einer »Anfangswertfunktion» 2z = {(f). Falls nun solche Elemente
wy = &(ty), 2 = L(ty), Yo € Ry = R, existieren”, bei denen H(x, , ¥, , z9) = 0,
{'(ty) = yo &'(ty) ist, und falls die Funktionen H.§&,( gewisse weitere
Voraussetzungen erfiillen, so ist bekanntlich in der Umgebung von =z,
die Existenz einer eindeutig bestimmten Funktion z = z(x) garantiert,
die der Differentialgleichung (6) und der Gleichung z(&(t)) = I(t) geniigt 8.
Wir wollen im folgenden das Existenzgebiet dieser Funktion abschétzen,
nachdem wir die Annahmen der Einfachheit halber folgendermassen
formuliert haben:

Es seien RE und R]'7? zwei orthogonale Komplemente des euklidisch
metrisierten Argumentraums R;. Dementsprechend zerfdllt dann der
zu R. duale Raum R;f’, beziiglich der von der R,Metrik induzierten
dualen Metrik, in zwei Orthogonalkomplemente R} und R, so dass
gu=fv=0 fir g € R, f€ Ry, w€R, v€ER, Fiir die Funktion
H(u, v, f,¢g,2), deren Werte in R} liegen, wird folgendes angenommen:

1. H(u, v, f, g, z) ist in dem Gebiet U : u — uy < Au, [v — 1| < 4.,
J—Jo < Ap lg — g0l < A, 12— zo) < A, zweimal stetig differenzierbar
und  H(wy, vy, for Jor 29) = 0.

2. Hy(ug, vy, fo 9o- 2o) ist eine regulire lineare Abbildung von Ry auf Ry.

3. Fiir alle Elemente (u, v, f, ¢, 2) in U, die der Gleichung
H(u, v, f, g, 2) = 0 gentigen, gilt die »Integrabilititsbedingung»

th:O (h,keRt:RHc),
wobei R = R(u, v, f, g, z) den durch

? Unter dem zu R, dualen Raum R, der auch mit R, bezeichnet wird,
versteht man den Raum der in R, definierten reellen linearen Funktionen.

8 Vgl. z.B. [2] S. 53— 68; in [4] wird auch dasselbe Resultat in der hier benutzten
»absoluten» Schreibweise abgeleitet.
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Rhk =N {(Hy + fH)h Hfk + (HY + g Hh Hk}

definierten alternierenden bilinearen Operator bezeichnet?.

Wit setzen im besonderen voraus, dass die Anfangsfliche, in der die
Funktionswerte gegeben sind, eine zu R, parallele (m—p)-dimensionale
Hyperebene ist. Dann ist in den Punkten dieser Fliche u = u, (= konst.)
und die Variable » kann als Parameter gewéhlt werden. Die gegebenen
Funktionswerte bezeichne man mit {(v) und nehme folgendes an:

4. z = {(v) ist fir [v — vy < 4, eine dreimal stetig differenzierbare
Funktion, fiir die [{(v) — 2o < 4., [J'(v) — go| < A4,.

5. L(ve) =2, C'(v) = g0 -

Es existiert also, wie schon bemerkt, in der Umgebung von
xy = (uy ,vy) eine eindeutig bestimmte Funktion =z = z(z)= z(u,?),
die die Gleichung (6) und die Bedingung z(u,,v) = {(v) erfiillt. Bei
Abschétzung des Existenzgebietes dieser Funktion wollen wir die oben
gegebenen Hilfssidtze sowie den Umkehrsatz von Nevanlinna [5] und Bartle
[1] benutzen. Wir gehen aus von der Gleichung

(7) Huy,v,f. 0w, r))=0.

die die Funktion f = f(v) in einer Umgebung von v, bestimmt, und wollen
mittels des Hilfssatzes 1 diese Umgebung abschétzen. Darauf bildet man
die charakteristischen Differentialgleichungen

du = HF dt . dv = H} dt. df = (— H¥ — H¥Ndt ,
dg = (— HJ — HZg)dt, dz = (fHf + gHJ)dt,

die sich fiir den Produktraum R, = R, X R, X Ry X R, X R, auchinder
Form

(8") iQ = @ (Q) dt

zusammenfassen lassen. Dieses System hat in der Umgebung des Null-
punktes ein Integral Q(f) = Q(t; 2), das durch die Anfangsbedingung

(9) Q0) = 2= (uy,v.f(2), (), {(v))

(mit festem v) eindeutig bestimmt ist, vorausgesetzt, dass der Punkt
2 zu dem Gebiet U gehort. Ein Existenzgebiet fiir dieses Integral ergibt
sich durch Hilfssatz 2. Die Losung von (8) unter der Anfangsbedingung (9)
definiert in dem Produktraum R = R, X R, in der Umgebung von

wy = (vy, t,) eine eindeutige differenzierbare Funktion

(10) Q= Q)= Q. t)=(U@.t), Vv, t), Fv,t).Gv.1). Z{v.1)).
B Einer linearen Abbildung A: R,—> R, ordnet man durch x*(4u) = (4*x*)u
(v € R, , x* € Rys) eine eindeutig bestimmte duale Abbildung A* : Ry« — R,s zu.
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die in einer Umgebung von o, umkehrbar ist. Durch Einfiihrung geeigneter
Hilfsmetriken in R, und R, lisst sich das Existenzgebiet der Umkehr-
funktion durch den erwihnten Satz abschéitzen, wobei zugleich eine Ab-
schitzung fiir das Existenzgebiet der Losung der partiellen Differential-
gleichung (6) gewonnen wird.

Wir kommen also auf die Gleichung (7) und auf die zueinander dual
metrisierten Rdume Ry und R, bzw. R, und R, zuriick. Der Hilfssatz 1
ist nun anwendbar, wobei die Konstante u den Wert

Mo = diflf [Hy(uo » vo 5 Jo - 9o » 20)0f |
ldff=1
hat, und weiter
M ,r)= sup Ho+ H"+ HI (u=u,,9=170(0),2=1L{)).

v —vy| <o
[f=flsr
QD(Q 5 7) = suPSin(uo , U f ’ C/ (U) p C (?/’) ) - Hf (uO > Uy 7f0 » 90 5 20);
=
sind. Bei Anwendung der im Hilfssatz benutzten Bezeichnung (o, r)
kann das Ergebnis jetzt wie folgt ausgedriickt werden:
Die Funktion f= f(v) existiert in dem Gebiet |v — v,/ < g,, wobei

o 0)

0 = sjup 0 (\B = {@{0/ ar >g}\).

p(o.7)
Fiir (v — v] = 0 < 00 gilt

worin G(p) die in Hilfssatz 1 erkldrte inverse Funktion von g = o(r)
= P(g,,r) bezeichnet.

Zweitens schitzen wir das Existenzgebiet der Losung von charakteristi-
schen Differentialgleichungen ab, die bei gewisser Parameterwahl die
Form (8) haben. Wir fithren in den Raum R%"*' eine Minkowskische Hilfs-
metrik ein, indem wir fiir die Strecke d2 mit den Komponenten du, dv,
df, dg, dz eine Norm
|dul (v |df| |dyg] Kdzé'\

aol = max (G 0 G

definieren. Wenn 2 zu dem Gebiet U gehort, wie im folgenden voraus-
gesetzt wird, liegt die Kugel

el I f()—T ] 1 (v)— ‘ —zl
‘.Q—!_Qi<1_:§—-(-)0:l—max{\’vAUOI,.f(v;ffo,:lc(qié)l gOIlC(vjl szl(
v g z

ganz in dem Gebiet U. Wir bezeichnen
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[\H |H |[Hio+Hf |H,+Hgl Hf+Hg
Va4, a4, 4, a4, |

o(2)=o0(u,v,f,g,7)=max

F(A) = sup (0(2)),

1Q—0Qy| < 4

i

el -
di

T(2) =
(%) )

und die eindeutige inverse Funktion der letzten mit
A=A(),

so dass w.a. |[D(Q2) = F(1) fir |2 — Q) = . gilt. Der Hilfssatz 1 ist
nun auf die Funktionen @(2) und F(.) anwendbar und liefert somit
fiir das Existenzgebiet der Losung von (8) eine Abschéitzung:

1

da

ft-—tO{’< O = /m:T(l)—T(E—Qm’)

10—0,|

Man bezeichne

o) =sup |—.- , ,
(‘) u—l‘n[1§0(“4”‘ Ag ! ‘4.f / 4

so dass

QO

— 0y = (v — ).

Die Funktion (10) ist also in dem Gebiet

v — v < bty = |
(11) v — v/ < v, 0 / )
v —vy)
definiert und in den beiden Variablen sogar stetig differenzierbar.
Um die zu betrachtende partielle Differentialgleichung (6) zu integrieren,
ist die Variable o = (v.t) = o(x) aus der Gleichung z = X(v,1)
= (U(w,t), V(v,t)) zu lésen und danach in die Gleichung z = Z(v . ¢)
zu substituieren. Das Gebiet. in dem diese Losung moglich ist, kann durch
den Umkehrsatz abgeschitzt werden, nachdem in R, eine Hilfsmetrik
mit der Norm

ldo! = max (dv', dt!/u,)

eingefithrt worden ist, in der

Mo = inf ’Hf(lt()?vo’fOngazO)dfi'

=1
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Bei dieser Wahl der Hilfsmetrik hat die Konstante u des Umkehrsatzes
den Wert u = 1. Um die Funktion

g(r) = sup |[X'(0) — X'(0p)) = sup [(X'(w) — X'() )do]
lo—mg | S 7 [w—we| =1
[do | =1

weiter abzuschétzen, setze man

K() = sup V Hp(Q) — Hp(2,)? + Hy(Q) — Hy(2)2.

[0—0,] <2
Es gilt dann
g(r) = sup ([ Xi(0) — Xi(og) + [Xu (@) — Xu(@) )

lw—me| =71

= sup V Ui() — (o) + Vi) — V(o) 2

lm—my| =1
H 0

+ sup V Us(0) — Us(@g) 2+ [V () — Vi(oy) 2

lo—my S

= sup VIHp(Q0)) — Hy(29)% + Hy(2w)) — Hf(Qy) |2

[o—we| S

a3

— [0t Qw)) Q0 ; Q@) )\ |
V2 | = — e ) |
V2 s T a0 20 |
_ jl'uz:(z L Hr) )dr
= K(A(T(Mr)) + uer)) + V2 (€ — 1),
wobei
k(v , 2) = sup D'(Q)]
[Q—Qy < A(TG) +7)
bezeichnet.

Nach dem Umkehrsatz in [1] existiert somit die eindeutige Funktion
o = o(z) in der Kugel

To

(12) lx — o] < R:/ (1o — ¢(0) )o,

0

deren Radius sich wie folgt abschétzen lisst:

=

00

1
k(s 4 (o)) de

o

R=R-= / (1 — K(A(T(A(0) ) + mo0) ) —V 2 (e

0

A

wobei 7, die obere Grenze derjenigen Zahlen r (< r,) bezeichnet, fiir die
@(r) < 1 ist. Hierbei ist r; der Radius der grossten R -Kugel im Gebiet
(11), also die Wurzel der Gleichung
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1
1y — / da
o = - .
F(2
AMr) ( )
Die Kugel (12) ist also in dem Existenzgebiet der Losung der Differential-

gleichung (6) enthalten, und R dient folglich auch zur Abschiitzung des
letzteren.

5. Die obigen Ergebnisse sind in einer sehr allgemeinen Form angegeben.
Um eine konkretere Darstellung der Methode vorzulegen, wollen wir die
spezielle partielle Differentialgleichung

0z 0z )

fg:(l—u2)2(1_1)2)2 \u,vreee aria ell7f:a'u’g:a@,

betrachten und das Existenzgebiet der durch die Anfangskurve wu = 0,

z = gehenden Losung abschitzen. Dabei werden wir auch die

1 — 2?2
Genauigkeit der Abschitzung erfahren, denn die explizite Losung der
Differentialgleichung unter der erwidhnten Anfangsbedingung ist

v
(=) (1= %)

Zz =

welche Funktion das exakte Existenzgebiet |u| << 1, v/ << 1 hat.

Die Funktion f= f(v) unserer allgemeinen Betrachtung ist hier wegen
der speziellen Form der Differentialgleichung explizit auflosbar, und zwar
ist f(v) =0, sodassin der Funktion A(¢) auch G(g) = 0 gesetzt werden
kann.

1+ 62
Man wihlt 4w =4, =0<1, dy= A4, =4 = m und hat also
F(J) = max Fi() (i =1, 2, 3, 4),
wobei
i 1+ A4 i . X
Fy(2) = —5— . Fy(3) = 22(1 + A7),
27(1 + 0272) (1 + 82 —+ 3022 — 83)
F3(3) = _ 5272)5 s
(1 — 0%22)
202 )
Fy () = = oy (2072(3 + 6272) - (1 — 8%2%) (A + A7),

Weiter hat man

0*(3 — &%) 0

4

A — ®P T AL — 08/’

A(p) = max -%,
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und
4 «
k(r, 1) = S(A(T(2) + 1)), mit S(1) = max 5 2+ 447, W(é/i)) ,
wobei W (t)
2 212
— A‘(l ey Ot(1— %) (1 -+ At) (1 + 1082+ 514) + 1 pMax (w(t), wz(t)))
mit

wyt) = 2A(3 -+ 1482 + 3t4) 4+ 0 (3 — 212 — 19,
wolt) = A(9 + 222 + 914) — 8(3 — 22 — %) .

Je nach der anpassenden Wahl der Konstante J, 4 kann nun nach
unserer Methode eine Abschidtzung des Existenzradius ausgerechnet
werden; die grosste Abschitzung R = 0,026 ergibt sich mit § = 0.39,
4 =1,60.10

Die iibliche Wazewskische Abschédtzung gibt, angewandt auf das
obige Beispiel, ein Existenzgebiet

w < 71077, jv] < 0,0075 — 2,3 |ul .

6. Wir haben in den obigen Betrachtungen vorausgesetzt, dass die
Werte der Losung z = z(x) auf einer (m—p)-dimensionalen Hyperebene
vorgeschrieben sind. Dies bedeutet jedoch keine KEinschrdnkung. Denn,
es sei vielmehr angenommen, dass die Funktionswerte auf einer beliebigen,
dreimal stetig differenzierbaren (m—p)-dimensionalen durch den Punkt
xz, gehenden Fliche gegeben sind. Wahlt man dann den Unterraum R,
parallel zu der Tangentialebene in Punkt «, so kann diese Fliche in
der Form w = u, -+ y(v) ausgedriickt werden, wobei die Funktion y(v)
in einer Umgebung von v, eindeutig und dreimal stetig differenzierbar ist
(y(vy) = 0, y'(vy) = 0). Die Transformation w =@ + p(7), v =& fiihrt
die Gleichung H(u, v, f, g, 2) = 0 in die Gleichung

H(a + y(@), 6, f, §+ (9,2 = H@a, o, f,§. 2 =0

iiber, deren Losung Z(d, #) nun auf der Hyperebene @ = u, vorgeschrie-
bene Werte hat. Somit ist die Aufgabe auf den schon betrachteten Sonder-
fall zuriickgefiihrt.

10 Mit Dankbarkeit sei erwihnt, dass dieses Ergebnis von Herrn Erkki Mikkola ,
cand. rer. nat. (Abteilung fir angewandts Mathematik, Universitit Helsinki), mit
IBM 1620 ausgerechnet worden ist.
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