ANNALES ACADEMIAE SCIENTIARUM FENNICAE

Series A

I. MATHEMATICA

330

UBER
SYMMETRISCHE BILINEARABBILDUNGEN
VON LINEAREN RAUMEN

VON

HARRI RIKKONEN

HELSINKI 1962
SUOMALAINEN TIEDEAKATEMTIA

https://doi.org/10.5186/aasfm.1963.330


koskenoj
Typewritten text
https://doi.org/10.5186/aasfm.1963.330


Am 12 Oktober 1962 vorgelegt von R. NEvaANLINNA und OLLI LEHTO

KESKUSKIRJAPAINO
HELSINKI 1962



Symmetrische Bilinearabbildungen

1. Im folgenden werden einige Beziehungen zwischen einer symme-
trischen Bilinearabbildung und den zugehérigen Linearabbildungen, die
durch Fixierung eines von den beiden Argumenten entstehen, hergeleitet.
Ein unserem Satz 1 dhnliches Ergebnis ist frither von Abraham Schwartz
in einer differentialgeometrische Untersuchung!) angegeben worden.

Es seien E7 und E% zwei lineare m- bzw. n-dimensionale Rdume mit
einem beliebigen kommutativen Koeffizientenkérper (mit unendlich vielen
Elementen) und Y eine bilineare symmetrische Abbildung von E7 in
E%. Es gilt also?)

YhkeEy fur h,k€EE}
und

(1) Yhi = Ykbh.

Ferner sei die Dimension der linearen Hiille H(Y) der Bildmenge von Y
eine gegebene Zahl p << n. Wegen der Bilinearitdt und Symmetrie muss
auch

p=1mm 4+ 1)

gelten. Wenn hier die Ungleichheit vorkommt, kann man die betrachtete
Abbildung ausgeartet nennen. Solchen Abbildungen schenken wir spezielle
Aufmerksamkeit; die nachfolgenden Resultate sind némlich fiir den maxi-
malen Fall p =3 m (m - 1) beinahe trivial. Unser erstes Ziel ist eine
Zerlegung von H(Y) zu konstruieren.

2. Fixiert man zum Beispiel das erste Argument 4 von Y, so erhdlt
man eine lineare Abbildung Y %, die einen bestimmten Kern K(h) in
E7 und einen bestimmten Bildrauwm B(h) in E% hat. Fir die Dimensionen
gilt bekanntlich

(2) dim B(h) = m — dim K(h) .

Wenn nun % den ganzen Raum FE} durchlduft, kénnen diese Zahlen
vielleicht variieren. Die Dimension dim K(k) erhélt dabei einen minimalen

1) Vgl [3].
2) Uber die Begriffe und Bezeichnungen vgl. [1], [2].
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Wert und gleichzeitig dim B(h) einen maximalen Wert, den wir mit d,;
bezeichnen:

3) d;, = max {dim B(h)}.
Fixiert man jetzt k; so, dass
“) dim B(k;) = d,,
so wird in H(Y) ein d;-dimensionaler Unterraum B(k;) festgelegt.
Um den Verlauf kommender Betrachtungen zu verdeutlichen, fiihren

wir in E7 einige Mengen ein, die wir entweder »erlaubt» oder »erboten»
nennen. Die erste erlaubte Menge Erl(k;) ist der Raum E7, weil

dim B(k;) = dim B(h) fir jedes h € E7,

so dass die Konkurrenzklasse fiir &; den ganzen Raum EY umfasst.

3. Wir betrachten nun alle Elemente von E7 ausser denjenigen, die
im Kern K(k;) liegen. Die letztgenannten Elemente bilden die erste
verbotene Menge Verb(k,) = A(k;); die entsprechende zweite erlaubte
Menge ist Erl (k) = EY — K(ky)}). Es gilt also

(5) Erl (ky) € Erl (&) .

Durchlauft 2 die Menge Erl (k,), so gibt es einen maximalen Wert fiir
die Dimension des Unterraumes B(k,) + B(h), den die Unterrdume
B(k;) und B(h) aufspannen. Wir fixieren £, so, dass

(6) dim [B(k,) -+ B(k,)] = max {dim [B(k;) -~ B(k)]},

fir h € Erl (k) .
Wegen (6) und (5) gilt
dim [B(ky) + B(ky)] = 24, .
Hier ist das Gleichheitszeichen nur dann moglich, wenn 0 das einzige ge-

meinsame Element von B(k;) und B(k,) ist. Weil &, nicht in dem Kern
K(k;) der Abbildung Y k; enthalten ist, so gilt

Yihyhky=Ykk =0,
und dieses Element liegt sowohl in B(k;) alsin B(k,). Es ist also
dim [B(k;) -+ B(ky)] = d; -+ d, . mit d; > d, .
—mhreiben — fiir die mengentheoretische Subtraktion (Bildung des Kom-
plements); U, @ U, bzw. U, + U, fiir den Unterraum, den die Unterrdume U,

und U, aufspannen, falls 0 das einzige gemeinsame Element von U; und U, ist
bzw. nicht ist.
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4. Um fortwéihrend von der Symmetrie (1) Gebrauch machen zu kénnen,
miissen wir eine neue verbotene Menge Verb (k;) konstruieren. Verb (k;)
sei die Menge der Vektoren h € By, die durch Y k, auf den Durchschnitt
B(k)) N B(k,) abgebildet werden. Weil B(k;) N B(k,) ein Unterraum
von EY% ist, so ist

(7) Verb (ky) = {h; Y ko h € B(ky) N B(k,)}
ein Unterraum von Ej. Es gilt offensichtlich
dim [B(k;) N B(ky)] = dim B(k,) — d, ,
und da der Kern K(k,) auch in Verb (k;) enthalten ist, so ist
dim Verb (k;) = dim K(k,) + dim B(k,) — dy = m — d, .

Verb (ks) ist also ein (m — d,)-dimensionaler Unterraum von E7, wihrend
Verb (k,) = K(k,) nur (m — d;)-dimensional war. Die erlaubte Menge
Erl (k;) sei nun

Erl (k;) = ET — [Verb (k,) U Verb (k3)] .
Es gilt also
(8) Erl (k) c Erl (%,) .

Nun setzen wir wie vorher fort. Es gibt einen maximalen Wert fiir die
Dimension des Unterraumes B(k,) -~ B(k,) + B(h), fir h € Erl (k;), und
ky wird so fixiert, dass dieser Wert erreicht ist. Wegen (8) und (6) gilt

dim [B(k,) + B(k,) + B(ks)] = dy + 2d,
und = ist moglich, wenn
B(ky) N B(ky) € B(ky) + B(k,) -

Y kyky (= Y kg ky) ist aber ein Element, das in dem Durchschnitt, aber
wegen (7) nicht in B(k,) + B(k,) liegt, so dass

dim [B(k,) -+ B(ky) + B(ks)] = dy + dy + dg . mit dy > dy.
5. Der Vollstindigkeit halber betrachten wir noch den allgemeinen

Schritt unseres Prozesses. Es sei die Folge k. k,....,k in E7 kon-
struiert so, dass

dim [B(k,) + B(ky) + ... + B(k)] =dy +dy + ... + di,
mit d, > dy > ... > d;. Die entsprechende Folge von erlaubten Mengen sei

Erl (k) D Erl (k) D ... D Erl (k) .
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Die zugeordneten verbotenen Mengen sind Unterrdume von £E7, und
dim Verb (ki) = m — d,_; .
Die nichstfolgende verbotene Menge definieren wir durch:
Verb (k;y) = {h; Y kih € [B(ky) + ...+ B(k;_))] N B(k:)} .

Sie ist ein (m — d;)-dimensionaler Unterraum von E7. Die erlaubte
Menge FErl (k;,;) wird
Erl (k;,) = E7? — [Verb (ky) UVerb (k) U... U Verb (k)]
sein. Es gilt
Erl (k;,,) € Erl (k) .

Das Element k; ; wird so fixiert, dass

dim [B(ky) + . .. + B(k) + B(k,.,)] =
= max {dim [B(k,) + ... + B(k:) + B(h)]}, fir & € Erl (k).

Mit Hilfe von Y ki k;,, konnen wir dann wie vorher zeigen. dass

dim [B(k)) + ...+ B(ki) + B(k;))] = dy + ...+ di + diys
mit di+1 < di .

6. Weil die Folge der positiven Zahlen d; abnehmend ist, muss der
Prozess einmal abbrechen. Es geschieht also fiir ein gewisses j folgendes:
wenn die Folge ki, ky, ..., k; und folglich auch der (m — d;)-dimensio-
nale Unterraum Verb (k;.;) und die entsprechende erlaubte Menge
Erl (k;,;) konstruiert worden sind, so liegt der Bildraum B(h) der Abbil-
dung Y & fiir jedes A € Erl (k;,;) in dem Unterraum

B(k)) + B(ky) + ...+ B(k) .
Das bedeutet, dass
Y hk€B(ky) + Blky) — ...+ B(k),
wenn mindestens eines von den Argumenten %4 und % zu der Menge
Erl (k;.,) gehort.

7. Die letzterwidhnte Einschrénkung ist keineswegs wesentlich, wie aus
dem folgenden, anschaulich fast trivialen Hilfsatz folgt:

In einem linearen m-dimensionalen Raum E7 sei eine Folge Uy, . . ., U;
von echten Unterrduwmen gegeben. Dann kann man jedes Element h der
Vereinigungsmenge U, U U, U ... UU; als Linearkombination von zwei
Elementen darstellen, die zu dem Komplement E7 — [U; U Uy, U . ..U Uj]
gehoren.
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Weil keiner von den Unterrdumen U den ganzen Raum E7 umfasst,
so gibt es ein Element I, des Komplements. Wir betrachten die Menge

l=al,+ (e6—a)h,

wo « ein beliebiges Element und ¢ das Einselement des Koeffizienten-
korpers bedeutet. Diese Menge kann mit einem Unterraum U;(i = 1,...,%)
hochstens ein gemeinsames Element haben, denn sonst wiirde [, zu U;
gehoren. Es gibt also eine Zahl o' # &, so dass

L=dl+(—d)he€Er —[U,UT,U...UU],

woraus folgt

’

« &
h= ———L+ —— 1. w.z.b.w.

’
E— Q E—

Seien nun die beiden Argumenten von Y hk »verboten». Dann kann
eines von ihnen als Linearkombination von rerlaubten» dargestellt werden,
und Y &k liegt wegen der Bilinearitét in allen Fillen im Raume

B(ky) + B(ky) + ...+ B(k;) .

8. Wir erhalten somit den
Satz 1: Die lineare Hille H(Y) der Bildmenge einer symmetrischen
Bilinearabbildung Y ist als Verbindungsraum von j Bildrdumen
B(k,), . .., B(k;) darstellbar so, dass thre Dimension sich in der Form
dm H(Y) = d, +dy +~ ...+ d;
schreiben lisst, wo
d; = max {dim B(k)}
und
dy>dy > ...>d;.

Dann ldsst sich natiirlich auch eine direkte Zerlegung von H(Y) kon-
struieren
H(Y) = B(k) ® Clky) @ ... ® C(ky) .
wo
dim Ck;) = di, fur e =2,...,J.

Dadurch wird die ganze Hillle H(Y) aufgespannt.

9. Aus dem obigen Satz 1 folgt nun leicht der
Satz 2: Fualls die lineare Hiillle H(Y) der Bildmenge von Y p-dimen-
sional ist, so ist der kleinste mogliche Wert fiir max {dim B(h)} gleich s,
wo s durch
2 —s<2p =85>+
eindeutig bestimmt ist.
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Ist nimlich p zufilligerweise von der Form % s(s + 1), so kann es
geschehen, dass j = s und

dy=s,dy=s—1,...,d_,=2,d,=1.

Mit einer kleineren Zahl d; kann die Summe d, 4 ...+ d; den Wert
p nicht erreichen.

Ist dagegen 4 (s — 1)s <p <1s(s+ 1) fiir ein gewisses s, also
p von der Form

p=2%s(s+1)—t, mtl<t=s—1,
so lassen wir aus der obigen Zahlenfolge
s,s—1,...,2,1

die Zahl ¢ weg und erhalten wieder eine passend abnehmende Folge von
s — 1 Zahlen, von denen die grosste gleich s ist. Also gilt

d;, = max {dim B(h)} = s, mit 8 —s <2p = s>+ s. w.z.b.w.

10. Mit Hinblick auf die Formel (2) erwdhnen wir schliesslich noch
das direkte

Korollar: Mit einem festen p st
min {dim K(h)} =m — s,

wo §2—s<2p=s§-4s.

Wenn also die Dimensionen m und p des Argumentenraumes bzw.
der linearen Hiille der Bildmenge Y hk im voraus gegeben sind, so gibt
es eine wohlbestimmte, von m und p abhidngende, obere Grenze fiir die
minimale Dimension der Kernen K(k) der Linearabbildungen 1" A.
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