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Symmetrische Bilinearabbildungen

I. Im folgenden werden einige Beziehungen zwischen einer symme-
trischen Bilinearabbildung und den zugehörigen Linearabbildungen, die
durch Fixierung eines von den beiden Argumenten entstehen, hergeleitet.
Ein unserem Satz I ähnliches Ergebnis ist friiher von Abraham Schwartz
in einer differentialgeometrische IJntersuchungl) angegeben'n orden.

Es seien Ei :und E\ zwei lineare m-bzw. z-dimensionale Räume mit
einem beliebigen kommutativen Koeffizientenkörper (mit unendlich vielen
Elementen) und I eine bilineare symmetrische Abbildung von Ei in
E\. Bs gilt alsoz)

)'hkeEk fiir h,heE:
und

(1) Yhk: vkh.

Ferner sei die Dimension der linearen Hiille ä(I) der Bildmenge rron Y
eine gegebene Zahl p < n. Wegen der Bilinearität und Symmetrie muss
auch

p<+m(mlL)
gelten. Wenn hier die Ungleichheit vorkommt, kann man die betrachtete
Abbildung ausgeartet nennen. Solchen Abbildungen schenken wir spezielle
Aufmerksamkeit; die nachfolgenden Resultate sind nämlich fiir den maxi-
malen Fall p : $ m (n I l) beinahe trivial. Unser erstes Ziel ist eine
Zerlegwg von ä( ts) zu konstruieren.

2. X'ixiert ma,n zum Beispiel das erste Argument h von I, so erhält
man eine lineare Abbildung Y h, die einen bestimmten Kern K(h) in
Ei rnd.einen bestimmlen B'ild,raum B(h) in E\ hat. Fiir die Dimensionen
gilt bekanntlich

dinr B(h): m dim K(h)(2)

Wenn nun h den ganzer' Raum E: durchläuft, können diese Zahlen
vielleicht variieren. Die Dimension dim K(h) erhält, dabei einen minimalen

1) VgI. t3l.
') Ilbe, die Begriffe rlnd Bezeichnungen vgl. [1], 121.
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Wert und gleichzeitig dim B(ä) einen maximalen Wert, den wir mit d,
bezeichnen:

(3) dr: rnax {dim B(ä)} .

Fixiert mar, jetzt k, so, dass

(4) dini B(år) : dr,

so wird in H(Y) ein dr-dimensionaler Unterraum B(kr) festgelegt.
Um den Verlauf kommender Betrachtungen zu verdeutlichen, fiihren

wir in Ei einige Mengen ein, die wir entweder »»erlaubt»» oder »»aerboten»

nennen. Die erste erlaubte Menge Erl(kr) ist der Raum Ei, weil

dim B(kr) ) dim B(h) ftu jedes ä e E: ,

so dass die Konkurrenzklasse fiir å, den ganzen Raum -Ef umfasst.

3. Wir betrachten nun alle Elemente vorL Ei ausser denjenigen, die
im Kern K(kr) liegen. Die letztgenannten Elemente bilden die erste
verbotene llenge Yerb(Ä'r) : Ii(Är); die entsprecheude zlr,eite erlaubte
llenge ist Erl (kr) : E': - K(kL)'). Es gilt also

(5) Erl (4,) c Erl (Ä'r) .

Durchläuft h die Menge Erl (for), so gibt es einen masirnalen \\'ert ftir
die Djmension des Unterraumes B(kr) + B(h), den die Lrnterr'äume
B(kr) und B(ä) aufspannen. \Vir fixieren ä, so, dass

(6) dim fB(kr) + B(k)): max {dim [B(kr) + B(lt))] ,

fnr h € Erl (kr) .

Wegen (6) und (5) gilt

dim fB(kr) + B(kr)) ! 2 clr.

Hier ist das Gleichheitszeichen nur dann möglich, n'enn 0 das einzige ge-

meinsame Blement von B(Ä'r) und B(Ä'r) ist. l1reil Ä'" nicht in dem Kern

"l((är) der Abbildung )'A, enthalten ist, so gilt

)- \k2 - 7- l;zk, .; s ,

und dieses Element liegt sorohl irt B(At) als in B(kr). Es ist also

dim [B(I;r) -l B(kr)): q + clr, rnit clr> clr.

1) Wir schreiben - fiir die mengentheoretische Subtraktion (Bildung des I(om-
plements); (/r@ tl2 bzw. U, f U, fiir den lJnterraum, den dio llnterräume L',
und U, aufspannen, falls 0 das einzige gemeinsame Element von Ut und L,', ist,

bzw. nicht ist.
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4. Um fortwährend von der Symmetrie (1) Gebrauch machen zu können,

miissen ryir eine neue verbotene Menge Verb (kr) konstruieren. Verb (kr)

sei die Menge der \rektoren h €Ei, die durch Y lc, a:uf den Durchschnitt
B(kL) n B(kz) abgebildet werden. Weil B(kL) n B@) ein Unterraum
.ron E\ ist, so ist

(7) Yerb (kr) : {h; Y ltzll e B(kt) n B@z))

ein IJnterraum rron Ei. Es gilt offensichtlich

dim [B(är) n B@r)7: dim B(bz) - dz,

und da der Kern K(kr) audn in Yerb (fur) enthalten ist, so ist

dim Verb (br) : dim K(år) * dim B(kr) - dr: * -- dz.

Verb (ku) ist also ein (m - dr)-dimensionaler Unter"raum von Ei, während

Yerb (/cr) : K(lct) nur (m - d")-dimensional war. I)ie erlaubte Menge

ErI (/cr) sei nun

Erl (kr) : E: - [Verb (kr) U Verb (år)] .

Es gilt also

(8) Ert (/cr) s Erl (frr) .

Nun setzen wir wie vorher fort. Es gibt einen maximalen Wert fiir die

Dimension d.es llnterraumes B(kr) * B(kr) * B(h), fnt D € Erl (/cr), und

.ä, wird so fixiert, dass dieser Wert erreicht ist. Wegen (8) und (6) gilt

dim[B(/c') *B(kr) +B(frr)] <q+2d2
und: ist möglich, wenrl

B(kz) fi B(kr) c B(kr) -r B(kr) .

y lczlcs(: Y kskz) ist aber ein Element, das in dem Durchschnitt, aber

wegen (?) nicht in B(lcr) + B(kr) Iiegt, so dass

dirn [B(]') * B(kr) + B(kr)l: dL + d, -l dr. mib d,r] dr.

5. Der \rollständigkeit halber betrachten rvir noch den allgemeinen

Schritt unseres Prozesses. Es sei die X'olge k1 , lt2 , . . . ,lu in -Of kon-
.struiert so, dass

dim[B(kr) * B(kr) +... 4 B(k;)): drldr*...*di,

Erl (frr) I Erl (kr)) ... = Erl (/r;) .
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Die zugeordneten verbotenen Mengen sind Unterräume von ET, und

dimVerb(k,):m-ili;.

Die nächstfolgende verbotene Menge definieren wir durch:

\trerb (k;1r) : {h;Y hh € [B(irl) + ...* B(k,_,)] nB(k)].

Sie ist ein (m, - d,)-dimensionaler flnterraum von DT. Die erlaubte
Menge Rrl (fr,*1) wird

Erl (fr,*r) : E: - fVerb (kr) UVerb (år) U . .. U Verb (k,*,)]
sein. Es gilt

ErI (tu,*,) c Erl (h) .

Das Element kr+t wird so fixiert, dass

dim [B(kr) + . . . + B(k) * B(Å,+,)] :
: max{dim [B(kr) + . . . t B(k) + B(h)]], fidir h€ Erl (fr,*,) .

Mit Hilfe vorr Y k; ki*1 können wir dann wie vorher zeigen. dass

dim lB(&r) + . . . L, B(k)* B(fr,*,)l : dt l. . . + di * cl,+r,

mit d,;*1 1d,;.

6. Weil die X'olge der positiven Zahlen d,i abnehmend ist, muss der
Prozess einmal abbrechen. Es geschieht also fiir ein gev.isses j folgendes:
wenn die X'olge kr, kr, .. ., å; und folglich auch der (m - d)-dimensio-
nale Unterraum Verb (fur*r) und die entsprechende erlaubte }Ienge
Erl (är*t) konstruiert worden sind, so liegt der Bildraurn B(h) der Abbil-
dung Y h ftu jedes å € Erl (k*r) in dem LTnterraum

B(kr) * B(k,) *. .. + B(k).

Das bedeutet, dass

Y hk eB(ftr) -l- B(kr) *. . . r B(t'),
wenn mindestens eines von den Argumenten ä und Å' zu der Menge,
Erl (k o,) gehört.

7. Die letzterrvähnte Einschränkung ist keinesl-egs r.r-esentlich, rvie aus
dem folgenden, anschaulich fast trivialen Hilfsatz folgt:

In einem linearen rn-d,imensionalen Raum Ei sei eine Folge Ur, . . ., Ui
aon echten Uruterrciutnen gegeben. Dann kann man jedes Elenrcnt h cl,cr

Vereiruigungsmenge UtU Uz U . . . U Uj als Linearkom,bination aon zwei
Elementen d,a.rstellen, d,'ie zu clem Kom,plement Ei - lUrU UzU . . .U Utl
gehören.
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Weil keiner von den Unterräumen [/ den ganzer' Raum .Ef umfasst,
so gibt es ein Element l, des Komplements. Wir betrachten die Menge

l,:ahl@-a)h,
wo d ein beliebiges Element und e das Einselement des Koeffizienten-
körpers bedeutet. Diese Menge kann mit einem TJnterraum Ut(i : l, . . . , i)
höchstens ein gemeins&mes Element haben, denn sonst wiirde l, zu Ui
gehören. Es gibt also eine ZahI a' I e, so dass

12: s' lr* (u - a')h e E: - lUtU azu . . . U Ujl,

woraus folgt
cL' t

h -. I t t

e-do1 
-f 

t a,L2
\ry.2.b.\ '.

Seien nun die beiden Argumenten von Y h k »»verboten»' Dann kann
eines von ihnen als Linearkombination von »erlaubten» dargestellb werden,

B(hr) * B(k,) *. . . + B(k) .

8. Wir erhalten somit den
§atz 1: Di,e lineare Halle H(Y) der Bild,menge einer symmetrischen

Bilinearubbildung Y ist als 'l/erbind,ungsraunt ao'tl j Bildrii,utnen
B(kr), . . . , B(k) d,arstellbar so, d,ass ihre Dimensioto sich in d,er Form

dimä(Y): dr*dz*...*di
schrei,ben l,ässt, wo

dr : max {dim B(rt)}
und,

dr)dr>...>r/r.
Dann lässt sich natiirlich auch ei:ne direkte Zerlegtng von ä(I) kon-

struieren
H(Y) : B(k,) @ C(k,) @. . . @ c(k),

\['o
dimC(k;) : d,i, fiir i : 2,...,j .

Dadurch v-ird die gauze Hiille ä(I) aufgespannt.

9. Aus dem obigen Satz 1 folgt nun leicht der

Satz 2z ?al,ls d,ie lineare Hirlle H(Y) d,er Bi,ld,menge uon Y p-d,i,me'n-

sional, 'ist, so ist cler kleinste mögliche Wert fiir max {dim B(ä)} gleich I'
wo s d,urch

ei,nd,eutigbestimm,t,ist. 
§2- § <2p ( s2f s
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Ist nämlich p zufälligerweise von der X'orm $ s(s f 1), so kann es

geschehen, dass j: s und

dr: t,ilz: § - I, "',d"-t:2,d,- l '

Mit einer kleineren Zahl dL kann die Summe dr l . . . * di den Wert
p nicht erreichen.

Ist dagegen å(r-l)s<p<*s(sf 1) fiir ein gewisses §, also

p Yon der Form

p : +s(s f 1) -- t, mit t <t <§ - 1,

so lassen wir aus der obigen Zahlenfolge

s,§-lr.,.12rL

die Zahl f weg und erhalten wieder eine passend abnehmende n'olge von
s - I Zahlen, von denen die grösste gleich s ist. Also gilt

dt: n.rax{dimB(ä)} }s, mit s2-8 <27t (s2f s. rv-z.b.w.

10. I\tit Hinblick auf die X'ormel (2) erwähnen »{r schliesslich noch

das direkte

Korollar: Mit ei'nem festen p ist

min{dimK(h)\<ffi-s,

n)o s2-s{2p4s2+s.
Wenn also die Dimensionen nt, ttnd p des Argumentenraumes bzw'

der linearen Hiille der Bildmenge Y lt, k im voraus gegeben sind, so gibt
es eine wohlbestimmte, von m urrd p abhängende, obere Grenze fiir die

minimale Dimension der Kernen K(h) der Linearabbildungen )'ä.
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