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1. Einleitung

1. Gegenstand der folgenden Untersuchungen bilden X'unktional-
gleichungen von der X'orm

(1,1) f(R(z)): A(z)f(z) * B(z) ,

wo R(z), A(z) :ur.d -B(a) gegebene rationale X'unktionen von z bezeichnen.
Es ist unsere Absicht, unter den analytischen Lösungen f(z) der Gleichung
(I,1) gewisse spezielle Lösungen zu finden, die wegen ihrer besonderen
Eigenschaften als einfachste angesehen werden können.

Ilnsere Gleichung enthält als Spezialfälle die Gleichungen

(r,2) f(R(")) : f(z) * |

und

(r,3) f(R(z)) : cf(z) ,

die von Arnr, bzrv. Scnnöonn untersucht rrorden sind. Allgemeinere Glei-
chungen von der X'orm (1,1) haben später u.a. FLrou und Prcanu behandelt.

Offenbar gelten fiir die Lösungen von (1,1) die folgenden formalen Sätze.
l. Sind /r(z) und fr(z) irgendzrvei Lösungen der nichthomogenen

Gleichung (1,1), so geniigt die Differenz

f(z):fr(")-f,(z)
der entsprechenden homogenen Gleichung

(r,4) f(R(z)) : A(z) f (z) .

2. Sind /r(z) und fr(z) fugerdzwei Lösungen rron (1,4), so geniigt der

Quotient f(z) : fr@)lfr@) der Gleichung

(1,5) f(R(")):f(z),
und er ist also eine automorphe Funktion der von der rationalen Funktion
R(z) erzeugten Gruppe.

3. Sind /r(z) und /r(z) Lösungen der homogenen Gleichungen

fr(R(")) : A,(z)1,@) bzw. f,(R(")) : A,(z)f,(z) ,
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so geniigen die Funktionen

Ir(z) : fr(") fr(z) und lr(z) : fr@)lfr@)

den Gleichungen

Fr(R(z)) : Ar@)Az@) Ir(") bzw. Ir(R(z)) : lAr(z)lAr(z)) Fr(z) .

Wird insbesondere R(z) : kz gewählt, u'o tr; eine Konstante be-
zeichnet, so gelangt rnatt ztt den speziellen Gleichungen

(1,6) f (k") : A(z)f (z) -f B(z)

und

(1,7) f (k") : A(z)f (z) .

Die Bedeutung dieser Gleichungen besteht darin, dass aus ihren Lösungen
diejenigen der allgemeinen Gleichungen (1,1) und (1,4) durch eine Trans-
formation der Variablen a erhalten werden können.

2. Die spezielle homogene Gleichung

(Xo) : f(kz) - A(*)f(z)

2. Weil die Gleichung (Xo) äquivalent ist mit der Gleichriilg

f(h"):4n4.f@). t:i,
welche wieder die Form (Xo) hat, so kann irn Falle Ä' = I ohne Ein-
schränkung ]k] < I arlgenommerr werden. In diesem Falle ist cler Null-
punkt z : 0 ein attraktiver X'ixpunkt der Abbildung :' : Å.. .

Wir wollen zuerst untersuchen, rvalttl die Gleichung (\) Lösungen
besitzt, die im l{ullpunkt regulär sind.

Es sei

(2,r) f("): f ,^,"

die in einer Umgebung des On"Urrr;;. konvergente Reihenent-,r-ickhurg
der gesuchten Funktion und

(2,2) A(") : f o,r' .

Durch Binsetzung der Reihen (2,1) ;; (2,2) in (Xo) und clurctr Vergleich
cier Koeffizienten der Potenzen von e bekommt man folgendes:
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Aus co : aoca ergibt sich oo : L, wenn
f iir ao * I ist co : 0, und a{rs olk --=

cL + 0.

triir 0,0 * L, k ist co 
-_-- 

ct:0, uncl aus

\yenn cz * 0, us\^r. Hieraus erhält man den

§atz l. Wenn

(2,3) oo + k" ,

co+4.
ooct ergil:t sich ilo - lt, wenn

crkz - oacz ergibt sich ao : k',

(2,4)

\\rir behaupten,
Es sei zuerst

dukt

(2,5)

(tt -. 0, l, 2,. . .) i

so hat (Xo) keine im Nullpunkt reguläre Lösung ausser f("): O.

Es ist somit fiir die Existenz einer im Nullpunkt regulären Lösung
von (Xo) notwendig, dass

dass unsere Bedingung (2,+) dafiir aucll hinreichend ist.
no : 1. \\'ir bilden dann mit Fatou clas unendliche Pro-

oo

n(z) - TT A(k"z) .

n:0

Offenbar konvergiert der Ausdruck (2,5) in jedem gegebenen endlichen
Bereich der z-Ebene wenigstens nach Verkiirzurrg, d.h. nach Fortlassen
derjenigen endlich vielen Glieder, die im genannten Bereich Pole besitzen.
Der Atrsdruck

(2,6)
I

f(r) - r@,
welcher der Gleichu"g (Xo) formal geniigt. clefiniert dann eine der Anfangs-
bedingung /(0) : I geniigende, in der gallzen z-Ebene meromorphe Lösung
unserer Gleichung (X.). Die allgemeine fiir z : 0 reguläre Lösung hat
dabei den Ausdruck Cf(z), wo C eine u-illkilrliche Konstante bezeichnet.

Es sei nachher ao: k". Dann ist nach dem Obigen

CO:Ct -=C^-r:0.

Wir bilden jetzt derr Ausdruck

f"(") : f@\lr" ,

der einer Gleichung der n'orm (Xo) gentigt, l-o jetzt A(0) - l. Hieraus
ergibt sich fiir die entsprechende Lösung r.on (-{o) der Ausdruck

f (z) : z"ln(z) .

Es gilt somit der
Satz 2. Die Gleichu"g (Xo) hat eine bis auf eine multiplikative Kon-

stante bestimmte, im Nullpunkt reguläre T,ösung stets und nur dann. u.enn
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A(o) - k" ,

und die genannte Lösung besteht aus einer in der garrzer, endlichen Ebene
meromorphen Funktion, die durch den konvergenten Ausdruck (2,5)

darstellbar ist.
Offenbar ist unser Satz noch dann giiltig, wenn A(z) eine beliebige der

Bedingung (2,4) geniigende ganze oder meromorphe X'unktion bezeichnet.
Wir ergänzen unsere Ergebnisse noch mit der Bemerkung, dass im Falle

A(0) - lt-n

die Funktion

z" f() : j"@)

der Gleichung (X0) mit der Bedingung ]"Q) : I geniigt. Im vorliegenden
Falle besitzt also die Gleichung (d) eine meromorphe Lösung, die im Null-
punkt einen Pol zter Ordnung besitzt.

Nach der in Nr. 1 gemachten 2. Bemerkung bekommt man die allge-

meine Lösung von (Xo), wenn m&n die oben gefundene spezielle Lösung
mit einer durch

fo(hz) : fr(z)

definierten automorphen Funktion multipliziert. Jede solche eindeutige
Funktion hat den Ausdruck

.fo@) : E(log z ; 2 ni ,log k) ,

wo E eine elliptische Funktion von log z mit den Perioden 2;ti und
log k bezeichnet. Eine solche X'unktion hat aber die Punkte z : 0 und
?: @ als wesentlich singuläre Stellen.

3. fndem r,vir jetzt

(3,1)

zutr Behandlung des allgemeinen f'alles

iibergehen, können w'ir setzen

A(0) + k" (rr- 0. -r-- I , L2,
)

wodurch die Auflösung

{3,2)

und

(3,3)

zurtickgefiihrt wird.

A(r) - Ao(z) ct, ,

von (Xr) auf die Auflösllng der Gleichtlngen

E r(kz) - Ao(z) ? r(z)

J(:)
ln(=) - ^-1 O)
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Die erste Gleichung (3,2) gehört wegen 1o(0) : I zur Kategorie der

in der vorigen Nummer behandelten Gleichungen. Zar Auflösung der

zweiten Gleichung setzen wir t: Q', wodurch ro(a) in eine X'unktion

9(l) iibergeht, die den Gleichungen

(3,4) S(t+2ni):g(t),g(t+a):=aog\), a):logk

geniigt. Bekanntlich existiert fiir das System (3,4) eine meromorphe Lö-
sung g(l), die in der Form

H(t «)g(t):c ur,» ,

vermittels der elliptischen Thetafunktion H (t) darstellbar

Gleichtlngen

a, -_ log oo

ist, die den

I
H(t+Zn'i) - -H(t), H(t*r,t) - Ae-tH(t)

der Funktiongeniigt. f n

(3,5)

hesitzen rvir eine f tir
gemeinelr den Punkt
I{äufrrngsstelle ftlr die

z * 0 meromorphe Lösung von (Xr), die im all-
z-.- 0 als weselltlich singulärett Punkt hat, der eiue

Pole ist.

1. LTbrig ist rloch der oben ausgeschlossene

Vorbereitung betrachterl rvir das Beispiel A(r) - z,

Wird hier

trall .1(0) - 0. Als
also die Gleichlulg

rc

fo@) : Z'^""

eingesetzt, so erhält man zur U"*r-rrrä der Koeffizienten c, die Glei-
chungen

cnltn : cn -, ,

Fiir co : I ergibt sich hieraus

I
'" -- k,?

Nun können wir schreiben

(4,2) fo@) : fr(z) -f lr@) ,
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wo

(4,3)

und

oo zn

II:Q k - 2

co z-m(4,4) f,@: » .;6=n .

^- t 11 
-2*

Die erste Reihe (4,3) definiert eine ganze Funktion, die der Gleichung

.f1(kz):zfr(z)lr

geniigt, während die zweite Reihe eine der Gleichung

fr(k"):zfr(z)-r

geniigende ganze Funktion von ] d"firl"rt. In der Summe (4.2) besiizen
z

wir also einefiir z +0, oo reguläre Lösung der Gleichung (4, l).
In dem allgemeinen Falle, wo -4(0) : 6, kann man die Gleichuug

(Xo) in der Form

(4,5) f(k") : z"Ao@) f (z)

darstellen, ivo 1o(0) I 0. Nach dem Obigen gibt jetzt der Ausdruck

(4,6) f (") : x,(z) 8(z) f{(z)

eine fiir z + O , co meromorphe Lösung rron (4,5). Weil gieiches fiir den
Fall -4(0) : co gilt, gelangt m&n zusammenfassend zu

Satz 3. Die spezielle homogene Gleichung (Xr) besitzt stets eine in
der n'orm (4,6) darstellbare fiir z 7 0 , a meromorphe Lösung, die im
X'alle .4(0) : k" im Nuilpunkt regulär ist uncl in cliesem speziellen tr'all bis
auf einen konstanten n'aktor bestimmt ist.

Zum Abschluss noch ein paar Bernerkungen.
Ist ,4(@) : k^ , so existiert bei (X.) eine im Unendlichen reguläre

Lösung, wie man durch Ausfährung der Transformaiion / : ; bestätigt.

In speziellen Fällen reduziert sich eine Lösung von (Xo) auf eine ratio-
nale Funktion. Ist nämlich r(z) eine beliebige rationale X'unktion vou
z, so kann diese als Lösung der Gleichung (Xn) angesehen Lverden, rl'o

r(kz\Ah\: -- .
r(z)
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3. Die spezielle niehthomogene Gleiehung

Auflösung von (X) gehen wir mit Fatou von der unend"lichen

r (r) iltt'11

-IA("): qd , B(z): - B(z) ,

und wir haben es mit einem Ausdruck zu tun, der unserer Gleichung (X)
formal geniigt.

Zur Untersuchung der Konvergenz von (5,1) betrachten rvir clessen

allgemeines Glied. Unt'er der Annahme

einen encllichen Faktor asymptotisch gleich (Y)"
\,,tLo,l

(x):

5. Zur
Reihe

(5,1)

aus, wo

ist es bis arif
fst nun

(5,2)

(5,4)

ein, wo P (r) ein
g(z) geniigt dann

(5,5)

w'o

(5,6)

rvas stets fiir einen hinreichend grossen Wert von m, gilt, so ist die Reihe
(5,1), wenigstens nach Verkärzung, in jedem endlichen Bereich der z-

Ebene gleichmässig konvergent, und ihre Summe definiert dann eine mero-

morphe Lösung der Gleichung (X).
Es soll nun im folgenden gezeigt rverden. dass man unter der Annahme

(5,3) cto * h" (n : 0,1,2, . . .)

zur Bedingung (5,2) stets durch eine einfache Transformation gelangen kann.
Wir fiihren zu diesem Zweck in (X) die Substitution

unbes,,*::- 
":11::::eicrr,et 

Die neue'unkrio*
einer Gleichung der I'orm (X), nämlich

s(kz) : A(r) s(*) + B*(r) ,

B*(*) .- B(z) + A(r) P(z) - P(tcz) .
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Es seien nun

A(r): io,"' , B(z): f b,"'
t-*o v:0

die Entwicklungen der Koeffizienten von (X) im Nullpunkt, die dort als
regulär angenommen r,r,-erden. Sei ferner

Fiir die Koeffizienten vorl

(5,7)

gelten dann Ausdriicke von

bx

wo allgemein Qn eine garne

P(r) : Z rr,,ro

B*(r) -,i bfr'

der Form

- (oo k,)p, + Qn ,

rationale Funktion von

Fo,Pt, ,']?n-L

bezeichnet. Llnter der Annahme (5,3) kann man nlrn
so r,vähien, dass beliebig viele unter seinen ersten
schwinden werden. fnsbesondere kann man dadurch
Bedingung (5,2) fiir clie Gleichung (5,5) gelten u.ird.

Wir haben somit den
Satz 4. Die Gleichung (X) hat unter der Bedingurlg

morphe Lösung, die dabei in der Forrn

darstellbar ist als Surnrne einer durch die Reihe (5,1)
tion g(z) und des Polynorns P(r).

Zu bernerken ist, dass unsere Lösung eindeutig bestimmt ist. Denn die
Differenz zweier Lösungen .vviirde einer homogerlen Gleichung (d) rr. it
ao + lt" geniigen und im Nulipunkte regulär sein, tr-as Lltlsereln Satz I
widerspricht.

6. Es sei nachher

(6,1) cto- k" ,

Wie oben kann man durch die Substitution (5,4) beliebig viele unter
den Koeffilzienten vor. g(z) zum Yerschwinden bringen, \,om Koeffizienten
öf von z" allerdings abgesehen.

Wir setzen nun

d as Poivrrom P (r)
Koeffizienten 1-er-

erreiehen. dass die

tto - k" eitre ,l,efo-

darstelll:aren Funk-

B(z) - Bo@) + bX""
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und ersetzen die gegebene Gleichung (X) durch das System

(6,2) X(lcz) : A(z) I(z) * Br(") , fo(lt") : A(z) fo@) I bfz" ,

aus dessen Lösungen eine Lösung von (X) durch Addition erhalten werden
kann. Nach dem Obigen besitzt die erste Gleichung (6,2) eine durch die
Reihe (5,1) darstellbare meromorphe Lösung. Ferner ergibt sich aus der
zweiten Gleichung (6,2) durch die Substitution

b:
fo@): i ""n@)

die Gleichung

(6,3) s(kz) : A(z) s(z) ! t .

Es ist also iibrig, noch die Art der Lösungen von (6,3) zu untersuchen.
lVir betrachten als Vorbereitung die spezielle Gleiehung

(6,4) s(hz):s(z)*t,
welche eine Abelsche Gleichung (1,2) ist. Wird hier z: €t gesetzt, so be-
kommt man fiir die X'unktion h(t) : g(e') das Gleichungssystern

(6,5) h(t + 2rui): h(t),h(t + at): h(t) | r, (a:Logk)
fiir welches der vermittels der elliptischen f-Funktion gebildete Aus-
druck

h(t): c(t) + ct

eine Lösung gibt. In der so erhaltenen X'unktion

(6,6) gk) : ((log z) | C logz

haben r,yir eine Lösung von (6,4), die meromorph ist ausserhalb der Punkte
z: 0 , oo, die Häufungspunkte der Pole sind.

Eine einfachere Lösung von (6,4) hat man in der X'unktion

los z
sQ): ril ,

clie allerdings nicht eindeutig ist.

7. Indem wir nachher zu der allgemeinen Gleichung (6,3) iibergehen,
schreiben u'ir diese in der n'orm

(7,1) P(z)f(kz): Q@f@) t P(z),

wo P(") und Q@ Polynome bezeichnen und P(0) :0(0) : 1 . Wir
setzen nun
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(7,2) f (z) : q(") s(") ,

wo g(z) aus

(7,3) P(z) e(kz) : Q@) q(")

bestimmt wird, und wir erhalten fnr g@) die Gleichung

(7,4) s(kz) : s(z) | B(z) ,

wo

P(")B(z): 
a@ r@

Nun ist die Gleichung (7,3) homogen, und nach Satz 2lcesitzt sie eine mero-
morphe Lösung, die im Nullpunkt regulär ist. und S(0) : I. Zrr Auflösung
von (7,4) schreiben wfu g(z) a1s Summe

Br(r) -B(=) -1
geniigen. Die erste Gleichung (7,5) ist identisch mit der Abelschen (6.4).

Was die zweite (7,6) betrifft, so ist, fiir sie unsere Bedingung (ö,2). clie sich
hier wegen Br(0) :0 auf ]ål < I reduziert, immer giiltig. Als Lösung
hat gr(z) nach Nr. 5 eine im Nullpunkt reguläre, durch die Reihe (5.1)

darstellbare meromorphe X'unktion. Wir haben damit eine Lösung fiir unsere

Gieichung (7,1) gefunden, die meromorph fiir z l0 , a ist. Dabei ist
z : 0 als Häufungsstelle der Pole stets wesentlich singulär. u-ährencl d.er

Punkt z: 6) unter speziellen Bedingungen im Unendlichen regulär sein

kann.

4. Die allgemeine homogene Gleichung

zrlreier I'unktionen. die

(7 ,5)

(7,6)

(%),

8. Es soll
gibt, rvelche in

(g,t)

g(z) := uo@) + utG)

bzu.. den Gleichungen

go(kz):Uo(z) +1

f(R(r)) - A(r)f(r)

im folgenden gezeigh werden, dass es Lösungen \-or1 ()'o)
einem gegebenen Fixpunkt der clurch

z' - R(z)

geleisteten Abbildung ein bestimmtes Verhalten aufweisen.
Man hat hier zwischen zwei wesentlieh verschiedenen Fällen zu unter-

scheiden, je nachdem ob der betreffende X'ixpunkt attraktiv oder repulsiv
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ist. Wird der Fixpunkt als Nullstelle vorl R(z) gewählt, was keine Ein-
schränkung bedeutet, so ist der Wert des Multiplikators k -: R'(O) im
ersten X'alle absolut < l, im zweiten > 1.

I. Fall lfrl < I. Bekanntlich gibt es jetzt, ein den X'ixpunkt enthaltendes
Gebiet .D, dessen Punkte bei der fteration der Abbildung (8,1) gegen den
tr'ixpunkt konvergieren, also

,limA(z) 
:0,

wo R"(z) die nte Iterierte von R(z) bezeichnet.
Angenommen, dass

kann man setzen

A(z) : aoAo(z) , Ao@): ffi, (,40(0) : t)

und dementsprechend die Gleichung (%) durch das Gleichungspa,a,r

(8,2) I(R(z)) : Ao@) F(z)

(8,2)' fr(R(")) : aofo@)

ersetzen, aus deren Lösungen eine Lösung von ( Io) durch Multiplikation
erhalten rvird:

(8,3) f(") : x(z)fo@) .

Nun gibt der in D konvergente Ausdruck

Fl» -,u Ar(R"(z)) , Ro@) - z

eine im Innern von D meromorphe Lösung von (8,2), wobei der Rand C
von D fiir die X'unktion 7(z) eine natiirliche Grenze bildet, iiber welche
hinaus sie analytisch nicht fortgesetzt werden kann.

Zur Auflösung der zweiten Gleichung (8,2)' nehmen wir zuerst, an, dass
a : k. \\rir haben es dann mit einer Schröderschen X'unktionalgleichung
ztt t'urr, ftir welche die Koenigsche Funktion

( 8,4)

( 8,5) Jo(r):nli ry
eine Lösung gibt, die bei endlichem Gebiet D in diesem regulär ist.

Es sei nachher a, eine beliebige Konstante + O , L. Indem wir die in
Nr. 3 definierte, fiir z + 0, co meromorphe Lösung 8(2.) der Gleichung
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einfiihren, bekommen wir durch Zusammensehzung die Funktiou

?o@) - ,9(fo@)) ,

welche offenbar unserel Gleichung (8,2)' geniigt. Die so erhaltene Funktion
ist zwar in D eindeutig, nicht aber metomorph, denn sie hat die in D
liegend.en durch die Iteration der zu (8,1) inversen operation erhaltenen

Bildpunkte des Nullpunktes, welche bekanntlich jeden Punkt des Randes

c als Häufungsstelle haben, als u-e,sentlich singuläre Punkte. Im spezial-

falle a: k", wo 0(z):2", isb 1o(z) allerdings in D meromorph.

Zusammenfassend können wir nun den folgendeir satz aufstellen.

§atz 6. Die homogene Gleichung (%) hat ftir jeden attraktiven I'ix-
punkt der abbildung (8,1) eine Lösung, die im zugehörigen -{ttraktions-
gebiet D eindeutig ist. Sie ist dort meromorph. '§er111 a : k".

9. FaIl lfrl > 1. \4rir beginnen mit dem Spezialfatl J(z) - «. ^{us der

zugehörigen Gleichung

(9,6)

(8,7)

(9,1)

(9,2)

0(kz) - arg(z)

von PicarC untersuchteu Falle liann eitre Lösung YoIl

ergibt sich durch Ubergarrg zur inversen Funktion z : V(t) von f : ''lQ)

die Gleichung

q(at) - R(v(t)) ,

d.h. die X'unktion E(t) besitzt ein rationales Multiplikationstheorem.
Es sei zuerst, a : k. Nach Poincar6 besitzt dann (9.2) eine lris auf die

Transformation ct bestimmte meromorphe, im Falle eine-q Polvnoms

_B(z) eine ganze Lösung, die im Nullpunkt, regulär und gleich null i-.t. In
der inversen tr'unktion t : ,p(z) haben wir dann eine itn allgetueinen unencl-

lich vieldeutige Lösung von (9,1), die in eiuer L'rngelnng cles Nullpunktes
regulär ist.

Im allgemeinen,
(9,1) offenbar aus

(9,3 ) f (r) -- o(v@)

erhalten werden, lvo 8(a) die friiher eingefiihrte Lösung r-on (8.6) bezeich-

net. Unsere Funktion (9.3), die in einer Umgebung des Punktes z : 0

eindeutig ist, hat diesen Punkt im allgemeinen als nesentlich singulären
Punkt. Eine Ausnahme findet in der Tat nur im Falle ct : k" statt, rvo

f(z) : y"(z).
Indem wir nachher z:um allgemeinen X'aIl iibergehen, bilden u'ir die

Funktion
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(e,4) E(t) : f@(t))

durch Zusammenselzung a,us der gesuchten Lösung /(z) von (%) und
der Poincardschen Funktion g(f). Es gilt dann

P(kt) : l@(kt)) : A(cp(t)).f (q(t)) ,

d.h. die Funktion -tr'(r) ist eine Lösung der speziellen homogenen Gleichung

(e,5) r(kt) : Äp1tp1 ,

wo jetzt

Äol: A(q(t))

eine im allgemeinen transzendente, im Nullpunkt f : 0 reguläre X'unktion

bezeichnet, fiir welche Åp7 : ,t101 gilt. In d.er zusammengesetzten
Funktion

(e,6) f(") : I(rp("))

besitzen wir dann eine im allgemeinen unendlich vieldeutige Lösung der
gegebenen homogenen Gleichung, die in einer Umgebung des im allgemeinen
wesentlich singulären repulsiven Fixpunktes eindeutig ist.

10. Als Beispiel betrachten wir die Gleichung

1(10,1) ,f (+z(t. - z)): l_ 2.f@) ,

welche die hypergeometrische Funktion

f (z) : I (r, t; 312, z)

als Lösung hat. Durch die Substitution ": 
T; geht (10,1) in die

Gleichurrg

(L0,2)

iiber, \Yo

2

und k: 4 fiir den attraktiven Fixpunkt fr : 2 ist. Durch Auflösung
der zugehörigen Poincar6schen Gleichung

q(4t):E'(t)-2
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ergibt sich g(t) := 2 cos l/t ""a die entsprechende Gleichung (9,5):

I
-r'(+ r) - 

- 
,- F(t)

cos \/ t

\/T
hat die Lösung E(t) : r. Nach Ausfiihrung der Rechnungen' sin\/t
bekommt man zuerst,

u." 
"o. J

g(r) : t-:
\l , -tl-+

und schliesslich

arc cos (I - 2z)
,f(,): __ri;=_

als Lösung von (10,1).

5. Die allgemeine nichthomogene Gleichung

(7): f(R(z)): A(z)f(z) -f B(z).

ll. Man hat hier wie im homogenen Falle zwischen zwei verschiede,ren
X'ällen zu unterscheiden.

I. X'aII: lfrl < 1. Wir bilden wie bei den speziellen Gleichungen mit
X'atou den Ausdruck

(r1,r) fQ) : 2 ue.',fi Ä@) ,

wo

Å@ : 
å, 

E@ : - B("), zn : R^(z),

rvelcher der Gleichung (f) formal geniigt. Wie im speziellen Falle -rB(z) :
loz kann man auch jeLzt zeigen, dass die Reihe (11,1) unter der Bedingung

A(0) + k" (n : 0, t,2, . . .)

in jedem zum Attraktionsgebiet D des Fixpunktes gehörigen Bereich,
ev. nach Verkiirzung, gleichmässig konvergent rvird, rvenigstens nachdem

/(z) durch
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ersetzt rvircl, \rro P(r) ein

(1 1,2)

s(z)-f(r)- P(")

geeignet gewähltes Polynom bezeichnet. Aus

f (r) -.= g(z) - P(r)

geht aber hervor, dass die so erhaltene Lösung eine im Gebiet D mero-
morphe Funktion ist.

Weil im X'alle A(0) : la" Eltsprechendes gilt wie bei den speziellen
Gleichungen, kann man die Richtigkeit des folgenden Satzes bestätigen.

Satz 7. X'iir jeden attraktiven n'ixpunkt der Abbildung (8,I) gibt es
im allgemeinen Falle A(o) + lc^ eine eindeutig bestinmte, im zugehörigen
Attraktionsgebiet meromorphe Lösung, welche dann als summe der Fa-
touschen Reihe (11,1) und eines Pol),noms darstellbar ist. Im Iraile A(O) :
k' existieren in denr im Fixpunkte punktierten Gebiet D meromorphe
Lösungen, die im allgemeinen den Fixpunkt als Häufungspunkt von polen
haben.

12. Fall lkl > t. wir bilden wie im homogenen n'aile die x'unktion

(r2,r) r(t) : f(q(t))

durch Zusammensetzung aus einer Lösung von (r) uncl der poincar6schen
tr'unktion E(f). Unsere Funktion 1(l) geniigt jetzt der Gleichung

(12,2)

\YO

F (kt) - A*(r) F (t) + B*(r) ,

A*(t) - A(v@), B*(r) - B(v(t))

meromorphe x'unktionen von t bezeichnen, die den anfangsbedingungen

.4*(o) :-4(0) ,Bx(o) :B(0)
geniigen.

Es sei zuerst a(0) + fr". r{ach satz 4 hat die Gleichung (r2,2) als Lö-
sung eine meromorphe n'unktion. Aus

f(r) - F(rp(z))

ergibt sich nun als Lösung der Gleichung (r) eine analytische Funktion,
die wie ,p(z) im allgemeinen unendlich vieldeutig ist und die in einer
Umgebung des tr'ixpunktes regulär ist.

Dasselbe gilt noch im speziellen X'alle A(O) : k" mit dem Unterschied,
dass der Fixpurrkt ein v'esentlich singulärer punkt, der Funktion /(z) ist.

Als Beispiel betrachten wir die allgemeine ALrelsche Greicrru,g

(12,3)

(L2,4) J@@) -_,f(")+1
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Weil die zugehörige Gleichung (12,2) der, Ausdruck

I(ht): F(t) + L

hat, kann ihre Lösung in der Form

r(t): e(t) + ct

vermittels der elliptischen (-Funktion dargestellt werden. Ilieraus ergibt

sich fiir die Gleichung (12,4) eine Lösung von der Form

(r2,5) l@: e\P@) -l C,P(z) .

Im Falle läl < I ist hier y(z) die Koenigsche Funktion (8,5), und der

Ausdruck (12,5) definiert eine im attraktionsgebiet eindeutige x'unktion,

die ausserhalb des X'ixpunlrtes meromorph ist.

Im Falle l/, I > 1, wo y(z) die inverse Funktion der Poincar6schen

g-Funktion ist, gibt der Ausdruck (L2,5) eine im allgemeinen unendlich

vieldeutige Funktion, die in einer Umgebung des im allgemeinen rvesentlich

singulären Fixpunktes meromorph ist.
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