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Introduction

Le lrut cle ce travail est, d'dtudier les homomorphismes fonctoriels des

groupes homologiques et cohomologiques appartenant aux nerves et' aux

systömes projectifs de nerves'

Les rdsultats connus par l'auteur sont contenus dans les ouvrages

t7]_[]2]ett14]-[16].CetravailSouSplessel}01lsa\,onstrouvdquelques
rdsultats analogiques ilans le travail »Regular rnappirrgs and climension»

rte 1\[. Dvr:n (cf. Anrrals. of I\'[ath., 67, 1958 pp' 1I9--149)' Tous ces r6sul-

tats sont reprdsentds pour les coefficients constants'

Au § 1 ,ou. do,,,ons briövement les notations, 1es conventions et, les

lemmes ayant choisi [8] pour notre principal ouvrage de rdference. L',homo-

Iogie et ia cohomologii sont develop6es cöte ä cöte. Les formules et, les

thZorömes appartenant ä la cohomologie sont d6signds par la lettre c. Le

Iemme 6 contient une nouvelle ddfinition des faisceaux et des co-faisceaux'

Les lemmes 9 et 10 clonnent, trois conditiotrs suffisantes pour que l'homo-
v

logie de Cech soit exacte.
Le but du § 2 est de ddmontrer les thdr-rrötners I et lc et leurs corollaires

qui gdndralisent, les rdsultats cl'es ouvrages [7] et fll] pour les cornplexes

åoobl"u g6ndraux. IIs seront.6cessaires dans Ie paragraphe suivant.

Le§Scorrtientlesthdorömes2et,2cetleurscorollaires.
Dans le dernier paragraphe on g6n6ralise les thdorömes de Helly (cf.

[9] et ffOl) aux espaces topologiques de dimension finie'

§ 1. Notions Pr6liminaires

t. I. Dotinition 1. un agr6gat, a d'un ensemble x est, utre famille

(Ar), u, cle sous-ensembles de x (cf. [6]: »indexed farnily of sets» et [13] p.l3).
"s"ppo."rons 

ddsormais I totalement ordonnd ce qui 6videmment, ne

restreint pas la gdndralitd. Yoici quelques conventions:

-lo Convenons cle tldsigner Ai.< Ai, si i < i (i',i eI)'
-2' Soit ./ urre application de X clans un ellsemble y , P un agrdgat

de I et lratt une application crois§ante de a dans t3 ' On dit alors que
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nott est une /-projection, si
l'application identique de
projection.

- 3" On dit que a er t ru.r
jection de u, dans § . La

- 4o Le support i"l de &

10" si == (Aro .Å,,,) est strictetnentt ,0 : -ln/

Convenons qrle ies O-sirnplexes (s (1,,,) et le

Ai cJ*l (n,,,1(Ai) ) pour tout Aie a . Si f est
X sur lui-möme: on dit que no.{) est une

(f) affinenrent c{e lJ , s'il existe urle (f ) pro-
rrotationest a >d @lJ>il.

est le sous-erlsemble u Ai de x. a est ulr

I. :126

recouvrement de X, si l"l : X. Si X est un espace topologique, alors
a est ouvert (ferm6) dös que ses 6l6me^ts 1; sont ouverts (ferm6s).

-5o La dimension dim(a) de a est le plus petit entier r, tel que toute
intersection de n i 2 6l6ments de a est vide.

l. 2' on peut considörer u comme un schdma simplicial ordonnd (cf. [s]
p.39) enconvenant quetoutesuite s?: (A,o,...,Arn) (n:0, 1,...,
A,.e u, j:0,...,fl) soitun z-simplexe.

-6" on augmente o en ajoutant le -r-simplexo s,-' qui est la suite
vide (A) .

-7o Onidentifie si:(\r,...,Ajn) (z>0) ä si ci_dessus, s,il existe
une permutation paire e , qui transforme sI en sl . si e est impaire,
on 6crit si : - si et si : - si.

Egalement on associe å tout O-simplexe ug : (r4,u) le O-simplexe

- s! : - (A,o) et au - l-simplexe s;r le - l-simplexe - s;t de telle
sorte que - (- ,l) : ul' et - (- s; ,) - ,;' .

-8o Le support 1== Q (z > - l) cles sirnplexes si et - si est
f intersection

J,,, fl 1,, R fl 1,,,

et le suppo.t .f' : 
-' 

cles si,rplexr:s su I et -, s.;1 est le support,
i"i de a.

9o cL' est l'ensenr ble cles l? -sinq)leres cle r-icle porlr ??

1,, ( ir(

erlser]]lrle cles

stricte-

ie-sim-

(O) soient
rnerlt croissants. Clc;n\-enorls cle cldsigner l)ar - u
plexes stricternent croissants cle c(.

Å ,,,) sont les ?t 1-sirn-
plexes

slr-, : (- t)u (A,u, . . ., f,,",. . ., A,n) .

(ici le chapeau z. signifie l'absence tle l'dldment A,n) .

En particulier, s;r : (O) (- s;' : - (O) ) est la seule face de tous les
0-simplexes 1ea) (- (A,u) ) cle a .

convenons de ddsigrrer §' ( s, si le simplexe s' est un face du simplexe s .
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1. 3. D6tinition 2. Un »groupe» G est un module topologique' Un
»sous-grouperi est un §ous-module ferm6. un »homomorphisme» est un
homomorphisme continu (cf. [6] pp. 6.7).

- L2" G6 est la cat6gorie des groupes abeliens compacts et 6n la catdgorie

des -B-modules discrets, oir B est, un anneau de base donn6.

- 13o On appelle une vari6t6 de G (cf. l3l p. t26) toute classe V : S * H
:{S+h;he H}@eG) suivant unsous-groupe H de G (cf. l2lp.69)'
Convenons que I'ensemble vide est dgalement, une vari6t6 de G -

Il est clair que g 6 /, si V + CI et que 7 ne d6pend alors du choix

desondl6ment g i.e. g+H:g'+H, si g-g'eH.
On voit, de plus, que

toute intersection f1 @; * f1;) de vari6t6s de G est - oa bien 0

(i) ou bien la vari6t6 n +\H;(g€n@* Hr)) - i.e. une vari6td

de G.
Soit / un homomorphisme de G dans un groupe G'' Alors

toute image rdciproque f-'(g') @'e G') est ou bien vide ou bien

de la forme g t Ke4f) @ ef-' @') ) i.e'une varidt6 de G .

Si g+I1 estunevari6tdde G, alors /(g+H):f@)+f(U)
est dvidemment une varidtd de G'

D6finition 3. (cf. [t3] p. 78) un groupe G est lindairement compact,

s'il satisfait ä la condition suivante:

(ii' )
Si g 

- {V } est u.n ensemble filtrant ddcroissant de varidtds non-

vid.es de G , alors I'intersection I Vi est non-vide.

Exemples. A. Tout, groupe compact est lin6airement compact. B. T,e

groupe addiLlf z des entiers rationnels n'est pas lin6airement compact.

En effet, soit g .: {l'r,l/r,. . .} "t Vi:22i + 3'2" Z (i:1,2,.. .).
Alors Vr=Vr1 ..... et 22iZ-{0}f 7r de sorte que q est un

ensemble filtrant d6croissant de varidtds non-vides de Z et' fi V;: O .

Lemme 1. Tout sou§-groupe d'un groupe lindairement compact est

Iin6airement compact.
D6finition 4. (cf. t+l p. 2t) un groupe G est artinien, s'il vdrifie les

conditions dquivalentes suivantes
a) tout ensemtrle non-vide de sous-groupes de G, ordonnd par inclusion,

possöde un 6l6ment minimal,
b) toute suite ddcroissante de sous-groupes de G est stationnaire.

ExemPles. A. Z n'est Pas artinien.
B. Le groupe multiplicatif Z(p*) , oil

p"-tömes racines de I (n, - 0, 1, 2, 3, . . .)
C. Tout groupe fini est artinien.

p est un nombre premier, des

est artinien.

D. Tout espace vectoriel de dimension finie est artinien.
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Lemme 2. (cf. l+) p.22) 1'out sous-groupe et tout groupe quotient d'un
groupe artinien est artinien. Tout produit direct fini de groupes artiniens
est artinien.

Lemme 3. (cf. [0] p. i+t) Tout groupe artinien est lin6airernent cornpact.
Les conditions (i). (ii'), (iii) et (iv) ci-dessus sont les hypothöses du

thdoröme 1 de [5] au p. 138. On obtient donc le
Lemme 4. Soit {G",f"p} (Ici a} B et f,p:1i,,->Vp) un systöme

projectif de groupes (cf. ltl § 1) tel q:ue f,, est une application identique
pour tout a . Supposons donn6e pour tout d une .i,ari6t6 2., de G, de
telle sorte qlue f ,B(V,) c V B . Si les groupes #, sont lindairement com-
pacts, alors on a

(V ) : n ,f ,,t (T' ,,)
a2B

est I'application canonique ll --+ T/ 
o.

b) Si tout Z" est non-vide, alors Z est non-vide.
l. 4. On peut considdrer l'ensemhle P(X) des sous-ensembles de X

comme une catdgorie (cf. [S] p. t6) en convenant que pour deux sous-
ensembles PcX et QcX l'ensemble Hom (P,Q) se r6duitä un
6l6ment, si P c Q et est vide dans le cas contraire.

D6finition 5. Un a - (d -) domaine M (N) de coefficients d.e base
x est un foncteur covariant (contravariant) sul la catdgorie P(x) ä valeurs
dans une catdgorie 6 (OrR) de groupes tel que ll(O) : 0 (N(O) : 0).

Si X est un espace topologique, @ : 6c et si I'on remplace P(-Y)
par la souscat6gorie t6l des ouverts de X , on obtient les pr6co-
faisceaux (ies pr6faisceaux) de base X.

Un ä - (ä -) domaine de coefficierrts de base X est donc un pr6co-
faisceau (pr6faisceau) de base X dans la topologie disc:röte.

- 14" Si aucun danger de confusion n'est possible, nous notons tout homo-
nrorphisme de groupes par gt .

- l5o Soit ,41' (Är') un a - (d -) domaine de coefficients c1e base y .

Iln (/-) homomorphisme g* (f*) de M ()i') dans .ll' (X) est un
homomorlthisme ou une transformation naturelle de foncteurs compatible
ä / (cf. [a] p, t2), c'est ä dire. les diagrammes

a) fp

oU V - lim {.V*,f*p} et f*< 
",13

tt (.f -t(J')) -{* - > lI'(P)

Y

lt (f-'(0)) e1-'

g

ff*

^\-(/'-'(Q))

(f,,
Y

i df.it
I

I

Y

I,,t'(e)

sont comrnutatifs pclui'tout P CQ C 1'

N',{8)
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Exemples. A. On peut considdrer tout groupe G comme un A -' et

ö-domaine de coefficients en conr.enant que G(O) : 0 , G(P): G pour

PcX, P +O et g: G->G identique. On dit alors que les coefficients

sont constants.
B. si x est un espace topologique, on peut prolonger tout prdcofaisceau

I (tout pr6faisceau E) de base X ä un a -- (ä -) domaine de coef-

ficients comme suit:
fln ouvert 6r, de X est le plus grand 6l6ment de l'ensemhle filtrant

ddcroissant Fuo =- {U e e6) ; tl o c u} d'oir l'isomorphisme I(U r) :

*lim 
1(Lt)(I(Uo) -. lim, I(U)). fci 

*l_im 
q1) est le foncteur limite pro-

jective (inductive) par rapport U tuo (cf. [t] § t)'
Si P cQ cX , on a l'inclusion Fr= 7, d'oir l'homomorphisme

fonctoriel

E i lim I(U) 

-> 

Iim I(U)
<-uerb < u-erq

(E: lim E(U) 

-> 

lirn I(U)) '
Ue-Fa> U7FP>

fci le mot »fonctoriel» signifie que les applications P -+ . lim Q(a))
U€Fp

11

(P --, lim (I'({_,))) et les homornorphisnle.-q (i
1-. U€FP

un foncteur covariant (contravariant) sur P(r) . ce foncteur: est le pro-
longement cherch6.

c. Ddlinition 6. (cf, [12] pp. 444. 446 et [8'l p. 109) un prdcofaisceau I
cle base x est un cofaisceau, s'il vdrifie les conditions suivantes: Pour"

tout agrdgat ouvert et fini a de X on a

(1r) I(i"i) : I v,g@,)) *t
Aie tt

(fr) Si Z rp(,Ji) --0 eI( i"i) (g,€ I{A),Ai€u), on trouve les 616-
Aie a

ments gij : gi, e I (At n Ai) cle telle sorte que 9i :: cr'@ri)

Egalement, un pr6faisceau I de base X est un faisceau, s'il v6rifie
les conditions suivantes: Pour tout agr6gat ouvert a de X on a

(E ,) Si g et g' sont deux 6l.6ments de f ( io I ) tels que V0) -
V@') €-F( At) pour tout Aie a, on a g-g'

(f r) Si (gr),r, est Lrne famille d'6l6nlents des groupes F(4,) telle
que V@i- V@)eF(&nA) pourtout 'i,i,eI, il existe

ci-dessus ddfinissent

Ij*i
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Tout faisceau 7' de base X ri6finit un d-domaine I de coefficients
de base X de telle sorte que -E'(P) est Ie groupe des sections de ,F' au
dessus de P (cf. [8] p. 109). Remarquons que ce domaine n'est pas en
g6ndral celui ddfini par le prdfaisceau -F sauf dans le cas oir X admet un
systöme fondamental de voisinages pa,racompacts (cf. [8] p. tSt).

- 16o Si P c X, convenons de ddsigner par M P et I{!P le ä-resp.
d-domaine de coefficients ddfini par les 6quations

@rlP) (8): Me o Q) resp. (IrlP) (0) : N(P n 0)

Ies homomorphismes fonctoriels q ötant ceux de ?1 resp. I'I .

Si P c P' c X, on & les homomorphismes naturels M P --> MIP' et
NIP'--> NIP ddfinis par les homomorphismes n[ e n Q)--> lI@' n Q)
*Brp. .l/(P'n Q)-->N@"F'Q). M resp. N ddfinit ainsi un foncteur

M : P --> MIP resp. .l[ : P -+ -l[]P covariant resp. contravariant sur
P et ä valeurs dans Ia catdgorie des ? - (ö -) domaines de coefficients.

- 1,7" Convenons de ddsigner par MP resp. .nrrP (P c X) les O-resp.

d-domaines de coefficients ddfinis comrne suit (cf. [8] p. 23a):
ll,['@):XI(Q) et ]r"(0) :-l[(Q) , si PnQ:CI et nul dans le

cas contraire. Les homomorphismes q I MP(Q,)--> fuIP(Qz) et q: X'(Q)--*
N'(Qr) (Qt c Q, c X ; Qzn P : 0) sont les homomorphismes cor-
respondants

q : lW(Q)-> M(Q) et e : .l[(Qr)+ ,N-(Qr) .

l. 5. Considdrons maintenant 2o et 15o. Si « et 13 sont finis, on peut
supposer Me) e@c et l['(P') egc pour tout P c X et pour tout
P'cY.

D6tinition 7. Le groupe des n-chaines orientdes de a ä coefficients clans

M esl pour z, > - 2 Ia somme directe

C^(a,M): @ A@l
"? 

el on

et nul poutr n < - l. Le groupe des z-cochaines alterndes de cr ä coef-
ficients dans -ny' est pour n ) - 2 le produit direct,

C"(a , N) : TT rtfl
"! e* ,ro

etnulpolarru<-1.
Il est clair que C"(a , M) et C"(a, N) sont, nuls, si M@) : I{(O) : O

et dim(o)< z.
Les 6l6ments de C^(a , M) sont les sommes directes finies c:

Z c(sl) oir c($ e ilI($) et les 6l6ments de C"(a , N) sont les
,1 €f oo
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familles (c(sX)) 
",.. .,, 

oir c(si) € N(O . Si - si e+ a^, on pose c(si) :

- c(- sI) et nul, si ! si Q+ a" .

Si aucun danger de confusion n'est, possible, nous omettrons ,44 et .lfl

dans les notations.

- 18" L'opdrateur bord 0:C-(a)-->C,-r(a) (n > - 7) et, l'opdrateur
cobord ö : C" -'(o) --- C"(a) sont ddfinis comme suit:

oc(s! -', :",.ä_,r(c(sl)) et öc(s|) :"*_ä 
",r(c(si-')) 

.

a' I I L

fl est alors trivial de montrer que les groupes graduds

Ca@) : {C"(a); 0) et' C*(a) : {C"(a); ö}

sont des complexes augment6s de chaines resp. cochaines semisimpliciales (cf.

[8] pp.36,39). Ils d6finissent desfoncteurs covariants C*(u,0) et C*(o,0)
Z*(o,0) e.t.c. au moyen des equations

C*(o, 0) (ill) : C,r@, M) et C*(o,0) (N) : C*(a, N) e.t.c.

- l9o Au complexe C*(a) (C*(")) sont associds les groupes

Z"(a) : Ker (0 : C"(a) -+ C,_r(o)) ,

(2"(a1 : Ker (ä : C"(a) --> C"+I(a))) ,

B"(a) : Im (0 : C,or@) "> C"(a)) ,

(8"("): Im (ö : C"-l(a) ---> C"(a))) ,

et

II"(a) : Z"(a)lB"(a) (H"("): Z"(a)lB"(a))

(cf. [8] pp. 19-23). Ce sont les groupes des (co-)cycles, (co-)bords et les

groupes d'homologie (de cohomologie) de a ä coefficients dans M (N) .

Exemple. Soit X un espa,ce topologique, L un sous-espace de X ,

c{ un recouvrement de X et G un groupe. Alors les groupes H^(a , GA)

et Hi(u, Gl) sont isomorphes aux groupes correspondantes du nerf de a
mod A ä coefficients dans G i.e. H*(X,, A,, G) et H"(X,,4,, G)

(cf.t6l pp. 231-236).
20" Lu f-projection n,,{l

les homomorphismes

{t|§ : C *(a)

au moyen des equations

xr'l§ @) (s)

et les /-homomorphismes V* et V* d6finissent

-, C "(p) et n7,B , C" (§) --> C" (u)

et

e a",se §

I P @@'))
tuP(s') : s

v@@,,'s(s'))) , 8'n\,e@) (s') :
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n! et zlu commutent aux opdrateurs bord resp. cobord induisant
donc les homomorphismes

n($: H*(a)--> II.(P) et n!) : H"(,p)--> H"(a) .

Lemme 5. Les homomorphismes "$ et "9) ne ddpendent pas du
choix de la projection xaa§ (cf. [t2] p. 458 et [8] pp. 26, 53, 5+, 6I et 62)-

- 21" L'agrågat a et le a - (å -) domaine ,11(N) de coefficients d6finis-
.sent les foncteurs composds

C"(a, M) : Co(a, o) o M, Z"(a, XI) e.t.c.
ooo

(C"(a, N) : C"(a, 0)o Är . z"(a , N) e.t.c.) i.e,

c"1o, rt.(P) : c"(a, LI P) e.t.c. (c'(a,i'l «rl : c^(u, -ö/lP) e.t.c.)

Ce sont dvidemment des a - (ö -) domaines de coefficients de base X
Les transformations naturelles de foncteurs

C*(o ,0) (a) : C.(a , 0) ---> C,-r(u , 0) et

C*(o ,0) (ö) : C"-'(o, 0)- C"(a ,0)

ddfinissent des homomorphismes
oooooc
0: C^(a, M)-->C,-r(o , J)[) et, ö: C"-t(u, Ä') -C"(a . -l\r) ,

satisfaisant, aux conditiorr. åå : o et a'§ : u .

La projectiotT. i't,as et les /-homomorphismes g* et gx ddfinissent les

/-homomorphismes
O O O O_ O O

n'!t : C*(a , M) - C*(0 , M') et ifu: C*(§, N') -> Cx(c . I) .

Tenant compte des ddfinitions 6, on obtient le
Lemme 6. Pour qu'un prdcofaisceau 71 (prdfaisceau I) sur un espace

topologique X soit un cofaisceau (faisceau) de base f iI faut et il suffit que

Ht(u .lI) :0 (Hi(u , f,-) : 0)

pour i : - l, 0 et pour tout agr6gat our-ert cr cle,Y, fini dans l'homo-
logie.

1. 6. D6finitions 8. D'aprös JI. Alexandroff oir appelle spectre de X
tout systöme projectif §: {o, B €S :t,,,,} de recou\-rements de X oir les
applications fonctoriels sont cles projections to,, (cf. tl] § 6). Convenons
de ddsigner par < la relation de prdordre de S . La dimension dim (B) de
§ est le plus petit entier n , tel qu'il existe pour tout a € § un tel
p >> a que dim(B) : z .

- 22" Un autre spectre S, de X est plus fin que S , si tout a € § pos-
söde un affinement dans §, . La notation est alors § ( §, .
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- 23" Soit .9' un spectre de 7. Un /-homomorphisme z de § dans §'
est alors une transformation naturelle de B dans §' dont les applications
fonctorielles xto,,, i c{, --> a' (a € § , o' € §') sont des /-projections.

Exemples:
A. (cf. tSl p. 233) Soit X un espace topologique. On peut supposer X

totalement ordonn6. Convenons de d6signer par U(X) I'ensemble des

recouvrements ouverts de X de Ia forme d: ([/i)"., oir U[ est un
voisinageouvertde r dans X. Onpose a<§, si Ui=tlf pourtout
r € X et nu,()|,) : Ui pour tout r' € X . On obtient ainsi un spectre

U(x) de X .

B. Si 7 estl un recouvrement ouvert quelconque de X, on trouve un
tel o € B que tout, Ui est contenu dans G* e y . Si l'on choisit pour
t'out Ui an G, comme ci-dessus, on obtient une applicatiorr no, de a
dans 7 . Puisque n,,, dåfifit dans X une dquivalence

fr - fi' + n,r(Ui) : fi.r(Ui,) ,

on peut ordonner X de telle sorte que fro, est, croissante et rlonc une

projection. L'union {y} U {§ e U6) ; § > a} est alors un spectre

U(X), de X.
C. Soit / une application continue de X dans Y . On peut alors

ordonner X et Y de telle sorte que f est croissante. Si l'on pose

" 
: (f-'(UI1,y)L." et ,r,,,$-'(LIf (")) : u11", pour tout a' e U(7') et

pour tout re X, on obtient un/-homomorphisme de U(X) dans t/(I) .

D. Si I'on suppose dans A. que tout Ui soil un ensemble fermd
qui contient r et qae l,'ensemble {tJi}"r, soit fini, on obtient un spectre

-E(X) de X. IJne application contintre induit comme ci-dessus un /-homo-
morphisme j:E@)-+F(Y). Si donc AocA.-r c... .. cAocA-r
est une suite de sous-ensembles fermds de X, les inclusions 1, '. Ar+ A,-,
induisent les homomorphismes F : F @r) --+ F (Ar-r) , les ensembles Ai
6tant ordonnds par l'ensemble ordonn6 X . I1 est alors 6vident, que les

projections nsi';_r: §;--> frr*r(fr, e X@) , §,-, e I(4,-r)) appartenant aux

homomorphismes I' sont injectives. Supposons donn6 comme dans [7]
p. S20unrecou\zrementfermdetfini ai de Ai, pourtout' i: - 1,0 , .,,n
de telle sorte qu'on a donn6 pour tout ai e q (, > - 1) un 6l6ment

ni(ai) de di-r contenant ai . Ddfinissons successivement J n : an et
Ji-r: J,U{ar-r- nt@t)} (i:0 ,...,%). II en d6coule que JicJi-t
pour tout, i:O,...,n. Convenons de ddsigner par a'r:(a'i)1rt,
(i,:- 1,0,...,n) lerecouvrementferm6etfini de A, telque o; :j,
si j e a;, j G,n;,r(a,*r) el o'i: n,*r(j), si j € J,*r. Si l'on ordonne

J-r, on ordonne ä la fois ses sous-ensembles Jt (i > - 1) . L'inclusion
Jr--->Jr-, ddfinit alors une projection injective n'r:a"+u'i*r telle que

15
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n'r(a]): nr(j), si je or, j4n;*1(ai*1) et

ni@j): n;(n,+,,(j)), si , e J,+r.

Tenant compte du lemme 5 on a

H^(or, G) : H^(a', , G)

pourtout,tL : - 1, 0, 1,... ;,i: - 1,0, ...,n et,pourtout groupe G.
nn

Soit B, : (B*),e-t. un recouvrement fermd de A. tel que tout B, est

un a^ e a'" contenant, 
, 

a , - s,oit §,-t : ("8))-.n^-, un recouyrement

ferm6 de A^-, tel que B" : n:(B-) pour I e A, et dureste tn a'^_re ol,_r.

contenant r e.t.c. Aprös un nombre fini de pas on obtient une suite

§.,§.-r,"',§0,0-,
de recouvrements fermds des ensembles Ar(i: - 1,0,...,tl).

Si l'on ordonne X convenablement, alors Bre ?(Ar) portr tout
d: - 1,0,...,r1 . Si l'on considöre tout 6l6ment de fi, comme un
616ment de aj on obtient une projection naturella npior,et donc le spectre

I(4,)q pour tout i: - 1,0,...,n. En vertu des d6finitionsonvoit
alors que les inclusions Ir: Ar.cAr_ret JrCJr_r(i:0,...,h) ddfinis-

sent les /,-homomorphismes n": I(Ar),.,--> F(Ar_r)"'r_r. "t on obtient la
situation de [7] p. 320.

I. 7. Au spectre § sont associds de fagon fonctorielle les groupes

c^(s , M) : lim {c,(o , M); n18} et
< f, "€§

C"(§ , -lt/) : lim - {C"(o , N) ; ni,B\ ,

ff, aeS'

les op6rateurs bord et cobord

i: lim {O :C^(a,M)*C,-r(o,M);n?.§} et
1_'f, c€S

t: fim - {ä : C"-t(u, ry')-+ C"(a , N) ; ni,tt} ,

8,"€s>
les complexes

c*(§, M) : {c,(,s, a); a} et

c*(s, N) : {c"(§,l/) ; ö},
les groupes

Z^(S,M) : Ker(a) , Z"-'(5,Iy') : Ker(ö) ,8,-r(S ,M): Irn(ä,
-8"(8,.ntr) : tm(d) , ä,(§ , M) : H^(C*(S , M)) ,ä"(,S, 

^I) 
:

H"(C*(S, itr)) ,
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<8,"€T-

fi,ce S'

{H"(o , IYI) ; n'$} et

{H"(ru,Ä,') ;"y)}

et les ä-resp. d-domaines de coefficieerts

o,(s , fi) : o,(s , fiy (P)
oo

C"(^9 . Åi) : C"(S , If) e)

Cx(.q . År)

^*
7{,'.

o.

O*(o , År)

et

(PcX) .

cq cX) et

Å,{iP --u tutiQ

omettrons ]/t et

.!-

T'[,"-

^
nj, ,

, Är')

trci les homomorphisrnes

q,: (,1 *(s , åt) (P) -> C,(,S , fr, @ (P

v i o"(s , Å?) {q --> C"(,§, t?) (P)

sont induits par les homomorphisrnes naturels
Ä'i0 --'År)P .

Si aucun clange:: de confusion n'est possible, rlous

dans les notafions ci-dessus.
Les opdrateurs trord. et cobord

et

År

7 : C,(§ , MIP) -+ C,-,(§ , M)P) etT : C"-1(§ , NIP) -+ C"(§ , lf lP)

induisent d'une fagon naturelle les homomorphismes

ooo-!oo
0 : c*(s, M) --> c,_r(§, II) eh ä : c"-1(§, ly') * c"(§, -AI).

Les /-homomorphismes iz , gx eb V* et les projections n,,f eb 
ono,f,

ci-dessus donnent naissance aux homomorphismes fonctoriels C*(S , M) -->
ooo

C*(S',M') et C"(S',Å-') -+ C"(8,y'y') , qui commutent aux homomor-
o _-9

phismes ä resp. ä , et aux diagrammes commutatifs

o* (§ , r[)
I

I

nl.l-.. 
I

Y

O *(o , Å,{)

(] (^q
- n\ -

o
ni

C *(tr,

o

Å,t)

Tt-,-

l

Trurr' Y""* > c*(o',

- 
nn , o,r(s' ,

o
TT,

"":' -> o *(o

Y
o

, lw)

c"(s

o n
fro.

c"(o

Ål')

n;!

fu{',)

o

l{')
o/ni et

o
llf')

.!.

-t
(.1- ( t.

n
7t

o n
fr r,.rr,

o* (o

a1

e"(,.S', N')

l̂oln
| fro,
l"'
Io

C" (o' , IV')

C

, Är)

^
l

l,o
, fr)
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Leshomomorphismes z*, ni, n\, n*, frI , nI,, nffl',nf,), ni$,
nn , "t"f' et npu, engendrent canoniquement les diagrammes commu-
tatifs

ä,(s ,ll[) n(") -, H*(s" M')
I

I

I

t,"r 
Iv

H*(S ,

I

vi
nbi

Y

H*(o,

å-(r(x) , G^iP) ,-

H"(P(X) , G^ iP) /-

It,

tt) -i'',ä,,JL',

*(")

^
,'(")

, Jtr')

xyt

//"(s

^'
,(") |

I

vl
H"(Set^

xy,l
I

H"(o ,

resp . *y)

Xt"t
, .ntr) H"(S'

^nht

M) *?ö , H*{o',M') ', itr')

convenons de ddsigner par nt*)

å?*rrr*, resp . l{it')
l'homomorphisme composd

Exemple. Soit ..4. un sous-ensemble ferm6 d'un espace topologique X
et G un grcupe. Alors les groupes åp1x1 ,GA; et fiigl1x), Gr) sont

deux ä deux isomorphes aux groupes classiques de iech du couple (X , A)
ä coefficients dans G i.e. IIj(X , A , G) et Hi(X , A ,G) (cf. [o] p. 237).

En vertu du lemme 5 on obtient le
vv

Lemme 7. H"(S , M) et ä"(S, -lt/) ne ddpendent pas du choix des

projections de S.

Lemme 8. Supposons X compact et .F(X) >,S > U(X) . Si les sous-
ensembles AcP cX sont fermds dans X, il en ddcoule que

d"ts , GulP) ,-v i-1(r(x)
VV

H"(S , GolP) /- H"(U (X)

,GolP) = H*(P,A,G) et

, G^IP) /- H"(P , A , G)

groupes O n*r(S , lI) , Cn*'(S , Ä') ,

et H"+ '(S , Ä') sont tous nuls

pour tout groupe G .

Lemme 9. Si dim (S) I n, alors les

Hn+r(S , M) , H"*'(,§, ÄI) , Hn+r(§, M)
de sorte que

H^(S , M) = Z"(S , M) a H,(S , XI) .

Lemme 10. Les homomorphismes u(") sont toujours bijectifs. Pour
que s(a) soit bijectif il suffit qu'une de ces conditions est satisfaite:

a) dim (§) ( n,
b) § est majord (cf. [1] § I ) ,

c) Les groupes C^(a , M) (o € §) sont lindairement compacts.
Ddmonstration. La condition a) ddcoule du lemme 9. Pour ddmontrer

b) supposons que 7 soit le plus grand 6l6ment de § (cf. [t] § 1). Alors
les homomorphismes
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z[:C*(§,M) * C*(y,M) et n(*1:H.(S,M) * H*(y,M) sont

bijectifs de sorte que il14; H*(5.,,M)->H^(y , M) est bijectif. Puisque

å'r, : n'(^),(") , on a e@) : n'(^) (å'<")-' d'otr l'assertion'
Dans le cas c) ddmontrons d'abord que €(,) est surjectif. Tout

6l6ment de H,(S , M) est une famille V - {Vo} - {z^l B"(a, M)),rt
@,e Z,(a, M)) de vari6t6s non-vides des groupes C,(a, M) telle que

nl"(VB)cV, pour tout P>u. En vertu de l'hypothöse et du lemme 4

l'ensemble V : lim {Y*; nf,")n'est, pas vide. Si z e V c Z^(5, M), on
*f''es

voit que e61@ I B,(S , M)) : Z d'oir I'assertion.

Reste ä montrer que e(.) est injectif' Soit 
" 
: {",} un 6l6ment de

Z^(S , M) tel que zo: Ocoe B.(a , M) pour tout a € §. Convenons de

d.6signer par V, la va;ri,6h6 c,* Z*r(a , M) . Il en ddcoule que V, + O

eh ny(Yi) cV,.Donc I'ensernble 7: - lim {V,;nf,"} n'est pas vide.
< f,"e§

Si c € V , on a Oc :2 , ce qui achöve la d.6monstration.
1.8. Pour terminer ce paragraphe on domre un exemple oir

v
är(§,IvI)+Ho(S,M). Soit 7:{eia'0{E<2n} Ia l-sphöre et' M
le groupe additif Z des entiers rationnels. Convenons de d6signer par ä-,
le recouvrement {?} de T et par a^(ne Z,n > - l) le recouvrement
ferm6 et fini

{,qi,.. .,.+;.r, ; Z1*r:{nkl3" < q Sn(k * 1)13" ; k- 0,..., 2' 3" - 1}}

de ? (cf. fig. l).

Figl.

D6finissons I'application continue fi:? -->T (j : 1,2,3,.. .) par
l'dquation fld : 3q mod 2n . I{otons que /r(O) : 0 et fi@) : o
pour tout j . On peut donc identifier 0 el n aux 6l6ments de la limitd
projective X - * 

lim {T ; lil qui est bien connu comme la solenoide triadi-

que. Elle est un espace compact et m6trique. On a pour tout j I'application
canonique !i:X-->7 satisfaisant ä la condition gi-t:fiogi. Il est facile
de voir, eue "fi applique les 6l6ments de d; aux 6l6ments de a].-r .

19
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Si l'on ordonne ai et dj_, convenablement,, on obtient ainsi d'une
faqon naturelle une /i-projection å1 : ai---> ai_t.

Si l'on ddsigne pour tout j

"i 
: {AL; AL : Sj '@L) ; Zi e a,y er note par nj la projection de

ai dans dj-r d6fini par i1 , on obtient, tenant compte de la condition
gi-':fi"gj, un spectre § de X tei to" -F(X) >§>I/(X) . On

a Hr(ai,Z):0 pourtout j desorteque äo(S,Z):0.
Supposons 7: {"i} eZo(S , Z) donn6 par les dquations z1(A\): - t,

zi@\1):l et supposons que 2:AA:{Ari}eBo(B,Z). On a alors

Alors iI est un exercise c1e calcui trir.ial de r]rorrtrer qlre

cj-l(lji-', -, . Atrj:t) =- 'rL, + ?tz- 3rz,, i et

(rf. I'ig. 2).

n,l = l, n2 = C

,,,

Fig.2.

Par it6ration on obtient pollr tout 0 < i < j les dquations

d,, :

et

cj-,(Alj:t 
-L , 

Al-:)

Air-') - (nt, L)n, + nxin2

+ %z , o11 peut, par exemple, srlpposer que nL + 0 . I1

€ir : q-r(Air.åi_,i ,

oU ?tL1 -2 et
Puisque nz

Uil > zilnrl .

Puisque n1

et

en

.l
\
\

*o
t

I

-.-f...........-^.-,/( \-/
{d./2

f
Iv
i
\
\

\.'

TL
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d6coule que lim ld',) : q. Puisqu'on peut choisir j (et donc i) aussi
j*o
i+@

grand que l'on veut, on obtient une contradiction. II en ddcoule que

,e806,Z) et donc äo(§,2)+0.

§ 2. Oomplexes dcubles

2. 1. Soit C*: {Ceq;0' ,0"} un complexe double augment6 de chaines
de groupes (cf. [S] p. 32). On peut le reprdsenter sous la forme d'un dia-
gramme anticommutatif

ila'i ia'
Y

a" i 6rr-tl ;
o

I

la'l
I

Y

a"i

.\,
o

Y
,\tl ; ^. lto'o

CI

i
oir Crr:0 pour p< - I oubienpollr q< - 1,0'0':0, A" 0" -o
et0'0"*A"0':O.

Les colonnes et les lignes de ce diagramme cldfinissent les complexes

de ctraines
iiii

'Cxs: {Cor; 0'} et "Cpx : {Cor;0"} .

Egalement on peut reprdsenter un complexe double augment6
ii
C* : {CPc ; ö' , ö"} de cochaines de groupes solrs la forme d'un digramme
ant'icommutatif

tl
{}

e)' ö'

i

ö"i,å",^

,|

ö' å'

^ i-l
i)
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oir åoo:0 pour p< - I ou bien pour q< - !, ä'ö': ö"6" :
ö'd" + d"d' : 0 . Les colonnes et les lignes de ce diagramme sont des
complexes simples et augment6s de cochaines

iiii
'C*q 

- { CPq ; ä'} et ttCP* 
- { CPq ; ö"} .

2.2. Examinons d'abord C* . Convenons de ddsigner par "Zo* le
iiii

noyau Ker (ä' i"Cpx-->"Co.w) et par "Bo l'image 0'("Cp1-w) (cf. [tt]
p. 704). De la suite exacte

0 "Br-l* "Co* "Zo*<--0

ddcoule alors la suite exacte d'homologie

,-r("Lo) . 
" 

Hr("åo-r*) * I' Hn("år). 'o-
i

iA
Hr("Zpx) .i*1

i
On peut calculer l'homomorphisme As par Ia construction habituelle

(cf. par exemple tsl p. 2+) comme suit: Prenons un 0'(a) p e åo) qui repr6-

sente un 6l6ment r de Ho("År-r*). Alors O"(z) reprdsente l'dldment
IL

0, (r) de Hr-r(" Zp*) .

Si l'on suppose 
i ,

(2.2) "Br,: "Zno

pour tout q > - l, il en ddcoule qae Hr("Bn*): Hn("Zo*) pour tout
q > - I . On obtient ainsi par composition l'homomorphisme

;_'i 
i i i

un : 0o At. . . . 0n : Hn(" 2-r*)-t H -1("2"x)

pourtout n2-L.
2. 3. On obtient des rdsultats analogues dans la cohomologie en posant

De la suite exacte
iii

0-> rtffP-I4 +"CP* 'ZP*--+0

d.6coule alors la suite exacte de cohomoloeie
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iåci-f'

ii
Jq i ös+r

Si l'on suppose que

(2. 2. c.)
it.L

i
pour tout q > - I , il en ddcoule qtue " ZPc est canoniquement isomorphe

iii
ä "BPc pour tout q, 

;1 
. On a alors 5rt1r'BP'-7) o'- ö"("Zr' -l; de sorte

que III("ZP*) - Hc(t'Bp*) pour tout q > - | . On obtient alors par

composition I'homomorphisme

t ii i i i
I)": ö ö_ 5o. H_r(,tz"x)_>H"1,,2_rx1

ponrtout, n)-1. i i i_r
2. 4. Si I'on a donnd les homomorphismes g : C*--> C* et

ii-li
h : C* --> C* des complexes doubles de chaines resp. cochaines, on

obtient de fagon naturelle les diagrammes commutatifs

-r("ho*)ro, Hn("ån-r*)*In Hn("å*)*is-
i
B(,

uq

L

.C
9q(2. 3. )

Hq-riD).) * on 
Hr("'io-r* ) * In Hr("åil * Jn

,i

Hr("zo*) * 
ä'o' 

Hr*r("Åo-r*) *---
,lis?i 

ivY 
i-l

i-1

et

i-l
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i
lrT

^Ii
7o f

rb'c ',

Å, ___ :-_1- .. '1i i-, 'r,'

(2. 3. c.)

i jrrr

^^il i'lh'rl I

| ,-t
i-r åC Fr i-1

2. 5. On obtient des rdsutrtats analogiques ä ceux de M. Floyd (cf. [Z]
p. 336), si l'on corrsidöre une suite

ä. J-,' ""l ";' , å , -b.

oir la condition (2. 2.) est satisfaite pourtout,i - - l, 0, . . ., n et pour
totrt q>-I. Sil'onposedans(2.3.) ?:i, Q:n-i--l etsi

i
l'on suppose Im(gf-,-r) :0 pour tout z:0,...,r1, on voit alors
dans (2. 3.) que

tnlg',-,-11. r*iäj-,1 et Ker1i,-,-1) c I(er(of-,-,) : x"r.1gr^-,-,y

ponr t,out i : 0,...,11 de sorte que

0 I n (,) n-l n_-L

rnr @1rg1, . . . 91) c rni @1, . gir o a) _-

-10 n-l -1 0 n-2n-2

-1 -l 0 n-2
Im(äolr7?...s|\c -:-

-1 -1 -1 0 _1 _1 _1 _1
Im(äo AL . An-_ {tz,_t) c frn(äo AL . An) : fm (D*)

et

^.
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Ker(D,-r) : Ker( Oo Or. . . O,-r) cKer(gzo at. . . a^-r) :
n-2 n-2 n-2 n-l

Ker(ä, Oz. . . in-tS1-r) c

K",1å,-, i:-, . . iii-,1 c K*å'--,;'^-,, . . ."ii-,1 .

Si l'on ddsigne 'rf 'nf -nf 
: g! , Hr1"Lr*y -> rl,1';år*) pour tout

i : - 1,0r. ..,h rk : 0,,..,tu, on obtient, le

Th6oröme 1. Si fm19f-,-r1 : O pour tolt i:0,...,n, il en
cldcoule que

-I n-l
Im(Si,) c Im(D,) et Ker(gl_]) I Ker(D,_,) .

2. 6. Au cas dual nous &rrons une suite

ö**i "Cl-"i' *i -;.

de homomorphismes de complexes doubles augmentds de cochaines telle
quela condition (2.2.c.) est satisfaite polrrtout tl : -1,0,, .,n et
pourtout q>- 1..Si I'onpose dar-rs (2.3.c) lt:i,g:% - i - I et

si l'on supposo frnlå;'-t; :0 pour tolt ri -0,...,%, on voitalors
dans (2. 3. c.) que

i i-r i i i
Ket(h?;t-t): I(er( ö"-') et lu(h2*t-t):Irn(hi*t-') c I*1ä" ' ';

pour tout i:0,...,n. On obtient donc les inclusions

n 0 n-ln-l 0

Ker(lt;t . . .h,;') I Ker( öo hr' . . .hr') :

N"r1"i'). . . .ir',ilr K",i;i "it .'o',-i,l :
n-2 0 -l -1

Ker(hrr. . . hL öt do) f

xrrlå,7';'"-'....Jå1, r"r1i" ,äl : x",,1aly

et
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Si l'on ddsigne _r h

hL ....hL :hi: Hi("ffk*)-->Hi1"2**) pour tout i,: l,0, -. -,'tL,
k:,0)..,)n, onohtientle 

i
Th6oröme 1c. (Cf. Dyer p. 128) Si Im(ää '-r) : 0 pour tottt i:0 , ..., ?L ,

il en ddcoule que

-l n-l

Ker(ä,-I)3 Ker( D) et Ini(äl:i) c Im( D-') .

2. 6. Puisque les diagrammes

ä -r*, i-, rI *r(,, ä,-r*) Hn-, (, 
, å-- t* I *å"-) rl-r 1'' ä*.-,* )H n*r("

rL

9'"*,
n

Z
,Q -t

^ni
tn-L \

[Lo i
z-

I

i

hr-i

Ä
tLl

lrr' 
I

j

n-In-L
n-l n n-t et . n-I f)"-r n-l

l{,-r("2-w) ""-', II-1"Z"-tx) Hn-t('z-t*1 <"-- H-t(tZn-,*)

g::r' lt;],

-l
-1 ]1n-1 -t

sont commutatifs et git : g:,-l S'"-, , h:-' : h2-' h:-l , on ohtient,
immddiatement le

Corollaire 1. Sous les hypothöses du th6oröme I

l<rr1['-rå^-,) c Ker(g]-,) .

et le
Corollaire 1c. Sous les hypothöses du thdoröme I c

Im1å"-'tZ\ - Ini(ä[-1) .

§ 3. Th6orömes fondamentaux

3. 1. Considdrons iai des applications

: .V n-L"f' ; -1

si-i
_I

H n-r('7å -,,*) -!r.:, H -r('lå *-r*) gn-r 
1r
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i
d'ensembles, des /-homomorphismes correspondants

fr,fn ä* , Mn-r"i) ,
n n-L
CI* u*

1r" nIn-l < '

n n-L

ir n-L j[

0

.... ..-Y\ M-L,
0

u,*
.. .. /f-1 et

-1
JT

. . . . _----) al-I

i
de spectres et enfin des /-projections

n

s

de A- et ä-domaines
'inj ectiues

n;'

des recouvrements
n) I) .

(3. 1. )

de coefficients et

n-L
n-L ?T'

i
finis a des

-1
Tt' -l

.-) a

ensembles

iii
(u €,S,fl'e n)

i
x(i- 1,0, ,%)

Les applications ci-dessus donnent naissance aux diagrammes conr-
mutatifs

"?o

l?r(;

-I
ntit

,,(å

Y
n-L

rL ncl 0'

H/a , lYI") "(i) ->

n, -L

II jå , M*) 
n(i) , , M-')

Y

,lyl*')

, Ä'-')

le

7yk-, ln,trt) ) ) -:

, il s'ensuit que

n, -l
C Ker ( n6_r) .

Hj(3,

^(3. I . c.) n[|) 
iCII

et

k k,-l
Im(H*_k_r(§ , lwk ir?) -+ II*_h_r( .§ ,

pour tout k-simplexe st € .:- (k :0 , . . . , %)

frrr t"Ur) :) fm Wf"ll et Ker(z A-rl

n, -l
n0) -r

xr u)
-la.

*(i)

Hi(; , Nn) *"7r'l H'a:, rtr-')

3. 2. Thdoröme 2. Si
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Ddmonstration. 1o Formons les complexes doubles de chalnes C* oir
iiio

a) Crr: Co@ , Cq(S , M')) , b) a' est I'opdra'teur bord de
iio

C*(o , Cq(S , Mt» et c) A" est l'homornorphisme fonctoriel
ioiioiio

(- r;r+tgr1a , o):co@ , cq(B , M')) -* cofu , cr_r(s , M')) .

i
2o Montrons d'abord qae H^('C*r) : 0 pour tout zt, et pour

q > - r. Puisque å 
"ut fin'i, onpeut identifi", ä* ä linr C{.

C{ est le complexe double: * 
,

§)) "
io

-: c ufu , {i q(f, , M'))

oi
l){')) d* C o, s'identifie donc au sous-groupe

tll § t). Tout cycle z de Zr(u , Cr(§ , if'y

tout

oiI

( 
'18" pq.

ii
Le sous-grolrpe fro@ , Cr(.q ,

tim fro@ . or({i , §r\) (rf.
{_---. 

t

tr>;
est alors une farnille {*§) B > : oil
torrt s;imptrexe

io
z,t3 e zo@, or(p, fi{',}} . z§ asscoie ä

rlne chaine c,l e O nU3 ,

(3. 2 .)

oir sI- I est fixe et V

Posons pour tout
(Bo, . , Bn) e +Bn

i

euP

que

0

(8. B.) i*,(r') - ,f Q) e tuttQ n rfl :-- M'@ n rF,
si n"](B) : Ao et z6ro, si nB]@r) + Ao. On obtient ainsi une chaine
^i=^iip- de cr(a , M' fffl . Les chaines äf (sfl+, 6 6+r; d6finissent une

^- 
i o. i

chaine cp e Coat(a ,Cq(fr , M")) pour tout §> a. De la ddfinition des
,\^ t

spectres et de I'dquation (3.3.) ddcoule alors que les chaines 
"P 

(0> o)

sont les coordonndes d'une chaine ä e . f* {C.*JL , Cq(§ , fut»} :
i i o. (-

Crar(a,Cs(S,M')). f)"
Si w,i"(Bd G s! , alors ii existe un seul p f l-simplexe sPil ) sf qui

le contient. De la ddfinition (3. 3.) ddcoule alors que

. ^frI' I ul) de telle sorte

'I-' < 'f
I oq(p , Mt i,?l --> cr(§ J{i I rf. ')

Ai^) € oo*' (Ao e sf) et s' --,P,
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(3.4.) Z iu^@r,...,8r):rf(Bo,...,8r).
..P*I = *Pm'l

Si zrå(Bo) € sf , on a, tenant compte des dquations (3. 2.) et (3. 3.)
les dquations

f i*@0,...,8,): : - t;@o,...,8n):
"P-r > ,f 

"P^t"> "!n 
r

(3.5.) ,u]{eo\e"P*ro

Z - cl,*(Bo,...,8r) : cf(Bo,...,80).
"o r. "f," '
, uj{ao) e ,P*r"

(Ici sf;I est la face de sf qui ne contient pas npi(BoD.
On a donc a? : z, d'oir l'assertion.l
3o Nous avons alors la condition (2. 2.) satisfaite pour tout i d'oir le*q

homomorphismes
iii

D, : Ho(" 2 -r*1--> H -1(" Zex)

pour tout p et potTr Loat i 
i i

, "" 
complexe 'C*-, 6tant C*(a , Mi) ((O) : Xl) on voit que

"Zo, -r: Zr(a, M') . II est, de plus, facile de voir dans le diagramme anti-
commutatifA,,iio

0 <- Colr(a , Mi1 *--" Co,rr(u , Colg , fuIi))

o <- zotu , Mi) * u" 
zo(o , co(Å , iur)) ,

i
oir ä' est maintenant surjectif, gue Ho(a, rl1') s'identifie canoniquement

au groupe quotient de H*r1"åo). On obtient. donc, en composa,nt D,

ä l'epimorphisme canonique H_r("2)---> Hr(y , Mi), l'homomorphisme

h: Ho(s , M') : Ho(',C_w) : Irp("Z_uo)--> Ho@ , M') .

4o Montrons maintenant que h est n(r,,. Pour le voir iI suffit de
montrer qu'il est ainsi pour l'homomorphisme correspondant appartenant

ä la coordonnde p h§ : IIr(§ , M') : Hp("åi-M) : Ho("åi-r*1--> nop , M')

pour tout B>a.
w ,o

1 Si I{ : H, ilsuffit de montrer qle H^('C'in) : 0. Sa d6monstration est duale
ä la ddmonstration au page 37, et elle est un peu plus courte.

oi
l

I

Y

l

Y
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Si ze Zo(§,M'),(Bo,
posons

,Bo) e *Po et s? : (A0,..., A*)6 + årW I p) ,

(3" 6.)

cf(Bn,...,80) -Z v@(F.',. ,Br)) €
- r,l{uo' ' ' " Bn): 'f

M,(q n Bk n . . . . n BP) .

Cette 6quation d6finit dvidemment les chaines c! e Cr-o(§ , A'14)
de telle sorte que I'application s! --> cf ddfinit une chaine c' de

l'O

Cn@ , Cr-r"(P , U')). On a, en particulier, O'co : z et O"1co1 : 
"(;r{z).Il suffit donc de montrer que O'sh+r : O"ch i.e. que

(8. 7.) acf1B**,, .. . , Bo) - ._Ä.*(- 
I)**"!,*'(Brn-,

tr,-' > s,

,Bo)

pour tout (Br*r, . . ., Bo) e+pP-k-t .

Supposons d'abord que nljl(B*+r) < Ak. Alors Ia d6finition (3. 6.)

implique que (3. 7.) se r6duit ä 0 : 0 , puisque le plus grand 6l6ment de

,l*' > sf est toujours plus grand qlue nBj(Btar) .

Supposons que npl(Br+) - Ah . Puisque 0 z : 0, on obtient les

6quations

B)) -

B)) :.

, u!]rr, . . .,,t +r) : "lr*' = (-,)k+lri'

(- I)*+' Z cTt(B*+r, . . ., 80)

'L*'='f
d'oil l'assertion.

ocfqB**r,...,8r) -I v@(80,.
- rlrtro , Bk-L, Bk1 r) : ,f

, ,,i.{u^l > Ak

,l,l{ro' . . ., Bk-L, Bk+r) : "f
, ujtr*l < Ak

,,,ltuo'... , Bk+1): r|*'= (-r)k+t "f

Z (- l)**tt!,J'(B**, ,. . . , Bo) .

lc+I kstn' > s,

Si npi(Br,a) ) Ar,, alors

acllB*nr2...,8p) -Z v@(Bo,...,
' ,,lt'o ' B u): 'f

I v@(Bo'" ' 'Bo)):
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5o Les projections ;' 6tanb croissantes et
tt,t,

cations f et les homomorphismes gx et xr

de 2.5. et donc au diagramme commutatif

injectives (rf. 3. 1.),

donnent naissance

les appli-

ä la suite

t1,

On,oo <_ c,, _r

V
n-l

()

V
n

tt ry/)n- 7,1)

1/
En vertu de l'hypothöse pour k

i
C n, j or] voit ici, que

ä*@,-r(L , tt"))
ii

p > 
- 

1, or obtient le rdsultat

Ker(ä,_r(§ , 11") + Hn_r@ , lI")) C
(3'8') n n-L

Ker(H,_,(§, M") + H _r(" Zn_r*))

6" Puisque le foncteur H commute aux sommes directes, on a

Ho("å**) - @ Hp6,frI'llfl

n-1
0

n-1
"Zn-1, ()

n-l n-l
C a"("zn_r,o) .

i

Itt,
.1,,

e*rr*

n

n--1 I n-l
/
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pour tout, 'i,, k et p. II r6sulte donc de l'hypothåse que l'hypothåse du
thdoröme I est valable. pour tout O_;0,...111 ._Du thdoröme I ddcoule

alors que Irn(H-r("Z,x)+ H-r("2**)) cIm(ä,(§ , X[-')- H-r("Z.*)) ,

d'oir on obtient par passa,ge aux quotients la premiöre assertion

trm (H *(;, lw") + H n( a, Mt-t))

L'dquation (3. 8.) et le corollaire 1

-1 _I

c fm (H*( S , J[-')-* H*( a , Å[-L)).

impliquerlt la deuxiöme assertiou:

Ker(ä,-r(Ä, Mo) --+ä,-,(], M-'11 =

Ker(ä,-,(Ä , M')---> a-,fii)*,*11 =
Ker(ä,-r(,§ , Mo) ---> H,-r(å , M"))

ce qui achöve la ddrnonstration.
3.3. Si l'on suppose les applications dans 3. f. identiques, on obtient 1e

Corollaire 2. Si cr est un recouvrement fini de l'ensemble X appartenant
ä un spectre § de X tel que

ä.,u_,(§,a?1 :o
pour tout sb€iak,k,:0,...,1x, il en ddcoule que l'homomorphisme
canonique nirl: Ho(S , ilI)-->Hr(a, M) est injectif poul p: n - L et

snrjectif pot;r p: n. v
3.4. Remarques. lo Si .A : H @f .lemme 10), alors le lernme 6 implique

que I'hypothöse se v6rifie automaticluernent pour A : ?? . si les coafficients
sont constants et pour k:n, h-|, si les domaines de coefficients
sont des cofaisceaux. i i

2o Si l'on suppose Mi : G, q* identique et, f l'inclusion pour tout i ,
nn-lnn-ln

X : X , ct : ct , ?trt identique et les spectres F(A,),, comme dans

I'exemple D . p. 15, on obtient une g6n6ralisation du thdolöme
basique de M. Floyd (cf. [7] p. 320). La deuxiörne partie du thdoröme de

It. tr'toyd contient une erreur dans les indices. Par exemple pour rL : 0

w^o:HlAo)-> Hr(a) soit toujours surjectif puisque i,0,,,.'.Hr1ao)-->Hr(ao)

est identique, ce qui est dvidemment impossible. Il faut, bien entendu,

remplacer 0 par -1.
3o Le corollaire 2 et ä fortiori Ie th6oröme 2 ne restelt pas, ell g6n6ral,

valables, si l'on remplace H pat f1 , comme l'on voit dans le: exemples

suivants:
.4. Soient X et B comme ä Ia fin du § 1. Soit I l'intervalle fermd

l0 , 1l et Z I'intervalle ferm6 l- I , 0l (cf. Fig. 3)
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el;t _ _1

On peut identifier I
{n"} de X (cf. trig. B.).

Soit ,S' - { §-, ( 0o

,n ,n _r 1 ,tt
t-

Fig .3.

€ Y au point {n"} de X et I e Z au point

< p1 (( . .) le spectre de Y U Z oir §,-,

1 , 2n (.f. Fig. 4.).

-, ,,,?,,-#1
0

Z . L'homomorphisme

Fig.1.

Il existe alors une et, seule projection )' , Br--- Br-, . Les spectres I
(p.20) et §' ddfinissent un spectre §:{r-r(?,0(....} de T:
IU y U Z,yi: qU Bi pour tout z. On voit facilement que F(?) >
t =_rfrl de sorte que les groupes 4t§, ZIX) , ti,1B , z l-1 et
Hj(S , ZIZ) sont isomorphes aux groupes Hi(X , Z) , Hj(l' , Z) et
Hj(Z,Z). Puisque Z satisfait älacondition (1r) p.9et X,Y el Z
sont connexes, ces groupes sont nuls pour j : 0, - I de sorte que les

hypothöses du,,corollaire 2 sont satisfaites pour n: 0 , a.: T_t et H
remplacå par H .

Montrons rnaintenant que

est donnd par nt((nt , nz))- ((2ru, * nz) , (n, + 2nr))
Z x Z (cf. l. 8" et Fig. 5 ci-d,essous)

D
a)

oU (rer,nr)€
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Fig.5.

Par itdration du raisonnement, on voit cornme dans 1. 8. que

,iii-' '. Zr(yi , Z)--> Zr(y1-,, Z) (0 < i < j) est donnd par

n1'i-r11n, , nz)) : ((mrn, * (m, - L)nr), ((m, - L)tt, -7 mrnr)) :
((rn,(n,4- n) - nr) , (mt(n, + n2) - nL)) .

Puisque lim mr: co , iI en ddcoule que

i:z
(nr, nr)€ Im(zl,' i,1§, Z) - Hr(y,, Z))

si et seulement si rz, - - nL (cf. Fig. 6.).

il*

il*

Fig.6.

är(§ , z) - Z1(§ , z) = { (nr, ?Lr)} ,-' z .

L'homomorphisme canonique

n(1-r :Et(§, Z) - Z ---> Z - Hr(^,'-r, Z)

est donn6 par l'application nr--+ 2nt qui n'est pas suljective contrairement
ä I'assertion du corollaire 2 pour n: | .

B. Soit X' : {l"l < 1} le disque unitd du plan complexe. Si l'on identifie
tovt {e4'} e X' au point oppos6 ei(E+n), on obtient le plan projectif X
(cf. Fig. 7.).

0n e cloirc I'a:sertion

- lt
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x/z

Fi 9,7.

Le cercle ',zi -__ I 
,, 
2 clivide X ä deux parties f et E

eb t' pp. 20, 33 ddfinissent, un s1:ectre

§=-i;_r(Eo(8,(.. )

; l*6I2.e{t r2.c rön - {Eii,gri:{r€B;€§,,, B;€Y Ve Ai€d"}}

Les spectres
,s

,Je

(rf. trig. s.).

Fig.8.

On a, en particulier, 3-r : {2 ,E}. Il n'existe qu'une seule projection
ä" de E, clans e,-, . Les dldments cle f, qui sont conterius dans Z1rSl
constituent un recouvrement e] 1ul) ae A @). On a

\
IIIV^, Z1 : år13 , Z) : Hr(X , Z) : Zl2Z : Zr,

Hr(E'",21 :år1§,2Ä):Hr(Å,2):o pour tott n,
V^

Hr(i'^, 2) : Ht1§, z)B) : Hr(B, z) : z pour rz >0,
äo(§, z1@ n sll : uolf nE , q: 0 er H,(r-,, z) -- o .

Ddfinissons l'application continue f" : i --- X dans les coordonndes
polaires r et q cornme suit:

E2
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Il en d6coule que /" applique les 6l6ments de E, aux 6l6ments d" t,-,
d6finissant donc, par un choix convenable de l'ordre, une 1f"-projection
naturelle i':io-->i*-, et un /"-homomorphisme §-t§. Il est alors un

exercise de calcul trivial de montrer que I'homomorphisme y6, t är1§ , Z) =v^
Zr-+Hr(S , Z) =. Z, est donn6 par /ä)(1) : 3 : 1 . Cet homomor-
phisme est donc l'application identique. Egalement on voit que l'homo-
morphisme 

/[,v ' 
]'13 , zl[l-->åri , z1E1

i.e.

fft1: Z --> z

est, donnd par l'dquation fiu(m):3m. Il en ddcoule que

* "I {ri,t§ , h;fi,t): z, et

* "l {},t^§ , zl,q;/ä,} : *+ rä,t§ , zlE) ;/[,r] :
* t'r- {rirt§ , zr@n s) ;.fio,} : o .

Convenons de ddsigner par X , A 
"t I les limites projectives des

systömes projectifs {X;l\ , {A;f"} et {B;.f"}.O, a alors X:AUB
et AnB: - I {ZuE;y"y.
On a les applications canoniques j, x-**,ilo : A->2, ftu : B-->E

o-
et fKAnB): A OB-> AnB. Convenons de ddsigner par en le

recouvxement {E , ) E, : til-'tg S ; E, eE,} et par xr' la projection de

eo dans e,-1 ddfini par i". On obtient alors un spectre § de X tel
que .ä'(X) > S > U(X) de sorte que

vvv
är(§, Z) ry. Hr(X, Z), H1(5, ZIA) : Ht(A, Z), Hr(S, ZIB) : Ht(B, Z)

et äo1s,zl(anB)) :Ho(anB,z) (cf. Iemme8).

Il est bien connu, que l'homologie de Cech est continue dans les espaces

compacts (cf. [6] p. 261) i.e. que les groupes

Hr(X, Z), Hr(A, Z), Hr(B, Z) et Ho(A n B, Z)

sont isomorphes aux limites projectives des systömes projectifs

{H,(*, z);ft},{H,.(Å, z);fT,},{H,.(E , z) ; fi,} er {Ho(ÅnE; Q;f(,,}

c'est ä dire aux groupes Zz , O ,0 et 0 .
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Les hypothöses du corollaire 2 sont donc satisfaites pour o: €_r,
n: 2 et f1 remplacdpar ä. Poi.qrre Hr(e-1, Z):0 et är(B , Z) : Zr,
I'homomorphisme canonique

är(s , z) - Hl(x , z)+ Ht(u-, , z)
tt'est pas injectif, contrairement ä l'assertion du corollaire 2 pour rL

4" Dans l'exemple B ci-dessus rlous avons un noll\reau cas oil H
En effet, II ,(S , Z) - Zz et //1(§ , Z) -: 0 .

3. 5. Le th6oröme dual du thdoröme 2 est le
Th6oröme 2 e. Suppcsons sous les hypothöses 3. I. qlle

k-t-k
rm(H"_k_'(s,N*_,|n,(,f))->Hn_',_t(S,NrI,f))

pour tout &-simplexe sf e+ah (k : 0 , . . . ,n). Il s'ensuit dans (3. t. c) que
n, -l

rer(29),) s Ker(zf;t) et rm(zj1-t)) : rm( n@-')) .

D6monstration. 1o Formons les cornplexes doubles de cochaines
iiiio
C* oir a Cpc - Cp(a, Cc(§,Ifr)) , b d' est 1'op6rateur cobord de

iio
C*(o , C,1§, Irr';; et e ö" est l'homomorphisme fonctoriel

ioiioiio
(- t;r+t6r1a , ö) : gt'1o , Ct-r15, N')) -, Cp(a, , Cc(S , Nt)) (cf l8l p. 210).

i
2o Montrons d'abord que H"(Cxt) : g pour tout n et pour tout

q > - | . Puisque o est fini, on peut identif i", ö* a Um , åf oir

i i i o B>>'"

Cei : CP(a , Cq(a , Co(§ ,lr';; 1cr. tll § 6). D'autre part le foncteur H com-
mute aux limites inductives (cf. [8] p. 2I) de sorte qu'il suffit de montrer

i
qrae H"(Cfis) :0 pourtoaL i etpourhout q >- 1. Ona,parddfinition,

io
CP(u , Cs(p, 1[')) : T-I Cq(B , I,{t1s71 :

"f ,-'J
TT ( T-t n,(fr n 0l :

"l u*7 "'etBe

TT ( TT r,1? n ,flt :
-+Dq p --iPsI E 4

i._
(Co (o , //'lr' ))

37

,2
V

+II

T]
s'e + pl
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I1 est alors facile de voir que

i^i^
ö'(cP(a, Itr'lr')) age+t(a, N'ls',)) .

i^i
Il suffit donc d.e montrer que H"(C*(o, -l[']s')) : 0 . Puisque p > d' oL

i
a, s'cA€a de sorte que

i^i^i^
c*(o ,lr'lr')) : c*(a o,4 , N'|s',; : C*(a n (.4 n s',) , N')

oil
i^i
ufi(Afls') : (Atn@fis');A,e a).

i

En vertu du lemme 5 on peut donc supposer que a est compos6 du

seul 6l6ment' A n s' . La suite

o--+c-'(L, rtr') Ö' co1å, w'1 ä' c'1å, u'1 u -' . . . . .

est alors isomorphe ä Ia suite

0-> rrl'(,4 n?) 

" 

N'(/ n?1-t 0-----+ 0....
oir 1 est I'application identique. La suite est exacte d'oir l'assertion.

3o Nous avons alors la condition (2.2 c) satisfaite pour tout i. et p et

pour tout q ) - L . On obtient donc les homomorphi.*". å" de 2.3.
ii

pour tout i, et n. Le complexe 'C*-r 6tant C*(a , y'fi) , on voit que
iirr2*-t : ZP(a,Ni). Il est, de plus, facile de voir dans le diagrarnme

anticommutatif
i 7rr i i o

o 

-> 

CP*,(d, ff') ' , Cp+'(a, Co(S . Jr))

i å,, I I c

0 

-> 

CP(a , I{i) -u , 6:r1n . ColS , I')) ,

iiia
BP(u , Ni) Bp(u , c'o(s . rr))

t

oir ö' est injectif, que HP(a ,Iii) s'identifie ä un sous-groupe de
iii

H-t1,,Ze*1 . puisque ttZ-L* 
- 

,,C-t>k, on a

ö'
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On obtient donc l'homomorphisme

4o Montrons que ft est l'homomorphisme nV ). il suffit cle montrer
que l'homomorphisme correspondant d

it
kB,I{P.{a ,I{i) 

---> 
H-'("2f,*)

L

i

i

7r' ,(f')
ll".

' Er=r)

i
DP,

_-P y-

oir Cff est le complexe double: Copr: CP(a,Cs(p,Itr,)) , est l,homo-

morphisme n\l) . Soit s! : (Ao, . . ., Ao) un p-simplexe d.e ioo, s!
§a

leå-simplexe (A0,...,A0) et s': (Br*r,...,8o) rrntel gt-l;- l-sirn_
plexe de *d qo" n.;(Bt,+r,.. ., Br) : (Ao+r,. . .', Ao). Etant donn6 un

i lJo
cocycle z de Zp(a,Iy',) , onpose cflBr*ts...,Bp):E@(A0,...,Ap))e
l'(B*o, n.... .fr Bon /o n.... n A*) -N'(B-pr1rn.... nBpnAol....nAp) pour tout sf , §, et k. On
obtient dvidemment ainsi une cochaine cf de Cp-k-t(p,lf,l$) , et les

cochaines c! ddfinissent une cochaine cr de Ck(a , gt-r,-r(p , d,)) .

Puisque åz : 0, on a

pour tout (Bn*l : , Bo-;r) Q + pn-r;' de sorte que

ö'ck 
- 5rrrk+L

§a

:-- z(sf) , on obtient I'assertion.

injectives et croissantes, les applica-
L

et rt donnent naissance ä la suite

P+1
YLj:A-tl ?t ,(B o__ t ))

1) c,.

5o Comme les projections ft' sont
iii

tions f et les /-hornomorphismes V*
de 2.6. et donc alr diagrarnme



Ann. Acad. Scient. tr'ennrcre A. I. 326
40

11.1o@l-*; -rEl-*

\{ \t

A

D'aprös l'hypothöse pout lc: n , on voit ici, ö' 6tant injectif' que

nn-lnn-I4
7rro1g-t1,,2"-1x)) : ä*(Ker( d,,)) C H"-r(o, Å'") .

Mais cela entraine, tenant compte des 6quat'ions

I{P(S , 
^") 

: HP(" Z-t*)

que 
n-L n

trm (H-tytTn-r*)-+ Hn-t(S , N')) c
(3.8c) " n

Im(H"-'(o, N") -+ Hn-'(S , 
^'")) 

.

6o puisque Ie foncteur H commute aux produits directs, oI1 a

(p> -1)

pour
tout

tout i
i:0,

Hp(,,ör*) - TT Hp(s, 
^r'i,?))

$ e +i,t'

i

,j,k.L,hypothöseimpIiquea1orsqueIm(hf_,-')
. . . ) 'n. Du th6oröme I c ddcoule alors que

CC

-r>
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-l ti

Ker(ä;l) c Ker( ö). H"(a,Ni) 6tant un sous-groupe de H-11"2x1
pour tout n eL ,i, on obtient la premiöre assertion:

_t _I _l
Ker(ä"( o , il-') --+ H"("2-r*) : H"( s , -Itr-r)) c

Ker(H"( å, Itr-') --> H"(ä, r/')) .

La deuxiöme assertion ddcoule de l'inclusion

Im(H -t ('irl-'* ; -- r1*-' 1" fi-'*1y =
ImlH*-' 1"d-r* ) --> I1'-1( " L-'* )),

du corollaire I c et, de l'dquation (3.8. c.):

Im(,[I"-r(a , ff")* ä"-1(S , fl")) 3

rm@r (':rJ-'*; --- r'-r q" )-w 11 =
I^1A^-' Y;)-'*) -* g'-t 

1" )-w11 :

Im1a"-rfi'-' , 1tr-t)-+ ä'-t1Å , fl';;
c. Q. F. D.

3. 6. Si l'on suppose les applications de 3. l. identiques, on obtient le
Corollaire 2 c. Si a est un 6l6ment fini d'un spectre § de l'ensemble

X tel que

rI"-h-L(B,rf l0) : o

pouy tout sl e a-st", fr: tt ,...,h, il s'ensuit que I'homornorphisrne
canonique z(j) est surjectif pour p:n- l et injectif polu' p:72.

3.7. Remargues. lo Le corollaire 2 c contient la gdn6ralisation rle II. \Vu
d'un thdoröme de II. Leray dans la cohomologie de Cech (cf. [16] p. 796).

Le thdoröme de M. Wu contient urre erreur d'induction. Les hypothöses
de M. Wu sont satisfaites dans le Fig. 9.

Fig.9.
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(Ici Ho(Aon Azn At, Z) + 0 )

cependant, contrairement ä l'assertion I'homornorphisme canonique z!2)

n'est pas surjectif.
2" Les hypothöses du thdoröme 2 cet, du corollaire 2 c se vdrifient auto-

matiquement pour lc : n, si les coefficients sont constants et pour k : n ,

% - L, si les domaines de coefficients sont des faisceaux (cf. lemme 6).

§ 4. Th6orömes ale Helly

4. l. Examinons Ia cohomologie classiqr,re de iech clans un espace topo-

logique X ä coefficients dans un groupe G + 0.
Th6oröme 3. Soit a an agtågat fermd de X tel que

a) Les 6l6ments Ai de o sont compact's,

b) Aron.... .nAi*t' O pow to:urb A,..ea,i : 0,..,n,
c; a'1sy) : o pour tout s! e +aP ,P:0 ,. . .,rL - L,i: 0, ' ",

n-p-1,
d) H"(1,o"1) : 0 pour tout sous-agrdgat

n + 3 6l6ments.

Si Ia dimension cohomologique de X est

f intersection I - n Ai n'est pas vid.e.

c{" de a qlli a moins que

infdrietlre ä n + 1, alors

Aie a

Ddmonstration. 1" Tenant colrpte cle la condition a) on peut suppo§el.

o:{Ar,...,A*\ oir m}tt,!1. Supposons d'abord nL:n*2'
2" Pour que Arfr . . . . n A^ + O il faut et il suffit par l'hypothäse

b)queH"(a):=0.Errr,ertudeb)äi(a,,):0porrrtoutj:0
n - | et pour tout sous-agrögal a" de a. on obtient donc en vertu des

hypothöses et du corollaite 2 c 1'6quation

(4. 1.) Hi(lcL" ) : 0 Pour tout j .

3o Pour ddmontrer que ä"(o) : 0 iI suffit dorrc, d'a1:rös le corollaire 2 c'

de montrer que

(4.2.) u'(A,.n..... n/; ): o

pour tout A;.e u, pour tout j et pour to:ul p - 0, ' ",n1' - L '

4. si .4 et B sont deux sous-ensembles compacts de x , on a Ia suite

exacte

*L Hr(An B) *v Ho(A) + Ho(B) *Q H'(A

Hq-r(An B) *Y
U B) *Å

(1. 3. ).

(cf'. L6l pp. 43, 257.).
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5" Soit s:(4u,...,4o) un sinrplexe quelconque de +e. Posons
A:Ao,B:ArU....UAP. En vertu de I'dquation (a. I) et de la
suite (4.3) on a

H'((Aon A2)U (Aon 4) U.... U (,40 n A;):
(1.4.)

H"(Ao n (-42 U 4rU..... U/P) )=- o

pour tout z et pour tout p. Egalernent on a

(4.5) H'(Ao n ,4r) : s

pour tout i. En posant dans (4. 3) A: Aofi A, et
B : (Ao n Az) U (Ao n As) U . . . . . . U (Ao n Ap) on obtient en vertu des

6quations A. $ et $.5)
H'((Aon,41 n A2) U (Aon Arn Ar) U .. . . U (10 n 11 n A;) :
H'((Aon,41) n ((1, O A)U (AufrAr) U.... U (,40 n,4p)))) :0

pour t'out, i . Egalement, on a

(4. 6\ IIt.(Aon Atn Az) -- o et

H"(Aon AtO 4) U (Aon /1 n An)U . . .U (Aon /1 n Ap)) : t)

pour tout ii . On peut continuer comme ci-dessus partant des 6quations
(a. 6) et de la suite (a. 3). Aprös un nombre fini des pas on achöve I'assertion.

6" Le cas g6n6ral rn ) n -f 2 se fait par induction par rapport it m .

Supposons le th6oröme ddmontr6 pour o contenant m - I 6l6ments.
Soit Ao un 6l6ment quelconque de G. . Convenons de d6signer par d.

I'agrdgat {1oO At;A;e a;Ar=*Ao} il m- I 6l6mentsde X.
D'aprös f induction d satisfait l'hypothöse ö), d'aprös l'dquation (4. 2) il
satisfait l'hypothöse c) et l'hypothese a) se vdrifie trivialement.

On a pour tout sous-agrögat, d," de d f inclusion ld"l C Ao. Puisque
H"(Ai : 0 et Ia dimension de X est infdrieure ä" n, on voit dans la suite
exacte de cohomologie

. . .-> H"(Ao)--+' H"( o" )* H"+L (Ao, o"l)-->. . . . .

que H"(la" l) : O d'oir l'hypotlröse d).

O]nadonc O1 n _(1oor1,): n Ai:I C.Q.F.D.
(AnAieo Alea

4.2. Urre consdquence irnm6diate est le
Corollaire 3.1. (Helly: l9l) Soit E : {Ar},er un tel ensemble de sous-

ensembles convexes et fermds de l'espace euclidien -8" de dimension z,
que toute intersection ä n * I 6l6ments de I est non-vide. Alors f inter-
section des 6l6rnents de lY est non-vide, s'il existe une intersection finie,
non-vide et bornde d'dldments de E .
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On peut d6duire de Corollaire 3. I le

Corollaire 3. 2. (Helly: [10]) Si E : {At\,., est un ensemble firri
d'ensembles convexes de -8" tel que toute intersection ir, n * 1 6l6ments
de -E est non-vide, alors l'intersection des 6l6ments de Z est non-vide.

Il d6coule encore du th6oröme 3 Ie
Corollaire 3.3. (Molnar [1a]) Si ,&': {4,},r, est un ensemble d'ensembles

conrpacts du plan euclidien tel que
a) tout 4 e E est simplement connexe,
b) tout At n Ai est connexe,
c) tout A; fi Ai O 1r est non-vide,

alors l'intersection I : n /r est non-vide.

Ann" Aca,cl. Scient,. l'ennicir
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