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Introduction

Le but de ce travail est d’étudier les homomorphismes fonctoriels des
groupes homologiques et cohomologiques appartenant aux nerves et aux
systémes projectifs de nerves.

Les résultats connus par l'auteur sont contenus dans les ouvrages
[7] - [i2]et [14] — [16]. Ce travail sous presse nous avons trouvé quelques
résultats analogiques dans le travail »Regular mappings and dimension»
de M. Dyer (cf. Annals. of Math., 67, 1958 pp. 119--149). Tous ces résul-
tats sont représentés pour les coefficients constants.

Au § 1 nous donnons briévement les notations, les conventions et les
lemmes ayant choisi [8] pour notre principal ouvrage de réference. L’homo-
logie et la cohomologie sont developées cote a cote. Les formules et les
théorémes appartenant & la cohomologie sont désignés par la lettre c. Le
lemme 6 contient une nouvelle définition des faisceaux et des co-faisceaux.
Les lemmes 9 et 10 donnent trois conditions suffisantes pour que 'homo-
logie de (ech soit exacte.

Le but du § 2 est de démontrer les théoremes 1 et lc et leurs corollaires
qui généralisent les résultats des ouvrages [7] et [11] pour les complexes
doubles généraux. Ils seront nécessaires dans le paragraphe suivant.

Le §3 contient les théorémes 2 et 2c et leurs corollaires.

Dans le dernier paragraphe on généralise les théoremes de Helly (cf.
[9] et [10]) aux espaces topologiques de dimension finie.

§ 1. Notions préliminaires

1. 1. Définition 1. Un agrégat « d'un ensemble X est une famille
(A4,); 1 desous-ensembles de X (cf. [6]: sindexed family of setsy et [13] p.13).
Supposerons désormais 1 totalement ordonné ce qui évidemment ne
restreint pas la généralité. Voici quelques conventions:
—1° Convenons de désigner A;<~ A;, si 1<j (i.j€I).
~2° Soit f une application de X dans un ensemble Y, B un agrégat
de Y et m,, une application croissante de « dans B. On dit alors que
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7,5 est une f-projection, si 4; cf™! (,5(4i) ) pour tout 4;€ca. Si f est

l'application identique de X sur lui-méme. on dit que m, est une

projection.

—3° On dit que « et un (f-) affinement de g, s'il existe une (f-) pro-

jection de @ dans f. La notation est « >p (¢ | f > B) .

—4° Le support || de « est le sous-ensemble U A4; de X. « est un
i€l

recouvrement de X, si |« =X . Si X est un espace topologique, alors

« est ouvert (fermé) deés que ses éléments 4; sont ouverts (fermés).

—5° La dimension dim(e¢) de « est le plus petit entier 7 tel que toute

intersection de n + 2 éléments de « est vide.

1. 2. On peut considérer « comme un schéma simplicial ordonné (cf. [8]

p. 39) en convenant que toute suite s = (4, LA) (=01, ...,

0
Aij €c,j=0,...,n) soit un n-simplexe.

—6° On augmente « en ajoutant le —Il-simplexe s;' qui est la suite
vide (9) .

—o . e
—7° On identifie s = (Afo -
n

une permutation paire e, qui transforme si en sf. Si ¢ est impaire,

s A4; ) (n >0) a s ci-dessus, s’il existe

on éerit s7 = — & et s = — st

Egalement on associe & tout O-simplexe ! = (4;) le O-simplexe
—8 = (4;) et au — lLsimplexe s;' le — l-simplexe —s' de telle
sorte que — (—s7) = 5] et — (—s;!) =571,

— ——
— 8% Le support s! == —s! (n > — 1) des simplexes s!' et — s est
Iintersection
4,04, N nd,
— —

et le support s;' = — 57! des simplexes s ! et s, est le support
le| de a.
— 9% " est I'ensemble des n-simplexes de « . «" est vide pour n < — L.
—10° s = (4, ...... 4; ) est strictement croissant. si i, < ;< ... < i,.

Convenons que les O-simplexes (4;) etle — I-simplexe (0) soient stricte-

n

ment croissants. Convenons de désigner par —«" ensemble des n-sim-
plexes strictement croissants de .

— 11° Les faces du simplexe s! = (d,

: FNY: 4. ) sont les n — l-sim-
Y n

plexes
Sl = D (A Ao 4.

2 ? lk
(ici le chapeau ~ signifie I'absence de 1’élément 4;) .
En particulier, s;' = (0) (— s;' = — (0)) est la seule face de tous les

0-simplexes (4;) (— (4;)) de «.
Convenons de désigner s <s, si le simplexe s est un face du simplexe s .
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1. 3. Définition 2. Un »grouper @ est un module topologique. Un
ysous-groupe» est un sous-module fermé. Un »homomorphismer est un
homomorphisme continu (cf. [6] pp. 6.7).

— 12° @ est la catégorie des groupes abeliens compacts et &y la catégorie
des R-modules discrets, ou R est un anneau de base donné.

— 13° On appelle une variété de @ (cf. [3] p. 126) toute classe V =g + H
= {g+ h;h€H} (g €QF) suivant un sous-groupe H de G (cf. [2] p. 69).
Convenons que ’ensemble vide est également une variété de .

Il est clair que g € V', si V # 0 et que V ne dépend alors du choix
de son élément ¢ ie. g+ H=¢ +H, si g—g €H.

On voit, de plus, que

toute intersection N (g; + H;) de variétés de G est — ou bien O

(1) ou bien la variété g + N H; (g €N (¢: + H:)) — i.e. une variété

de G.
Soit f un homomorphisme de ¢ dans un groupe G’. Alors
toute image réciproque f7(g’) (¢° € @') est ou bien vide ou bien
de la forme g + Ker(f) (g €f7* (¢') ) i.e. une variété de G .
Si g+ H est une variété de G, alors f(g 4 H) = f(g) -+ f(H)
est évidemment une variété de G’.
Définition 3. (cf. [13] p. 78) Un groupe G est linéairement compact,
g’il satisfait & la condition suivante:

(ii") €

(iii)
(iv)

Si & = {V:} est un ensemble filtrant décroissant de variétés non-
vides de @, alors l'intersection N V; est non-vide.

i

Exemples. 4. Tout groupe compact est linéairement compact. B. Le
groupe additif Z des entiers rationnels n’est pas linéairement compact.
Fn effet, soit & ={V,,V,,...} et Vi=2"4+3-2"Z (i=1,2,...).
Alors VD V,D..... et 2Z —{0}DV; de sorte que & est un
ensemble filtrant décroissant de variétés non-vides de Z et NV, = 0.

i

Lemme 1. Tout sous-groupe d’un groupe linéairement compact est
linéairement compact.

Définition 4. (cf. [4] p. 21) Un groupe G est artinien, s’il vérifie les
conditions équivalentes suivantes

a) tout ensemble non-vide de sous-groupes de @, ordonné par inclusion,
posséde un élément minimal,

b) toute suite décroissante de sous-groupes de (' est stationnaire.

Exemples. 4. Z n’est pas artinien.

B. Le groupe multiplicatif Z(p>), ol p est un nombre premier, des
pt-iémes racines de 1 (n =0,1,2,3,...) est artinien.

C. Tout groupe fini est artinien.

D. Tout espace vectoriel de dimension finie est artinien.
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Lemme 2. (cf. [4] p. 22) Tout sous-groupe et tout groupe quotient d’un
groupe artinien est artinien. Tout produit direct fini de groupes artiniens
est artinien.

Lemme 3. (cf. [5] p.141) Tout groupe artinien est linéairement compact.

Les conditions (i), (ii"), (jii) et (iv) ci-dessus sont les hypothéses du
théoréme 1 de [5] au p. 138. On obtient donc le

Lemme 4. Soit {G,.f,} (Iei « >f et f,:V, — 7V, un systéme
projectif de groupes (cf. [1] § 1) tel que f, est une application identique
pour tout «. Supposons donnée pour tout « une variété 1, de  de

telle sorte que f,,(V,) CV,. Si les groupes ¢, sont linéairement com-
pacts, alors on a
a) f/;(V): nfa,s’”
az=f

ou V :+1i_m V. fpb et f, est Papplication canonique 17— T .

b) Si tO’lft V, est non-vide, alors 1 est non-vide.

1. 4. On peut considérer I'ensemble P(X) des sous-ensembles de X
comme une catégorie (cf. [8] p. 16) en convenant que pour deux sous-
ensembles PCX et Q C X lensemble Hom (P,Q) se réduit & un
élément, si P C Q et est vide dans le cas contraire.

Définition 5. Un 0 — (0 —) domaine M (N) de coefficients de base
X est un foncteur covariant (contravariant) sur la catégorie P(X) & valeurs
dans une catégorie @ (®z) de groupes tel que M(0) = 0 (N(D) = 0).

Si X est un espace topologique, & = (. et si I'on remplace P(XY)
par la souscatégorie U\(X) des ouverts de X, on obtient les préco-
faisceaux (les préfaisceaux) de base X .

Un 0 — (0 —) domaine de coefficients de base X est donc un préco-
faisceau (préfaisceau) de base X dans la topologie discréte.

— 14° Si aucun danger de confusion n’est possible, nous notons tout homo-
morphisme de groupes par ¢ .

— 15° Soit M' (N') un 0 — (6 —) domaine de coefficients de base Y .
Un (f—) homomorphisme ¢, (¢*) de M (N') dans M’ (N) est un
homomorphisme ou une transformation naturelle de foncteurs compatible
a f (ef. [4] p. 12), c’est & dire. les diagrammes

M(fYPY) 15 M) Ny < e
¢ 1 ¢ g ¢
M(f I(Q) T, (Q N(f7YQ)) < ‘V,iQ)

gsont commutatifs pour tout Pc@Q cC ¥ .
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Exemples. A. On peut considérer tout groupe ' comme un 9 — et
d-domaine de coefficients en convenant que G(9)= 0, G(P)= G pour
PcX.P+0 et ¢: @G identique. On dit alors que les coefficients
sont constants.

B. Si X est un espace topologique, on peut prolonger tout précofaisceau
I (tout préfaisceau F) de base X a un @ — (0 —) domaine de coef-
ficients comme suit:

Un ouvert U, de X est le plus grand élément de I'ensemble filtrant
décroissant  Fy = {U € ﬁ(X) ; U, c U} dou Tisomorphisme I(U,) =

lim I(U) (F(Uy) = lim} FU)). Iei <lim (lim}) est le foncteur limite pro-
— f— . —
jective (inductive) par rapport a Fy, (cf. [1]§ 1).

Si PcQcX, on a linclusion FpD F, dolt I'homomorphisme

fonctoriel

e+ lim I(U) —— lim I(U)
“Uerp “Terg

(¢: lim FU)—— lim F()).
‘WFQ-} m)

Tci le mot »fonctoriels signifie que les applications P—  lim (I(U))
*“Terp
(P-> lim (F(L7))) et les homomorphismes ¢ ci-dessus définissent
< Ferp

un foncteur covariant (contravariant) sur P(X). Ce foncteur est le pro-
longenmient cherché.

C. Définition 6. (cf. [12] pp. 444, 446 et [8] p. 109) Un précofaisceau I
de base X est un cofaisceau, s’il vérifie les conditions suivantes: Pour
tout agrégat ouvert et fini « de X on a

(1) L(e) = 2 ¢(I(4y) et

A€ a
(£y) Si Z @(g) = 0 €I(le) (g: € I(4:), Ai €), on trouve les élé-
A;€a
ments ¢; = — ¢ € I(4: N 4;) de telle sorte que g; = Z o(gij) -

Jj#F

Lgalement, un préfaisceau F de base X est un faisceau, s’il vérifie
les condijtions suivantes: Pour tout agrégat ouvert « de X on a

(F,) Si g et g’ sont deux éléments de F(ja|) tels que ¢(g) =
¢(g') € F(4:) pour tout 4;€c, ona g=g'.

(F,) Si (g:);er est une famille d’éléments des groupes F(4.) telle
que @(g) = ¢(g;) € F (4; N A4;) pour tout ¢,j, €1, il existe
un tel g € F (le]) que ¢(g) = ¢i pour tout i €1.
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Tout faisceau F de base X définit un 6-domaine F de coefficients
de base X de telle sorte que F(P) est le groupe des sections de F au
dessus de P (cf. [8] p. 109). Remarquons que ce domaine n’est pas en
général celui défini par le préfaisceau F sauf dans le cas ou X admet un
systéme fondamental de voisinages paracompacts (cf. [8] p. 151).

— 16° Si Pc X, convenons de désigner par M P et N|P le o-resp.
d-domaine de coefficients défini par les équations

(M|P) (@) = M(P N Q) resp. (N|P) (@)= NP NQ)

les homomorphismes fonctoriels ¢ étant ceux de M resp. N .

Si Pc P cX, on a les homomorphismes naturels M/P— M|P" et
N|P"— N|P définis par les homomorphismes M (PN Q)— M(P NQE)
resp. NP'NQ)—>NPNQ). M resp. N définit ainsi un foncteur
112 :P— M|P resp. AOY :P— N|P covariant resp. contravariant sur
P et a valeurs dans la catégorie des 0 — (0 —) domaines de coefficients.
— 17° Convenons de désigner par M" resp. N (P c X) les od-resp.
d-domaines de coefficients définis comme suit (cf. [8] p. 234):

MPQ)=DM(@Q) et NP(Q)=N@Q), si PNQ =0 et nul dans le
cas contraire. Les homomorphismes ¢ : M7(Q,) — M"(Q,) et ¢ : NT(Q,) —
NP@Q) (@,C@,CX;Q,NP=20) sont les homomorphismes cor-
respondants

¢ M(Q,)— M(Q,) et ¢ : N(Q,) — N(Q,) .

1. 5. Considérons maintenant 2° et 15°. Si « et [ sont finis, on peut
supposer M(P) € @, et IM'(P') € B, pour tout P C X et pour tout
P cY.

Définition 7. Le groupe des n-chaines orientées de « & coefficients dans
M est pour n > — 2 la somme directe

Cila, M) = @ M)

et nul pour n << — 1. Le groupe des n-cochaines alternées de « a coef-
ficients dans N est pour n > — 2 le produit direct

O, N)= TT NG
s:.l E+ a”
et nul pour n < — 1.
Il est clair que C,(a, M) et C"(e, N) sont nuls, si M(O) = N(O) = 0
et dim(e)<< n.
Les éléments de C,(z, M) sont les sommes directes finies ¢ =
3 e(s) o o(s}) € M(s}) et les éléments de C"(a,N) sont les

i
n n
s; et o
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familles (c(s})) net ol c(s}) € N(g). Si — st €f ", on pose c¢(s]) =
—c(—s7) et nul, si 4 s €T a”.

Si aucun danger de confusion n’est possible, nous omettrons M et N
dans les notations.
— 18° TL’opérateur bord d:C,(a)—>C,_i(a) (n > — 1) et l'opérateur
cobord o :C"~Ya)— C"(e) sont définis comme suit:

de(s;~) = > qle(s})) et de(s Z le(s; 1) -
—1 R
" s s
11 est alors trivial de montrer que les groupes gradués
Cyla) = {Cu(a); 0} et C%(a) = {C™(a)

sont des complexes a.ugmentés de chaines resp. cochaines semisimpliciales (cf.
[8] pp- 36, 39). Ils définissent des foncteurs covariants Cy(a,0) et C*(a,0)
Zy(a ,0) et.c. au moyen des equations

Cyla,0) (M) = Cyla, M) et C*,0) (N) = C*«,N) e.t.c.
— 19° Au complexe Cy(e) (C*(e¢)) sont associés les groupes
Zn(a) = Ker (0:Cu(e) — C,_1(a)),
(Z"(a) = Ker (6:0"(a) — C""Ya))),
Ba(a) = Im (0:C, 4 )
(BMe) = Im (0 : C" Ya) > C™(a)
et
H(a) = Zn(a)|/Bn(a) (Ha) = Z"(c)/B"(c))
(cf. [8] pp. 19—23). Ce sont les groupes des (co-)cycles, (co-)bords et les
groupes d’homologie (de cohomologie) de « & coefficients dans M (N).
Exemple. Soit X wun espace topologique, A un sous-espace de X,
« un recouvrement de X et G un groupe. Alors les groupes H,(«, G*)
et H'(«,G") sont isomorphes aux groupes correspondantes du nerf de «
mod A & coefficients dans G ie. H,(X,,A4,,G) et HY(X,,4,,G)
(cf. [6] pp. 234—236).
— 20° La f-projection 7, et les f-homomorphismes ¢* et ¢, définissent
les homomorphismes

al: Cy(a) > C(B) et al,: C"(f) — C"(a)

a)—> Cpla

>

)
)

au moyen des equations
m(e) (s) = (Z @ (c(s)) et
Tap s)=s

Tap(€) (8') = (e(mp(s7)) » 8" €™, 5 €.
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7 et al, commutent aux opérateurs bord resp. cobord induisant
done les homomorphismes

nf : H,(a)— H,(f) et %) : H"(f)— H"(c) .

af

Lemme 5. Les homomorphismes x(f et 7(1';3) ne dépendent pas du
choix de la projection m,, (cf. [12] p. 458 et [8] pp. 26, 53, 54, 61 et 62).
— 21° L’agrégat « etle 0 — (0 —) domaine M(N) de coefficients définis-
sent les foncteurs composés

Cuw, D) = Cule.0)o M, Zu(e, J) ertec.
(C"(a,N) = C"(a.0)oN.Z"c.N) ete) ic,
Cula, M) (P) = Cule, MIP) etic. (C(c. N) (P) = C*(c, NIP) et.c.)

Ce sont évidemment des 0 — (6 —) domaines de coefficients de base X .
Les transformations naturelles de foncteurs

Cue,0)(0): Cye ,0) >C,_(¢.0) et
C*(ee, 0) (0) : C" N, 0) — C™(ex , 0)
définissent des homomorphismes
e} o ] [0} [} O
0:C0 (¢, M)—C,_j(¢.M)et 6:C" e, N)—C"(c.N).
[e]
satisfaisant aux conditions 5 3 =0 et (SO 0=20.

La projection =z,, et les f-homomorphismes ¢, et ¢* définissent les
4 af ® v
f-homomorphismes

2 Cyla s D)= Cy(B, DI') et 7%, C*(F . N') — (% N).

Tenant compte des définitions 6, on obtient le
Lemme 6. Pour qu'un précofaisceau M (préfaisceau .N') sur un espace
topologique X soit un cofaisceau (faisceau) de base X il faut et il suffit que

Hi(e.M)=0 (Hi(e . N) = 0)

pour ¢ = — 1,0 et pour tout agrégat ouvert ¢ de Y. fini dans I'homo-
logie.

1. 6. Définitions 8. D'apres M. Alexandroff on appelle spectre de X
tout systéme projectif S = {«.p €S:7,,} derecouvrements de X ol les
applications fonctoriels sont des projections =, (cf. [1] § 6). Convenons
de désigner par < la relation de préordre de S . La dimension dim (S) de
S est le plus petit entier n, tel qu’il existe pour tout « €S un tel
p>a que dim(p) =n.

— 22° Un autre spectre S; de X est plus fin que S, sitout « €8 pos-
séde un affinement dans §; . La notation est alors S < §;.
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— 23° Soit 8’ un spectre de Y . Un f-homomorphisme z de § dans &’
est alors une transformation naturelle de S dans S’ dont les applications
fonctorielles 7. :¢—>a' (¢« €8 ,a €8') sont des f-projections.

Exemples:

A. (cf. [8] p. 233) Soit X un espace topologique. On peut supposer X
totalement ordonné. Convenons de désigner par U(X) l'ensemble des
recouvrements ouverts de X de la forme « = (Uf),ecx ou U est un
voisinage ouvert de @ dans X . On pose a<p, si UtD U pour tout
x€X et nﬂa(Uﬁ )= U? pour tout x € X. On obtient ainsi un spectre
UX) de X.

B. Siy estv: un recouvrement ouvert quelconque de X , on trouve un
tel « €S que tout U? est contenu dans G, €. Si l'on choisit pour
tout U4 un @, comme ci-dessus, on obtient une application =z, de «

dans y . Puisque z,, définit dans X une équivalence

X

x ~ x, <~ nay(lj;) - nuy(LTal) 2

on peut ordonner X de telle sorte que =z, est croissante et donc une
projection. L’union {y}U{p € U(X):f> e} est alors un spectre
U(X), de X.

C. Soit f une application continue de X dans Y . On peut alors
ordonner X et Y de telle sorte que f est croissante. Si on pose
a= (T (Uf)eex €t 7, (f(Ufy) = U, pour tout o €U(Y) et
pour tout x € X , on obtient un f~homomorphisme de U(X) dans U(Y).

D. Si T'on suppose dans A. que tout Uj soit un ensemble fermé
qui contient x et que lensemble {U}}.cx soit fini, on obtient un spectre
F(X) de X . Une application continue induit comme ci-dessus un f-homo-
morphisme f: F(X)—>F(Y). Si donc 4, c4d, ,c..... cd,c4d_,
est une suite de sous-ensembles fermés de X, les inclusions [, : 4,— 4, _,
induisent les homomorphismes Ii cF(A4,)—>F(4,_,), les ensembles A;
étant ordonnés par I'ensemble ordonné X . Il est alors évident, que les
projections 7wy, 1 i 1(p; € F(A4,), ;-1 €F(A,_))) appartenant aux

homomorphismes I’ sont injectives. Supposons donné comme dans [7]

p. 320 un recouvrement fermé et fini «; de 4; pourtout i = —1,0,...,n
de telle sorte qu'on a donné pour tout a; €c; (! > — 1) un élément
m(a;) de «;_; contenant ;. Définissons successivement .J, = ¢, et
J o =J;U{e; 1 —a(e)} (i =0,...,n). Il en découle que J,cJ, ;
. YO ’ ’
pour tout ¢ =0,....,n. Convenons de désigner par «; = (¢);ey,
(i=—1,0,...,n) lerecouvrement fermé et fini de A, tel que a; =j,

si j€a;, jE€m. () et a —=m 4(j), si j€J,.;. Silon ordonne
J_,, on ordonne a la fois ses sous-ensembles J; (i > — 1). L’inclusion
J,—J,_, définit alors une projection injective = :ea;—>¢;_, telle que
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’ ’

mi(a;) = 7(j3), st j€e«, JEm 1(e;,) et
-”I:(ajl) = m(mi1(J)), st JE€J .
Tenant compte du lemme 5 on a
H,(a;, G) = H,(¢; , &)

pour tout » =—1,0,1,...; i=—1,0,...,n et pour tout groupe G .
Soit B, = (B,).e 4, un recouvrement fermé de 4, tel que tout B, est
n—1
un a, €q, contenant z, — soit B, ; = (B,).e 4, , un recouvrement
n—1 n

fermé de 4,_, tel que B, = x,(B,) pour z € A, et duresteun a, , €a,_,
contenant x e.t.c. Apres un nombre fini de pas on obtient une suite

ﬂn?ﬁn—l?"'!ﬁOyﬁ_l

de recouvrements fermés des ensembles A; (i = —1,0,....n).

Si 'on ordonne X convenablement, alors p; € F(4;) pour tout
t=—1,0,...,n. Si l'on considére tout élément de p; comme un
élément de «; on obtient une projection naturelle 7s.., €t donc le spectre
F(4,),, pour tout i = —1,0,...,n. En vertu des définitions on voit
alors que les inclusions I;: 4, C A; et J,CJ, (¢ =10,...,n) définis-

sent les [;-homomorphismes x'": F(Ai)ai,»F(A,-_l)a;_ , - et on obtient la
situation de [7] p. 320.
1. 7. Au spectre S sont associés de fagon fonctorielle les groupes
C.(S,M)= lim {Ca,M);a"} et
B, €S
C(S,N) = lim {C"«,N);n,},
B, €S
les opérateurs bord et cobord
9= lim {3:C,(c, M)—>C, (e, M);n} et
<7 €5
0= lim {6:C"Ya,N)—>C"a,N); g} »
f.a€s
les complexes

C*(S,N) = {C"(S,N); o},
les groupes

Z(S, M) = Ker(3), 2" (S, N) = Ker(d) , B, _,(S, M) = Im(d),

BYS, N) = Im(0), H,(S, M) = H,(Cy(S, M)), H'(S, N) =
H"(C*(S, N)),
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v

H(S, M) = lLm {H«, M);a8} et

5 <Fues

H'(S,N) = lim {H"(«,N) g}f)}
Fa€s”

et les d-resp. d-domaines de coefficients
C.(8,M):C(S, M) (P) = C (S, MIP) et
"8, N):CY(S,N)(P) — C"(S,NP) (PCX).
Ici les homomorphismes
g C(S. ) (P) — O(S, M) (@) (PcQcX)et
7108 N) Q) — C'(S, ) (P)

sont induits par les homomorphismes naturels M P—M|Q) et
NQ—NP.

Si aucun danger de confusion n’est possible, nous omettrons M et N
dans les notations ci-dessus.

Les opérateurs bord et cobord

9:C(S, MP)—>C, (S, MP)et o:C"'(S . N|P)— C"(S . NIP)

induisent d'une fagon naturelle les homomorphismes

308, M) = € (S, ) et 3:C" (S, N) — C"(S, N).

Les f-homomorphismes =, ¢, et ¢* et les projections =z, et JTa s
ci-dessus donnent namxance aux homomorphismes fonctoriels C, (S, ]ll)
o o
C.(S', M) et C"(S’ N’) — C"(S,N), qui commutent aux homomor-
el

phismes 0 resp. (5, et aux diagrammes commutatifs

%

Cu(S, My 5 s, ) CHS U N) < O¥(S N
| A ?
| H T £
Y ,!.[(/,N) Y ES
Cule, M) %5 Oy (/, M') %, N) < 0%, N)
[e] On
7 o o T
O8, M) —"s C(8, M) C"(8 . N) < (S, N)
| ! A A
o | Lo, ° o
7| [at et e L
\‘y ° v a N |
7T

7 , ‘ o o 7(; , o
C.(a, M) s C(a’, M) C'e,N) <«—" C"(«,N').
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aa’

Les homomorphismes m, , @y, af , a*, a¥, a%, af , a%., aif,
nfl’;g), n‘(’f et nf"%, engendrent canoniquement les diagrammes commu-
tatifs

(n)

H(S, M) O 5 [ (8, M’ H™S,N) «—— HY(S', N')
5 4
€| (o et e

v Y 7\£(n v Y v MO
H/(S, M) —" 5 H(S, M) HYS,N) < H"(S', N')
, et A A
| Tl ) B3
“( aa” Y (n) |

n(") ’ ’ n nua n T/
He,M) —" H(« M) HYa, N) <" H"a' N).

convenons de désigner par af, Tresp. 7™  T'homomorphisme composé
e TESD. Mz

Exemple. Soit A un sous- ehsemble fermé d'un espace topologique X
et G un grcupe. Alors les groupes 1 (UX), GY et HJ(U(X),GA) sont
deux a deux isomorphes aux groupes classiques de Cech du couple (X, 4)
a coefficients dans G ie. Hy (X .A.G) et H(X,A,G) (cf. [6] p. 237).

En vertu dl}/ lemme 5 on ob\'gient le

Lemme 7. H,(S. M) et H"(S,N) ne dépendent pas du choix des
projections de S.

Lemme 8. Supposons X compact et F(X) >8 > U(X). Si les sous-
ensembles 4 € P Cc X sont fermés dans X, il en découle que

H(F(X), GYP) = H(S,G"P) = H(UX),4P) ~ H(P,A4.6) et
o

H"F(X), 6" P) =~ H'(S, GYP) ~ H'U(X),G'P) ~ H P, A,G)

pour tout groupe G .

Lemme 9. Si dim (S) <=, alors les groupes C,_ (S, M), C"" (S, N),
H, (S,M), H"Y(S,N), EIHI(S , M) et IVJ"“(S ,N) sont tous nuls
de sorte que

H(S, M)~ 7S, M)~ H(S,M).

Lemme 10. Les homomorphismes ™ sont toujours bijectifs. Pour
P J J

que ¢ soit bijectif il suffit qu'une de ces conditions est satisfaite:

a) dim (S) <n,

b) S est majoré (cf. [17§1),

c) Les groupes C, (e, M) (¢ €8) sont linéairement compacts.

Démonstration. La condition a) découle du lemme 9. Pour démontrer
b) supposons que y soit le plus grand élément de S (cf. [1] §1). Alors
les homomorphismes
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i Oy(S, M) — Culy . M) et afy:H(S. M) — Hyy, M) sont
E)/ijeetifs de sorte que g, : H,(S CM)——+H,,(y , M) est bijectif. Puisque
Ty = WSy » O & gy = T (w}y)~" dolt lassertion.

Dans le cas ¢) démontrons d’abord que ¢, est surjectif. Tout
élément de H, (S, M) est une famille V ={V }={z, 4+ B.(e, M)} es

(2, € Z,(a, M)) de variétés non-vides des groupes C,(a,M) telle que

atﬁ“(Vﬂ) c V, pour tout > a. En vertu de 'hypotheése et du lemme 4

'ensemble V = . lim {V,;af*} n’est pas vide. Si z € Ve Z. (S, M), on
L w€S

voit que ey, (z + lgn(S ,M)) =V d’ou I'assertion.

Reste a montrer que g, est injectif. Soit z = {z,} un élément de
Z.(S,M) tel que z, = dc, € B,(«, M) pour tout « €S . Convenons de
désigner par V, la variété c, + Z, ((a, M). Il en découle que V, = O
et al*(V,) € V,. Donc 'ensemble J = . lim {V,_;#f*} n’est pas vide.

fya€S
SiceV , ona dc==z, cequiachéve la démonstration.

1. 8. ]?’ourv terminer ce paragraphe on donne un exemple ol
HyS, M)+ HyS,M). Soit T ={;:0<¢ <2} la l-sphére et M
le groupe additif Z des entiers rationnels. Convenons de désigner par a_y
le recouvrement {7} de 7 et par «,(n €Z.n > — 1) le recouvrement
fermé et fini

(A, AL s AT =k < <ak--1)[3"k=0,...,2:3" —1}}
de T (cf. fig. 1).

Figl.

Définissons T'application continue f;:T—>T(j=1,2,3,...) par
Iéquation  fi(p) = 3p mod 2z. Notons que fi(0) =0 et fin)==n
pour tout j. On peut donc identifier 0 et z aux éléments de la limité
projective X = +lim {T ; f;} qui est bien connu comme la solenoide triadi-

J
que. Elle est un espace compact et métrique. On a pour tout j I'application
canonique g¢;: X — 7T satisfaisant & la condition g; , = fjog; . Il est facile
de voir, que f; applique les éléments de & aux éléments de @;_, .
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Si 'on ordonne ¢@; et d;_, convenablement, on obtient ainsi d’une

1

facon naturelle une fj-prOJe(,Jtlon 7 d—> .

Si I'on désigne pour tout j

o = {4} ; 4, = g]fl(Z{;) Al € @} et note par z; la projection de
a; danb «; ; défini par 7;, on obtient, tenant compte de la condition
g™ ' =fiog;, un spectre S de X tel que F(X)>S >U(X). On
a Hy(ej, Z) = 0 pour tout j de sorte que ﬁO(S ,Z)=10.

Supposons z = {z;} € Z,(S, 7) donné par les équations zj(A{) =—1,
z(445) =1 et supposons que z = dc = {d¢;} € By(S,Z). On a alors

¢ A, 4) — ¢ (Az 5i» A) = — Zj(A{) =1

c](Aél—l . Adj) — Cj(Asf ; Agj:—l) = z(d4{)) =1,

c(A], Al) = c(4]. 4] = .. ... =c(df; . Af) =n, et
(Al Al ) = ... .. = (Al 5. A]) = n, =n; — 1

Alors il est un exercise de calcul trivial de montrer que

¢ (A5 AT ) = 20 4y =30, — 1 et
¢ (AT AT =0y - 20y = 30, — 2

(cf. Fig. 2).

\
| f2
‘\\ /I /
N //
DN Fig.2.

Par itération on obtient pour tout 0 < i< j les équations

di =c¢,_ (A7 L AI- ) = mmy + (m; — Vny = 2m; — Vg — m, + 1

3j—i_
et
el = ¢;_J(d55i-i, A7) = (my — g + mny

ou my=2et my=3m;_; —1>2m_; >2 (t>1).

Puisque ny, =n; — 1, on a nmy, > 0. On a donc |di > 2'|n,| et
lel] > 2|ny| .

Puisque n, % n,, on peut, par exemple, supposer que n, # 0. Il en
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découle que lim !d%| = oo . Puisqu’on peut choisir j (et done ¢) aussi
i 1l Dy
j—=®
i-—>00

grand que l'on veut, on obtient une contradiction. Il en découle que
2€ By(S,Z) et done Hy(S,Z) #0.

§ 2. Complexes doubles

2. 1. Soit €, = {C,,; 9", 9"} un complexe double augmenté de chaines
de groupes (cf. [8] p. 32). On peut le représenter sous la forme d’un dia-
gramme anticommutatif

0’ e
Y Y
P i 2" i P
< Cp,q—l < ('/P‘I <
Pl i o
v v
Pl i P i ~r1
1
< Cp—-].qfl R “p-—1,¢q < o
1
a/ i a.l
4 Y

i
ou O, =0 pour p<< — 1 oubienpour ¢<< — 1,99 =0, " 9" =0
et 99" + 079 =0.

Les colonnes et les lignes de ce diagramme définissent les complexes
de chaines

Cyg =10,y 0} et Oy = (Cpp3 0"}

pg >’ pq?
Egalement on peut représenter un complexe double augmenté

i i
C* = {CP"; ¢, 4"} de cochaines de groupes sous la forme d’un digramme
anticommutatif

A A
|
| -
él ; ”\)f
é// i C3// i ’7
> Crp,qvfl > (:qu N
A A
o' o'
('l/ i rr i 7
s (p~La-1 NS/ Jab T N
A A
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ot CPP=0 pour p<< — 1 ou bien pour ¢g<< —1, &9 =60 =
0’0" 4+ 070’ = 0. Les colonnes et les lignes de ce diagramme sont des
complexes simples et augmentés de cochaines

/O*q — {Cpq ; 6/} et IIOP* — {Cpq; 6,,} )
2. 2. Examinons d’abord Cy . Convenons de désigner par "'Z, le

noyau Ker (9":"'Cpe —"C,_14) et par "B, l'image 0'("C, ) (cf. [11]
p- 704). De la suite exacte

T i i
124 12 17
0 «—— "B, 1 Co Z s 0

découle alors la suite exacte d’homologie

i i i

: 0 I i J
2.1) ... «—— H, \("Z,,) <~ H("B,_,,) <~ H('C,,) <

~

On peut calculer ’homomorphisme 9, par la construction habituelle

(cf. par exemple [8] p. 24) comme suit: Prenons un 0'(z) (= € C,,) qui repré-

13

gente un élément. x de H("B, ). Alors 9”(z) représente I’élément
E;q (x) de Hq_l(”ép*).
Si I'on suppose
(2.2) ”épq = ”leq
pour tout ¢ > — 1, il en découle que Hq(”lgp,:,_) = Hq("ZiP*) pour tout

g > — 1. On obtient ainsi par composition ’homomorphisme

i

D, =0y0y....0,: H("Z_1,)—H_,("Z,,)

pour tout n > — 1.
2. 3. On obtient des résultats analogues dans la cohomologie en posant

i i i i i
//Bp—l* — 6/(”OP_1*) et //ZP* — //OP*///BP—I* X
De la suite exacte
i

i i
0 —> /,BP~1*—> OP*k _y ”ZP*‘—)' 0

découle alors la suite exacte de cohomologie
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i i

i q i Iq i
(2.Lc) ... HTZPR) s HYBPTN) s HY(CT)
Ji"l i iq»‘;—l
N G I
Si Ion suppose que
(2. 2. G.) "Br-L4 — Ker ((S’ . 1OPY _y 1O 7)

pour tout ¢ > — 1, il en découle que ""Z™ est canoniquement isomorphe
"qu pour tout ¢ > — 1. On a alors 5”("}3” 1) =~ 6”("Z" 1) de sorte

que Hq("ZP*) Hq("BP*) pour tout ¢ > — 1. On obtient alors par
composition I’homomorphisme

D= ¢mom . ao H=Y("Zm) — H"("Z~'*)

pour tout n > — 1.
i—1

2. 4. Si lon a donné les homomorphismes g C’ - C, et
i i1
h: F’*——>C’* des complexes doubles de chaines resp. cochaines, on
obtient de fagon naturelle les diagrammes commutatifs

i I i
< - H, ("Z,) <~ H("B,_ 1) < g H,("Cy) <~—1
| | X
(2.3) | g 6 |
Y Y Y
i—1 i—1 i—1
i—1 a i—1 I i—1 J
«~—— H,_("Z,) < g H/("B, 1) < - H/("C,,) < 1
2] aq+l ’" ;
Hq( Z ) Hq+l( Bp—lx) <
.o |
i ‘ .
% | |
Y Y
i—1

et
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i i i

i 57 i Vi i Ji
> HS™WZP*) — > HY'Br=1%) HU"Cr*) >
A LA LA
% ’ R
i : i1 i1
i—1 q i—1 FE! i—1 J
— > HTN( 7P > HI(VBP=Y) = s [uor¥) —>
(2.3. c.)
i iq+1 i
Hq(”ZP*) > H9+1(I/BP_1*)
LA f
5
i—1
i-1 6'”1 i—1
HO("ZP%) ——> HIT\(/Br=1%).,

2.5. On obtient des résultats analogiques & ceux de M. Floyd (cf. [7]
p. 336), si 'on consideére une suite

n n—1 0
n n—1 —1
g g g \
C, Cop ———> ... .. > O,
ol la condition (2. 2.) est satisfaite pour tout i = —1,0,...,n et pour

tout ¢ > — 1. Si I'on pose dans (2.3.) p=i, ¢g=n—1i—1 et si

I'on suppose Im(g¢_, ) = 0 pour tout ¢=0,...,n. on voit alors
dans (2. 3.) que

i i—1 i i i
Im(gf_iml) c Im(o,_;) et Ker(d, , ;) c Ker(yy_,_)) = Ker(gf_,i*l)
pour tout ¢ =0,...,n de sorte que
0 1 n i} n—1 n-—1
Im(g” 9%, ... ¢") cIm?, ... g%, 8,) =
—-10 n—1 -1 0 n—2n-—2
Im(Bygl ... ¢l) cIm(dyg? ... g¢ 8, =
—1 —-10 n—2
Im(3, 0,97 ... 90 c...... =
-1 —1 -1 0 -1 -1 —1 —1

Im(3,d,...9, ,¢° ,)cIm(d, o,...0,) = Im(D,)

et
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n—1 n—1n—1 n—1 n—1n-1 n—1
Ker(D,_,) = Ker(d, 8,...9,_;) CKer(gl 9,...0,,) =
n—2n—2 n—2 n-—1
Ker(o, 0y...0, 1,97 ) C..... =
0 1 n—1 0 1 n—1
> ~ VA VA VA VA
her(an—lgf—-l A gn—l) c Ker(gn—lgn—l LR gn—l) .
0 1 k —1
Si lon désigne g¢Zg”...g97 =gF: H, ("7W)—>—H ("Z,) pour tout
i=—1,0,...,n,k=0,....,n, on obtient le
Théoréme 1. Si Im(g . ) = 0 pour tout i=0,...,n, il en
découle que
-1 n—1

Im(g™,) € Im(D,) et Ker(g'Z1) D Ker(D,_,).

2. 6. Au cas dual nous avons une suite

n n—1 0
n 72 n—1 ]? h —1
C* C*% «—— ... < #

de homomorphismes de complexes doubles augmentés de cochaines telle
que la condition (2. 2. ¢.) est satisfaite pour tout i = —1,0.,.... n et
pour tout ¢ > — 1. Sil'on pose dans (2.3.¢) p=71,¢g=n—1— 1 et
si T'on suppose Im(hg ""') = 0 pour tout i =0,...,n, on voit alors
dans (2. 3. ¢.) que

i—1

Kel(lz"“ 1D Ker( 0"7%) et In;(]z" =y = Im(h" =y c Im(o" Y

pour tout i==0,...,n. On obtient donc les inclusions
n n—1 n—1 0
Ker(hz'. . hgl) D Ker(8" k' .. k') =
n—1 0 —1 n—2 n—2 0 -1
Ker(hy....k 58 D Ker(d' hy....hy o) =
n—2 0 -1 —1
Ker(hy...hy 6" YD ..... =

-1 —1 —1 —1

0 —1
Ker(hy 0" . ... 08") D Ker(¢"...8") = Ker(D")

et
n—1 —1 n—1 n—1 n—1 n—1
Im(D" ') = ]m( ot o)y D Im(ont L o' hy) =
n—1 n—2 n—2
Im(p™t o, ... Mo ==

n—1 n—1

0
Im(As .. ... i Do Im(Aet L R
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Si I'on désigne

k. 0. . . —1 . k

By ... R, = hi: H("Z")— H("Z**) pour tout i=1,0,...,n,
k=0,...,n, on obtient le

Théoréme 1c. (Cf. Dyer p.128) Si Im(Zg *~') =0 pour tout i =0,..., n,

il en découle que

n—1

-1
Ker(h;') D Ker(D") et Im(h:Z1) € Im( D").

2. 6. Puisque les diagrammes

n D n n _D"~—-1 n
Hos(Zosg) =" Ho(Zyy)  H7NZT%) e )
n i n ; n A‘ n A
Jn1| 9% ’ ot hz'
Y Y | |
n—1 n—1
n—1 D n—1 et n—1 D"—l n—1
]In_l(”Z_l*) "—1_> II__I(“Z"_I*) Hn—l(uZ—l*) «— H—l(/rzn—l*)
| | 1 I
gr1 il hy | hily
v v | %
—1 -1
_ -1 D . —1 -1 n—1 -1 )
Hn..l(“Z_l*) _Tn— > H_l(’/Zn,1*> Hn—l(llz—l*) < H—l(//zn—lrs)

n—1

sont commutatifs et ¢, = g¢'T1¢7_ ., ' =Ry ' A7}, on obtient
immédiatement le
Corollaire 1. Sous les hypothéses du théoréme 1

n

Ker(gill)n—l) c Ker(gZ—l) .
et le
Corollaire 1¢. Sous les hypotheéses du théoreme 1 ¢

ImD" ' hz") D Im(A21) .

§ 3. Théorémes fondamentaux

3. 1. Considérons ici des applications

n n—1 0

St f foo

}Z’ > X > .. > X
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i
d’ensembles, des f-homomorphismes correspondants

n n—1 0
P P Px
Mm" o e —_— M,
n n—1 0
* * &
@ @
N" < N e—— L. < N-! et
n n—1 —1
n T n—1 7T 7T
S —> § —> ... > -t

de 9- et 6-domaines de coefficients et de spectres et enfin des f-projections
injectives

n n—1 -1
n n’ n—1 n, n/ —1 i i i
¢« —> ... > o (0 €S,a" €x)
i i
des recouvrements finis « des ensembles X (i= —1,0,...,n;

n>—1).
Les applications ci-dessus donnent naissance aux diagrammes com-
mutatifs

n, —1
-1

H(S, M) —9 m (S, MY
J B d Jj -y 4

n ‘ -1
(3. 1.) G | Gy |
Y 1 Y

1
s

Hyw, U™ 2> H(«, M)

et
n, —1
n () -1
H(S,N") < H(S,NY
A A
(3. 1.c.) 70 | n(})li
7551]11 1

Hie, N") <~ Hi(a,N7Y) .

3. 2. Théoréme 2. Si

_
k k—1 k

Im(H,_,_,(S, M* igff)—>Hn-k_1( S, M aA(s)))) =0
k
pour tout k-simplexe s} € Ta* (k= 0,...,n), il s’ensuit que

-1 n—1 n n, —1

Im(nf,)) D Im(ag,”) et Ker(a(,_;) € Ker( 7, _y) .
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A

i
Démomtration 1° Formons les complexes doubles de chaines C, ol

i

a) (', =C, (a , C(S, Jl%")) , by @ est Tlopérateur hord de

Cyle, C'q(S , Jl.[ ) et c) 0" est  I’homomorphisme  fonetoriel
) o i i o i i

(— P 3) Oy, C(S , I)) = Cylar . Cy_y(S . II)).

2° Montrons d’abord que H,('Cy,) = 0 pour tout n» et pour tout
¢ > — 1. Puisque e« est fini, on peut identifier C, & lim Cf ol
C% est le complexe double: N '

i
£ > a

CF = Cyla, Cy(p . MY)) .
Le sous-groupe Z,(a.Cy (S, M) de C,, s'identifie done au sous-groupe

lim - Z (e, 0.1(/3»4“1 ) (cf. [1] §1). Tout cycle z de Z,(a, Cy(S, 7))

g > (Z . i O .
est alors une famille (), | ol 2/ €Z,(«,Cy(p, M) . 2/ associe &
tout simplexe

Sh= (dgy. .. A,) €ar

PR
une chaine ¢} € C,p, M “1sP) de telle sorte que

(3.2) > glef)=0

p—1 p
sr <sl

ot sP7 est fixe et g : Oy, M sP)— Cy(f, M [s77) .

Posons pour tout sP' = (4,, Ay ,Aip) €Eal™ (A, € s]) et & =
(Bg,...,B,) €*p

(3.3.) () = of (5') € Mi(s' N s7) = Mi(s’ N 5P

sim,;(By) = A, et zéro, si my(B,y) # 4,. On obtient ainsi une chaine

A, : C Ty A . fps s

¢t de COya, M'|s5*'). Les chaines cf, (s5%' €¢aP*™') définissent une
A " i O~ i . “y .

chaine c¢” €C, (e, C(p ., M) pour tout f>a. De la définition des

spectres et de I’équation (3. 3.) découle alors que les ehaines cf (> a)

o
sont les coordonnées d’une chaine ;:\E hm {C +1a Cyp, M)} =

i o
Cpiale, Qq(S , MY)). f)’ > .
Si 7, (By) € s, alors il existe un seul p + l-simplexe sPFL > 5P qui

le contient. De la définition (3. 3.) découle alors que
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(3. 4.) > CiBy.....B)=cl(By....,B,).

Si nﬂi_(BO) €sf, on a, tenant compte des équations (3.2.) et (3. 3.)
les équations

A, A
Z ch(Bo,....B)= > —chB,y,...,B) =
SARE; D=
(3.5.) Ta (Bo) €55
— By, ..., B)=¢cl(By....,B,).
sP~ sp—1
mk Ik

i

P
B (BO) € S mk

(Iei sh~' est la face de s qui ne contient pas nﬂ(f(Bo)) .

A . .

On a done dc = z, d’ou lassertion.?

3° Nous avons alors la condition (2. 2.) satisfaite pour tout i d’ou les
homomorphismes

DP : HP(HZ_l*) - H_l(”Z‘p*)

pour tout p et pour tout i.

13

Le complexe 'C, , étant C,(a, M) ((5):X!) on voit que

”ZP‘ = Zp(a, ﬂ!i) . Il est, de plus, facile de voir dans le diagramme anti-
commutatif

i . a// i i o .
0 < - P+1(a 5 Jf’) < Cp+l(a y CO(S s J[l))
0" |
v v
i . a// i i o.
0 < Zp(a . J[') < ZP((C ) CO(S s J[l)) )

ot 0’ est maintenant surjectif, que H (e, M’) s’identifie canoniquement
au groupe quotient de H_,("Z,,.). On obtient done, en composant D,

a lepimorphisme canonique H_,("Z,)— H (e, M), Thomomorphisme
h:H,(S . M = H,("C_iy) = HP(”Z_l*)—>1~FIP(a , MYy .

4° Montrons maintenant que % est 7(p . Pour le voir il suffit de

montrer qu’il est ainsi pour ’homomorphisme correspondant appartenant
i i i

a la coordonnée 8 A : H,(f, M') = H,("C? 1) = H,("Z" ;) — H,(a, M)
pour tout f> «.

v i
1 8i H = H, il suffit de montrer que Hn(’qu) = 0. Sa démonstration est duale
a la démonstration au page 37, et elle est un peu plus courte.
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Siz€Z,(8, M), (B,,...,B,) €"B? et sf = (4,,..., 4,) € "k < p),

posons
i B =2, 9By, ..., B) €
(3. 6.) TouBys e By =sF
M(ENB,N....NB,).

Cette équation définit évidemment les chaines ¢ € C, (8, M|
de telle sorte que Dapplication sf—cf définit une chaine ¢* de

i o, i
Cula,C,_(B,M)). On a, en particulier, 9'c” =2z et 9" (c?) = aly(z).
Tl suffit donc de montrer que 9'c*t! = 9”c* i.e. que

(3.7)  0cf(Byyr, ..., B)= > (= 1By, . ..., B)

AL
pour tout (B, .;,...,B,) € "1,

Supposons d’abord que nﬁj(Bk +1) << 4, . Alors la définition (3.6.)
implique que (3. 7.) se réduit & 0 = 0, puisque le plus grand élément de
sE1 > s est toujours plus grand que 7, (B, .

Supposons que nﬁ(f(Bk 41) = A, . Puisque 0z=0, on obtient les
équations

k
0k(Bepr s B = By s B) =
By By By ) =
”ﬁj(Bk) =4y
- . p(=(By, ..., B,)) =
7By B, B, ) —s

(p(Z(BOa?B)):

i el
,7/3(:(_B0,...,Bk+1)=s+ > (=pftly

Z (—— l)k+lcf”+l(Bk+1 PR BP) .

slc-}—l

m =%l

Si 7,i(Byy1) > 4,, alors

ac;\:(lgk-kl [ Bp) = Z Qc(z(BO 50 Bp)) =
.-rls,(:(BO,...,Bk)=s;c
Z. (p(z(BO s > Bp)) =
nﬂ;(Bo ..... By = s (—pFFLy
('— 1)k+1 Z fn+1(Bk+1 PIREE R Bp)
k+1 k

=5

d’ou l'assertion.
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5° Les projections s’ étant croissantes et injectives (cf. 3. 1.), les appli-
- proj ‘ o 1] PP

cations f et les homomorphismes ¢, et z donnent naissance & la suite
de 2. 5. et done au diagramme commutatif

n n

) — C

‘n, —1 n,

4
a
<

v — C, . Coo

n, —1

n

2
() Z71~1.~1 - //anl,ﬂ
n
9
n—1 n—1

0 4————— 17 L - ’
Zn—],-—l Zn~1, 0

n—1

a//

En vertu de I'hypothése pour k£ = n et de la définition des groupes

c

on voit ici, que

n, j

n n n—1 n-1

G5By sl M™)) C 0"("Z,_y,0) -

Puisque H,(S, M')= H,("Z_,,) = H,("B_,,) pour tout i et
p > —1, on obtient le résultat

n n

Ker(H, (S, M")—>H,_ (e, M")) C

(3. 8.)

n—1

Ker(H, (S, M")—~>H_,("Z,_1,))
6° Puisque le foncteur H commute aux sommes directes, on a

H("Cu)= @® H,(S,M'|sH

i
sI; € +ak
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pour tout 4, k et p. Il résulte donc de I'hypothese que I'hypothese du

théoréme 1 est valable pour tout 7 ==0,...,7n. Du théoréeme 1 découle
—1 —1 —1

alors que Im(H_,("Z,y)—>H_\("Zys)) CImH(S, M —>H_("Z,))
d’ol1 on obtient par passage aux quotients la premiére assertion

-1

n —1 —1
Im(H, (¢, M) —H,(a, M~Y) CIm(H,(S, M~ )—>H, (¢, M7Y).

L équation (3. 8.) et le corollaire 1 impliquent la deuxiéme assertion:
—1
Ker(H (S M"Y—H, (S,M™1')D
n—1
I{er(Hn—l(S s M) —>H_\("Z,_14)) 2

n

Ker(H, (S, M")—>H, ,(«. M)

ce qui achéve la démonstration.
3. 3. Si I'on suppose les applications dans 3. 1. identiques, on obtient le
Corollaire 2. Si « est un recouvrement fini de I'ensemble X appartenant
a un spectre S de X tel que

H, o (S, M| =0

pour tout s*€ Td* k=0,...,n, il en découle que I'homomorphisme
canonique =g, @ H (b 7l[)—>HP( a, M) est injectif pour p=mn—1 et
surjectif pour p =n.

3. 4. Remarques. 1°Si H = H (cf. lemme 10), alors le lemme 6 implique
que I'hypotheése se vérifie automatiquement pour k = » . si les coafficients
sont constants et pour k=mn, n — 1, si les domaines de coefficients
sont des cofaisceaux. ;

°Si I'on suppose M' = G, (7/ identique et f I'inclusion pour tout ¢,

n—1 n n—1 n

= X ,a= « .7’ identique et les spectres F(d,),  comme dans

,;d:

l‘exemple D. p. 15, on obtient une généralisation du théoréme
basique de M. Floyd (cf. [7] p. 320). La deuxieme partie du théoréme de
M. Floyd contient une erreur dans les indices. Par exemple pour 1 =0
7, Hy(Ag) — H () soit toujours surjectif puisque 7,,0”( cH o (eg)— H(a,)
est identique, ce qui est évidemment impossible. Il faut. bien entendu,
remplacer 0 par — 1.

3° Le corollaire 2 et & fortiori levtlléorélne 2 ne restent pas, en général,
valables, si 'on remplace H par H , comme l'on voit dans les exemples
suivants:

A. Soient X et S comme & la fin du §1. Soit Y lintervalle fermé
|0,1] et Z lintervalle fermé |— 1,0 (cf. Fig. 3)
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Fig.3.

On peut identifier 1 € ¥ au point {¢’} de X et — 1 €Z au point
{7} de X (cf. Fig. 3.).

Soit "' ={f_1<pe<pP1<....} le spectre de Y UZ ou B,_;
(n > — 1) est composé des intervalles fermés |p/2", (p + 1)/2", p =

— 2" —2"4+1,...,2"—1,2" (cf. Fig. 4.).
B1

-1 bt 1
0

Fig.4.

Il existe alors une et seule projection ylz’: pi— Pi_1 . Les spectres S
(p. 20) et S’ définissent un spectre S = (V1< ye< ...} de T =
XUYUZ,yi=eo;UB; pour tout ¢. On voit facilement que F(T) >
S > U(T) de sorte que les groupes I\éj(g, ZX) . ij(b—* . Z'Y) et
I;j(S_’-, Z|Z) sont isomorphes aux groupes Hy(X ,Z),Hy (Y .Z) et
Hi(Z ,Z). Puisque Z satisfait a la condition (I;) p. 9et X .Y et Z
sont connexes, ces groupes sont nuls pour j =0, — 1 de sorte que les
hypothéses du corollaire 2 sont satisfaites pour n=0,e¢=9y_;, et H
remplacé par I} .

Montrons maintenant que ﬁ 1 (AST, Z)=2. On a pour tout j > —1
H(y;j, Z4) = Zy(yj , Z) >~ Z X Z . L’homomorphisme

ﬂ(jl) = 75{ 22y (v s Z)_*Zl()/j—l s Z)
est donné par zf((ny, ny)) = ((2n, + n,), (n, -~ 2n,)) ol  (n,,n,) €

Z x Z (cf. 1. 8. et Fig. 5 ci-dessous)

3
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/N
m Rq
U

n2

Par itération du raisonnement on voit comme dans 1. 8. que
a7 7y Z) > 2y s Z) (0< i<C j) est donné par

a7 (g, my)) = (g + (my — 1)ng), ((m; — 1)y =+ mny)) =
((mi(ny + ng) — ny) , (my(ny + 23) — ny))

Puisque lim m; = oo, il en découle que
Jj—> @
i—> ©

(0 ny) € (e = H,(S, Z)—> Hy(y, . 2)

si et seulement si n, = — n; (cf. Fig. 6.).

On a alors aj((n,,n,)) = (ny,n pour tout n . On a done l'assertion
17, 1y 15 M

Hy(S . 2) = Zy(S . 2) =~ {(ny, — )} = 7.
L’homomorphisme canonique

V-
ad= i H(S.Z) 2 Z—~>Z ~Hy-.2)

est donné par I'application n; — 2n, qui n’est pas surjective contrairement
a 'assertion du corollaire 2 pour n = 1.

B. Soit X' = {lz] < 1} le disque unité du plan complexe. Si I’'on identifie
tout {e'"} € X’ au point opposé €‘**7)  on obtient le plan projectif X
(cf. Fig. 7.).
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/2
0 B o
/2 Fig.7.
Le cercle 'z| = 1/2 divide X & deux parties A et B. Les spectres

S et S pp. 20, 33 définissent un spectre
S={ <e<. . ... )
de X tel que F(K’) =8 = U()Z) de fagon suivante:

= {E;: Ej={r€B; €., BLEY : g €A,€a,) (cf Fig. 8.).

Figs8.

On a, en particulier, e_, = {4, B}. Il n'existe quune seule projection
7" de g, dans g, ;. Les éléments de &, qui sont contenus dans A4 (B)
constituent un recouvrement e, (¢;) de A (B). On a

n

HyG Z) = HS.2) = H(X . Z) = 227 — 7, |

H, (e, Z) = f\1/1(§ ZA)=H,A,Z) =0 pour tout n,
Hy&.Z) = H8 . ZB)— H(B.Z) — Z powr n =0,
HyS.ZANB) = H(INB.Z)—0 et Hye,. %) —0.

Définissons l'application continue f":X->X dans les coordonnées
polaires r et ¢ comme suit:

J'r)=r et f'(¢p)=3¢p.
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Il en découle que f applique les éléments de &, aux éléments de &, ;
définissant donc, par un choix convenable de l'ordre, une f"-projection
naturelle 7" :e,—>¢, ; et un f"-homomorphisme S»8. 1 est alors un
exermse de calcul trivial de montrer que I’homomorphisme f : (S Z) ~
Zy ——>H (S Z) >~ Z, est donné par f(l) =3=1. (et homomor-
phisme est donc I'application identique. Egalement on voit que I’homo-
morphisme 5
fa) (8, Z1B)—~ H\(S , Z|B)

i.e.
fo:Z—~>2
est donné par I’équation f{;(m) = 3m . Il en découle que
hm
{H S Z); [y} =24y et
hm im v A _
{H S Z[A) f(n}— <= {HI(S,Z|B);f("1)}=
hm

{H S Z|(A 0 B) s flyy = 0.
Convenons de désigner par X , A4 et B les limites projectives des
systémes projectifs {X ;f"} , {4 ;f"} et {B;f"}. On a alors X = AUB

ot ANB— <™ (TUB;Mm.

On a les applications canoniques f: X—>X ,flda: 4 —~ 4, fI1B: B—>B
et flANB): ANB— ANB. Convenons de désigner par &, le

recouvrement {E,; K, = (f)_l(E’i) ; l_i’_i €e,} et par x" la projection de
e, dans e, , défini par z". On obtient alors un spectre S de X tel
que F(X) >8 > U(X) de sorte que

N
H(S,2) ~H X ,Z), Hy(S,Z4) — Hy(A,Z) . Hy(S , ZB) = Hy(B , Z)

\
et Hy(S,Z|(ANB))=H,(ANB,Z) (cf. lemme 8).

11 est bien connu, que 'homologie de Cech est continue dans les espaces
compacts (cf. [6] p. 261) i.e. que les groupes

H(X,Z),H(A,Z),H(B,Z) et H(ANB,Z)
sont isomorphes aux limites projectives des systémes projectifs

(H(X, Z) 5 i} AHA(A L Z) 5 fi} AHL(B L Z) 5 £y} et {Hy(A N B3 Z) ;5 fio)}

c¢’est & dire aux groupes Z,,0,0 et 0.



Orrr Jussiva, Sur les homomorphismes canoniques de Cech 37

Les hypothéses du corollaire 2 sont donc satisfaites pour « = e_;,
Vv v
n = 2 et H remplacé par H . Puisque H(c_,,Z) =0 et H{(S, Z) = Z,,
I’homomorphisme canonique
N

H\(S,Z)=H\X ,Z)—~>He_,, %)
n’est pas injectif, contrairement & l’assertion du corollaire 2 pour n = 3 .
4° Dans I'exemple B ci-dessus nous avons un nouveau cas o H # H .
En effet, H(S,Z)—Z, et Hy(S,Z)—0.
3. 5. Le théoréme dual du théoréme 2 est le
Théoréme 2 e¢. Supposons sous les hypothéses 3. 1. que

k1 k k R
Im(H""=Y(8, N Yo' (sf)) = H**}(S, N¥sp)) = 0

pour tout k-simplexe s; € ¢ (k= 0,...,n). Il s’ensuit dans (3. 1.¢) que

n, —1
Ker(z™)) c Ker(z™ ) et Im(z"~Y) D Im( z"~Y).

a o o o

Démonstration. 1° Formons les complexes doubles de cochaines
i i i T
C* ou a C"M=C"a,0YS,N)), b ¢ est lopérateur cobord de

C*(e, %S, N')) et e 0” est 'homomorphisme fonctoriel

i i i i

(— 1)PTICP (e, 5) : CP(; , 0748, AO"‘)) — C?(a, C1(S, Aof")) (cf [8] p. 210).

2° Montrons d’abord que H"(C*!) =0 pour tout = et pour tout

q >— 1. Puisque « est fini, on peut identifier C* a lim CF ou
>

/3>>Z

O = CP(e, C%e, CU(B, Z\?i)) (cf. [1] § 6). D’autre part le foncteur H com-
mute aux limites inductives (cf. [8] p. 21) de sorte qu’il suffit de montrer

que H"(C%?) = 0 pour tout 7 et pour tout ¢ > — 1. On a, par définition,
i o _ y
CPe, CUB, N)) = 1T CUB, N'sf) =

+ip
s € a

=]

( TT N(stns)) =
s‘?e ] s’e+/))q

TT ( TT N nsh) =

+ip
e+ﬂq s?e o

T (", N5

sveTpl
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11 est alors facile de voir que
5 (CP( , N'[s')) € CP N (e, N'Is)) .
11 suffit donc de montrer que H"(C*(a, N"{;’)) = 0. Puisque > ca, on

a 8 CA€a de sorte que
C¥a, Nis)) = C¥aN A, N's) = C*e N (4N5), NY)

«NANS) = (A,NANS);: 4, €a).

En vertu du lemme 5 on peut done supposer que « est composé du

seul élément A N s . La suite

0— 0", NY) > C%a, NY) *6;_+ C'e , NY) 0 >
est alors isomorphe & la suite
0, NNy > Ni(ANs) 0 0. ...

ol I est I'application identique. La suite est exacte d’ou l'assertion.
3° Nous avons alors la condition (2. 2 c) satisfaite pour tout i et p et

pour tout g > — 1. On obtient donc les homomorphismes D" de 2.3.
pour tout i et m. Le complexe 'C*~' étant C*(¢, N%), on voit que

vzp =t = ZP(@, N'). 11 est, de plus, facile de voir dans le diagramme
anticommutatif

i 1 i i

0 s C7 (e, NY) —6—7> CP e, C"(S . L\o"'))
A R
5 5
C o i S
0 > Cp(a . 1\‘:) o CP((( , CU(AS ) A‘)) :
Bre, N) Bre. (S . N)

i
ot & est injectif, que HP(e,N') s’identifie & un sous-groupe de

i i i
H-Y("ZP*). Puisque "Z7"™* ="C""™ on a

HP("Z7%) = HP(S , NY) .
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On obtient done I’homomorphisme

i

. P
k:HP(a, NY) D

> HY("Zr) 2, HP('Z7) = HY(S, NY).

4° Montrons que % est I’homomorphisme 7). 11 suffit de montrer
que I’homomorphisme correspondant *

i ll)p i .
> H7('Z) 20 HP('Z5%) = HP(B, N,

ky: HP (e, N

ot OF est le complexe double: O = CP(a, CYB, NY)), est I’homo-

i

morphisme z'® . Soit sP = (4,, ... ,4,) un p-simplexe de T«f, s
Pa
le k-simplexe (4,,...,4,) et s = (Bi.y,.... B,) un tel p—k—1-sim-
plexe de "8 que = i(Brprs s By) = (Ayyy s - -, 4,). Etant donné un
i fa
cocyele z de ZP(a, N'), on pose ¢;(Bi.,.....B,) = q¢(z(4,,.... 4,) €
N(B,,N..... NB,NAN.. .. NA)—

N@B,,N....0B,NA4,N.... NA, pour tout sy, s et k. On
obtient évidemment ainsi une cochaine cf de C"~"=Y(5, N'sh), et les

i 0.
cochaines ¢/ définissent une cochaine ¢* de Ok, cr=F=Yp . NY) .
Puisque 6z =0, on a

p+1 . N
M o(— 1)7=5 =10 (2(4, | Ay, a (Byy) oot adB)... .. a (B, 1)
J=hi1 pa Pa pa
= (=D Y By B, )
k=T &
She <%

pour tout (B,.;,...,B,. ;) € TpP~* de sorte que

(S/Ck — 6//ck+l

Puisque ¢;' = 7B(z) et ¢f(0) = z(sF). on obtient Iassertion.
pa

i
5° Comme les projections =’ sont injectives et croissantes, les applica-
: . . .

12 13 1
tions f et les f-homomorphismes ¢* et z donnent naissance & la suite
de 2. 6. et donc au diagramme
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0 - 1, n, —1 —p 1, 7,
C C

A |

n—1,n, —1 n—1,n,0

—_—
0 (,'

n.n--1,0

(§) ——l A
/i
n—ln-1, -1 n—-1,n—10
() — , P e vy
7 n-1 /)

a//

D’aprés I’hypothése pour k= n, on voit ici, §" étant injectif, que

n n—1

n n—1 n
JH(H (20 )) = h*(Ker( ) € H™ e . N") .

Mais cela entraine, tenant compte des équations
HP(S , NY) = HP("Z7™) (p>—1)
que
n—1 n
Im(H'("Z" ") —H""1(S, ")
(3.8¢) n N
Im(H" Ya, N") —H""'(S,N")).

6° Puisque le foncteur H commute aux produits directs, on a

Hr('C) =TT HP(S . N's)
k_ o4tk

sj € +uk

pour tout 7,j,k. L’hypothése implique alors que Im(hg~') = 0 pour
tout i = 0, ...,n. Du théoréme 1 ¢ découle alors que



Ovrrr Jussira, Sur les homomorphismes canoniques de Cech 41

-1 i i
Ker(h, ') € Ker( 0"). H"(«, N') étant un sous-groupe de H™'(""Z"*)
pour tout n et ¢, on obtient la premiére assertion:

—1 —1 —1
Ker(H'( «, N~y — H"("Z~"*) = H"(S . N-1)) c
—1 n

Ker(H"( @, N-")— H"(a , N")).

La deuxieme assertion découle de I'inclusion
n—1 n
ImHNZ"")— H""Y("Z"*) D
—1 n
Inl(Hn«-—l(//Z—l*)_>H71~1(11Z—1*)) ,

du corollaire 1 ¢ et de 'équation (3. 8. c.):

Im(H" e, N")— H"~'(S, N")) D
n—1 n
Im(H=("Z" %) — H" (" Z71%)) D

—1 n
In](Hn—l(//Zml*)___)Hn—l(//Z—l*)) —
—1 n
Im(H" (8™, N~ ) — H" (S, N'"))
C.Q.F.D.

3. 6. Si I'on suppose les applications de 3. 1. identiques, on obtient le
Corollaire 2 ¢. Si ¢ est un élément fini d’un spectre S de I’ensemble
X tel que

f]n k— I(S *\7 ) 0

pour tout s € T¢".k=0,...,n, il sensuit que I'homomorphisme

canonique #'?) est surjectif pour p =n — 1 et injectif pour p = n.
3. 7. Remarques. 1° Le corollaire 2 ¢ contient la généralisation de M. Wu
d’un théoréme de M. Leray dans la cohomologie de 6‘ech (cf. [16] p. 796).
Le théoréme de M. Wu contient une erreur d'induction. Les hypothéses
de M. Wu sont satisfaites dans le Fig. 9.

Fig.9.
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(Iei HYA,NA,N Ay, Z)#0)

Cependant, contrairement & l’assertion I’homomorphisme canonique a®
n’est pas surjectif.

2° Les hypothéses du théoréme 2 ¢ et du corollaire 2 ¢ se vérifient auto-
matiquement pour k = n , siles coefficients sont constants et pour k=mn,
n — 1, si les domaines de coefficients sont des faisceaux (cf. lemme 6).

§ 4. Théorémes de Helly

4. 1. Examinons la cohomologie classique de Cech dans un espace topo-
logique X & coefficients dans un groupe G 0.

Théoréme 3. Soit « un agrégat fermé de X tel que

a) Les éléments A; de « sont compacts,

b) 4, N..... N4; # 0 pour tout AiiEcz,j:U,...,vz,
"~ ¢) H"(@):O pour tout 8§’E+a1’,p=0,...,n——l,z':O,...,
n—p—1,

d) H™(l¢”}) = 0 pour tout sous-agrégat «” de « qui a moins que
n + 3 éléments.
Si la dimension cohomologique de X est inférieure & n -+ 1, alors

Pintersection I = N A; n’est pas vide.
A;€a
Démonstration. 1° Tenant compte de la condition a) on peut supposer
a={A4,,..., 4} o m >n+1. Supposons d’abord m =n + 2.
2° Pour que A, N....NA,+# 0 il faut et il suffit par I'hypothese

b) que H"(¢) = 0. En vertu de b) H/(«”) = 0 pour tout j=0,....,
n — 1 et pour tout sous-agrégat «'’ de «. On obtient donc en vertu des
hypothéses et du corollaire 2 ¢ I'équation

(4. 1) Hi(la" ) = 0 pour tout j.

3° Pour démontrer que H"(¢) = 0 il suffit done, d’apres le corollaire 2 ¢,
de montrer que

(4. '.).) .Hj(AiO n..... n Aip) =0

pour tout Aij € «, pour tout j et pour tout p =10,...,m — 1.
4°Si 4 et B sont deux sous-ensembles compacts de X, on a la suite

exacte
D manp L . ms) L maup A

[
a4 nB)

(4. 3.).

(cf. [6] pp. 43, 257.).
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5% Soit s = (4,,....4,) un simplexe quelconque de *e. Posons
A=A,,B=4,U....UA?. En vertu de I'équation (4. 1) et de la
suite (4. 3) on a

Hi((A,N 4,)U(A4,NA4)U. ... U(4,N4,) =

(4. 4.) ,
Hi(A,N (4, U4,U. . ... Ud,))=0

pour tout ¢ et pour tout p. Egalement on a
(4. 5) HA,NnA4,)=0

pour tout ¢. En posant dans (4.3) 4 = 4,N A, et
B=A4A,Nn4,)U4,NA4,)U...... U(d,N A4, on obtient en vertu des
équations (4. 4) et (4. 5)

H(A,Nn4, NA4)UA4,NA4,NA4;)U.... U4, N4, NA4) =
H((A,NA)N (A, NA4,)UA,NA)U....U(4,N4)) =0
pour tout ¢. Kgalement, on a
H(A,NA,NA4,) =0 et

4. 6) ‘
( H(A,N A, NA)U(ANA,NAYU.. . UA,NA,NA4) =0

pour tout ¢. On peut continuer comme ci-dessus partant des équations
(4. 6) et de la suite (4. 3). Apres un nombre fini des pas on achéve I’assertion.
6° Le cas général m >mn -+ 2 se fait par induction par rapport & m .
Supposons le théoréme démontré pour « contenant m — 1 éléments.
Soit A4, un élément quelconque de . Convenons de désigner par a
Pagrégat {A,N4d;; A;€a;Ai # Ay} & m — 1 éléments de X .
D’apreés Vinduction @ satisfait 'hypothése b), d’aprés 1'équation (4. 2) il
satisfait 'hypothese ¢) et I’hypothése a) se vérifie trivialement.
On a pour tout sous-agrégat a”’ de a l'inclusion |a”’! € 4,. Puisque
H"(A4,) = 0 et la dimension de X est inférieure & n , on voit dans la suite
exacte de cohomologie

o HMNA ) > HY (@) — H™ (A, @) ...

que H"(la"’|) = 0 d'olu I'hypothese d).
Onadonc O+ N (4,N4)= N 4;=1 CQF.D.

(AnA)€a 4;€a
4. 2. Une conséquence immédiate est le
Corollaire 3. 1. (Helly: [9]) Soit £ = {4,};c; un tel ensemble de sous-
ensembles convexes et fermés de 1’espace euclidien R" de dimension =,
que toute intersection & 7 4+ 1 éléments de K est non-vide. Alors I'inter-
section des éléments de F est non-vide, s’il existe une intersection finie,
non-vide et bornée d’éléments de £ .
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On peut déduire de Corollaire 3. 1 le

Corollaire 3. 2. (Helly: [10]) Si ¥ =:{4,};c; est un ensemble fini
d’ensembles convexes de R" tel que toute intersection & n -+ 1 éléments
de E est non-vide, alors I'intersection des éléments de F est non-vide.

Il découle encore du théoréeme 3 le

Corollaire 3. 3. (Molnar[14]) Si £ = {4}, <, est un ensemble d’ensembles
compacts du plan euclidien tel que

a) tout 4; € £ est simplement connexe,

b) tout 4;N 4; est connexe,

o) tout 4; N 4; N 4, est non-vide,

alors I'intersection I = N 4; est non-vide.
i€l
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(3]
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