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Uber eine Fassung des Phragmén-Lindeléfschen Prinzips

1. Einleitung. Es sei w(z) (z =2 + dy) in
H:Rez>0

holomorph und geniige dort der (Lindel6fschen) Bedingung

(1.1) lim [w(z)| <1

z—>in
Man bilde die (endliche) Grosse

1 i
(1.2) L(r) = sup ‘{%ﬂ '. |91

Dann gilt der
Satz. 1. Die Funktion L(r) ist tm Intervall

(1.3) 0<r<-+ w

nicht abnehmend und r2L(r) konvex in r2.
Allgemeiner gilt der Satz:

| W<

(— oo <n< -+ ).

7|
2)

Satz 2. Ist wu(z) subharmonisch in H wund geniigt sie dort der (Linde-

lofschen) Bedingung
(1.4) lim u(z) < 0,
. Z—>in

so ist die Grisse

[ u(re')

(1.5) L(r) = sup \

9] <

r cos O

in (1.3) nicht abnehmend und r2L(r) konvex in r2.

ol

Beide Sitze verallgemeinern einen klassischen Satz von Phragmén und
Lindel6f!, wonach unter den Voraussetzungen (1.1) bzw. (1.4) die Funktion

1 Einen komplizierteren, auf ganz anderen Grundlagen beruhenden Beweis dieser
Sétze habe ich in einer Note skizziert, die am 26. Februar 1962 der Kongel. Viden-
skabers Selskabs in Trondheim vorgelegt wurde. Vorliegende Note gibt den Inhalt eines
Vortrags wieder, den ich am 6. 3. 1962 am Mathematischen Seminar der Universitédt

Stockholm gehalten habe.
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log |w(z)| (bzw. u(z)) entweder stets << 0 in H ist oder es Punkte z in H
von beliebig grossem Betrag derart gibt, dass log jw(z)] = ¢,z] (bzw.
u(z) = ¢,/z|) mit einem festen, positiven ¢, gilt. Aus dem Satz 2 erhilt man
ohne Schwierigkeit, wenn man dort u(z) durch — v(z) ersetzt, den

Satz 3. Es sei v(z) in H harmonisch bzw. superharmonisch und geniige
dort der Bedingung

(1.6) limo(z) > 0.

z—>in
Man setze
[v(re”) |

(1.7) Jir) = inf | g 1< 'EJ .

Dann ist J(r) in (1.3) nicht zunehmend und r2J(r) konkav in 72
Gilt fiir die Funktion v(z) die schérfere (Juliasche) Bedingung

(1.8) v(z) =0,

so liefert die Aussage des Satzes 2. eine Vertiefung des klassischen Juliaschen
Lemmas?. Dieses Lemma sichert bekanntlich die Existenz einer endlichen
nicht negativen Zahl '

(1.9) y = inf {Q%Z) z € H}

mit der Eigenschaft, dass fiir jedes z € H die Ungleichung
(1.10) v(z) > yx

gilt. Nach dem Satz 3. muss nun y = lim J(r) sein.

Die Einfachheit der hier gegebenen Beweise fiir die Satze 1. bis 3. beruht
hauptsiichlich auf einem Kunstgriff. wodurch die durch die Gleichungen
(2.3) und (2.4) definierten Koeffizienten «. ¢, fast ohne Rechnung (durch
Verwendung der beiden Hauptextremalfunktionen der zu beweisenden
Ungleichung) ermittelt werden.

2. Vorbereitende Hilfshetrachtungen. Es bedeute G den Halbring
(2.1) 0<r<iz<r,,Rez>0 (ry <<ry << + ),

I, T, die Begrenzungen {zz €0, |z|= r}, {21z €G, 2| = 1}, und
g(;,z) (kurz g) die Greensche Funktion des offenen Kerns G, von G.
Man setze z = re’, £ = |{|e'"({ € I' = G\G,) und bezeichne die innere

2 Man vgl. etwa den (lingeren) Beweis von LANDAU und VALIRON im Journ.
London Math. Soc. (A Deduction from Schwarz’s Lemma) 4, S. 162—163, 1929.



ALEXANDER DixcHAs, Phragmén-Lindelofsches Prinzip

Normale (bzw. die Bogenliinge) von I' in dem Punkt { mit » bzw. mit ds.

Dann ist
1
zn/ReC—ds—rcosﬁ
und
1 1 dg cos ¥
) B ™
T
Daraus folgen leicht die Gleichungen
2.2) 70 + 7oy = 7 COS ¥
al 1 cos ¥
non
mit
(2.3) a4 = L a— cos ¢ ds
27 0
I,
und
1 og
(2.4) a=5- [ 5, €8¢ ds .
I,
Lost man das System (2.2) nach ¢. ¢, auf, so findet man
(2.5) o = ]3 :‘r— L cos
R
und
=l
(2.6) ty = T—;—_—T—i T cos 0.

Ist 7, = 0 (also liegt der Fall eines Halbkreises vor), so liefert das Ver-

fahren die (bekannte) Gleichung

/fcosQ:/ds

(2.7)

= ~c0sz?

Wie in der Einleitung berelts hervorgehoben wurde, sind die Gleichungen
(2.5) und (2.6) von prinzipieller Bedeutung und liefern fast ohne Rechnung
den Beweis der Siitze 2. (also auch 1.) und 3.

3. Beweis des Konvexititssatzes. Die Monotonie von L(r). Man setze

u(z) = log |w(z)|.

Dann gilt zundchst fir », = 0,0 <7, < .
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1 09,
(3.1) u(z) < — / u() o ds (|2] < 1) -

— 27

I,

Hierbei bedeutet ¢, = g,(¢,2) die Greensche Funktion des Halbkreises
[z] <7, Rez> 0. Nun zeigt eine leichte Rechnung, dass

9 [t+z C—¢ .
3.2) — ds = Re — = d {=re"€l))
ist und somit fiir grosse 7,
4x +
(3.3) ulz) < — / (L) cos pdp
ar,

+
mit % = Max (0, ). Daraus folgt zunichst, dass L(r) in 0 <7 < o

endlich ist.

Zum Beweis der Konvexitédt von 72L(r) (als Funktion von 72) und der
Monotonie von L(r) verfihrt man am einfachsten so: Zunéchst ist bei
gegebenen 7y, 7,(0 <17 <7y < + )

3.4 <2 / 9 g5 1 / % 4
(3.4) u(z) < o u(g) o -+ . u(£) on S .
fo P"z
Andererseits ist
1 og I
% | u(&) 57; ds < rL(ry)ey
und
1 og
o u({) n ds < r,L(ry)a, .
I,

Das liefert wegen (2.5) und (2.6) die Abschitzung

ry —1r° r*—r

. 2

7'“(7'3”?) < {ﬁL(’l) < ——= + 7’522L(7‘2) 3 2} cos 9
Ty — 1 ry — 7T

und somit (nach Division durch cos? und Ubergang zum Supremum

L(r)) die Ungleichung

\ \ ry —1° \ r* — 7l
(3.5) rL(r) = nl(n) 57— +nll) 57 -
2 1 2 1

Lésst man hier r, — 0 konvergieren, so folgt wegen
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[u(re)

lim L(r) = lim sup \
r—>0 r—>0

die Ungleichung 72L(r) < r2L(r,), d.h. L(r) < L(r). Somit sind die Sétze

1. und 2. bewiesen worden.

Mit Hilfe der konformen Abbildung kann man den Sétzen 1. und 2.
eine invariante Formulierung geben. Es sei in der Tat D ein einfach-
zusammenhingendes Gebiet das nicht die volle komplexe Ebene ausmacht
und ¢, ein erreichbarer Punkt des Randes I' von D. Ferner sei ¢(2)
eine in D schlichte Funktion ¢(z), welche D auf die Halbebene H : Re
g > 0 derart abbildet, dass {; in den nicht endlichen Randpunkt von H
iibergeht. Ist jeder der Randpunkte von D erreichbar, so kann g¢(z) so
normiert werden, dass bei vorgegebenem (, € I' die Gleichung lim g(z) = 0
gilt. Man setze nun s>l

(3.6) 9(z) = o(2) + it(2)
mit reellen o(z) und #(z) und bezeichne mit /7,(0 < A < 4 o) die Kurve -
in D auf der |g(z)] = A ist. Dann lésst sich der Satz 1 folgendermassen
formulieren:

Satz 4. Es sei w(z) in D holomorph und geniige dort der Bedingung
(3.7) lim Jw(z)| < 1 (CEr,C+10).

z—> ¢

9] < i <0
r cos ¥ : 2[_

Man setze

1
(3.8) L(A) = sup {M z l

Dann ist L(2) in 0 <A< -+ oo nicht abnehmend und I*L(A) konvex in
A2

Ein entsprechender Satz gilt, wenn man log |w(z)| durch eine sub-
harmonische Funktion wu(z) ersetzt, welche der Bedingung (1.4) gentigt.

4. Die Konkavitit von r2J(r). Die Frage nach den Extremalfunktionen.
Ist v(z) harmonisch (bzw. superharmonisch) in H, so gilt anstelle (3.5) die
Ungleichung

1/ dg 1 [ .\ 99
(4.1) v(z)_>_%‘ U(C)%ds+ %/ v(s)%ds.

T T2

Hierbei bedeutet wieder g = g(Z, z) die Greensche Funktion des Halbringes
ry < |z] <ry(ry <1),Rez>0 und  einen Punkt von I, bzw. I.

Aus (4.1) folgt nun, wenn man J(r) durch (1.7) definiert und den Kunstgriff
von 3. verwendet,
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o v(rei’) g ry —1° . r* —
2 r - riJ(r) 5—— + rJ(ry) 5 .
(4.2) 00819“‘1(1)7‘;——7'?_‘_2(2)73—7'3

Geht man nun links (bei festem 7) zum Infimum iiber, so erhidlt man die
Ungleichung

(4.3) 7'2,](7') > riJ(rl) ;—_7—2 + 7’§J(72) _2___,"5 ’
2

welche die Konvexitdt von 72J(r) als Funktion von 7?2 zum Ausdruck
bringt. Die Ungleichung (4.3) gilt offenbar auch dann, wenn wu(z) in H
superharmonisch ist und der Bedingung (1.6) geniigt.

Lésst man in (4.3) r;—» 0 konvergieren, so erhdlt man (da lim 72J(r) > 0

r—>0
ausfallt) »2J(r) > 2/ (r,), d.h. J(r) > J(r,). Somitist J(r) in 0 < r <+ o
nicht zunehmend.
Ist v(z) >0 in H, so ist J(r) >0 (0 <r < 4 o) und somit gilt

(4.4) v(z) > yr cos 9 (z=re” € H)
mit
(4.5) y = lim J(r).

Sowohl der Satz 3 als auch sein Spezialfall, das Juliasche Lemma, lassen
sich konform-invariant formulieren:

Satz 5. Die Funktion w(z) set in D harmonisch (bzw. superharmonisch)
und geniige dort der Bedingung

(4.6) lim u(z) > 0 (Cer,¢=14).
Man setze 5

e
(4.7) J(2) = inf lU(Z) z € F;'l .

Dann ist J(A) in 0 < ) < + oo nicht zunehmend und A2J (1) konkav in 22.
Ist z—w(z) eine in-Abbildung (also w(z) € D), so kann man aus dem
vorherigen Satz noch folgenden Satz ableiten:
Satz 5'. Ist z—w(z) eine in-Abbildung und wird
[o(w(z)) | |
. A pr— i f I z -
(4.8) C(A) =in | o) \ GI’L]
gesetzt, so ist C(1) in 0 << A << oo positiv, nicht zunehmend und *C(A)
konkav wn 2% Mithin existiert der Grenzwert lim C(A) = y, wund es gilt

R o)
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(4.9) o(w(z)) = 7y0(2) (z € D).

Die Frage nach dem Gleichheitszeichen in den Ungleichungen (3.5) bzw.
(4.3) lisst sich relativ leicht beantworten, sofern man sich zunéchst auf har-
monische Funktionen wu(z) beschriankt. Eine erste Bedingung dafiir ist
vorerst die, dass nidmlich u(z) bzw. v(z) = C(r)cosd (r, <r <<r,) ist
und somit auch #C(r) = A + Br*> mit konstanten (nur von 7, 7, abhingi-
gen) A, B. Daraus folgt (wenn man noch die zusitzlichen Randbedin-
gungen beriicksichtigt)

(A
(4.10) u(z) = (7 + Br) cos 9 (4, B reell, 4 <0)
und

A
(4.11) v(z) = <7 -+ Br) cos & (4, B reell, 4 >0).

Liegt der Fall einer in H holomorphen Funktion vor, die der Bedingung
(1.1) geniigt, so kann in (3.5) das Gleichheitszeichen nur dann eintreten,
wenn 1) w(z)in: 0 < 2] <ry,, Rez> 0 keine Nullstellen besitzt und 2)

A
wenn log |w(z)| = (7 -+ Br) cos ¥ ist. Das liefert die Extremalfunktionen

\

(A4
w(z) = exp ( -+ Bz) . Hat man den Fall einerin H holomorphen Funktion
w(z), deren Realteil ’u(z) der Bedingung (1.6) geniigt, so liefert der Realteil

A
jeder Funktion - + Bz eine Extremale fiir den Satz 3. Verlangt man hier

noch (Juliasches Lemma) wu(z) > 0 (z € H), so muss noch 4 >0 und
B >0 gelten.

5. Der raumliche Fall. Der Kunstgriff von 2. fithrt zu einer einfachen
Behandlung der Dimension n > 2. Fs bedeute P = (x, 2, ...,%,)
einen Punkt des n-dimensionalen euklidischen Raumes E" und

S, ={Pai+ ...+ =1,z >0}

die Halbkugel um den Nullpunkt mit dem Radius 7.

Man bezeichne nun mit H den Halbraum ; > 0 (wir schreiben im
folgenden « fiir 2!) und betrachte die in H subharmonische Funktion
u(P), die noch der Bedingung

3 Ist D der Kreis |¢| << 1 und (o= —1,{, =1, so ist g(z) = (1 + 2)/(1 — 2)
und o(z) = (1 — |2[*)/|1 — 2|2, Der Satz 5’ liefert dann neben der klassischen Ab-
schétzung von JuLia und CARATHEODORY noch die Eigenschaften von J(r).
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(5.1) limu(P) <0 (P €H),
PLQ

wobei ¢ ein endlicher (sonst beliebiger) Randpunkt von H ist, geniigen

moge. Dann gilt der Satz:

Satz 6. Geniigt w(P) der (Lindelofschen) Bedingung (5.1), so ist L(r)
in 0 <r <-4 oo nicht abnehmend und r"L(r) eine dort konvexe Funktion
von 1"

Dabei wird hier L(r) durch die Gleichung

, u(P)
(5.2) L(r) = sup {—x——

res)

definiert.
Ist w(z) superharmonisch in H und geniigt sie dort der (Juliaschen)
Bedingung

(5.3) lim »(P) > 0,
P50
S0 ist
(5.4) J(r) = inf {Lf) Pe S,}

in 0 <7<+ oo nicht zunehmend und 7"J(r) konkav in r". Der Beweis
des Satzes 6. erfolgt wieder durch den Kunstgriff von 2. Es bedeute in der
Tat ¢(P, @) die Greensche Funktion von

(5.5) R=US, (rn<r<mr).
Dann gilt (sofern wieder n die innere Normale von R bedeutet) zunéchst
56 p 1 / dg 0 1 ag 0

(5.6) ’u()Sw" u(Ql)%d 1+w—n u(Qz)%dQ,

1 £

wobei allgemein @; €S, ist und dO; das Volumenelement von S, ist.

Ferner ist " 'w, = 2 / dO. Es seien &, bzw. £, die ersten Koordinaten
SY

von @, bzw. @, Man setze f,‘ =rcosgp, & =ry,cosp und x=r7r

cos ¥ (r; <r < ry). Werden dann a,, @, durch diie Gleichungen

1 9g
(5.7) = —n / cos ¢ = do,
&
1 / dg
(5.8) ay = C—O: . cos ¢ = do,

T2
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definiert, so gilt (da = und «/r" in R harmonisch sind)

70, + Ty = rcosd
(5.9)

a ay 1
n—1 n—1 — ~na-1 Cos ﬁ .
T T2

Dieses Gleichungssystem liefert dann die Werte:

\n—1

ry — o[,
(5.10) = > (*) cos ¥
ry — i\ 7,
und
" (r\" !
(5.11) = 77— | — cos ¥
ry — r\r
und somit die Abschétzung
u(P) ry — " ™ — ]
n-1 < ML(ry) = + 15L(ry)
cos & < riL(ry) e + r5L(r,) 7,,2._7,1,’

aus der ohne weiteres die Aussage des Satzes 6 folgt. Der Fall einer in H
superharmonischen Funktion »(P), die noch der Bedingung (5.3) gentigt,
erledigt sich durch Betrachtung von — #(P), die dann zu der Ungleichung

L o(P) "y ry —r" ny " —rl
- > (r) o + S (r —
cos 19 = 1 ( l) 7,; - r; + 2 ( 2) 7,721 o 7'?

fiihrt. Auch hier erledigt sich der Fall der Monotonie von L(r) bzw. von J(r)
durch den Grenziibergang r; — (% Der Kunstgriff von 2. liefert auch einen
einfachen Beweis des Dreikugelsatzes von Hadamard fiir subharmonische
Funktionen in E".

Es bedeute allgemein K, die Kugel

(5.12) .. k=1,
und ¢ die Greensche Funktion des Bereiches

R=UK, (rn<r<mn).

l/ang
al:wnK on !

4 Sowohl hier als auch in der vorherigen Ungleichung spielen die Funktionen

Man setze

A
(-n—_—l - Br) cos ¢ eine Extremalrolle. Dabei sind die Konstanten 4, B den jewei-
r

ligen Randbedingungen anzupassen.
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und
1 og
= — | — dO,.
* wn/ on  *
K,
Dann gilt
13 1 1 1 )
5. 3 O == 3 7 2
(5.13) 72 Ul+r;—2 Qy 2 (n>2)
und
(5.14) @ ooy = 1.
Daraus folgt
7,721—2 . ,rn-—2 (rl\)n—Z rn-—? _ rrlt—2 (/7'2\)'1‘2
e e i e
e LAY R LAY

und somit fiir jede in R subharmonische Funktion w(P) die Ungleichung

Tn-2_ n—2 7'"_2—7"1—2
_ o 2 s 1
rTru(P) Sy M(n) s s s M) T
Ty -—n ) —n

Dabei ist noch
M(r) = Max {u(P) | PE€EK,}.
Ist n = 2, sc ist die Gleichung (5.13) durch die Gleichung
a, logry + aylog r, = log r (ry < r <<rmy)

zu ersetzen.

Gedruckt September 1962.
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