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tiber eine Fassung des Phragm6n-Lindelöfschen Prinzips

l. Einleitung. Es sei a(z) (, - r I iy) in

holomorph und geniige dort :rffi;:.ren) Bedinsuns

Man bilde die (endliche) *ro*J"''

(1. 1)

(1.3)

(1.2)

Dann gilt der

L(r):sup{W

Satz. l. Die ?unkt'ion L(r) ist 'im Interuall

nicht abnehmend, und, rzl(r) ltonuer in r2.

Allgemeiner gilt der Satz:

Satz 2. Ist u(z) subkarmoni,sch in H und, geniigt s'ie d,ort iler (Li,nde-
löfschen) Bed,i,ngung

(1.4)

so 'ist d,ie Grösse

(1.5)

z -+ ir7

L(r):sup {#
in (1.3) nicht abnehmend, und, rzl(r) konuer i,n r2.

Beide Sätze verallgemeinern einen klassischen Satz von Phragm6n und
Lindelöfl, wonach unter den Voraussetzungen (1.1) bzw. (1.4) die Funktion

I Einen komplizierteren, auf ganz anderen Grundlagen beruhenden Beweis diesor
Sätze habe ich in einer Note skizziert, die am 26. Februar lg62 der Kongel, Vid,en-
ska,bers Selskabs,in Trond,lruim vorgelegt wurde. Vorliegende Note gibt den fnhalt eines
Vortrags wieder, den ich am 6. 3. 1962 arn Mathematischen Seminar der Universität
Stockholm gehalten habo.
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log lw(z)l (bzw. u(z)) entweder stets ( 0 in 11 ist oder es Punkte z in H
von beliebig grossem Betrag derart gibt, dass loglw(z)l> "olzl (bzw.
u(z) > oo lz l) mit einem festen, positiven ao gilt. Aus dem SaLz 2 erhäIt man
ohne Schwierigkeit, wenn man dofi' u(z) durch - a(z) ersetzt, den

§atz 3. Es sei u(z) in H harmonisch bzw. superharmonisch und, geniige

d,ort iler Bed,i,ngung

(1.6)

Man setz,e

(1.7)

z --> itl

Dann ist ,I (r) in (1 .3) n'ich,t zunellmend und rzJ (r) konltaa 'in 12.

Gilt ftir die Funktion u(z) die schärfere (Juliasche) Bedingung

( r.8)

so liefert die Aussage des Satzes 2. eine Vertiefung des klassischen Juliaschen
Lemmasz. Dieses Lemma sichert bekanntlich die Existenz eine-r endlichen
nicht negativen Zahl

der trigenschaft, dass ftir jedes z e H die I)ngleichung

a(z) ) yr

(1 .9)

mit

zu 
")

gilt. Nach dem Satz 3. muss nun /: Iim .r(r) sein.

Die Einfachheit der hier gegeben"" B;åif" fiir clie Sätze 1. bis 3. beruht
hauptsächlich auf einem Kunstgriff, rrodurch die durch clie Gleichungen

(2.3) und (2.a) definierten Koeffizienten ar, o, fast ohne Rechnung (durch

Verwendung der beiden Hauptextremalfunktionen der zu berveisenden

Ungleichung) ermittelt rverden.

2. Vorbereitende Hiltsbetrachtungen. Es bedeute G den Halbring

(2.1) 0(rr<izl<rr,Rez)'0 (rr'irr<*rc) ,

f,,, f,, die Begrenzungen {z z e G, lzi : rr), {zlz € G, lzl : rz}, und
g(C,z) (kttrz g) die Greensche X'unktion des offenen Kerns G* von G.

Man setze p:ysi$,C:lclet"G €l-:G\G*) und bezeichne die innere

(1. 10)

2 Man vgl. etwa den (längeren) Beweis von Lexpeu
Lond,on Math. ,Soc. (A Deduction from Schwarz's Lemma)

und Vel,rnox irn Journ,.
4, S. L62- 163, L929.
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Normale (bzw. die Bogenlänge)von J- in dem Punkt e mft n bzw. mit ds.

Dann ist

* lRe e Xas - rcosB

und
I f I 0q cosrg

2nl C0't1, r

Daraus folgen leicht die Gleichungen

r$1 * Tzuz: r cos #
(2.2)

aL , n' cosS

rt -1- rz r

mit
I f Oo

(2.3) u1 : z*J ;cosvcls
tr,

und
I f 0o

(2.1) az : z, J ;* cos v ds .

ri,

Löst man das System (2.2) nacli cr1, ct2 zLLtf , so findet man

,i- r' r
(2.5) ctt: 

rr. -i 
' i cos B

und
r- -ri r,

(2.6) "r: ,Z_Å ' 
j cos B.

Ist, r, : Q (also liegt der Fall eines Halbkreises Yor), so liefert das ver-

fahren die (bekannte) Gleichung

t f ao r
(2.7) nJ a"cosgds--cos8.

f",

Wie in der Binleitung bereits hervorgehoben wurde, sind die Gleichungen

(2.5) und (2.6) von prinzipieller Bedeutung und liefern fast ohne Rechnung

den Beweis der Sätze 2. (also auch 1.) und 3.

3. Beweis des Konvexitätssatzes. Die Monotonie von L(r). Man setze

u(z) : Iog lw(z)1. Dann gilt zunächst fiir r, : 0, 0 ( re ( co.
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(B.r) u(z) I * I u6y ff as rzr < ro) .

r"o

Hierbei bedeutet go: go(C, z) die Greensche Funktion des Halbkreises
lzl Sro, Rea ) 0. Nun zeigt eine leichte Rechnung, dass

(8.2) *, o,:*" {- -*\ * (c: roei* e r.")dn lc-" e+zJ
ist und somit, fiir grosse ro

(B.B) u(z) I # ! 
1,1q1 

"or Eae

+
mit u : Max (0, u). Daraus folgt zunächst, dass L(r) in 0 < r < co

endlich ist.
Zum Beweis der Konvexität von rzl(r) (als X'unktion von r2) und der

Monotonie von L(r) verfährt man am einfachsten so: Zunächst ist bei
gegebenen r1,rr(0 <\< rz ( * oo)

(8.4) u(z) < ;" I ,G) ga*a" * * I "u, flu, .

fr, rr"

Andererseits ist

rf0o
nJ "tCl *ot<rrl(rr)a,

T,,

und

lfDo
G J "tCl * ot < rrl(rr)a, '

t,

Das liefert wegen (2.5) und (2.6) die Abschätzung

ru(reio ) < 
l,!,1,,1 f4 a rll(r,) ;4,\ *, r

und somit (nach Division durch cos I und Ubergang zum Supremum
L(r)) die Ungleichung

(8.5) r2l1r1 < rll(r,) ,L,,_41rll(r,)ffi
Lässt man hier r, -+ 0 konyergieren, so folgt wegen
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l8l

die Ungleichrng rzl(r) 1frL(rr), d.h. L(r) < Z(rr). Somit sind die Sätze

l. und 2. bewiesen worden.
Mit Hilfe der konformen Abbildung kann man den Sätzen l. und 2.

eine invariante X'ormulierung geben. Es sei in der Tat D ein einfach-

zusammenhängendes Gebiet das nicht die volle komplexe Ebene ausmacht

und 6r ein erreichbarer Punkt des Randes I voia D. X'erner sei g(z)

eine in D schlichte X'unktion g(z), welche D atf die Halbebene ä : Re

g > 0 derart abbildet, dass (, in den nicht endlichen Randpunkt von fI
iibergeht. Ist jeder der Randpunkte von D erreichb&r, so kann g(z) so

normiert werden, dass bei vorgegeben"- 6o € .l- die Gleichung lirm g(z) : Q

gilt. Man setze nun

(3.6)

z--, Lo

mit reellen o(z) und l(z) und bezeichne mit Ir(0 < 1 < * .o) die Kurve
in D auf der lg(z)l :2 ist. Dann lässt sich der Satz I folgendermassen

formulieren:
Satz 4. Es se'i, w(z) in D hol,omorpth und, genllge d,ort d,er Bed,i,ngung

li* l*@)l < I
z--> C

(cer,c+(r)(3.7)

Ma,n setze

(3.8)

^oAo.

Ein entsprechend"er

harmonische Funktion

I u(retfl)

lg L(,): lli sup 1,."- d

L(1):sup\w

JTI

zer^l

Satz gilt, wenn man log lu(r)l durch eine sub-

u(z) ersetzt, rvelche der Bedingung (1.1) geniigt.

r1. Die Konkavitiit von r2J(r). Die Frage nach ilen Extremalfunktionen.
Ist a(z) harmonisch (bzv'. superharmonisch)in H, so gilt anstelle (3.5) die

Ungleichung

0o
aG) ;ds +*I

I-,,

tfOo
z* J aG) *ds

1",

(4.1)

Hierbei bedeutet wieder

Aus (4.1) folgt nun, wenn
von 3. Yerwendet,

g - gG, z) die Greensche Funktion des Halbringes

man J(r) durch (1.7) definiert und den Kunstgriff
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(4.3 )

(1.2) r'# > r?r(r,)74+,zr(,,)

Geht man nun links (bei festem r) zam Infimum
I)ngleichung

r' ri
oori ri

iiber, so erhält man die

(z-re'$eH)

(,f e r , e + år)

welche die Konvexifiät von rzJ(r) als Funktion von rz zum Ausdruck
bringt. Die Ungleichung (4.3) gilt offenbar auch dann, v'enn u(z) in H
superharmonisch ist und der Bedingung (I.6) geniigt.

Lässt man in (a.3) rr--> 0 konvergieren, so erhält man (da lim rzJ(r) ) A

ausfällt) rzJ(r) ) rzJ(rr), d.h. "f(r) ) J(rr). Somit ist .r(r) ,r'i'a r < f "onicht zunehmend.

(1.4)

mit

(4.5)

Sowohl der Satz 3 als auch sein Spezialfall, das Juliasche Lemma, lassen
sich konform-invariant formulieren:

§atz 5. Die lunkti,on u(z) sei in D harmonisch (bzw. superharmoni,sch)
uncl geniige dort der Bedi,ngung

u(z) 7 y, cos B

y : ,]jL r(r).

(4.6)

Man setze

(4.7)

(4.8)

g esetzt ,

konkau

c (1) - inf lo(u(z))
[-rtrl

Dann'ist J(),) in 0 < 2 < f co nichtzunehmend, und, 12J(1) konkaa,in ),2.

Ist a->w(z) eine in-Abbildung (also w@) eD), so kann man aus dem
vorherigen Satz noch folgenden Satz ableiten:

Satz 5' . I st z --> u(z) eine in -Abbildung 'und

ze

w'ird

1)

so 'ist
. 

^o1,n Ao Mi,thin erist'iert der Grenn»ert lim C (1) - To und es gi,lt
i-+ *oo
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(4.e ) o(t»{z)) > yoo(z) @eD)',

Die Frage nach dem Gleichheitszeichen in den Ungleichungen (3.5) bzw.
(a.3) lässt sich relativ leicht beantworten, sofern man sich zunächst auf har-
monische Funktionen u(z) beschränkt. Eine erste Bedingung daftir ist
vorerst die, dass nämlich u(z) bzw. u(z) : C(r) cos I (rr l r .--r) ist
und somit auch rC(r): A + Brz n;,it konstanten (nur von rr,r, abhdngi-
gen) A, B. Daraus folgt (wenn man noch die zusätzlichen Randbedin-
gungen beriicksichtigt)

(.1. r 0)

und

(4.1 1)

und o(z)- (1 l"l')llL-zl'. DerSatz
schätzung von Jurre und Canerufooon:r

(A,B reell , A <0)

(A,B reell , A >0)

l, e, - 1, so ist g(z) : (1 * z)l$ - z)

5' Iiefert dann neben der klassischen Ab-
noch die Eigenschaften von J (r).

IA\
tt(z)- h + ,r)cos19

IA\
u*(z): h + Br)cosfl

Liegt der n'all einer in ä holomorphen X'unktion vor, die der Bedingung
(1.1) geniigt, so kann in (3.5) das Gleichheitszeichen nur dann eintreten,
wenn l) w(z) in: 0 ( lzl <rr, Re z > 0 keine Nullstellen besitzt und 2)

lA\
wenn log |w(r)l: \; * Br) cos B ist. Das liefert die Extremalfunktionen

IA \
w(z) : 

"*p ( ; + A"). Hat man den X'all einer in 11 holomorphen Funktion

w(z), d.ercnRealteil u(z) der Bedingung (1.6) geniigt, so liefert der Realteil
A

jeder n'unktion - { Bz eine Extremale fiir den Satz 3. Verlangt man hier

noch (Juliasches Lemma) u(z) ) 0 (z € H), so rnuss noch z4 ) 0 und
B > 0 gelten.

5. Iler räumliche Fall. Der liunstgriff r-on 2. fiihrt zu einer einfachen
Behandlung der Dimension n>2. Es bedeute P:(ryfr2,...,fro)
einen Punkt des n-dimensionalen eukliclischen Raurnes E" wd

§,: {P1rl + . . . -7:ti: 12 ,rr> 0)

die Halbkugel um den Nullpunkt mit dem Radius r.
Man bezeichne nun mit ä den Halbrauln o1 ) 0 (wir schreiben im

folgenden r fiir rr!) und betrachte die in ä subharmonische X'unktion
u(P), die noch der Bedingung
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(P€H).

geniigen

'ist L(r)
Punktion

Ii"r u(P) < 0(5.1)

rvobei A ein endlicher (sonst ;åriger) Randpunkt von H ist,
möge. Dann gilt der Satz:

Satz 6. Genfigt u(P) d,er (Lind,elcifsclrcn) Bed'ingung (5 .1), §o

aon rn.

Dabei wird hier L(r) durch die Gleichung

superharmonisch in H und gentigt sie dort der (Juliaschen)

P eS,)

P e^s")

(5.2)

definiert,.
fst u(z)

Bedingung

(5.3)

so ist

(5.4)

0,

in 0 ( r 1 * co nicht zunehmend lur'd r"J(r) konkav in r". Der Beweis
des Satzes 6. erfolgt wieder durch den Kunstgriff von 2. Es bedeute in der
TaL g(P,Q) die Greensche X'unktion rron

(5.5) , : 
Y 
r, (r,1r 1r,) .

Dann gilt (sofern wieder n die innere Normale von .B bedeutet) zunächst

tfOotfoo(5.6) 
"(P) < i I "(Q) ådo,* i I "@,) åao,,* §r, ^ §r,

wobei allgemein Q1 e 5,, 
^ist 

und d,O, das Volumenelement von §,. ist.

X'erner ist ,"-'rn:, I d,O. Esseien f,, bzrv. f,, die ersten Koordinaten
I,

von Q, bzw. Qr. Man setze €,,: ttcos E, €,,: r2cos g und r : r
cos 8 (r, 1r < rr). Werden darrn ar, a2 durch die Gleichungen

tfoo(5.7) ",: *J cosefid,O,
S11

tfoo(5.8) ",:;J cosefid,o,
§r,
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definiert,, so gilt (da n und rlr" in R harmonisch sind)

fr&t + Tzdz- rcos8
(5.9) o, &2 I

Dieses Gleichungsslrsfsm liefert dann die Werte:

und

(5. 1 1)

und somit die Abschätzang

u(P\ rZ - ro r" - r?,"-';5 <ril(r,) 7;41riL(r,) 4 i,
aus der ohne weiteres die Aussage des Satzes 6 folgt. Der FalI ciner in .I/
superharmonischen X'unktion o(P), die noch der Bedingung (5.3) geniigt,
erledigt sich durch Betrachturrg von - o(P), die dann zu der Ungleichung

-r(P\ rf;-r" r"-r?
'n-' 

"o.B- 
) riJ(r') ,; - rl1 riJ(r') ,; _'ri

fiihrt. Auch hier erledigt sich der FalI der Monotonie von L(r) bzw.von J(r)
durch den Grenziibergang r1---> 04. Der Kunstgriff von 2.lieferb auch einen
einfachen Beweis des Dreikugelsatzes von Hadamard fiiLr subharmonische
X'unktionen in 8".

Es bedeute allgemein K, die Kugel

(5.r2)

und g die

Man setze

11 + . . " + 11 : r', ,

Greensche FunJ<tion des Bereiches

R-YO,

I f O0(tL: ,r"J ;do,
K,,

(rr, 1r <-rr)

a Sowohl hier als auch in der vorherigen Ungleichung spielen die Funktionen
IA \
I 

- 
*Brl cosS eine Extremalrolle. Dabei sind die Konstanten 1,.B den jewei-

\ro-r I
ligen Randbedingungen enzupassen.
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und
t f ao

"': *J ;do''
X,,

Dann gilt

(5.r3) #",+f *,:* @>2)

und

(5.14) a, { o': | .

Daraus folgt

r;-' - ,"-' irr\"-2 rn-' - ,?-' lrr\"-'
", 
: E:r=-E- \; ) , u2: E-"--41;1

und somit fiir jede in .E subharmonische n'unktion u(P) die Ungleichung

^ ri-2-ro-' ^ r"-'-rl-'
r"-2u(P) -{ ri-'M(rr) ;= " _ * * rä-'M(rr) ;;-, _4-

Dabei ist noch

M(y): Max{z(P) lPe. K,}.

fst zr. : 2, so ist die Gleichung (5.13) durch die Gleichung

arlog r, f a, Iog rz : log r (r1 < r < 12)

zu ersetzen.

Gedruckt September L962.
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