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Das Therna
gemeinerung der

(1. 1)

wo y die unkrekannte
wird die I-Inbekannte
Obigen entsprechende

(1.2)

') Hier variiert, fi hzrn . 'y in einern
R* bzw-. Ryi a ist eine Funkt,ion \rorl
R* nach It, sincl, und A(r) ist flir jedes

nach By .

§ 1. Einleitung

dieser Arbeit besteht in der llntersuchung einer Yerall-
vektoriellen totalen Differentialgleichung

u'@) - A(r) y@) + a(x)

vektorielle Funktion ist.l) Anstatt cler f'unktion y
eine vektorwertige Differentialform f sein; die der
Gleichung ist dann

(d,f) (r) - A(r) A f (") + a{r) ,

wo nun clf den Rotor oder die äussere Ableitung von / bedeutet und a eine
vorgegebene vektorwertige Differentialform i-qt. Das Produkt A ist eino
natiirliche Errveiterung des äusseren Procluktes.

Die in dieser Schrift r.orkornrnenden Bezeichnungen und Begriffe stam-
men zum grossen Teil aus der lloirographie [3] von F. und R. NnvaNuxNrL,
wo auch die Grundziige cler Theorie der Gleichung (1.1) (eigentlich nur des
homogenen Falles o : 0) angegeben sincl ([3], IY.2).

Im zrveiterrr Paragraphen die-"er Arlreit ri'etdeu die r.errvendeten Begriffe
und die Terminologie eingeftihrt. Es folgt dann eine genauere Problem-
stellung (§ 3) und Diskussion des homogenen Falles (§ a). In § 5 wird hier-
nach die inhomogene Gleichung (1.2) mit Hilfe der in den yora,ngegangenen

Paragraphen ausgearbeiteten llethoclen behandelt. Im Tetzien Paragraphen
beschäftigen rvir uns mit' zv'ei differentielien Folgen ( (6.2) und (6.6) ), zu
u,elchen die Gleichunq Q.Z) fiihrt.

Als Definitionsbereich der Lösungen benutzen lvir eine geschlossene
Kugel U in einem endlich-dimensionalen normierten Raum, so dass alle
Problemstellungen in dieser Arbeit, lokal oder semi-lokal sind.

endlicli-dimensionalen reellen Yektorrallrn
r ) cleren Werte lineare Åhbilclungen von
fr eine hriiineare Ahbiklung von R* )< Ry
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§ 2. Vorbereitentle Betrachtungen

2.1. Sind X und Y zwei lineare reelle Räume, so bezeichnen wir mit
Hom (X, I) die Menge der linearen Abbildungen Yon X in Y. Es seien

jetzt R* uncl ,8, zrvei vorgegebene lineare normierte reelle Räume endlicher

Dimension (mit dim Rn: ffi, dim -8, : zr,). Wir setzen dann

(2.1) I/p : Hom (A' R.; R);Wp: Hom ( AP R*;Hom (Ry; R)) .

Hier ist AP.E, die p-te äussere Potenz votl -R, . tr'iir P : 0 haben wir
(nach geeigneten fdentifikationen)

(2.2) Tlo : Rt i T,|i o _ Hom (R:; Rr)

Der Raum Hom (/tr A, I A) der reellwertigen p-linearen und alter-
nierenden Funktionen kann als ein linearer tinterraum it Wo aufgefasst

werden, indem man einer reelhvertigen Funktion dp das l4lr-E1ement

Ap: dp1 zuordnet (1 : die identische Abbildung von -Er). Daraus folgt,
dass in den nachstehenden Formeln fiir ein tr'llr-Element auch stets eine

reelluerti,ge p-lineare und alterrrierende X'unktion a, als Spezialfall stehen

kann.
Jede Menge der Form Hom (X, f) hat eir:e in natflrlicher Weise indu-

zierte Struktur eines linearen Raumes. Sind X und I endlichdimensional,
so ist dim Hom (X; Y) : dim X dim I. Die Räume Z, und IIzo sind dem-

gemäss endlichdimensional; es ist dim Z, : (i)" und dimWo: (!)n2.

AIs Mengen r-on muitilinearen tr'unktionenl) können diese Räume ferner u'ie

folgt normiert u-erden. Ist / allgemein eine q-Iineare Funktion, f : IIq X--->7',
so bezeichnen rvir mit f hr...hc ihren \Yert ftir die Folge (h',...,h')
von Elementen hi e X . Setzt man

"fi 
: sup f l*...hq ,

ti:t

so lr-erden auf diese \Yeise zunächst cler Raurl Hont (-8," : -Br) und danu die

Räume (2.1) mit einer Norm versehel. lls endiichdimensionale normierte
Räume sind I1 und Il, vollständig (d.h. Banachräume).

2.2. I'nr ApeWp repräsentiert der Ausdruck

Lt: Apht /\ ' ' ' /\hP

1) Es besteht ja ein kanonischer Isomorphismus von dem Raum llom (l'P R,; Y)
.auf den R,aum der al,terni,erend,en p-linearen Abbildungen nP R*--> Y ; bezeichnet
man die Abbildung (h',...,hP)-->hr A .,. A lip von nP R* na.ch AP R* rnit, o,
so ist dieser fsomorphismus durch a -> a. o fiir a € l{om (AP R* , Y) gegeben'
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mit festen h',...,hP ans -B* eine lineare Abbildung Rr-->Rr; somit
vertritt Lrk fij'r k e Rt einen -Br-Vektor und LL Lz fldr Z, € Hom (R, ; R)
einElement aus Hom (&;R). Fiir ctre T/, und ,4, € II1, ist die durch

Mhr...hp-tc: Apht\...A fun (arht+L A...Ahp+s)

definierte X'unktion M eine (p { q)-lineare Abbildung von nP+c R* i" & .

Wir definieren ein Produkt Wo x Vo+ Vc+p durch

(2.3) Ao A a, : alt, M ,

wo »alt» den alternierenden Teil der multilinearen Abbildung lll bezeichnet.t)
Dasgleiche Zeichen A benutzen wir fiir das Produkt WpxWn*Wp+q,
das durch die X'ormeln

(2.4) Mt hp+q - A; ILL A . . . A hP (Brhp+r A . . . A hP+s),

An A Bq: a}t .l[

fidr A, e Wo , Bq e Wq angegeben wird. Hier ist -l[ eine (p f q) -lineare
Abbildung yon fIP+q.R, in den Raum Hom(.Er;Ar). BeideP.roduktesind
linear in beiden Argumenten, und es gelten die Gesetze der Assoziativität

(2.5)
(ArABr)Ao, - ApA(BnAa,) - AuABrAcL,,

(A, A Bo) A C, - APA (8, A C,) : Ap A B, A C,

fijr a"eV,, ApeWo, Bqewq, C,eW,.

n'als fiir ein Paar Ap e Wp , Bq e Ws die Br-Endomorphismen A -
AphLA...AhP und B: BchP+'A...AhP+c fldrr jede Wahl derfesten
Argumenten h' e R* kommutieren, so dass stets ,4-B : BA, so haben wir

(2.6) AP A' Bq: (- t)Pc Bq A Ae .

Diese X'ormel gilt besonders im X'alle, wo einer der Faktoren, etwa Ao, die
§orlm A, : ap I hat Qro hL . . . hP reell, -f ist die identische Abbildung von
-Br). In diesem Fall kann fidrr B, auch eine -E -wertige X'unktion bq e Vq

stehen.
Hinsichtlich der in den Räumen Zn und (o definierten Normen haben

wir die Ungleichungen

1) Der alternierende Teil altN einer k-linearen Funktion N:nkR*--s I' wird
durch

(alt I{1 l;...ht'- Z

definiert, wo o: (dr,..,,i*) eine Permutation der Folge (1 ,,.., /r) und
(- f)" : * 1 oder - I ist, jo nachdem ob die Permutation gerade oder ungerade
ist. Die Summation ist iiber alle Permutationen zu erstrecken.

1

KT
(- 1)" t/ hi' . . . lrik, hi e R*
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(2.7 )

(2.9)

lAoAorl < lAoliarl

lAo ir Bnl < lAol lBrl

(fiir Ap €Wp,aq €Vo),
(fiir Aoewo,Br€w),

(2.8)

ftir ein festes Ai € W p

die leicht aus den Definitionen folgen. Aus diesen Gleichungen folgert man,
dass beide Produkte in den entsprechenden Produkträumen stetig sind.

DieProdukte ArAo, und ApABq sindfiir plqlm: dim-B, in
beiden Argumenten regulär. Unter der Regularität, z.B. des Produktes
A, A ao im letzten Argument versteht man, dass aus der Bedingung

und fiir jedes e,t e T', die Gleichtrng

folgt. Fiir R, : R : der Körper der reellen Zahlen ist die Regulärität der
Produkte eine bekannte Eigenschaft, und der Beu-eis ist auf diesen Spezial-
faII etwa folgendermassen zuriickfiihrbar.

IIan wähle eine Basis at,...,en .vort -8, und nehme (2.8) an. Die Be-
hauptung Ai:0 ist genau danngiiltig, \r'ennfiir jedes i, i:1,...,%
die n Koordinaten u" hrA...A,hP,...,oi'hl A,...4åP des-Br-Yektors
A)hr A...AhP ei fidlr h',...,hP eR* identischverschwinden; oderanders
ausgedriickt, wenn die reellen p-linearen und alternierenden Funktionen
ofl verschwinden. Setzt man nun in (2.8) ar: dqai ein, wo ao einebelie'
bige rcellwertige alternierende Funktion bezeichnet, so erhäit man die za

Gleichtrngen aljl,an:O, j - 1,. ..,%, und der Beweis ist somit auf
den reellen tr'all zuriickgefiihrt u-orden.

2.3. Eine stetige frr-lertige 2-Form auf U cR* ist eine stetige Ab-
bildung fo, U --- "['p; eine stetige Abbildur-rg ?r: Li +ll'o rrel1ller1 x'ir eine

stetige p-Form mit \\'/erten in Hom (4; Ar) .

Fiir das l{achstehende sei U eine geschlossene Kugel in ,R, mit dem

l\Iittelpunkt 0 € -8, und dem Raditis g ) 0. Den linearen Raum der stetigen
p-Formen f, auf U (tt:0,1,2,. . .) rnit \\-erten in -R, ltzs-. in Hom lRt;R)
bezeichnen wir mit S9' bzr,-. mit, lBf' . Der Rauur cler stetigen reell-
wertigen p-Formen go aaf Lr kann mit Hilfe der Eiulletturlg fp @) --> Er@) I
fiir r € [/ als ein linearer Unterraum ron l!f,) betrachtet rvelden.

Durch

fn € Sl;',
'r€ U

wird z.B. der Raum Ef) -it einer Norm versehen; entsprechend wird der

Raum l§f;) normiert. Da U kompakt ist, sind beide Räume vollständig.
Mit Hilfe der in 2.2 definierten Produkte geben wir entsprechende

Operationen fiir stetige tr'ormen an. Fiir .F'p € Sf) , Go e Sf) orra /, e Sf)
setzen wir
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(Fo Afr) (r) : Io @) Alo @) ,

(Fp A Gq) (*) - Fo @) A Gn @) .

Es ist leicht zu verifizieren, dass das Resultat eine stetige Form ist, und
(mit Hiife der Ungleichungen (2.7) ) dass die Produkte stetige Funktionen
sind von Sf, ,, Ef) nach E!J, und von [8f;) x Sf) nach [8!1r.

Durch eine n'oige (ro,...,rr) von (p { I)-Punkten r; € [/ wird ein
affines p-Simplex sp in U angegeben. Die kleinste konvexe Menge, die die
Punkte fro , . , ., rn enthält', nennen 'wir das entsprechende geometrische
Simplex. Es v'ird auch mit sp bezeichnet. Der lineare Raum OP derp-Ketten
cP von affinen Simplexen auf IJ v.ird als der freie Modul iiber die reellen
Zahlen definiert, der von der Menge §P der affinen p-Simplexe in [/ ent-
spannt wird. Eine p-Kette auf U kann somit als eine »formale lineare
Kombination»

geschrieben werden, wo nur eine endliche Anzahl der reellen Multiplikatoren
&*0 ist.

n'iir sP c U und 
"f, 

€ Eft kann man das fntegral

T)1t)'

definieren (.,g1. [3]. III). Fiir eine p-Kette 6P sf auf L set,zt nr Ar1

Dieses Integral ist eine bilineare Funktion O, x Ef' --> Ry; da es sich
um stetige p-Formen handelt, ist diese bilineare Funktion in der ersten
Argtrmente regular.l) Jeder Kette cP € UP entspricht ferner eine stetige lineare

Abbilrlung cf, : Ef;)->.B, mit ,o,, fo : { fo ; aus der Definition des

fntegrals uncl der Norm einer p-l'or- tofg"ä man nämlich die Ungleichung

@n cu ein 1o-simplex)

r€sP

ryo ö den Diameter des von sp bestimmten geometrischen Simplexes be-
zeichnet; hieraus folgt die Stetigkeit der linearen Abbildung cfo .

Entsprechend rvird das Integral fiir die Blemente von Sf) definiert.

I 6,§f , sf € /SP

/r
I

I f,e
I

U

sP

lf,-:§, l,foJJ
cP rP

- \-,-'.
./ , !1

I
, -L'I Jp

I

å

') Das ]reisst , J f p :0 flir jedes cp € UP impliziert fp :0
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2.4. Wie iiblich bezeichnen wir mit 0cp den Rand einer p-KeLLe, und der
Korand oder der Rotor einer p-n'orm fo kann folgenderweise definiert
werden:

Eine stetige (p * t) -Form go+' ist der Rotor einer stetigen p-Iorru fp ,

falls d,ie Gleichung

(2.10) I eu+r : I t'
cp*I 1cp*l

(2.11)

wo fo@)
f ; (*) ist
in Ry.

fur jede (p * t) -Kette aon affinen (p * t) -Si,mpleren auf U giltr.)
Wir bezeichnen eine solche n'orm grlr im folgenden mit clfr. Dadas

affine fntegral in der Kettenargumente regulär ist, folgert man aus der
obigen Definition, dass der Rotor einer stetigen X'orm eindeutig ist, falls er
existiert.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Rotors einerp-Formist,
dass diese in U stetig drfferenzierbar ist. Fiir eine solche Form /n ergibt sich

(d.fo) @) - att f p @) \

die Alrleitllng cler f'unktion /, : U -->T'p in bezug auf rbezeichnet:
ftir ein festes a: e Li eine (p + l)-lirreare Funktion von rT,P-r' I?*

Ans der Definition des Rot'ors folgt, dass d (df; existiert und gleich
NuII ist, falls clfo existiert.

Diejenigen Elemente von Ef), die einen Rotor besitzen, nennen wir
reguläre p-Formen auf U. Die i\fenge refl aler solchen Formen ist ein
linearer I]nterraum ..o, Ef;). fn der eingefiihrten Topologie von Ef) i.t
dieser Llnterraum nicht geschlossen. Es gilt aber folgender Satz.

Es sei {fi} eine Folge uon reguli)ren, p-Formen. I{onuergierett, die Folgen

{fi} und, {dfi} tn 1tf;), so konuergiert {fi} grge,, eine regukire pt-Form fo
und, es silt d,f, : 

_!!Zdf;.\
1) In der Tat ist es schon hinreichencl, dass clie Gleichung fiir alle p-Sin-rpiexe in

I/ in Ituaft ist.
2) Man könnte in clem Raurr Sf) lrlit gutem Gmncl auch eine andere Norm

benutzen: definiert man die »Sternnolm» r-on / € E[) a.r'r"h

l.*: rnas( f , ,U ),
so kann man leicht verifizieren, clas-. es sich urn eine Norm in Sg) hanclelt.

Da ll/ll* < p die Gleichung f < p inpliziert, ist die durch die neueNorm de-

finierte »Sterntopologie» feiner als die von uns ange*-andte. fnsbesondere gibt es

weniger Cauchy-Folgen in der Sterntopologie, und a, {/i} eine Cauchy-Folge in der

Sterntopologie genau dann ist, v'enn die be,iclen Folgen {fl} una {q;} in der Metrik
von Sf' konvergieren, folgern wir aus dem Konvergenzsatz im Text, dass der

Raum Ep aollstand.'ig in der Sterntopologie ist.
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und mit go+, den
und sP*t I tl ein

- rn&x (ö, p * l).

'nL

Man bezeichne mit ,fo den Grenzrvert der Folge {f;}
Grenzu,ert der f'oQe {df;} Es sei weiter e } 0 gegeben

affines Simplex mit dem Diameter ö > 0. Wir setzen 1[
Es existieren solche natiirliche Zahlen n, und %1, dass

ist. Fiir ein festes Åi > max

f eu,r - |
sp-t- 1 1rp*

Da t beliebig ist, gilt

ir /'- ,rr ftir n)til<-- Zll,fp*,

somit

i,ffi
-+-'lf,n' lfolJJi

0sP+1 6.rP* 1

gP

r,lrit

',f {

n

cl

f
Jf)

f;

ber

I
,f1

,fi

,br

J

ldt

IA

.f;.§.i

rÄ

lt

h

I

fi

\?xa

I
+1

p+

I

I

I

I

,,
ö

I

-cl--
Jp't \-t

I

,rfut)

9o*'

1;t-rdf{ |
also

rr
J w,: J r,

"p-1 rJ"P-l

fiir beliebiges sP*r c tI, u.oraus das Resultat folgt.
Der Operator d ist linear von E$) nach Ef,f 1 . Er ist nicht stetig in

der induzierten Topologie von Sf) . Eine p-n'orm / mit df : O heisst
geschlossen; wir bezeichnen den linearen Raum aller geschlossenen p-
Formen - d.h. den Kern des Operators d : d,o - mit Ef) . n. giit also

Ef;' . ffl c ffl, und aus dem obigen Konvergenzsatz folgt, dass Sf,
ein geschlossener l-Interraum von Ef) irt.

Wir haben die differentielle X'olge

(2.12) o-R, d-':irs[r4t ... d*-'rEfl->0,

wo also dp+ldp: 0 . Hier ist j die kanonische Injektion, die einem Vektor
von Ry die entsprechende konstante Funktion oder 0-X'orm zuordnet.
Gemäss dem sog. Lemma von Poincard, das in der nächsten I{r. hergeleitet,
wird, ist diese Folge sogar exakt, d.h. Imdn-r: Ker dr: SIf). Daher
ist das Bild von d, ein geschlossener Unterraum in dem entsprechenden
Raum Eff, der stetigen Formen.

Entsprechende Resultate sind fiir die Räume der reellwertigen oder'
Hom (-8, ; r?r)-wertigen p-Formen gtiltig.

Bezeichnen wir den Rotor fiir die Elemente des Raume. $f) wieder
mit d,, so haben wir die Produktregeln

(2.r8) 
d(Ep\'fq) : (dr;Af, -l (- r)o roAdf, , rp e sf),/, € Ef) ,

d (FpAGq): (dF; AG, * (- L)p ?eAdqs, ,tr,, € ffif), Gs € [sf;),
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welche im X'alle, dass die Formen stetig differenzierbar sind, mit Hilfe von
(2.1f ) und der entsprechend.en Formel fiir Elemente aus den Räume" Sg)
durch direktes Ausrechnen bestätigt werden können. Die X'ormeln (2.13)

enthalten insbesondere das Resultat, dass das Produkt von zwei regulären
Formen wieder regulär ist.

2.5. Der Randoperator ä ist eine lineare Abbildung d :GP->OP*l,
und wir haben die abnehmende X'olge

?nr§1 3'.0o nrR-->o

mil OoOpt]:0, n1o:0; hier ist rB:-81 derein<limensionaleVektor-
raum der reellen Zahlen und z :0-r ein Epirnorphismus, der zu einer
g-Kette die Summe der Koeffizienten in ihrer Entt'icklung assoziiert. Diese

X'olge ist bekanntlich exakt (Lr ist eine Kugel), cl.h. hn ä, : Ker är-r .

Dies folgt z.B. aus den Relationen

(2.11)

(2. r 5)

(2. 16)

(2.17 )

(2.18)

cP - 0kcP -t- lt0 cl

co: Ahco +I o;

hier bezeichnet | : n (co) die Summe der I(oeffizienten der Kette c0 in
ihrer Entlyicklung und o ist die von dem Nullpunkt l'on 8." repräsentierte

0-Kette. Der lineare Operator k (Kegeloperator) ist durch

k(sn; -(0,ne,...,fr,) sPCU

fiir affine Simplexe definiert, und durch lineare Erweiterung wird er fiir
lreliebige affine Ketten angegeben, und z\Yar als lineare Abbildung

k: kp:OP->§P+t .

Fiir stetige p-I'ormen hat man auch einen »I(egeiopertrtor». cler rnit fu

in ge.wissem sinn adjungiert ist. IIan sucht eiueu olterator f, der jeder

stetigen Form /, (mit 2 ) 0) eine stetige (p - I)-Forn V.fp zuordnet, so

dass

Jr,
ksP-1 sP-1

fiir jedes sr-l c U gilt. Existiert der Operator ?, so ist er durch diese

Torderung eindeutig bestimmt und linear, untl man hat 9p Pp+r : 0 .

In [3] , III. 1. 3 wird gezeigt, dass die Formel

: 
/c

(p fo) @) (ro) f n (r r) r
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den gesuchten Operator ergibt (vgl. auch [1], Expos6 7). Es können leicht
die den X'ormeln (2.15) analogen Relationen hergeleitet werden:

fo-iÅ(o) + edfo,

fiir p> 0,

wo (nach der Definition von j) j f, (0) die konstante X'unktion öo mit
b, (r) : fo (0) ist.

Mit den Formeln (2.19) hat man die Exaktheit der n'olge (2.12) . Dies
enthält das Lemma uon Poincard,: fid.rr eine Form fo*, mit d,fos : 0

existiert stets eine p-Form gp , so dass dg, : fr+r.')
Man bemerke noch, dass 9, : Ef;)-+ Ef;lr stetig ist mit liErfoll < p o ilfr)l

(g : der Radius der Kugel [/) , welcher z.B. aus der expliziten X'ormel
(2.18) folgt.2)

Schranke
clefiniert

wo A ein Element des Raumes St') i.t und $ e Sf) . Die n-te Potenz
T" des Operators 7 ist es fiir deren Norm wir eine Abschätzung haben
wollen. Setzen wir

nL (t) - sup lfo @)l
ixl <r

\r'o also tn: [0, q] -> A stetig und monoton
(2.9) ), so erhalten \\.ir zuerst

2.6. Zum Schluss dieses Paragraphen u.ollen wir eine obere
ftir die Norm eines gewissen linearen Operators bestimmell. Man
eine lineare Abhildung T : $li) -* 8li) durch

i
J

(2. 1e)

l(r fo)

( 2.20)

Il'

0

',' A i'
-./ iit^ll1w

/
twot-lrlr, e-l*i-'r

d (tP-L) nr, (t) ,

u,orden ist.

1) Nennt man eine solche geschlossene p-Form total, die der Rotor einer (p - l)-
Form ist, so kann man das obige Resultat folgenderweise aussprechen: jede auf U
definierte geschlossene p-Form ist total.

2) Es ist klar, dass man in den Definitionen von /c und g anstatt des Nullpunkts
einen beliebigen inneren Punkt lo benutzen könnte. Die entsprechenden Operatoren
werden rnib kso und gro bezeichnet,.

gesetz
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Da 0 4m (r) < ll/rll ist, erhält man aus Obigem insbesondere

l"l

(2.20)' t(rfo) @)r = 
fI]P[ [ o ru*'',: trl tl.4tl tt/,1] .

lrlP I 
ttturt

Die Abschätzung fiir lT"l erhalten wfu ietzt durch fnduktion. In der
Tat folgett m&n aus der Annahme

t(r,-,fo)(r)t < #:yf (e + r) ti.4it t,t).-,,

wenn man in (2.20) T"-r fp fnt f, einsetzt
's

ts'f,)(c)r < "##!#+;» lto*^-'at
0

_ ptilfpll(llall@ + t)ln))"
@-ln)!

Da dies fid;r n: I gilt (Gleichung (2.20)'), gilt es fiir jedes n ) I . Da

fiir 1t ) | die Ungleichung ,+^ = * 
besteht, erhalten wir

schliesslich

\2.2t) llrf,ll .V# ltf,tt oder il""ll < 
^L 

{*,rY

wo Mr: llAl) (p + 1) gesetzt u.orden ist,, und g den Radius der Kugel U
bezeichnet.

§ 3. Fragestellung

3.1. Es sei .4 eine vorgegebene stetige 1-Iorm auf [/ mit Werten in
Hom (-Br; r?r) , d.h. ,4 € [Sf) . Durch

(3.1) ,ppf:dof-AAf, /ettgl
definiert manfiir 0IpIm die lineareAbbildung gpi E9'-*Sff,.
wir stellen uns die aufgabe, den Kern 8p sowie den Bildbereich
Imgo: Erlr des Operators ?p zt charakterisieren. 8o ist mit andern

Worten die Menge der Lösungen / der Differentialgleichung

(3.2) dnf-AAf:s, .f€Ef),
und die Elemente von §1, sind genau diejenigen regulären (p f 1)-X'ormen

c fiir welche die entsprechende inhomogene Differentialgleichung
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(3.3)

in Sf' Iösbar ist.

dof - A Af : c

Ist speziell g : 0, so ist die unbekannte Funktion y : / eine stetig
differenzierbare Vektorfunktion mit Werten in R, , und (3.2) reduziert
sich zu der totalen linearen Differentialgleichung

y'-Au: o(3.1)

Ausser der trivialen Lösung U : 0 braucht diese Differentialgleichung
bekanntlich keine Lösungel za besitzen. Andererseits ist (3.2) fiirr p : 7p

eine rdentität, da wegen dim '8, : m iede (p f l)-x'orm in diesem Falle
verschwindet.

§ 4. Die homogene lineare Differentialgleichung

4.1. Zunächst, analysieren wir den Raum 8p der Lösungen der homo-

genen Gleichung (3.2). Aus dem Konvergenzsatz in 2.4 (und aus der Stetig-
keit der Form .4) folgt, das 8p ein geschlossener linearet IJnterraum von

Ef) ist. Er ist niemals leer, da er d.as Nullelement des Raumes Sf)
enthäIt.

Die Differentialgleichung (3.2) kann mit einem Gleichungspaar ercetzt'

werden, das aus einer »Integrierbarkeitsbedingung» und aus einer Integral-
gleichung besteht. Um dieses Gleichungspaar zv erhalten, fixieren wir eine

p-Form f : fo des Lösungsraumes 8p. Wähit man einen inneren Punkt lo

der Kugel [/ als Anfangspunkt der Integration und »multipliziert» man die

Gleichung (3.2) beiderseits mit, dem Operator d l:zw. V,o, so folgt mit
Riicksicht auf die n'ormeln d d : 0 und (2.Ls), wenn man anstatt g,o

kulz E schreibt:

(1.1)

bzw'.

oder,

(1.2)

(4.3 )

f -ctvf +v@A/) ,

f-jf(tt+v@/'f),
mit der Bezeichnung

g - dvf ,

s-if(t),
f -s+v@A/)

p>0,

o ap
!

1m
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Nach der Definition des Rotors besagt die notwendige fntegrierbarkeits-
bedingung (4.1), dass I n nt: 0 fiir jedes (p -l- 2)-Simptex sP+2 in f/

0sP*.2

sein soll. Wir bezeichnen mit So den linearen Raum derjenigen regulären
p-X'ormen /, die der Gleichung (4.1) geniigen. Es gilt also die Inklusion
,8o c 3r. Man sieht ieicht, dass So geschlossen in Ef;) ist.

fn der Integralgleichung (4.3) ist g : 0p eine von der Lösung f : fo
und von dem Anfangspunkt h durch (4.2) 'wohtbestimmte geschlossene
p-Form. fn dem Spezialfall p : 0 ist sie ein konstanter Br-Yektor, näm-
lich der Anfangswert der Lösung f : fo: U der Differentialgleichung
(3.4); wir nennen diese geschlossene p-X'orm g im allgemeinen X'all
0 4p 4m d.ie zu, d,em Punltt t, gehörend,e Anfangsform d,er Lösung f .

Man verifiziert unmittelbar, dass umgekehrt, fiir eine gegebene geschlos-
sene p-Form g, eine Lösung / des Gleichungspaares (4.1), (a.3) der Dif-
ferentialgleichung (3.2) geniigt. Die X'orm g ist dann die zum Punkt fo

gehörende Anfangsform der Lösung, was aus (4.3) folgt, wenn man beachtet,
dass gemäss 2.5 gE: 0 ist.

4.2. Wft wollen die Integralgleichung (4.3) näher besprechen, und zwar
jetzt ohne die Einschränkung, dass g darin geschlossen sei. Setzt, man
T c: g,,(A A c) fiir c € Ef) und g : a, so kann die Gleichung (a.3)
wie folgt umgeschrieben werden

(4.4) (I-r)f-a
Hier ist I die identische Abbildung
Operator T ist linear rurd stetig von

Mit Hilfe der Abschätzang (2.21) kann man in rvohlbekannter Weise
(vgl. z.B. [4], S. L64) zeigen, dass die Abbildung I - T eine stetige Um-
kehrung besitzt. Mit, anderen Worten heisst dies, dass die Integralgleichung
(a. ) fiir eine gegebene stetige p-Form a eine eindeutige stetige p-Form f
zur Lösung hat und dass die Lösung (linear und) stetig von der Anfangsform
a in der Topologie von Ef;) abhängt.

fn der Tat, aus f : o + 
" 

f erhält man durch k-malige Iteration

Ti a + Tk+'f .

Aus der Abschätzung (2.2L)

von S§) auf sich selbst, und der
Sf'') in sich; nach (2.20)' haben \yir

k

f - YJZJ
i:0

lI\ ok
P\

ttl '
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folgt, dass die Reihe ! f in dem Banachraum der stetigen Abbilclungen

von Ef) i, sich abs'o:hlt konvergent ist, und bezeichnet man d.ie Summe
dieser Reihe mit § : B,o, so gilt

oo
YLi.:0

Mit Riicksicht auf 4.1 können wir somit folgendes iiber den Lösungsraum
8r: Kerrp, der homogenen Differentialgleichung (3.2) aussagen. Es sei

A eine vorgegebene stetige l-Form attf U, mit Werten in Hom (R, ) Rr) ,

und S, der geschlossene lineare Raum derjenigen stetigen p-Formen cr

(mit Werten in Br), die der Bedingung d (A A a) : 0 geniigen. Notuendig
und, hinreichend, far clie Eristenz einer Lösung / e fgt d,er Differential,-
gl,eichung (3.2), el,ie d,er Anfangsbed,ingung d E,,f : g genil,gt, ist dass

g€§-t(,$r) n Sf) . Die Lösung hat dennotwend,'igen Ausd,ruclc f : Ss;
si,e i,st som'it d,urch Angabe d,er Anfangsform g ei,nd,euti,g bestimmt, wenn to

firiert ist. Di,e Lösung hd,ngt aon d,er Anfangsform l,inear und, stetig ab.

Die obige Bedingung fiir g kann auch folgenderweise angegeben v-erden:
eine geschlossene p-Form g liefert als Anfangsform eine Lösung / der
Differentialgleichung (3.2) genau dann, wenn sie der Gleichung

(4.6) d (A A § g) : 0 , E : ,§,^

geniigt. f iir den Raum 8p
den Ausdruck

(4.7 )

der Lösungen auf der Stufe p haben wir somit

8p : S, fl §,, (8f')) .

Der obige Satz gilt unabhängig von cler Stufe p der unbekannten
X'orm / : fo. Dagegen kann man aus dem Satz Konsequenzen ziehen, die
an tresondere Stufen p gebunden sind; rvir rvollen hier zrvei einfache Be-
merkungen hinzuftigen.

Da jede p-Form mit p > m: dim A, identisch verschrvindet, folgt
aus (4.6):

Die Differentialgleichung (3.2) ist mit jed,er geschlossenen p-Eorm g : gp

als Anfangsform'integrierbar,falls p > nx - l; d,.h. est istd,q,nn 8p : § (Sf)) .

Mit der Terminologie der Nr. 4.5 sagt man, dass die Differentialgleichung
(3.2) auf den Stufen p > nx - I stets aol,lsttind,ig integrierbar isl.

Im X'alie p : 0, wo die geschlossenen p-Bormen g konstante -Br-

Vektoren sind, folgt aus der Eindeutigkeit der (einer vorgegebenen Anfangs-
form entsprechenden) Lösung f : Falls die Werte von zwei Lösungen

/r und /2 in einem Punkt von U zusammenfallen, gilt es /r : /2 . Dieses

bekannte Sachverhältnis ist, fiir den Fall p : 0 charakteristisch: fiir p ) 0



16 Ann. Acad. Scient. Fennicre A. r. 318

können zwei Lösungen sogar in jedem Punkt einer offenen Menge zusammen-

fallen, ohne identisch zu sein.I)

4.3. Von nun an werden wir
A € s{,.) . Dann können wir u.a.
teren Weise charakterisieren.

\4regen der Regularität von A
die Produktregel (2. 13) benutzetl
Lösung \ron (3.2) ist, erhält man
bedingung

annehmetl, dass A regulär ist, d.h.
den Lösungsrallm 8p in einer explizi-

kann man in der Gleichung (4.L) jetzt
LTnter der Yoraussetzung, dass f eine

so zunächst die neue fntegrierbarkeits-

(4.8)

rvobei

(.1.8)'

fiAf-0,

R:dA-AAA

gesetzt worden ist. Die 2-X'orm -E ist regulär mit Werten in Hom (Rt; R).
Da -rB, als eine Abbildung B A von ffr tff)l nach E!!, (Sgfr) aufge-

fasst, stetig ist, ist der Kern von .B geschlossen in tft 1fgt).
Als Lösung der entsprechenden Integralgleichung (+.3) hal f ferner

den notrvendigen Ausdruck /: § g (g geschlossen, § : §,.). Um umge-
kehrt zu zeigen, dass die Funktion /: § g anter der Bedingung (a.8)

tatsächlich der Differentialgleichung @.2) geniigt, bemerke man, dass der
Raum Sf) unter §,0 stabil ist, d.h. fiir eine reguläre p-Form a ist, auch

das Bild §,, o b reguiär. Dies soll in der nächsten Nummer gezeigt

rryerden. Mit Hilfe dieses Resultats erhalten wir durch Rotorbildung aus der

fntegralgleichung

§a: alE(AASa),

rvo a eine, zunächst beliebige p-Form bezeichnet und g : Vt", § : §,0

gesetzt ist,

d,Sa: d,a I AA§o - E@AA §r) + q(AAd,Sa)

: d,a I A A Sa - q (RA §a) f v @ A @,Sa - A A Sa)),

oder mit den in 4.2 eingefiihrt'enBezeichnungen

(I - T)rp,Sa - da - v @ A §a)

1) Der Spezialfall A: O bietet ein unmittelbaros Beispiel: alle geschlossonen

Formen sind in diesem Fall Lösungen der Gloichung (3.2) und man kann leicht eine

geschlossene p-Form konstruieren, die z.B. in einer Umgebung des Nullpunkts von
R, gleich Null ist, ohne identisch zu verschwinden. In der Tat haben die in 4.6 kon-
struierten geschlossenen Formen J?' diese Eigenschaft.
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Die (p f f)-Form $ : y Sa geniigt also der Integralgleichung (4.4)

wenn man dort auf der rechten Seite der Gleichung fiir o die Form
d* - g (,8 A §o) einsetzt. Wir haben somit die a,n und fiir sich wichtige
allgemeine Formel

ySa-Sda-Sv@A§a)

Falls nun speziell a: g eine geschlossene X'orm ist, die der Integrier-
barkeitsbedingung n A §g : 0 geniigt, reduziert sich die obige Glei-
chung zu

tPSg:0,
w.z.b.w.

Zusammenfassend: Während die in dem Satz von 4.2 angegebene Aussage

iiber die Eindeutigkeit der Lösung unverändert bleibt, können wir den
Existenzsatz fiir den Fall einer regulären Form A jetzt folgenderweise
umformulieren. Es sei Sp der Kern der stetigen Abbildung .E A :

Sf,--- S9l, . Notwend,ig und, h,inreichend, ftir ili,e Eristenz e,iner Lösung

/ € SY) der Differentialgl,eichung (3.2), d,ie d,er Anfangsbed,ingung d E,"f : g

genilgt, i,st d,ass 9 € §-t (np) n Ers) .

Mit anderen Worten: fiir die geschlossene p-Form g muss die Gleichung

AA§s-0
gelten.

Wir haben also

(§: §,,)

(4.e)

(4.10)

(4.11)

IIan bemerke, dass obrvohl nach (4.I0) und (4.7) die beiden Räume
$, und S; mit S,. (Ets)) ein und denselben Raum 8, als Durchschnitt
haben, ist im allgemeinen Sp + Sp . In der Tat haben wir

d (A 
^f): 

R t'.f - A /ry,l,

so dass z.B. fiir 
"f 

€ E, die Relation "f € S, nur in dem X'alie gilt, dass /
der zusätzlichen Bedingtng A Arpf :0 geniigt. Immerhin hat man also

8o c,S, n §p .

Aus der Definition des Differentialoperators rp leitet man her (vgl. § 6):

lpy)ct,--RAo, q, e [ili,

Mit Riicksicht auf den obigen Existenzsatz hat' man somit das Korollar:
Xal,ts f :Bg fu, geE§\ 6"rBed,ingung y,yf :0 genii,gt,so'ist

v,f :0
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4.4. Als Ergänzung des vorigen Abschnitts wollen wfu jetzt' zeigen, dass

der Operator § reguläre X'ormen zu regulären X'ormen transformiert, falls
A regulär ist. Da die inverse Abbildung ,S-1 : I - f offenbar diese

Eigenschaft besitzt, impliziert unsere Behauptung, dass die Restriktion
von ,S auf $f) eine Bijektion lron Ef;) ,,of sich ist.

Wir kehren zu dem Ausd.ruck U :,år' zuriick. Es sei c € Ef) . Aus

der Regularität von c folgt die Regularität der Formen Ti c . Um die
Existenz des Rotors der X'orm B c nt bew-eisen, geniigt es zu zeigen, dass

die Folge der Rotoren

dai (To c)(1.L2)

der I'ormen a,i -
("g1. 2.1).

Aus

(4. 16)

i

h:0
i
vLlr: 0

Tt' c ftir beliebiges c aus SY) in Sf) konvergiert

(1.3)

folgt

dai - dc

oder

(4.t4)

si - c + T ai-r - c + p (AA o'-')

+ dv@ A &i-r) - dc* AAe,i-I - v@AAa'-') + v(AAdai-L)

wo B: Ef)-*Effr der durch Ba:AAa-q(d'AAa) definiertebe-
schränkte Operator ist. Durch Wiederanwendung dieser Formel erhält man

L

(4.I5) d,at: Z?h (dc * Bai-n-t, + afo+t da,i-k-7,o <k <i.
,,: 0

Mit Hilfe dieses Ausdrucks zeigen wir zunächst, dass die Folge {dot\
beschränkt ist. Setzt man k: i - I in (4.15) so wird

(dc * Bai-o-t) + Ti dc

Es sei H - eaMp. Wegen der Abschätzungen (tgl. 2.6)

i-L
do,' - Z roh:A

k

-å:0

k

å:0
lrol iroli < H , ll"r ll

folgern wir aus (1.16)

lld"'ll < H (2 ljctcli + liBll H ll cll) ,

womit die Beschränktheit der Folge {do'} bewiesen ist.
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Aus (4.15) haben

(4.li) dcr'+i -dcr,i -

rnrir

k,

Z fo B @,+r-h-t _ e,t-h-t) + Tk+, (d,ot+i-I'-l -- 6o;-n-ry

f iir
Hii
iiT"
ist.
(4.1

0<k<i- 1. Essei e)0 gegeben.Setztman K:H(Zlld,cll*
Bll l]cll), so gibt es ein solches tr[, bzrr. ff, dass ila^ - a"ll bzw.
1i liieiner als t l(HllBll + 2K) fnr tn,,rb) -l/, bzw. fiir rz ) -N-,

Es sei fl: ma,x (Ärr, trr) und o > 2N f I . Dann haben wir nach
7), u'o jetzt k: N nt setzen ist,

lv

llda'+i - do,ll <: il"oll llB111iq,,+i-n-L - q,i-h-t ll + llTN+LI2K

HllBll' + 2Ke
cHiiBii + 2K

r§.AS ciie behauptete Kcnvergonz ausspricht.

4.5. Es sei A in (3.2) regulär und fo ein innerer Punkt von U . Wir
nennen die Gleichung (3.2) auf der Stufe p (mit 0 I p I m) in [/ voll-
ständig integrierbar, lyenn jede geschiossene p-X'orm g die Anfangsform
(in to) einer Lösung / von (3.2) ist, also ,8, : §,. (tt!r)). Wir v-erden sehen,
class dieser Begriff nicht yon dem Punkt lo abhängt - es ist 8, : B" (Ef;))
fiir jeden inneren Punkt r von U, falls dies fiir einen Punkt gilt.

Ist die Differentialgleichung (3.2) auf jeder Stufe p,0<p3m,
vollständig integrierbar, so s&gen wir kurz, dass sie vollständig integrier-
bar ist.

\Yir fragen nach notu.endigen und hinreichenden Bedingungen, damit
die Differentiagleichung (3.2) auf einer r.orgegebenen Stufe 1p r-ollständig
integrierbar sei.

Fiir p : nL - 1 und ? : nt ist clies nach 4.2 stets der Fall. Bs sei nun
p<m-L Nach dem Resultat in 4.3 ist -EA(Ejil) :O eine hin-
reichende Bedingung. Sie ist offenbar mit der Yoraussetzung

(,1.18) R (") A ur: 0

äquivalent.

jedes ne f./, jedes ap € Yp

Wir lr'erden sehen, dass die obige Bedingung auch notwendig ist. Es
gilt ja RA'f :0 fiir jedes ,/€ 8o; es ist dann offenbar, dass die voll-
ständige Integrierbarkeit auf der Stufe p die Gleichung R (r) [, up : 0

fiir jedes ao e Vo und fiir jedes r in einer Umgebung von fo impliziert.
Unr dies einzusehen, rrimmt man n (;) geschlossene p-Formen (etwa
konstante Formen) ö| , deren Werte in fo und daher in jedem Punkt einer
Umgebung von lo eine Basis fidr Y, bilden. Die Werte der entsprechenden
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Lösungen f;: S b, entspannen dann in jedem Punkt einer Umgebung
von lo den Raum Vo, da sie linear unabhängig in äo sind (es gilt ja
f; Qr) : b; (to) ) und da die X'unktionen /j : (J '--> Z, stetig sind' Hieraus
fotgt die Behauptung. Dass die Gleichung (a.18) im X'alle der vollständigen
Integrierbarkeit von (3.2) auf der Stufe p eigentlich aberall in U in Kraft,
ist, wird in 4.6 gezeigt.

Da lo nicht in der Bedingung (a.18) vorkommt,, folgt hieraus, dass der
Begriff der vollständigen Integrierbarkeit nicht von dem Punkt lo abhängt.

Aus der linearen Algebra folgt, nun, dass clie Bedingung (4.18) sich ver-
einfachen lässt. Es wurde ja in 2.2 ber,r-iesen, dass das Produkt W, x Vo

--+Voaz regulär fnr p ! 2{m ist. Ist also die Bedingung (a.18) fiir
ein festes p l,rrlit 0 1p {m, - 2 in Kraft, so folgt R (") :0 fiir jedes

reU, oder

(4.r8)' ,B:0.

Zusammenfassend stellen wir fest: Die Differentialgl,eichung (3.2) ist
auf d,en Stufen p:m und, p:nl-r stets uollstrindig integrierbar.

Ialls di,e Differentialglei,chung (3.2) auf einer Stufe o 4p 1vt, - |
aollstd,nd,ig integri,erbarist, so ist sie ilberhaupt, d.h. auf allen Stufen, uol,l'

stiindig integr'ierbo,r. Eine notwend,ige und, hi,nreichend,e Bed'ingung d,afur

'ist, d,ass

R:dA-AAA-0.
n'iir den nichtregulären X'all wollen wir bemerken, dass die blosse Stetig-

keit von ,4 mit der Annahtne, dass die Gleichung (3.2) auf der Stufe
p : 0 vollständig integrierbar sei, die Regularität von A impliziert.
Wir rvissen nicht, ob dies auch aus der Annahme der vollständigen Integrier-
barkeit auf einer Stufe p rnit 0 <p <nL - I folgt.

4.6. Wir ergänzen den Beweis des vorigen Abschnitts indem r,vir zeigen:

Die Bedingung

(4.18)' R(r):0 jedes neLi

ist notwendig dafiir, dass die Differentialgleichung (3.2) auf der Stufe p
mit 0 <. p < m - 2 vollständig int'egrierbar sei.

Es sei fo ein fester innerer Punkt von [/; man kann fiir das X'olgende

etwa lo : 0 wählen. Wir nehmen also an: es gibt fiir jede geschlossene

p-X'orm g eine Lösung der Differentialgleichung (3.2), so dass g die An-
fa,ngsform von / im Punkte 0 ist. Die Behauptung (4.18)' ist fiir p : 0

eine direkte n'olgerung der Einzigkeit, der Lösung; wir können uns somit
auf denX'ail 0 <p<m-'L beschränl<en.
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Es ist zuerst klar, dass l? (0) : 0 ist. Es sei dann tr, ein innerer Punkt
von U , ro I 0 . Wir wollen zeiger5 dass unter unserer Annahme n(;)
Lösungen von (3.2) existieren, deren Werte in'iedem Punkt eines offenen
fntervalls ]u, , (I * A) rol rrrit / > 0 eine Basis des B,aumes Z, bilden.
X'iir Punkte dieses fntervalls hat rnan folglich (wegen (a.8) und der Reguiari-
tät des in Frage stehenden Produl<tes) R (r) :0 , und da -B stetig ist,
erhäIt man daraus R (rr) :0 . Da zo ein beliebiger innerer Punkt von
U war, ist also R (n) : 0 fiir jedes z € U .

Ohne Einschränkung der Allgemeinheit können wir den Raum "8., als
euklidisch annehmen; man bezeichne mit (h , k) das innere Produkt zweier
A"-Vektoren h und k . Es sei s : lrrl-r r, . Wir wählen eine ortho-
normierte Basis a1, . . . , a^ von R*, die symmetrisch in bezug auf den
Vektor e belegen ist, d.h. so dass

I n1'

e - ,- I ai
{ n;lr

definieren r.rdr die nx reellu'ertigen, stetig differenzierbaren l-Formen
Q', . . . , Q^; als Ableitungen der clurch

I

Durch clie Gleichungen

diese I'ormen geschlossell.

ftir 
^> 

0,

fiir ),<0.

c' (r) (r fro , tr')'

definierten reellen F unktionen ct, .

Besonders gilt auf der Strecke n -

f iir

' , c" sind
fro + ite

Fiir jedes feste .l > 0 bilden die Elemente Qr (rn 1- ),e), . . ., Q^ (r, | ),e)
eine Basis des zu A* dualen Raumes Hom (-R, ;A) .

Essei e',...,e" eirre BasisfiirdenRaum -Br. Fiireinfestes p mib
0<p<rn- 1 betrachtenwirdie N:"(i) p-X'ormen
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mit l1i, <-i2...1i0.1!tit, i:1,...,n. n'iir jedesfeste ,1 >0
stellen die Elemente g',r...io@o-l ).e) eine Basis fiir Vp dar. Fiir
),<o ist gi...rr(*o*),e):0. Da ferner die l-Formen Qr,...,Q^
geschlossen sind, folgt aus der Produktregel (2.13) dass die p-Formen

Slr. . .b auclr geschlossen sind.

Durch
Mrr..rrhL ...hP: (ht ,o:')...(hP ,ait'1

definiert man eine rnultilineare Funktion l[,r...,0:nP Rn-->R. Es gilt
dann fiir 1> 0

(4.19) gir..,r(.ro I I e)h\ A. . . A,hp : si 7n @k' xl,r...;o)hl A,.. . A'hP .

Aus der Definition vorr M,r...O folgt, dass der \Vert des Ausdrucks

alb lI,. , hr A.. . A.hP unverändert bleibt, Il-enn man in ihm die.l . ..?
Yektoren lt durch ihre orthogonalen Projelitionen in dem von den

Vektoren sir , . . . , cciP erzeugten l]nterraum -R{ "'ip ersetzt. Daher

haben wir
sit...ir: *uT l@lt XI,r...ir)hlA...AhPl

- t"):1. hr € R.

m&x 
"(alt 

.XI rr. .. ,r) ht A . . . A äPl .

ni1: t, t,i e nir " ' 
'P

Der letz!,e Ausdruck hängt offenbar nur von der Dimension p ab; daher
ist r\...ip: /p > 0.1)

Fiir die I{orm der \4/erte der Funktionen gt r.. .,, auf der Strecke

r: no* )"e haben wir jetzt (falls dieverschiedenen X'olgen (i,ir,..., io)

mit (1) , . . . , (Itr) bezeichnet r.verden und leil: I gervählt rvird

lg@) @o * ), e)l - sup 1g(r\ (*o * ), e) ht A, . . . A, hp 
)

t"i :t

: luil )uP uo : 1o ,o .

Falls nun unsere Differentialgleichung (3.2) auf der Stufe 2 im Punkte
O e R. vollständig integrierbar ist, entsprechen den oben konstruierten ge-

schlossenenp-Formen gQ) ,..., g(-Y) 11-sHbestirrrmteLösungen fo,...,!(r;)
cler Differentialgleichung, die als Lösung;en der entsprecherrden fnfugral-
gleichung (4.3) erhalten u-erden. \Yir behaupten, dass es ein e > 0 gibt
rnit cler lligenschaft,, dass clie tr'o-\relitoreir Tttl @),...,,/(t) (r) ftir jedes

feste r der Strecke l,:(r=-rol),e,0< )'{o) linear una};hängig

sind.

1) Die Zahl ?, kann als clas maximale Volumen einesp-Simplexes §P : (0,hL,, . . ,lto1
in R, mit lhil : L,'i : 1,.,.,p, gedeutet werden (vgl. [3], S. 67).
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I{ach (4.3) haben wir

ltt) @s * )"e)-

Setzt man
p'

und beriicksichtigt nlän,
Strecl<e (*-no* 1e,
(rrgl . (2.20) )

gQ (*o * ), e) * ,pa tA A fo) (ro -{- I e)

(i) - - max i/(') @o *- x' e)l
0{t{).

dass n0 @) und folglich auch fo (*) auf der

lv (A Af(n) @04- )"e) r - -g+l-(lrol + Un

i xsl -r )'

rIt'u
J

,1,, * 
^F

I

J rta
,Ol

§t ()') )' ,

(te) A ft;r (te)\ e dt

p + I
== (lroi + Do

(te) A yt;l (te)\ e rlt

also

(4.2())

und

I/(,) (ro * A n) - s(,) @u * A n)l S (p + r) llAl l B' (i) 1

ifo (*o I 1 e)l S lso (*o + ), e)l * @ + 1) l1111 B' 1l;1 t .

Gemäss (a.19) ist lg0 (*o + ),e)l , folglich auch die rechte Seite der lelzterr
Ungleichung eine wachsende Funktion von I . Daher ist

p' (),) < 
"g('\ 

(*o I )'e)t + @ + 1) l',ql $' (1) ). ,

oder,fiir 0<). <I/(2(p*1) lA ),

li, (2) < 
'g(t) 

@o * )' e)' - < 2 g(r) @o t ). e)l .L-(tt+r) A, ).

Mit Rtcksicht auf (4.20) liaben wir somit

17{t) @o + X e) - s('\ (*o * )" e)) < 2(tt + 1) llAll lst) (ro ! A e)l ),
(4'2r) :2@ + 1) I 1A11 )'r+' ao '

Es sei jetzt D:nN Vo-->R eine -lfl-lineare nicht ausgeartete alter-
nierende Abbildung. Fiir ui eVo,i : 1, ..., N, ist

DaL...oN:0

d.ann und nur dann, wenn (a' , . . . , a*) eine linear unabhängige Menge

von Vektorenin V, ist. Besonders ist also

I
I

I

I

I

I

i

i
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D go (ro* )"e). . .g($ @o* Le) + o fiir 2 > 0.

Nach (a.r9) gitt

D SO @o * )" e) . . . g(rt) @o + ), e) : LNt D g0 (ro * e) . . . g(\ @o + n) .

Da D stetig von n* V, nach .E ist, existiert ein solches ä > 0 , dass

die Menge (a' , . .. , oNl von Vektoren aus Z, noch linear unabhängig ist,
wenn die Gleichungen

(4.22)

in Kraft sind.
Da nach (4.19) n@ (ro * ),e) : lP g\i) @o * e) ist, folgert man aus

den Ungleichungen

(4.23) l*' -gQ (*o* Le)l <)"P ö, i : 1,...,Ä/ fiir 2> 0,

dass die Menge wr , . . . ,'utN yort Zr-Vektoren linear nnabhängig ist; fiir

die Yektoren ,' : # *t (i: 1,. . . ,lf) ist nämlich darrn (4.22) giiltig

und folglich

D wr. . . ysN : lPN D DL . . .1)N + o .

Aus (4.21) folgt nun schliesslich, dass (4.23) fiir die Werte wi
:701rr* Le),,i:1,...,I, in Kraft ist und 7Q @o * Le),...,
,f(ry (ro * )'e) also linear unabhängig sind, falls gleichzeitig

,2(p* I) Il,4l1)'t+tao<LPö und o<)"<LlQk* t) ll-4ll),
d.h. fallsderPunkt ro sichauf derStrecke 1,": (u: uo* ),e,0 1), < r)
mit

1) Ill ll ' 2(p + 1) ll All yp

ztr Ende.

§ 5. Die allgemeine lineare Differentialgleichung

Wir wollen jetzt den zweiten Teil der in § 3 aufgestellten Aufgabe in
Angriff nehmen. Es handelt sich um die Charakterisierung des Bildes
Ep+r : Im!)p. Um die Betrachtungen einfacher zu machen, beschränken
wir uns auf den FaIl, dass /. regulär ist. Man kann das Problem auch
folgenderweise formulieren: X'iir welche regulären (p f t)-X'ormen a
besitzt die inhomogene Differentialgleichung

(r*
Ber,veis

t-min

befindet. Damit ist der
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(5.1) y,f:df -Altf :cc, V--Vp

Lösungen / in Sf) ? Es ist klar, dass falls fiir die gegebene (p -l1) -X'orm
a eine Lösung / existiert, die Menge 

"f + 8o dann die Gesamtheit der
Lösungen repräsentiert.

Man kann das Problem dem homogenen FaIl entsprechend behandeln.
llan wähle einen inneren Punkt fo von u als Anfangspunkt der rntegration
und setze g,,: g, §,,: B. Die Differentialgleichung (5.1) kann mit
dem Gleichungspaa,r

(5.2)

(5.3) (r -
ersetzt rverden, \rro

(5.4)

oder

(5.5)

Fiir

(5.6)

- R lrf -
T)f - s 1- v(L

g clie clurch

s - dpf
g-j,f(to)

1P&,

(rf-v@A/) )

ftir p >
fiir p -

0,

0

definierte Anfangsform der Lösung / bezeichnet.
In der Tat wird, falls / : fo fil a: ap+t eine vorgegebene Lösung

von (5.1) ist, rlie Gleichung (5.2)bzw. (5.3) aus (5.1) durch »llultiplikation»
mit dem Operator d bzu'. q ge\yonr1en. ]Ian neh.me dann an, um die
Implikation in der anderen Richtung zu beu-eisen, dass zt'ei reguläre X'or-
men f : fo und cL : oo;t fiir eine geschlossene Form g : go dem
Gleichungspaar (5.2-3) geniigen. trVegen S : (1 - T)-, erhäIt man
aus (5.3)

(5.3 )' f - §(s 1-prL)

und mit Hilfe der x'ormel (4.g) folgert man aus dieser Gleichung und aus
(5.2), dass ,lf : a. Wenn man noch bemerkt, dass aus (5.8) die Glei-
chungen (5.a) fiir die geschlossene p-Form g folgen (die also besagen,
dass g die Anfangsform in lo fiir / ist), ist der Beweis zu Ende.

Substituiert man die Gleichung (5.3)' in (5.2), so wird

- R AlS (g * V ct) - y) cL

kt, + A ii S v) a - - R A § g

(rp * A A § r) cL eA A § (ttf))
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Diese Bedingung ist auch hinreichend. dafiir, dass die (p * t) -X'orm a
dem Bildbereich Eo*, Yon gp angehört. Ist nämlich

(rp*R^,§p)o- -RA§g mit s e 8f),

so hat man fiir /: § @ * q a) die Gleichungen (5.2-3).

Daher ist yf :a, w.z.b.w.
Das Kriterium (5.6), obwohi es kompliziert ist, scheint ungefrihr das

beste zu sein, d.as unter unseren allgemeinen Annahmen angegeben werden

kann. Falls besonders R : O ist, reduziert sich die Bedingutg zt

(5.6)' ya:O, oE[tf;lr,

und man hat so d,as Analogon d,es sog. Lentnrus uon Poincard (vgl. 2.5).

§ 6. Zwei tliiferentielle Folgen

In cl.iesem Paragraphen sollen zwei differentielle Folgen mit dem Ope-

rator tp (oder eigentlich mit der 1-Form .4) assoziiert werden.

Aus der Definition gtnf : ,tf - A A f (f e Sftl folgt nach der Regel

(2.13)

drpnf - - clA lrf + A 
^,df - 

-- R Af - A I'q,of

ocler

(6. 1)

Sei jetzt / € S, , l'o S, den Kern der Abbildung A ,', : 89)-* ltfl-:
bezeichnet. Da gemäss obigem gptltnf :0 ist. gehört ?r,f dem Kern

8p1r von gp;r ätt. Danun !p-r c §r'1 , definiert rp, also eineAbbildung
oör, S, nach Sr+r, die u'ir rvieder mit rp, bezeichnen. Nach (6.1) ist die

entsprechende Folge

(6.2) 0->Ker y,oLfl. S'r& SrfL .. V^*', S-->0

differentiell, d.h. gr-pr vo:0. Esisthier S--r: Sg)-, und S-: Efi.

\Yirwollen jetzt die Einschränkung von d, auf den Raum S-'(nr)
(§ : S,") untersuchen. Nach (4.9) haben wir ftir / € Sf)

,!pSl:Sdof-§e(At\§/)
so dass

(6.3 )

VrrtVpf - - R I'f f € s[)

?, § f - s dof ftir f e§-1 (Sr)
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gilt. Da also d,of : S-1 (rpo S f) und rpo B/ € Srp+r fiir / € B-1 (So) gilt,
ist die Restriktion .vo:n ilp auf §-1 (0r) eine Abbildung nach §-1 (Sp1r) ,

die wir wieder mit d,, bezeichnen. Die entsprechende X'olge

(6.4) 0 -> §-1 (Ker tpo) 
d'-t : i, §/-1 (So) L d*_, , s_I (S_) __+ 0

ist, rvegen dp+tdp:0 differeutiell. Die Formel (6.3) besagt (da § schon
linear und bijektiv ist), dass B einen Komplex-fsomorphismus von §-1 (S)

auf n definiert, wo n : 2 S; ist, mit S-r - Ker go .

Ist speziell R : O 1a.f..ä"' Gleichung (3.2) voliständig integrierbar),
so gilt S-1 (Sr) : So : Ef;) fiir p ) 0 und die X'olge (6.a) fällt mit
der exakten Folge (2.I2) zusammen. Daher ist auch die isomorphe X'olge
(6.2) in diesem Fall exakt - ein Resultat, das wir schon am Ende des
vorigen Paragraphen erhielten.

fm algemeinen wird die n'oQe (6.2) nicht exakt, sein, also können die
entsprechenden Kohomologieräume H, (A, U) : Ker y, ll:mrpp-t von
Null verschieden sein.

Neben der Abbildung Vp
Gleichung

y,;Y-dr-AA? F€Sf,
definierten linearen Operator pi , Sf)* Uf|, betrachten. Eine der
oben durchgefiihrten vollends analoge Diskussion kann erfolgen; ohne
abermals alle Resultate herzuleiten bemerken lr-ir, dass man insbesondere
die der X'olge (6.2) airaloge differentielle X'olge

L.LLL

0 -+ Ker fr 
?P-t:'J , .rtf - 

?'u > . . V''-t, Sl + 0

wo Så clen liern cles

' 8f) * Sfl , kann man den durch clie

Operators R :!:tf,)+tatfl, bezeichnet.

Iiotnpler .Qt : I }il ist cleni iionrplen
-i: - I

,,.o,€") d.es Rarrmes Ji,

' ,-Qrt * S, clurch

F €§ot.

(6. 6)

erliält,

Es gilt der folgende Satz : Der

fi" § ----- å n* §.; isottlorpkc.
j: - I

Zurn Beu,,eis nehme man eine Basis (n'

Jedes ei definrert eine lineare Abtrildung xi

*,(F): ? ei € Sp,

Der gesuchte fsomorphismus wird als Produkt, z z, definiert. Bs rvird dem
Leser iiberlassen, zu vetifizieren, dass ein Komplex-Isomorphisrnus besteht.
fnsbesondere haben wir fiir clie entsprechenden Kohomologieräume

HL (A, Lf) - vtu Ho (,A, U)
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Es ist klar, dass die obigen Betrachtungen fiir eine beliebige konvexe
kompakte Punktmenge v c [/ .wesentlich durchfiihrbar sind. ohne hier
auf Einzelheiten einzugehen, bemerken rvir, dass man aus den Komplexen
S (f) mit hev durch einen geeigneten Limesprozess einen Komplex
$t (lr) erhalt, indem man den Bereich V za dem inneren Punkt ts vorl U
zus&mmenschrumpfen lässt. Die Kohomologie des Komplexes I (rr) ist
dann eine partielle lokale Charakterisierung der l-Ir'orm A im Punkt' fu;

diese Kohomologie ist insbesondere dann trivial. ryenn die Gleichung (3.2)

iu irgendeiner Umgebung von fo vollständig integrierbar ist.
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