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§ 1. Einleitung

Das Thema dieser Arbeit besteht in der Untersuchung einer Verall-
gemeinerung der vektoriellen totalen Differentialgleichung

(1.1) y(@) = A@) y(2) + alz)

wo y die unbekannte vektorielle Funktion ist.!) Anstatt der Funktion y
wird die Unbekannte eine vektorwertige Differentialform f sein; die der
Obigen entsprechende Gleichung ist dann

(1.2) (Af) (@) = A@) A f@) + a(@) ,

wo nun df den Rotor oder die dussere Ableitung von f bedeutet und « eine
vorgegebene vektorwertige Differentialform ist. Das Produkt A ist eine
natiirliche Erweiterung des dusseren Produktes.

Die in dieser Schrift vorkommenden Bezeichnungen und Begriffe stam-
men zum grossen Teil aus der Monographie [3] von F. und R. NEVaNLINNA,
wo auch die Grundziige der Theorie der Gleichung (1.1) (eigentlich nur des
homogenen Falles ¢« = 0) angegeben sind ([3]. IV. 2).

Im zweitem Paragraphen dieser Arbeit werden die verwendeten Begriffe
und die Terminologie eingefiihrt. Es folgt dann eine genauere Problem-
stellung (§ 3) und Diskussion des homogenen Falles (§ 4). In § 5 wird hier-
nach die inhomogene Gleichung (1.2) mit Hilfe der in den vorangegangenen
Paragraphen ausgearbeiteten Methoden behandelt. Im letzten Paragraphen
beschéftigen wir uns mit zwei differentiellen Folgen ( (6.2) und (6.6) ), zu
welchen die Gleichung (1.2) fiihrt.

Als Definitionsbereich der Losungen benutzen wir eine geschlossene
Kugel U in einem endlich-dimensionalen normierten Raum, so dass alle
Problemstellungen in dieser Arbeit lokal oder semi-lokal sind.

1) Hier variiert & bzw. y in einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum
R, bzw. Ry, a ist eine Funktion von x, deren Werte lineare Abbildungen von
R, nach {,; sind, und A(z) ist fir jedes x eine bilineare Abbildung von R, x R,
nach R, .
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8§ 2. Vorbereitende Betrachtungen

2.1. Sind X und Y zwei lineare reelle Riume, so bezeichnen wir mit
Hom (X, Y) die Menge der linearen Abbildungen von X in Y. Es seien
jetzt R, und R, zwei vorgegebene lineare normierte reelle Réume endlicher
Dimension (mit dim R, = m, dim R, = n). Wir setzen dann

(2.1)  V, =Hom (\? R,; R,); W, = Hom ( /\P R, ; Hom (Ry; Ry) ).

Hier ist /\P R, die p-te dussere Potenz von R,. Fir p = 0 haben wir
(nach geeigneten Identifikationen)

(2.2) Vo= Ry ; Wy = Hom (R,; Ry) .

Der Raum Hom (/\? R, ; R) der reellwertigen p-linearen und alter-
nierenden Funktionen kann als ein linearer Unterraum in W, aufgefasst
werden, indem man einer reellwertigen Funktion «, das W,-Element
A, = «, I zuordnet (I = die identische Abbildung von R,). Daraus folgt,
dass in den nachstehenden Formeln fiir ein W,-Element auch stets eine
ree/lwertige p-lineare und alternierende Funktion «, als Spezialfall stehen
kann.

Jede Menge der Form Hom (X, Y) hat eine in natiirlicher Weise indu-
zierte Struktur eines linearen Raumes. Sind X und Y endlichdimensional,
0 ist dim Hom (X; ¥) = dim X dim Y. Die Raume V, und W, sind dem-
gemiiss endlichdimensional; es ist dim V, = () und dim W, = (7)»>
Als Mengen von multilinearen Funktionen!) konnen diese Réume ferner wie
folgt normiert werden. Ist f allgemein eine g-lineare Funktion. f: 777 X— 1,
s0 bezeichnen wir mit fA'...A? ihren Wert fiir die Folge (A',....A")
von Elementen A' € X . Setzt man

f,=sup fh'... R
K =1

so werden auf diese Weise zunéchst der Raum Hom (£, ; R,) und dann die
Rédume (2.1) mit einer Norm versehen. Als endlichdimensionale normierte
Réume sind 1, und W, vollstindig (d.h. Banachrdume).

2.2. Fir A, € W, reprisentiert der Ausdruck
Ly =A, N . NRP

1) Es besteht ja ein kanonischer Isomorphismus von dem Raum Hom (AP R, ; Y)
auf den Raum der alternierenden p-linearen Abbildungen nif R,—- Y ; bezeichnet
man die Abbildung (h!,...,AP) —>A'A ... ARP von mP R, nach AP R, mit o,
s0 ist dieser Isomorphismus durch a«—>a-c¢ fir a« € Hom (AP R,;Y) gegeben.
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mit festen A',...,A" aus R, eine lineare Abbildung R,— R,; somit
vertritt L, k fiir k € R, einen Ry-Vektor und L, L, fiir L, € Hom (R, ; R,)
ein Element aus Hom (R, ; R,). Fir a, €V, und 4, € W, ist die durch

MW .. W= Ay BN AR (g, BPTEA LA P

definierte Funktion M eine (p + ¢)-lineare Abbildung von 77°*? R, in R, .
Wir definieren ein Produkt W, x V,— V,,, durch

(2.3) AgNayg =alt M ,

wo »alt» den alternierenden Teil der multilinearen Abbildung M bezeichnet.!)
Dasgleiche Zeichen /A benutzen wir fiir das Produkt W, <X W,— W,.,.
das durch die Formeln

(2.4) NR . BT = A RN AR (B RPTYA LA RPTY),
A, \NB, = alt N

fir A, € W,, B, € W, angegeben wird. Hier ist N eine (p -+ ¢) -lineare
Abbildung von II?*? R, in den Raum Hom (R, ; R,). Beide Produkte sind
linear in beiden Argumenten, und es gelten die Gesetze der Assoziativitit

(ApANBY)Na, = Ay A (B,Aa)) = A, AN B, \a,
(A, N BYNC = A, A\ (B,AC,) = A, A B, A\ C,
fir ¢, €V,, A, €W,, B,eW,, C.€W,.

Falls fiir ein Paar 4, € W,, B, € W, die R,-Endomorphismen A =
A, PPN .. AR und B = BB A ... ARPT? fiir jede Wahl der festen
Argumenten %' € R, kommutieren, so dass stets AB = BA, so haben wir

(2.6) A, N B, = (— 1) B\ A4, .

(2.5)

Diese Formel gilt besonders im Falle, wo einer der Faktoren, etwa 4,, die
Form A4, = «, I hat (¢, A*... A" reell, I ist die identische Abbildung von
Ry). In diesem Fall kann fiir B, auch eine R,-wertige Funktion b, € V,
stehen.

Hinsichtlich der in den Rdumen V, und W, definierten Normen haben
wir die Ungleichungen

1) Der alternierende Teil alt N einer k-linearen Funktion N:7*¥ R, — ¥ wird
durch

1 . .
/) B |- — (— 1) NA* 'k i
(@lt N) L., BF = (TN WER,,
definiert, wo o = (¢;,...,%) eine Permutation der Folge (l,...,%k) und
(— 1) =+ 1 oder — 1 ist, je nachdem ob die Permutation gerade oder ungerade
ist. Die Summation ist tiber alle Permutationen zu erstrecken.
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(A, Nay| < ]Ap| [aq] (fir Ap EW,,a, €V,),

2.7
(27) |A, A By| < | 4,] | B, (fir A, € W,,B, € W,),

die leicht aus den Definitionen folgen. Aus diesen Gleichungen folgert man,
dass beide Produkte in den entsprechenden Produktriumen stetig sind.

Die Produkte 4, ANa, und A4, A\ B, sind fir p 4 ¢ < m = dim R, in
beiden Argumenten reguldr. Unter der Regularitit z.B. des Produktes
A, N a, im letzten Argument versteht man, dass aus der Bedingung

(2.8) A’ Na, =0
fiir ein festes A) € W, und fiir jedes «, € I, die Gleichung
Ay =0

folgt. Fiir R, = R = der Korper der reellen Zahlen ist die Regularitit der
Produkte eine bekannte Eigenschaft, und der Beweis ist auf diesen Spezial-
fall etwa folgendermassen zuriickfithrbar.

Man wihle eine Basis ¢;, ..., e, von R, und nehme (2.8) an. Die Be-
hauptung A7 = 0 ist genau dann giiltig, wenn fiir jedes ¢, i =1,...,n
die n Koordinaten «" AU/ ... ARF, ... ) B/ .. N} des R,-Vektors
A;ﬁ A ...NhPe fiir 1, ..., A" € R, identisch verschwinden; oder anders
ausgedriickt, wenn die reellen p-linearen und alternierenden Funktionen
« verschwinden. Setzt man nun in (2.8) a, = ¢, ¢ ein, wo «, eine belie-
bige reellwertige alternierende Funktion bezeichnet, so erhdlt man die »
Gleichungen o Nay =10, j=1,...,n, und der Beweis ist somit auf
den reellen Fall zuriickgefiihrt worden.

2.3. Eine stetige R,-wertige p-Form auf U C R, ist eine stetige Ab-
bildung f,: U — 17, ; eine stetige Abbildung F,: U"— I, nennen wir eine
stetige p-Form mit Werten in Hom (R,: R,) .

Fiir das Nachstehende sei U eine geschlossene Kugel in R, mit dem
Mittelpunkt 0 € R, und dem Radius o > 0. Den linearen Raum der stetigen
p-Formen f, auf U (p=0,1,2,...) mit Werten in R, bzw. in Hom (R, : Ry)
bezeichnen wir mit R bzw. mit W) . Der Raum der stetigen reell-
wertigen p-Formen ¢, auf U kann mit Hilfe der Einbettung ¢, () — ¢p(x) I
fir x € U als ein linearer Unterraum von W) betrachtet werden.

Durch

(2.9) e = sup Jr @) fr €3

wird z.B. der Raum 9} mit einer Norm versehen; entsprechend wird der
Raum 518;,5) normiert. Da U kompakt ist, sind beide Rédume vollstindig.

Mit Hilfe der in 2.2 definierten Produkte geben wir entsprechende
Operationen fiir stetige Formen an. Fir ¥, € BY , ¢, € BY) und f, € B
setzen wir
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(FpNfy) (@) = Fp ()N fy (),
(Fp \Gy) () == Fp (x) \ Gy (2) .

Iis ist leicht zu verifizieren, dass das Resultat eine stetige Form ist, und
(mit Hilfe der Ungleichungen (2.7) ) dass die Produkte stetige Funktionen
sind von WY x %Ls) nach %;fi‘,q und von %Ls) X W nach Q}};jlq .

Durch eine ¥olge (x,,...,z,) von (p + 1)-Punkten z; € U wird ein
affines p-Simplex sP in U angegeben. Die kleinste konvexe Menge, die die
Punkte x,,...,, enthilt, nennen wir das entsprechende geometrische
Simplex. Es wird auch mit s? bezeichnet. Der lineare Raum @7 der p-Ketten
c? von affinen Simplexen auf U wird als der freie Modul iiber die reellen
Zahlen definiert, der von der Menge S? der affinen p-Simplexe in U ent-
spannt wird. Eine p-Kette auf U kann somit als eine »formale lineare
Kombination»

D &isl, sf €8°

geschrieben werden, wo nur eine endliche Anzahl der reellen Multiplikatoren
Fir s cU und f, € B} kann man das Integral

[fen
%

definieren (vgl. [3], III). Fiir eine p-Kette ¢? = z & sP auf U setzt man

/fp:,zgi/fp'
L‘P SI?

Dieses Integral ist eine bilineare Funktion €7 x R — R, ; da es sich
um stetige p-Formen handelt, ist diese bilineare Funktion in der ersten
Argumente reguldr.t) Jeder Kette ¢ € €F entspricht ferner eine stetige lineare
Abbildung ¢l : %;f)eﬁy mit ¢ f, = f fps aus der Definition des

cP
Integrals und der Norm einer p-Form folgert man ndmlich die Ungleichung
(s» c U ein p-Simplex)

/ Jp = sup fp(x) 0" < (1 fpl] 07,

[ x€sP
sP

wo o0 den Diameter des von s bestimmten geometrischen Simplexes be-
zeichnet; hieraus folgt die Stetigkeit der linearen Abbildung c?, .
Entsprechend wird das Integral fiir die Elemente von %Y definiert.

1) Das heisst: ffp = 0 fiir jedes ¢, € &P impliziert f, = 0.
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2.4. Wie iiblich bezeichnen wir mit 0 ¢? den Rand einer p-Kette, und der
Korand oder der Rotor einer p-Form f, kann folgenderweise definiert
werden:

Eine stetige (p -~ 1) -Form gP*' ist der Rotor einer stetigen p-Form f,,
falls die GQleichung

(2.10) / Jpi1 = /fp
Pl dcP 1
fur jede (p + 1) -Kette von affinen (p + 1) -Simplexen auf U gilt'.)

Wir bezeichnen eine solche Form ¢,., im folgenden mit df,. Da das
affine Integral in der Kettenargumente reguldr ist, folgert man aus der
obigen Definition, dass der Rotor einer stetigen Form eindeutig ist, falls er
existiert.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Rotors einer p-Formist,
dass diese in U stetig differenzierbar ist. Fiir eine solche Form f, ergibt sich

(2.11) (dfp) (@) = alt f, (x)

wo f, (x) die Ableitung der Funktion f,: U—T, in bezug auf x bezeichnet;
f; (x) ist fiir ein festes x € U eine (p -~ 1)-lineare Funktion von ="' R,
in R,.

Aus der Definition des Rotors folgt, dass d (df,) existiert und gleich
Null ist, falls df, existiert.

Diejenigen Elemente von %;f), die einen Rotor besitzen, nennen wir
regulire p-Formen auf U . Die Menge B! aller solchen Formen ist ein
linearer Unterraum von %;f). In der eingefiihrten Topologie von %;f) ist
dieser Unterraum nicht geschlossen. Es gilt aber folgender Satz.

Es sei {f;} eine Folge von reguliren p-Formen. Konvergieren die Folgen
{fp} und {df;} in QY. so konvergiert {fy} gegen eine regulire p-Form f,
und es gilt df, = lim df} .?)

n— oo

1) In der Tat ist es schon hinreichend. dass die Gleichung fir alle p-Simplexe in
U in Kraft ist.

2) Man koénnte in dem Raum %g) mit gutem Grund auch eine andere Norm
benutzen: definiert man die »Sternnorm» von f € 53;,” durch

f *=max( f . df ).

so kann man leicht verifizieren, dass es sich wm eine Norm in %g) handelt.

a ||fl|* <o die Gleichung f < o impliziert. ist die durch die neue Norm de-
finierte »Sterntopologie» feiner als die von uns angewandte. Insbesondere gibt es
weniger Cauchy-Folgen in der Sterntopologie, und da { fp} eine Cauchy-Folge in der
Sterntopolome genau dann ist, wenn die beiden Folgen {f,} und {dfp} in der Metrik
von ?BP konvergieren, folgern wir aus dem Konvergenzsatz im Text, dass der
Raum %g) vollstindig in der Sterntopologie ist.
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Man bezeichne mit f, den Grenzwert der Folge {f;} und mit g, , den
Grenzwert der Folge {df;} Es sei weiter ¢ > 0 gegeben und P U ein
affines Simplex mit dem Diameter ¢ > 0. Wir setzen M = max (J, p + 1).
Es existieren solche natiirliche Zahlen n, und n,, dass

fir n> n,

&
fir n > n, und ||df; — g,.1/| < S

&€
1y = F1 < 5

ist. Fur ein festes N > max (n,,n;) haben wir somit

/gPFI /fp ’/gpl_/df\ + /f /fpjl

L)s‘P* Osp*
<G — Ay [T+ Y —f (P 1) <e.

Da ¢ beliebig ist, gilt also

~

/‘ Ip1 = / fr

sp—1 osP—1

fiir beliebiges sP™' < U, woraus das Resultat folgt.

Der Operator d ist linear von R nach R, . Er ist nicht stetig in
der induzierten Topologie von %Y. Eine p-Form f mit df =0 heisst
geschlossen; wir bezeichnen den linearen Raum aller geschlossenen p-
Formen — d.h. den Kern des Operators d = d, — mit 23;,‘5). Es gilt also
B c VY c VY, und aus dem obigen Konvergenzsatz folgt, dass B
ein geschlossener Unterraum von %I‘f) ist.

Wir haben die differentielle Folge

d_,=7 do d

BY > B >0,

wo also d,,; d, = 0. Hierist j die kanonische Injektion, die einem Vektor
von R, dle entsplechende konstante Funktion oder 0-Form zuordnet.
Gemiss dem sog. Lemma von Poincaré, das in der nédchsten Nr. hergeleitet
wird, ist diese Folge sogar exakt, d.h. Imd, ; = Kerd, = Sl}ﬁ,g). Daher
ist das Bild von d, ein geschlossener Unterraum in dem entsprechenden
Raum %}f)ﬂ der stetigen Formen.

Entsprechende Resultate sind fiir die Rdume der reellwertigen oder
Hom (B, ; Ry)-wertigen p-Formen giiltig.

Bezeichnen wir den Rotor fiir die Elemente des Raumes ! wieder
mit d, so haben wir die Produktregeln

d(F, N ) = @F)Afy + (— 1) F,Adf, F,e B, f, €]Y
d(Fy A\ Gy) = (dF,) NGy + (— 1P F, A dG,, F,eRY, G, €W

(2.12) 0— R,

(2.13)
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welche im Falle, dass die Formen stetig differenzierbar sind, mit Hilfe von
(2.11) und der entsprechenden Formel fiir Elemente aus den Rdumen %f,')
durch direktes Ausrechnen bestéitigt werden konnen. Die Formeln (2.13)
enthalten insbesondere das Resultat, dass das Produkt von zwei reguliren
Formen wieder regulér ist.

2.5. Der Randoperator 9 ist eine lineare Abbildung d: €7 —Cr 7,
und wir haben die abnehmende Folge

9

(2.14) . o D

@o T R—>0

mit d,0,,, =0, @ 9, = 0; hier ist R = R' der eindimensionale Vektor-
raum der reellen Zahlen und = = @_; ein Epimorphismus, der zu einer
0-Kette die Summe der Koeffizienten in ihrer Entwicklung assoziiert. Diese
Tolge ist bekanntlich exakt (U ist eine Kugel), d.h. Imd, = Kerd,_,.
Dies folgt z.B. aus den Relationen

P =0kcer +LkocP fir p> 0,

(2.15)
O =20kce+ > o0;

hier bezeichnet Z = 7(c®) die Summe der Koeffizienten der Kette c® in
ihrer Entwicklung und o ist die von dem Nullpunkt von R, reprisentierte
0-Kette. Der lineare Operator k (Kegeloperator) ist durch

(2.16) k(sP)=(0,2y,...,%) sfcU

fiir affine Simplexe definiert, und durch lineare Erweiterung wird er fiir
beliebige affine Ketten angegeben, und zwar als lineare Abbildung
b=k, CP—CF".

Fiir stetige p-Formen hat man auch einen »Kegeloperator. der mit &
in gewissem Sinn adjungiert ist. Man sucht einen Operator ¢. der jeder
stetigen Form f, (mit p > 0) eine stetige (p — 1)-Form ¢ f, zuordnet, so
dass

(2.17) / = / 7 Jfp
ksP—1 sp—1
fiir jedes s*~'c U gilt. Existiert der Operator ¢, so ist er durch diese
Forderung eindeutig bestimmt und linear, und man hat ¢, ¢,.; = 0.
In [3], 1I1. 1. 3 wird gezeigt, dass die Formel
1
(2.18) (0 fy) (@) = / d(w) f (ta)e

0
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den gesuchten Operator ergibt (vgl. auch [1], Exposé 7). Es konnen leicht
die den Formeln (2.15) analogen Relationen hergeleitet werden:

Lr=4dof +odf fir p> 0,
Jo=13/50)+ ¢dfy,
wo (nach der Definition von j) jf, (0) die konstante Funktion &, mit

x) = fo (0)

Mit den Formeln (2.19) hat man die Exaktheit der Folge (2.12) . Dies
enthilt das Lemma von Poincaré: fiir eine Form f, ., mit df,., = 0
existiert stets eine p-Form g¢,, so dass dg, = f,.1.")

Man bemerke noch, dass ¢, : R0—R0) | stetig ist mit || ¢, fol| <po|lfpl]
(o = der Radius der Kugel U), welcher z.B. aus der expliziten Formel
(2.18) folgt. 2)

(2.19)

2.6. Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir eine obere Schranke
fiir die Norm eines gewissen linearen Operators bestimmen. Man definiert
eine lineare Abbildung 7': ¥Y — B durch

1

THh=9ANf) = / d(*N {4 (ra)\f, (ta)},
0
wo A ein Element des Raumes () ist und f, € B, . Die n-te Potenz
7" des Operators T ist es fiir deren Norm wir eine Abschidtzung haben
wollen. Setzen wir

m (t) = sup |f, ()] 0<t=<o,
x <t
wo also m: [0, o] > R stetig und monoton ist mit m (¢) = !!f,  (geméss

(2.9) ), so erhalten wir zuerst

x!

(T fp) (@) = Tcl? / d (=) {4 (te) /\ [, (te)}
(2.20) 0
11*45\ i p-1
S e 6/ d@r=")ym ),

wot=|x|7, e=|x"tx gesetzt worden ist.
1) Nennt man eine solche geschlossene p-Form fotal, die der Rotor einer (p — 1)-
Form ist, so kann man das obige Resultat folgenderweise aussprechen: jede auf U
definierte geschlossene p-Form ist total.
%) Es ist klar, dass man in den Definitionen von % und ¢ anstatt des Nullpunkts
einen beliebigen inneren Punkt #, benutzen konnte. Die entsprechenden Operatoren
werden mit k;, und ¢, bezeichnet.
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Da 0 < m () <||f,]| ist, erhdlt man aus Obigem insbesondere

AT !

(220 {(Th) @) =~

/d(t”*]) = [z| [[A[[[Ifp/] -

Die Abschitzung fiir |7"| erhalten wir jetzt durch Induktion. In der
Tat folgert man aus der Annahme

2!l ((
M=o ra—1
wenn man in (2.20) 7' f, fir f, einsetzt

LIS (AT + 1
1 f) @) < 2 (1411 (v ) /ﬂ" it

(p+n—1)!

(T f,) (@ P+ DA )

IA

pH%HmAHp+ wm
(p+ n)! '

Da dies fiir n = 1 gilt (Gleichung (2.20)’), gilt es fir jedes n > 1. Da

. : : p! 1 .
fir p» > 1 die Ungleichung W+ < P besteht, erhalten wir
schliesslich

(M, 0)" . , 1
(2.21) T foll < =7 Il oder [|T"]1 < -5 (M, )"

M,=1|A4] (p + 1) gesetzt worden ist, und o den Radius der Kugel U
bezeichnet.

§ 3. Fragestellung

3.1. Es sei A eine vorgegebene stetige 1-Form auf U mit Werten in
Hom (R,; Ry), dh. A4 €RY. Durch

(3.1) pf=df—ANS, fERY

definiert man fiir 0 <p <m die lineare Abbildung y,: ¥ — VY,
Wir stellen uns die Aufgabe, den Kern g, sowie den Bildbereich
Imy, = 9B,,, des Operators y, zu charakterisieren. 2, ist mit andern
Worten die Menge der Losungen f der Differentialgleichung

(3.2) df—ANf=0, fE€BY,

und die Elemente von %, , sind genau diejenigen reguliren (p + 1)-Formen
¢ fiir welche die entsprechende inhomogene Differentialgleichung
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(3.3) d,f— ANf=c

in VY Ioshar ist. -

Ist speziell p = 0, so ist die unbekannte Funktion y = f eine stetig
differenzierbare Vektorfunktion mit Werten in R, , und (3.2) reduziert
sich zu der totalen linearen Differentialgleichung

(3.4) y —Ay=0.

Ausser der trivialen Loésung y = 0 braucht diese Differentialgleichung
bekanntlich keine Loésungen zu besitzen. Andererseits ist (3.2) fiir p = m
eine Identitit, da wegen dim R, = m jede (p 4 1)-Form in diesem Falle
verschwindet.

§ 4. Die homogene lineare Differentialgleichung

4.1. Zuniichst analysieren wir den Raum &, der Losungen der homo-
genen Gleichung (3.2). Aus dem Konvergenzsatz in 2.4 (und aus der Stetig-
keit der Form A4) folgt, das &, ein geschlossener linearer Unterraum von
%;f) ist. Er ist niemals leer, da er das Nullelement des Raumes 58;,‘)
enthélt.

Die Differentialgleichung (3.2) kann mit einem Gleichungspaar ersetzt
werden, das aus einer »Integrierbarkeitsbedingung» und aus einer Integral-
gleichung besteht. Um dieses Gleichungspaar zu erhalten, fixieren wir eine
p-Form f= f, des Lésungsraumes ¢,. Wihlt man einen inneren Punkt {,
der Kugel U als Anfangspunkt der Integration und »multipliziert» man die
Gleichung (3.2) beiderseits mit dem Operator d bzw. ¢, , so folgt mit
Riicksicht auf die Formeln dd = 0 und (2.19), wenn man anstatt ¢,
kurz ¢ schreibt:

(4.1) d(ANf)=0

bzw.
f=dof+gANf), p>0,
f=ift) +q¢ANf), p=

oder, mit der Bezeichnung
g=dof, p>0 (@ = o)

g=737r ), p=0;
(4.3) f=g+o@AAD, o<p<m.

(4.2)
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Nach der Definition des Rotors besagt die notwendige Integrierbarkeits-

bedingung (4.1), dass f ANf=0 fir jedes (p - 2)-Simplex sP™* in U
osP+2

sein soll. Wir bezeichnen mit &, den linearen Raum derjenigen reguliren

p-Formen f, die der Gleichung (4.1) geniigen. Es gilt also die Inklusion

L, €3, Man sieht leicht, dass ), geschlossen in R ist.

In der Integralgleichung (4.3) ist g = g, eine von der Losung f=f,
und von dem Anfangspunkt ¢, durch (4.2) wohlbestimmte geschlossene
p-Form. In dem Spezialfall p = 0 ist sie ein konstanter R,-Vektor, nim-
lich der Anfangswert der Losung f=f, =y der Differentialgleichung
(3.4); wir nennen diese geschlossene p-Form ¢ im allgemeinen Fall
0<p<m die zu dem Punkt t, gehirende Anfangsform der Lésung f.

Man verifiziert unmittelbar, dass umgekehrt, fiir eine gegebene geschlos-
sene p-Form ¢, eine Losung f des Gleichungspaares (4.1), (4.3) der Dif-
ferentialgleichung (3.2) geniigt. Die Form ¢ ist dann die zum Punkt ¢,
gehorende Anfangsform der Losung, was aus (4.3) folgt, wenn man beachtet,
dass gemiéiss 2.5 @@ = 0 ist.

4.2. Wir wollen die Integralgleichung (4.3) ndher besprechen, und zwar
jetzt ohne die Einschridnkung, dass ¢ darin geschlossen sei. Setzt man
Tec=gq,(ANc) fiur c€ %1(;) und ¢ =a, so kann die Gleichung (4.3)
wie folgt umgeschrieben werden

(4.4) I—T)f=a.

Hier ist [ die identische Abbildung von %}f) auf sich selbst, und der
Operator 7' ist linear und stetig von B in sich; nach (2.20)" haben wir
il <lldije.

Mit Hilfe der Abschitzung (2.21) kann man in wohlbekannter Weise
(vgl. z.B. [4], S. 164) zeigen, dass die Abbildung I — 7' eine stetige Um-
kehrung besitzt. Mit anderen Worten heisst dies, dass die Integralgleichung
(4.4) fiir eine gegebene stetige p-Form « eine eindeutige stetige p-Form f
zur Losung hat und dass die Losung (linear und) stetig von der Anfangsform
a in der Topologie von ¥ abhingt.

In der Tat, aus f=a + 7 f erhdlt man durch k-malige Iteration

k
f=> Ta+Ty.
i=0

Aus der Abschitzung (2.21)

T < —5, My =(p+1)|

All .
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folgt, dass die Reihe Z T' in dem Banachraum der stetigen Abbildungen
i=0

von %(P") in sich absolut konvergent ist, und bezeichnet man die Summe

dieser Reihe mit S =S, , so gilt

(o]
45) S=(I =1y, f=8a, [IS]| <X |IT <er.
i=10
Mit Riicksicht auf 4.1 kénnen wir somit folgendes iiber den Losungsraum
¢, = Kery, der homogenen Differentialgleichung (3.2) aussagen. Es sei
A eine vorgegebene stetige 1-Form auf U, mit Werten in Hom (R, ; Ry),
und <, der geschlossene lineare Raum derjenigen stetigen p-Formen «
(mit Werten in R,), die der Bedingung d (4 /\ @) = 0 gentiigen. Notwendiy
und hinreichend fir die Existenz einer Losung f € QY der Differential-
gleichung (3.2), die der Anfangsbedingung d o, f=yg genigt, ist dass
g €871(J,) N %Lg) . Die Lésung hat den notwendigen Ausdruck f=Sg;
sie ist somit durch Angabe der Anfangsform g eindeutig bestimmt, wenn
Sixiert ist. Die Losung hingt von der Anfangsform linear und stetig ab.
Die obige Bedingung fiir ¢ kann auch folgenderweise angegeben werden:
eine geschlossene p-Form ¢ liefert als Anfangsform eine Losung f der
Differentialgleichung (3.2) genau dann, wenn sie der Gleichung

(4.6) dANSg) =0, 8 =38,

geniigt. Fiir den Raum &, der Losungen auf der Stufe p haben wir somit
den Ausdruck

(4.7) & =9, N5, (BY).

Der obige Satz gilt unabhédngig von der Stufe p der unbekannten
Form f=f,. Dagegen kann man aus dem Satz Konsequenzen ziehen, die
an besondere Stufen p gebunden sind; wir wollen hier zwei einfache Be-
merkungen hinzufiigen.

Da jede p-Form mit p > m = dim R. identisch verschwindet, folgt
aus (4.6):

Die Differentialgleichung (3.2) ist mit jeder geschlossenen p-Form g = g,
als Anfangsform integrierbar, falls p > m — 1; d.h. est ist dann &, = S (‘B;,g)) .
Mit der Terminologie der Nr. 4.5 sagt man, dass die Differentialgleichung
(3.2) auf den Stufen p > m — 1 stets vollstindig integrierbar ist.

Im Falle p =0, wo die geschlossenen p-Formen ¢ konstante Ry-
Vektoren sind, folgt aus der Eindeutigkeit der (einer vorgegebenen Anfangs-
form entsprechenden) Losung f: Falls die Werte von zwei Losungen
ft und f2 in einem Punkt von U zusammenfallen, gilt es f! = f2. Dieses
bekannte Sachverhéltnis ist fiir den Fall p = 0 charakteristisch: fiir p > 0
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konnen zwei Losungen sogar in jedem Punkt einer offenen Menge zusammen-
fallen, ohne identisch zu sein.?)

4.3. Von nun an werden wir annehmen, dass A4 reguldr ist, d.h.
A €®Y . Dann kénnen wir u.a. den Losungsraum ¢, in einer explizi-
teren Weise charakterisieren.

Wegen der Regularitit von 4 kann man in der Gleichung (4.1) jetzt
die Produktregel (2.13) benutzen. Unter der Voraussetzung, dass f eine
Losung von (3.2) ist, erhdlt man so zunichst die neue Integrierbarkeits-
bedingung

(4.8) RANf=0,
wobei
(4.8)' R=d4d —ANA

gesetzt worden ist. Die 2-Form R ist regulir mit Werten in Hom (R, ; Ry).
Da R, als eine Abbildung RA von 8% (¥Y) nach VY, (V)),) aufge-
fasst, stetig ist, ist der Kern von R geschlossen in %}f’ (%g’).

Als Losung der entsprechenden Integralgleichung (4.3) hat [ ferner
den notwendigen Ausdruck f= Sg (g geschlossen, § =,). Um umge-
kehrt zu zeigen, dass die Funktion f =S¢ unter der Bedingung (4.8)
tatsiichlich der Differentialgleichung (3.2) gentigt, bemerke man, dass der
Raum %fp’) unter S, stabil ist, d.h. fiir eine regulire p-Form « ist auch
das Bild S, @ =b regulir. Dies soll in der nichsten Nummer gezeigt
werden. Mit Hilfe dieses Resultats erhalten wir durch Rotorbildung aus der
Integralgleichung

Sa=a+¢ANSa),
wo «a eine, zundchst beliebige p-Form bezeichnet und ¢ = ¢, , S =S,
gesetzt ist,
dSa = da + ANSa — ¢ (dA N\ Sa) + ¢ (A NdSa)
=da +ANSa — ¢ (RNSa) + ¢ (AN (dSa— ANSa)),

oder mit den in 4.2 eingefiithrten Bezeichnungen

(I —T)ypSa=da— ¢ (RANSa).

1) Der Spezialfall A = O bietet ein unmittelbares Beispiel: alle geschlossenen
Formen sind in diesem Fall Losungen der Gleichung (3.2) und man kann leicht eine
geschlossene p-Form konstruieren, die z.B. in einer Umgebung des Nullpunkts von
R, gleich Null ist, ohne identisch zu verschwinden. In der Tat haben die in 4.6 kon-
struierten geschlossenen Formen (¢ diese Eigenschaft.
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Die (p + 1)-Form b =1y Sa genigt also der Integralgleichung (4.4)
wenn man dort auf der rechten Seite der Gleichung fiir « die Form
da — ¢ (R Sa) einsetzt. Wir haben somit die an und fiir sich wichtige
allgemeine Formel

(4.9) v Sa = Sda — S ¢ (RN Sa) .

Falls nun speziell @ = ¢ eine geschlossene Form ist, die der Integrier-
barkeitsbedingung R A Sy = 0 geniigt, reduziert sich die obige Glei-
chung zu

ng:O’

w.z.b.w.

Zusammenfassend: Wéhrend die in dem Satz von 4.2 angegebene Aussage
iiber die Eindeutigkeit der Losung unverdndert bleibt, konnen wir den
Existenzsatz fiir den Fall einer reguldren Form A4 jetzt folgenderweise
umformulieren. Es sei &, der Kern der stetigen Abbildung R A:
RO — RO, . Notwendig und hinreichend fir die Existenz einer Losung
[ €RY) der Differentialgleichung (3.2), die der Anfangsbedingung d ¢, f = g
geniigt, ist dass g € 7' (§,) N VY .

Mit anderen Worten: fiir die geschlossene p-Form ¢ muss die Gleichung

RANSg=0 s=32,)
gelten.
Wir haben also
(4.10) g =R/, NS (VY).

Man bemerke, dass obwohl nach (4.10) und (4.7) die beiden Rédume

Jp und &, mit S, ({Y) ein und denselben Raum ¢, als Durchschnitt

haben, ist im allgemeinen J, %% &, . In der Tat haben wir

dAN)=R/f—ANp],

so dass z.B. fir f€J, die Relation f€ &, nur in dem Falle gilt, dass f
der zusitzlichen Bedingung 4 Ay f = 0 geniigt. Immerhin hat man also
LI NK,.

Aus der Definition des Differentialoperators y leitet man her (vgl. § 6):

(4.11) yya=—RAa, a € Y.

Mit Riicksicht auf den obigen Existenzsatz hat man somit das Korollar:
Falls f=Sg fur g €Y der Bedingung py f= 0 genigt, so ist

pf=0.
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4.4. Als Ergénzung des vorigen Abschnitts wollen wir jetzt zeigen, dass
der Operator S reguldre Formen zu reguldren Formen transformiert, falls
A reguldr ist. Da die inverse Abbildung S ™t =1 — 7T offenbar diese
Eigenschaft besitzt, impliziert unsere Behauptung, dass die Restriktion
von S auf B eine Bijektion von B auf sich ist.

Wir kehren zu dem Ausdruck S = Z T' zuriick. Es sei ¢ € %(') Aus

i=0

der Regularitit von c¢ folgt die Regularitit der Formen 7%¢. Um die
Existenz des Rotors der Form §c¢ zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass
die Folge der Rotoren

(4.12) da' = ZL: d (T"c)

h=10

der Formen o' = > T"¢ fiir beliebiges ¢ aus RY) in V) konvergiert

(vgl. 2.4). #=0
Aus
(4.3) ad=c+-Td ' '=c+qoANd"
folgt
do = dc +-dop(ANd N=dec+ANd"' — g AN+ @ (ANdad™)
oder
(4.14) det = de + Ba'™' + Tda'~",

wo B: ‘EI(:)—MBSLI der durch Ba = A Na — ¢ (dA N a) definierte be-
schrinkte Operator ist. Durch Wiederanwendung dieser Formel erhélt man

(4.15) da' = Y T" (e + Ba™" ") + T da' "1 0 <k <i.

Mit Hilfe dieses Ausdrucks zeigen wir zunéchst, dass die Folge {da'}
beschrankt ist. Setzt man & =+¢ — 1 in (4.15) so wird

i—1

(4.16) da' = 3" T" (de 4 Ba'™"*') + T dc .
h=0

Es sei H = ¢Mr. Wegen der Abschitzungen (vgl. 2.6)
k k
nr HSZ T <H, |l Y\Th'TTECHSH;.C‘,i

folgern wir aus (4.16)
lda’|| < H (2 ||del| + [|B|| H |[c]]) ,

womit die Beschrinktheit der Folge {da'} bewiesen ist.
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Aus (4.15) haben wir
k
(417) da' —da' = Y T"B (@ — @) 4 T (ot — dat TR
h=0

fir 0 <k <i—1. Essei ¢ > 0 gegeben. Setzt man K = H (2]|dc|| +
H || Bl||]e]]), so gibt es ein solches N; bzw. N, dass ||a™ — a*|| bzw.
N7 Kleiner als ¢/ (H||B|] + 2K) fur m,n > N; bzw. fir n> N,
ist. Es sei N = max (V;,N,) und ¢ > 2N -+ 1. Dann haben wir nach
(4.17), wo jetzt k = N zu setzen ist,

N
1t — daf|| < 3 {1711 BI| [J@" — @1 |2V 2K
h=0

HI||Blle +2K¢e
= TH|B||+2K °

was die behauptete Konvergenz ausspricht.

4.5. Es sei 4 in (3.2) reguldr und {, ein innever Punkt von U . Wir
nennen die Gleichung (3.2) auf der Stufe p (mit 0 <p <m) in U voll-
stdndig integrierbar, wenn jede geschlossene p-Form ¢ die Anfangsform
(in f,) einer Losung f von (3.2) ist, also €, = S, (¥!¥). Wir werden sehen,
dass dieser Begriff nicht von dem Punkt #, abhingt — esist £, =S, (%gf”))
fiir jeden inneren Punkt x von U, falls dies fiir einen Punkt gilt.

Ist die Differentialgleichung (3.2) auf jeder Stufe p.,0<p <m,
vollstdndig integrierbar, so sagen wir kurz, dass sie vollstdndig integrier-
bar ist.

Wir fragen nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen, damit
die Differentiagleichung (3.2) auf einer vorgegebenen Stufe p vollstdndig
integrierbar sei.

Fir p =m — 1 und p = m ist dies nach 4.2 stets der Fall. Es sei nun
p <m—1. Nach dem Resultat in 4.3 ist RA (%;,”) = 0 eine hin-
reichende Bedingung. Sie ist offenbar mit der Voraussetzung

(4.18) R@)\v,=10 jedes x € U, jedes v, €V,

dquivalent.

Wir werden sehen, dass die obige Bedingung auch notwendig ist. Es
gilt ja RAf=0 fir jedes f€QL,; esist dann offenbar, dass die voll-
stindige Integrierbarkeit auf der Stufe p die Gleichung R (x)/\v, =0
fir jedes v, € V, und fiir jedes a n einer Umgebung von t, impliziert.
Um dies einzusehen, nimmt man =n (;) geschlossene p-Formen (etwa
konstante Formen) b, , deren Werte in {, und daher in jedem Punkt einer
Umgebung von ¢, eine Basis fiir 1, bilden. Die Werte der entsprechenden
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Lésungen fi = Sb, entspannen dann in jedem Punkt einer Umgebung
von #, den Raum V,, da sie linear unabhingig in #, sind (es gilt ja
fi(t)) = b (t,) ) und da die Funktionen f;: U —V, stetig sind. Hieraus
folgt die Behauptung. Dass die Gleichung (4.18) im Falle der vollstdndigen
Integrierbarkeit von (3.2) auf der Stufe p eigentlich iberall in U in Kraft
ist, wird in 4.6 gezeigt.

Da {, nicht in der Bedingung (4.18) vorkommt, folgt hieraus, dass der
Begriff der vollstéindigen Integrierbarkeit nicht von dem Punkt ¢, abhingt.

Aus der linearen Algebra folgt nun, dass die Bedingung (4.18) sich ver-
einfachen lisst. Es wurde ja in 2.2 bewiesen, dass das Produkt W, XV,
— V,.» regular fir p + 2 <m ist. Ist also die Bedingung (4.18) fiir
ein festes p mit 0 < p <m — 2 in Kraft, so folgt R (x) = 0 fiir jedes
x €U, oder

(4.18)’ R=0.

Zusammenfassend stellen wir fest: Die Differentialgleichung (3.2) st
auf den Stufen p=m wund p=m — 1 stets vollstindig integrierbar.

Falls die Differentialgleichung (3.2) auf einer Stufe 0 <p <m — 1
vollstindig integrierbar ist, so ist sie iberhaupt, d.h. auf allen Stufen, voll-
stindig integrierbar. Hine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir
ist, dass

R=d4 —ANA=0.

Fiir den nichtregulidren Fall wollen wir bemerken, dass die blosse Stetig-
keit von A mit der Annahme, dass die Gleichung (3.2) auf der Stufe
p = 0 vollstindig integrierbar sei, die Regularitit von A impliziert.
Wir wissen nicht, ob dies auch aus der Annahme der vollstindigen Integrier-
barkeit auf einer Stufe p mit 0 <p <m — 1 folgt.

4.6. Wir erginzen den Beweis des vorigen Abschnitts indem wir zeigen:
Die Bedingung

(4.18) R(x)=0 jedes z €U

ist notwendig dafiir, dass die Differentialgleichung (3.2) auf der Stufe p
mit 0 < p < m — 2 vollstdndig integrierbar sei.

Es sei ¢, ein fester innerer Punkt von U; man kann fiir das Folgende
etwa ¢, = 0 wihlen. Wir nehmen also an: es gibt fiir jede geschlossene
p-Form ¢ eine Losung der Differentialgleichung (3.2), so dass ¢ die An-
fangsform von f im Punkte 0 ist. Die Behauptung (4.18)" ist fiir p = 0
eine direkte Folgerung der Einzigkeit der Losung; wir kénnen uns somit
auf den Fall 0 < p <m — 1 beschrinken.
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Es ist zuerst klar, dass R (0) = 0 ist. Es sei dann x, ein innerer Punkt
von U ,x,# 0. Wir wollen zeigen, dass unter unserer Annahme n(y)
Losungen von (3.2) existieren, deren Werte in jedem Punkt eines offenen
Intervalls ]z, , (1 + 4) 2y[ mit 4 > 0 eine Basis des Raumes V, bilden.
Fiir Punkte dieses Intervalls hat man folglich (wegen (4.8) und der Regulari-
tdt des in Frage stehenden Produktes) R (z) = 0, und da R stetig ist,
erhilt man daraus R (z)) = 0. Da x, ein beliebiger innerer Punkt von
U war, ist also R () = 0 fiir jedes z € U .

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir den Raum R, als
euklidisch annehmen; man bezeichne mit (&, k) das innere Produkt zweier
R.-Vektoren h und k. Es sei e= |xy|71a,. Wir wihlen eine ortho-
normierte Basis al,...,a™ von R., die symmetrisch in bezug auf den
Vektor e belegen ist, d.h. so dass

1 m
6 = —— Z at.
m i=1

. > 1 .

Es gilt also (e, ') = —,1t=1,...,m.
Vom
Durch die Gleichungen

Q@ h=Vm (& —a,,d)h @) fir (x —z,,d)> 0,

Q' @)h =0 fir (x —x,,a’) <0;
definieren wir die m reellwertigen, stetig differenzierbaren 1-Formen
o .., Q7 als Ableitungen der durch

‘ Vo . .
¢@) =—"7F (x—x,a) fir (x —ay,d)> 0,
¢ (x) =0 fir (@ —a,,d") <0,
definierten reellen Funktionen ¢!, ..., ¢" sind diese Formen geschlossen.

Besonders gilt auf der Strecke z = a, + e

Q' (xy+ Ae)h = 2 (h,d) fur 1> 0,
Qi (xy+ Ae)h =0 fir 1<0.
Fiir jedes feste 4> 0 bilden die Elemente Q' (x, -+ Ae), ..., Q" (x, + Ae)
eine Basis des zu R, dualen Raumes Hom (R, ; R) .
Essei el,...,¢" eine Basis fiir den Raum R, . Fiir ein festes p mit

0 <p <m — 1 betrachten wir die N = n(;’) p-Formen
gzjl...ip = QUN.. . N\NQP
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mit 1 <i <tp...<i,<m, j=1,...,n. Fir jedes feste 1> 0
stellen die Elemente g i (xo -+ Ae) eine Basis fir V, dar. Fir
<0 ist g{lm,.p (xy - Ae) = 0. Da ferner die 1-Formen 0%, ..., Q"
geschlossen sind, folgt aus der Produktregel (2.13) dass die p-Formen
g{ll auch geschlossen sind.
I4
Durch
M;

ll...iP

B RP = (B, dY) ... (WP, d'P)
definiert man eine multilineare Funktion M,

dann fir 1 >0 i

(4.19) gflwip (g 4 Ae) RN .. ANRF =€l P (alt My YIMA AR
iy folgt, dass der Wert des Ausdrucks
alt M; .. ip B*A...NR unverindert bleibt, wenn man in ihm die

ca’ R,—R. Es gilt

Aus der Definition von J”il..

Vektoren %' durch ihre orthogonalen Projektionen in dem von den
Vektoren «'l,...,a? erzeugten Unterraum R} ersetzt. Daher
haben wir

Vi = max falt M, )R AL AR
ceeip . . 1 p
:h"l:l,h‘ERx
= max (alt J[ilmip)hlf\.../\k”j.

Bj=1, hieRrl P
X

Der letzte Ausdruck hingt offenbar nur von der Dimension p ab; daher

ist Vipooiiy, = Vp > 0.1)
Fiir die Norm der Werte der Funktionen g{1-~ip auf der Strecke
x = x, -~ A e haben wir jetzt (falls die verschiedenen Folgen (j, 4, ..., 1,)

mit (1), ..., (N) bezeichnet werden und |e/|= 1 gewihlt wird

g™ (2 + 2 e)| = sup |g® (@, + Ae) LA .. AR

=1
= ||y, =y,

Falls nun unsere Differentialgleichung (3.2) auf der Stufe p im Punkte
0 € R, vollstindig integrierbar ist, entsprechen den oben konstruierten ge-
schlossenen p-Formen ¢V, ..., ¢") wohlbestimmte Losungen f%, ..., f®
der Differentialgleichung, die als Losungen der entsprechenden Integral-
gleichung (4.3) erhalten werden. Wir behaupten, dass es ein &> 0 gibt
mit der Rigenschaft, dass die T,-Vektoren [ (x). ... f® (x) fiir jedes
feste « der Strecke [ :(x ==a2y+ Ae¢,0 << 2 <e¢) linear unabhingig
sind.

1) Die Zahl v, kann als das maximale Volumen eines p-Simplexes sP = (0,24, ..., kP)
in R, mit |[ki]=1, i=1,...,p, gedeutet werden (vgl. [3], S. 67).
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Nach (4.3) haben wir
FO (@ + 2e) = g9 (wo + Ae) + o (AN D) (2 + Ze) .

Setzt man
B (%) = max |fO (z, + 7e)]

0=

und beriicksichtigt man, dass ¢® (») und folglich auch f@ (x) auf der
Strecke (r =z, + Ae, — |z, <1 <0) verschwindet, so erhdlt man
(vel. (2.20))

, . p+1 | o , |
lp (ANFD) (o + 2e)| = (2ol + 2 : / 1*{4 (te)/\f(’)(te)}edt!
i ! H i

Pl | N

= ae £ A7 tP{A (te) N fO (te)} e dt |

< (p+ DAl )2,
also
(4.20) fD (@ + 2e) — g0 (my + Ae)| < (p+ 1) ||A]] B () 2
und
O (@ + Ae) <190 (o + Ae)| + (p + 1) Al f(2) 2.

Gemiss (4.19)ist |g® (x, - Ae)|, folglich auch die rechte Seite der letzten
Ungleichung eine wachsende Funktion von 2. Daher ist

B(7) < gV (@ + 2e)l + (p+ 1) [[Al (D) 2,
oder, fir 0 <2 <1/2(p—+114 ),

o g9 (xy — 7€)
PO =7, 01 4

o< 29" (1 + 2e) .

Mit Riicksicht auf (4.20) haben wir somit
D (o + 2e) — gD (g + Ae) < 2(p + 1) [|A]] 199 (xg + 2 €)| 2

4.21

2 =2(p + 1) |[A][ 27 v,

Es sei jetzt D :a" V,—R eine N-lineare nicht ausgeartete alter-
nierende Abbildung. Fir v €V,, e =1, ..., N, ist
Dot... vV =0

dann und nur dann, wenn (v!,...,?") eine linear unabhingige Menge
von Vektoren in V, ist. Besonders ist also
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DgW(wy+ de)...gW™ (wy+ 2e)£0 fir 1> 0.
Nach (4.19) gilt
Dg®) (g + Ae)...g™ (w+ Ae) = AP D gV (@y+e) ... 9N (x, +¢).

Da D stetig von z" V, nach R ist, existiert ein solches 6 > 0, dass
die Menge (¢!, ..., ") von Vektoren aus V, mnoch linear unabhingig ist,
wenn die Gleichungen

(4.22) o) — gD (@, +e) <d, i=1,...,N,

in Kraft sind.
Da nach (4.19) ¢9 (x, + Ae) = AP g (x, - ¢) ist, folgert man aus
den Ungleichungen

(4.23) fw' — gD (2, - Ae)] <6, i=1,...,N fir 1> 0,

dass die Menge w',...,w" von V,-Vektoren linear nnabhiingig ist; fiir
1

die Vektoren o = m w (i=1,...,N) ist ndmlich dann (4.22) giiltig

und folglich
Dw'...w¥N=72"Do... .oV #£0.

Aus (4.21) folgt nun schliesslich, dass (4.23) fiir die Werte uf
= fO@,+4e),i =1,...,N, in Kraft ist und " (x, + Ae),...,
f™ (z, + 2 e) also linear unabhingig sind, falls gleichzeitig

2@+ DAy <20 und 0<2<1/2(p+ 1) 4],

d.h. falls der Punkt x, sich aufder Strecke [, : (x =y, + e, 0 < 1 < ¢)
mit

, 1 8
&= min <2(p + 1 14]° 2(p + 1 [14]] vp>

befindet. Damit ist der Beweis zu Ende.

§ 5. Die allgemeine lineare Differentialgleichung

Wir wollen jetzt den zweiten Teil der in § 3 aufgestellten Aufgabe in
Angriff nehmen. Es handelt sich um die Charakterisierung des Bildes
B,., = Imy,. Um die Betrachtungen einfacher zu machen, beschrdnken
wir uns auf den Fall, dass A reguldr ist. Man kann das Problem auch
folgenderweise formulieren: Fiir welche reguldren (p + 1)-Formen a
besitzt die inhomogene Differentialgleichung
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(5.1) pf=df —ANf=a, p=y,

Loésungen f in %g) ? Esist klar, dass falls fiir die gegebene (p -+ 1) -Form
a eine Losung f existiert, die Menge f -+ €, dann die Gesamtheit der
Losungen reprisentiert.

Man kann das Problem dem homogenen Fall entsprechend behandeln.
Man wihle einen inneren Punkt ¢, von U als Anfangspunkt der Integration
und setze ¢, = ¢, S, =O8. Die Differentialgleichung (5.1) kann mit
dem Gleichungspaar

(5.2) —RAf=wpa,
(5.3) I—T)f=g+ga (Tf=g(AAf)
ersetzt werden, wo ¢ die durch

(5.4) ,
g =27/ () fir p =0

definierte Anfangsform der Losung f bezeichnet.

In der Tat wird, falls f=f, fir a=a,,, eine vorgegebene Losung
von (5.1) ist, die Gleichung (5.2) bzw. (5.3) aus (5.1) durch »Multiplikation»
mit dem Operator d bzw. ¢ gewonnen. Man nehme dann an, um die
Implikation in der anderen Richtung zu beweisen, dass zwei regulire For-
men f=f und @=¢, ; fir eine geschlossene Form ¢ = g, dem
Gleichungspaar (5.2—3) geniigen. Wegen S = (I — 7)™ erhilt man
aus (5.3)

(5.3) f=8@+¢u)

und mit Hilfe der Formel (4.9) folgert man aus dieser Gleichung und aus

(5.2), dass pf=a. Wenn man noch bemerkt, dass aus (5.3) die Glei-

chungen (5.4) fiir die geschlossene p-Form ¢ folgen (die also besagen,

dass g die Anfangsform in ¢, fiir f ist), ist der Beweis zu Ende.
Substituiert man die Gleichung (5.3) in (5.2), so wird

—RAS(g+ga)=ypa
oder
(5.5) w+RANS¢)a= —RANSyg.

Fir a€Imy, =9 gilt also

p+l

(5.6) (w +RAS¢g)a€RAS(RY).
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Diese Bedingung ist auch hinreichend dafiir, dass die (p + 1)-Form a
dem Bildbereich 9B, , von g, angehért. Ist ndmlich

(w+RANS¢)a= —RNSyg mit ge%f),
50 hat man fir f= S (g + ¢ @) die Gleichungen (5.2—3).

Daher ist pf=a, wzbw.

Das Kriterium (5.6), obwohl es kompliziert ist, scheint ungefihr das
beste zu sein, das unter unseren allgemeinen Annahmen angegeben werden
kann. Falls besonders R = O ist, reduziert sich die Bedingung zu

(5.8)’ pa=0, a €Y,

und man hat so das Analogon des sog. Lemmas von Poincaré (vgl. 2.5).

§ 6. Zwei differentielle Folgen

In diesem Paragraphen sollen zwei differentielle Folgen mit dem Ope-
rator y (oder eigentlich mit der 1-Form A4) assoziiert werden.

Aus der Definition y,f=df — ANf (f€ %L’)) folgt nach der Regel
(2.13)

dy,f=—dANf+ANdf = —RNf—ANy f
oder
(6.1) oS =—R\S fegy.

Sei jetzt f€§,, wo &, den Kern der Abbildung R/ : ¥y — ¥,
bezeichnet. Da gemiiss obigem vy, 4, f= 0 ist. gehdrt y,f dem Kern
L1 von y, an. Danun €, C®, . definiert y, also eine Abbildung
von &, nach §&,.,, die wir wieder mit yp, bezeichnen. Nach (6.1) ist die
entsprechende Folge

Y 1 :J+ R q,

differentiell, d.h. v, 9, = 0. Esist hier &, , = B[O und &, = VY.

Yo

Y1 Ym—1

(6.2) 0 — Ker y, R,—>0

Wir wollen jetzt die Einschrinkung von d, auf den Raum S7' (&)
(S = 8,) untersuchen. Nach (4.9) haben wir fir f€ %g’

wWSf=8d,f —SeRANS)
so dass

(6.3) v Sf=8d,f fiir f€S-1(R,)
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gilt. Da also dp f= 8" (p, Sf) und y, SfE€R,,, fir f€S (], gilt,
ist die Restriktion von d, auf S7'(8,) eine Abbildung nach S7*(&,,,),
die wir wieder mit d, bezeichnen. Die entsprechende Folge

d_,=j d,
(6.4) 0—> 871 (Kery,) A =J, g (R) > ... s

871 (fn) = 0

ist wegen d,.,d, = 0 differentiell. Die Formel (6.3) besagt (da S schon
linear und bijektiv ist), dass S einen Komplex-Isomorphismus von 871 (&)

auf & definiert, wo ® = > & ist, mit ®_, = Kery,.

i=—1

Ist speziell R = O (d.h. die Gleichung (3.2) vollstindig integrierbar),
so gilt S7(R,) =&, =LY fir p>0 und die Folge (6.4) fillt mit
der exakten Folge (2.12) zusammen. Daher ist auch die isomorphe Folge
(6.2) in diesem Fall exakt — ein Resultat, das wir schon am Ende des
vorigen Paragraphen erhielten.

Im allgemeinen wird die Folge (6.2) nicht exakt sein, also kénnen die
entsprechenden Kohomologierdume H?P (4, U) = Kery, [ Imy,_, von
Null verschieden sein.

Neben der Abbildung v, : ?B;,') — B¢, kann man den durch die
Gleichung

wy F=dF —ANF, Fexy

definierten linearen Operator vy : WY — W, betrachten. Eine der
oben durchgefiihrten vollends analoge Diskussion kann erfolgen; ohne
abermals alle Resultate herzuleiten bemerken wir, dass man insbesondere
die der Folge (6.2) analoge differentielle Folge

wL o ]-L #’L I/)L

2 - -1 A m—1

(6.6) 0— Ker ) Sy ——> ... fE—0

erhillt, wo &, den Kern des Operators R : WY — W, bezeichnet.

m

Es gilt der folgende Satz: Der Koinplex 8% = N &F ist dem Komplex
g g g 1

At = > aR, isomorph.

i=—1
Zum Beweis nehme man eine Basis (¢',...,¢") des Raumes Ji,.
Jedes ¢ definiert eine lineare Abbildung #; : f; — &, durch
“w(F)=Fc €g,, Fegy.

1

Der gesuchte Isomorphismus wird als Produkt = x; definiert. Es wird dem
Leser iiberlassen, zu verifizieren, dass ein Komplex-Isomorphismus besteht.
Insbesondere haben wir fiir die entsprechenden Kohomologierdume

HY (A, U) = " HP (4, U) .
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Es ist klar, dass die obigen Betrachtungen fiir eine beliebige konvexe
kompakte Punktmenge V C U wesentlich durchfithrbar sind. Ohne hier
auf Einzelheiten einzugehen, bemerken wir, dass man aus den Komplexen
§ (V) mit £, €V durch einen geeigneten Limesprozess einen Komplex
® (t,) erhilt, indem man den Bereich V7 zu dem inneren Punkt #, von U
zasammenschrumpfen lisst. Die Kohomologie des Komplexes & (f,) ist
dann eine partielle lokale Charakterisierung der 1-Form 4 im Punkt ¢,;
diese Kohomologie ist insbesondere dann trivial, wenn die Gleichung (3.2)
in irgendeiner Umgebung von ¢, vollstindig integrierbar ist.
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