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Einleitung

Seitdem E. SCHRODINGER im Jahre 1926 gezeigt hat, dass seine Wel-
lenmechanik mit der Heisenbergschen Matrizenmechanik mathematisch
dquivalent ist, ist es in der Quantenmechanik ein sehr interessantes Problem
gewesen, alle moglichen Paare von selbstadjungierten Transformationen
P, Q im Hilbertschen Raum § zu bestimmen, welche die Eigenschaft

(1) PQ — QP = — il

haben. Speziell hat man die Bedingungen untersucht, die das Transforma-
tionspaar P, @ ausser (1) erfiillen muss, damit es mit' dem Heisenbergschen
Matrizenoperatorenpaar

1 0 V1 o 0 ...|

'[—x/T o V2 o ...
1 - - .
Py = - Ai 0"—\/2 0'\/3 R
z\/2i o i
| 0 0 —v3 0 |
PR
(2) , _ 1 ‘
Cov1 o0 0 L.
. V102 o
Q = >3 ON/A‘Z_ O\/E !

oo
im Hilbertschen Raum der Vektoren ¢ = {¢, ¢,, ...} mit Z @, 2 << oo
wnitir dquivalentl) sei?). v=1

1) Man sagt, dass zwei selbstadjungierte Transformationen P und P’ wunitdr
dquivalent sind, wenn es eine solche unitédre Transformation U und ihre Adjungierte
U* (= U-1) gibt, bei der U*PU = P’ gilt.

2) Es sei bemerkt, dass man mit den Matrizenoperatoren (2) immer ein ortho-
normales System g, ¥, ¥3,...,%,,... in dem obenerwihnten Hilbertschen
Raum folgendermassen assoziieren kann:
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v. NEUMANN zeigte im Jahre 1931, dass jedes der Bedingung (1) ge-
niigende Transformationspaar auch die Vertauchungsrelation von WEYL

(3) 8itPeisQ _ eits 6isQ eitP (_ 0 <8 , i < OO)

erfiillt, wobei ¢, s reelle Parameter bedeuten und ¢*F und ¢*? lineare
Transformationen sind, die man aus P und @ durch Potenzenentwick-
lungen formal erhalten hat (vgl. hier z.B. Foras—GeHER —Sz.—Nacy [2],
S. 79—80), und zwar so, dass die Transformationen P, @ bis auf unitire
Aquivalenz eindeutig bestimmt sind.

Die urspriingliche Vertauschungsrelation (1) ist erst 1946 von RELLICH
[4] und spéter 1958 von Dixamer [1] untersucht worden. Thre Resultate
lassen sich folgendermassen formulieren:

Satz 1. (DixmIer [1], S. 267—268). Es seien P,..... P,, @,..... Q,
abgeschlossene  symmetrische Transformationen im Hilbertschen Raum  $,
und es sei X ein in  dberall dichter invarianter Unterraum von P, .. .
P,.Qy....,0Q, derzw DP)N...NDPLP)HYNDQ)N...N0DWQ,) gehirt,
und zwar so, dass

1 (LPijQr — QuPy)f = — iopf .
(P; P, — P,P)f =0,

Qi@ — Q@) f =0

bei jedem f von X gilt,
2° die kleinsten abgeschlossenen linearen Fortsetzungen der auf X liegenden
Einschrinkungen von P; + P, QF + QF. P} -
(4, k=1, 2,..., n) selbstadjungiert sind.

Dann existiert eine solche Menge von gegeneincnder orthogonalen abge-
schlossenen linearen Unterrduwmen 9y, oo . ... deren Summe $ ist. mit
folgenden Eligenschaften:

Man bilde die Transformationen 7 und @’, deren D-finitionsbereiche gemein-

sam sind und zu denen alle Elemente der Rethe . 3. 4, ... . und alle ihre end-
lichen Lincarkombinationen 2 a,i, gehéren, wo also von den Konstanten «

, nur
endlich viele von Null verschieden sind. Dann gilt
) 1 S B
Py, = —  NVory.g—Vor—1yp ).
i 2
1 ; ) —
Qv = Wrpa = Viely,
v o2
wobel w_j; =0, »=1.2,... . Dann stimmen. wie bekannt, die kleinsten linearen

Fortsetzungen von I und " mit den Heisenbergschen Matrizenoperatoren P,
und @, tberein.
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a® P,..., P, Qn..., Q, werdenvon jedem $,(u=1,2,...) redu-
ziert.
b° Das System P,,...,P,,Q,....Q, istin jedem Unterraum 9,

mit dem Heisenbergschen Operatorensystem im Falle von n  Freiheitsgraden
unitir dquivalent.

Weiterhin sind Py,...,P,, Q. ...,Q, und die kleinsten linearen
abgeschlossenen Fortsetzungen ihrer auf X liegenden Einschrankungen selbst-
adjungiert.

Bei RELLIcH entspricht der Bedingung 2° die Annahme, dass die Trans-
formation A4 = > (P} 4- Q) zerlegbar ist, d.h. eine Spektralschar
mit den gleichzeitigen Eigenschaften existiert:

(a) fiir jedes ¢ und fiir jedes endliche 7,2 gehort (K, —FE))g zu
D(4)

(b) fir jedes ¢ aus D(A4) gilt Af = f JdEf.

In dem Falle n = 1 zeigte DIXMIER, dass aus dieser Rellichschen Annahme
die Bedingung 2° folgt und dass darum sein Ergebnis das von REeLLICH
enthilt. DIXMIER aber erwihnte, er konne in dem Falle n > 1 keinen Be-
weis dafiir geben, dass aus der obigen Rellichschen Vermutung die Bedingung
2° folgen kann.

Es erhebt sich die Frage, warum das Dixmiersche Ergebnis das quanten-
mechanische Vertauschungsproblem so erschopfend in dem Falle von einem
Freiheitsgrade, aber nicht so vollsténdig in dem von mehreren Freiheits-
graden 16st. Die Antwort auf diese Frage ist offenbar darin zu suchen, dass
DixmieR in 2° zuviel angenommen hat.

Es ist daher der Zweck dieser Arbeit, zu zeigen, dass man, ohne die
Behauptungen des Satzes 1 zu beschriinken, statt der Vermutung 2° nur
anzunehmen braucht, dass

2°° die kleinsten abgeschlossenen linearen Fortsetzungen der auf X liegen-
den  Einschrinkungen wvon P}’ +Qi (j=1,2,....n) selbstadjungiert
sind.

Wenn man dies gezeigt hat und also in Satz 1 die Vermutung 2° durch
2°° ersetzt, so enthilt ein solcher Satz das Rellichsche Ergebnis auch in
dem Falle mehrerer Freiheitsgrade, wie man aus der Untersuchung von
Dixmiger [1] schliessen kann.

Um das Obige zu beweisen, betrachten wir zuerst normale und hyper-
maximale normale Transformationen im Hilbertschen Raum, die folgender-
massen definiert sind:

Eine in © dicht definierte lineare Transformation N ist normal, wenn
D(N) C D(N*) gilt und die Einschrinkung N wvon N* auf D(N) mit N
metrisch gleich ist, d.h., dass |Nf| = Nf| fir jedes f von D(N) gilt. Falls
speziell D(N) = D(N*) ist, heisst N hypermaximal normal.
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Wir werden in § 1 Satz 2 zeigen, dass alle Transformationen

(4) P,LP,, P, 414Q,, Q,+Q, (w,v,2=1,2,...,0n; p#*2)

normal sind und dass die kleinsten linearen abgeschlossenen Fortsetzungen
ihrer auf X liegenden Einschrinkungen hypermaximal normal sind. Die
Beweisidee liegt darin, dass jeder der Transformationen (4) eine eindeutige
Losung des komplexen Momentenproblems (vgl. hier Kirpr [3]) entspricht
und dass dieser Losungsfunktion wiederum eine eindeutig bestimmte hyper-
maximale normale Transformation entspricht. Nach diesen Betrachtungen
ist dann ohne Schwierigkeiten zu schliessen, dass man, wie wir es in § 2
getan haben, die Dixmiersche Bedingung 2° durch die von uns gemachte
Annahme 2°° ersetzen kann.

Es sei erwdhnt, dass im J. 1960 Foras, GEHER und Sz. -Nacy [2] auf
sehr elegante Weise den Zusammenhang zwischen den Vertauschungsrela-
tionen (1) und (3) in dem Falle eines Freiheitsgrades untersucht haben.
Den komplizierteren Fall n > 1 haben sie aber éffentlich nie behandelt.

§ 1. Fortsetzungsprozess

1.1 Wir erwihnen hier zunédchst einige Hilfssdtze, die wir im folgenden
brauchen werden.

Hilfssatz 1. (Vgl. StoNE [5], Satz VI, S. 10—13). Es sei f(x) eine Funk-
tion, die durch die Bedingungen

f(@) =0, wenn — 0o <x<<a und b <<x < o,
1
fla) =10) = 5,
flx) =1, wenn a<<x<b,
definiert ist. Dann konvergiert die Reihe
(1.1) coe ™™ Ho(x) + e ™ Hy(x) & ...+ coe™™ Ho() + ...,

wober Hn(x) (n =0, 1, 2,...) die Polynome von Hermite bedeuten und

wober
b

1
= ——= [ e H,(x)dx
2"n! \/n / @)

gilt, bei jedem Wert von x gegen die Funktion e * f(x), und sogar so, dass
die Konvergenz in den Intervallen — oo <x <a —eée,a+¢e<x<b—¢,
b+ e<<x<<oo, wober & eine beliebig kleine positive Konstante bedeutet,
gleichmdssig ist. Die Reihe
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(1.2) co Hy(x) + ¢y Hy(x) + . .. + cn Hal2) + - .

konvergiert dann iberall gegen f(x), und die Konvergenz 1ist gleichmdssig
in jedem endlichen Intervall, innerhalb dessen a und b nicht liegen.t)

Wenn wir nun @ = 0 wihlen, konnen wir durch die Substitution
x = (2—a) ((—a) den Hilfssatz 1 auch fir Funktionen vom komplexen
Parameter z folgendermassen verallgemeinern.

Hilfssatz 2. Es sei f(z) eine Funktion von z und seiner Konjugierten
Z, die durch die Bedingungen

f(z) = 0, wenn lz—ea|>D0,
1

f(z) =~ , wenn lz—a|l=0,

f(z) = 1, wenn lz—a|<b,

definiert ist. Dann konvergieren die Reihen
coHy((z — ) (2 — @) + ¢ H(z—a)E—@) + ...
oot e H(z—e)E—@) + ...
gegen die Funktion f(z) bei jedem Wert von z, und zwar so, dass die Kon-
vergenz in jedem beschrinkten einfach zusammenhédngenden Teil der komplexen
Ebene, in dessen inneren Punkten die Bedingung |z — a| =10 nicht gilt,
gleichmdssig 1ist.
Weiterhin konvergieren die Reihen

e ™ Hy((z — @) ¢ — @) + e 7 H, (z—a)E—a)+ ...
it H (e —a)E—@) + ...
fur jeden Wert = gegen die Funktion ¢~ f(2), und zwar so, dass die Kon-

vergenz in den Gebieten oo >|z—a|=b+ ¢ und b —e=|z—a|, wobei ¢
eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet, gleichmdssig ust.

1.2. Wir sind jetzt in der Lage, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 2. Es sei § ein Hilbertscher Raum, und es seien P und Q zwei
selbstadjungierte Transformationen mit den Definitionsbereichen D(P) und
D(Q) in 9. Es seiweiterhin X einin O uberall dichter Unterraum, der zu
der Menge D(P)ND(Q) gehort, und zwar so, dass X etn invarianter
Unterraum von P und @ ust.

1) Es sei bemerkt, dass SToNE den Hilfssatz 1 nur in dem Falle b = oo bewiesen
hat. Den obigen Hilfssatz erhdlt man jedoch unmittelbar, wenn man die Funktionen
fi(@) und fy(x), die durch die Bedingungen fi(x) = 0 bzw. fy(x) = 0, wenn — 00
—xz<a baw. —00 <z <b, fila)=fs(b) =13, und fi(@) =1 bzw. fyx) =1,
wenn @ < x < 00 bzw. b < x < 0o, definiert sind, und die geméss (1.2) ihnen ent-
sprechenden Reihenentwicklungen subtrahiert.
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Man bezeichne mit P' bzw. Q' die Einschrinkung von P bzw. @ auf
X. Falls die kleinsten abgeschlossenen linearen Fortsetzungen von P’ und
Q' selbstadjungiert sind wnd falls P und Q' in dem Sinne miteinander
vertauschbar sind, dass die Transformationen P’ - iQ’ und P’ — iQ" nor-
mal sind, so sind die kleinsten abgeschlossenen linearen Fortsetzungen von
P 4@ und P — Q" hypermaximale normale Transformationen.

Beweis. Weil X ein invarianter Unterraum der Operatoren P’ und
Q' ist, gehb’ren mit f auch die Elemente Pf = P'f und Qf Q f zu X.

existiert und zu % gehort Da P' + Q' normal 1kt¢ konnen wir auch
setzen

(1-3) Plelnf — anlef .
Weiterhin geniigt @f der Bedingung

+ oo

o [

— 00

wobei E, die Spektralschar von @ bedeutet, und das Element P'™Q""f
der Bedingung

P = / 2"dE, / Yy dE, f = / / y'dEE,f

+o0o —00 —00
wobei A, die Spektralschar von P ist und wobei das letzte Doppelintegral
bedeutet, dass man zuerst mit y und dann mit 2 integrieren muss. Da
P’ + Q" normal ist, so gilt auch
+00 400 TO0 +00
PTQTf = / / "y dEL B, f = / / "y dE.E.f = Q"P'™f.
—0Q '*'(/)O —00 — 00

Wenn wir nun das Element
(P 4 iQ)" (P — Q)" f = (P’ — i@y (P + i)'

betrachten, so kénnen wir entsprechend

(P 4 Q" (P — iQ')'f — / / B, B, f —
+00 +0o0 T
= / / SEABEf = (P — Q) (P - Q)" f

setzen, wobei z = x 4 iy und z = x — iy bezeichnet worden ist.
Allgemein erhalten wir
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R(P)f = /R(x)dExfa S@)f = | SydE,f,
T(P’+iQ’,P’—iQ’)f—_—//T(z,z')dExEyf:
(1.4) S o
://T(z,é)dExE),f,

wobei R(x), S(y) und 7T(z,Z) beliebige Polynome der entsprechenden
Argumente @, y, z und Z und R(P’), S(Q') und T(P’' 4 iQ', P" — Q)
Polynome der entsprechenden Transformationen P, Q’, P’ 4 ¢ wund
P’ — Q)" bedeuten.

Bezeichnen wir als K ein beliebiges beschrénktes abgeschlossenes ein-
fach zusammenhédngendes Gebiet der komplexen Kbene, dessen Rand
keinen gemeinsamen Punkt mit den Punktspektra von P’ --iQ" und
P’ — i@’ hat. Es sei weiterhin L, L,, ..., L, eine solche Menge von punkt-
fremden Kreisen mit den Mittelpunkten ay, a,, ..., @, und den Radien
01, Og» - - - » O, die sdmtlich zu K gehoren, so dass ihre Rénder keine ge-
meinsamen Punkte mit den Punktspektra von P’ + i@’ und P — i)’
haben. Die Folge L, ,L,, ..., L, sei weiterhin so gewihlt, dass die Ent-
fernung eines beliebigen Punktes z, von K bis zu dem néichsten Punkt z
mit den Eigenschaften |z — a,| = o,, wobei u eine der Zahlen 1.2,...,m
ist, kleiner als eine beliebig kleine positive Konstante ¢’ ist, sobald m
grosser ist als eine gewisse positive Zahl m(e’).

Nach Hilfssatz 2 konnen wir dann ein solches Polynom P, (z, 2) von z
und Z finden, bei dem die Funktion ¢~ P, (z, ) die Bedingungen

|e_(’5)2Py(z ,2) — 1] < %, wenn z—a, =9, —0,,
ie_("’)zP (z,%) — Gt O = 27 < ‘ wenn
(1.5) | e 20, 2te’
0, — 6‘“ =z — ay! s 0, + (3ﬂ ,
B} €
le P (z,2)] < eez, wenn g, + 0, = z—a,l.

erfiillt; hierbei bedeutet ¢ eine beliebig kleine positive Konstante, o

Su

eine positive und a, eine komplexe Zahl und ¢, eine kleine positive Zahl,
die so klein gewidhlt worden ist, dass das Gebiet o, + 6 =lz—a,l=

"
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0,— 90, (u=1, 2,...) keinen Punkt der Punktspektra von N = P’ - i@’

und N = P’ — i) enthalt.
Bezeichnen wir jetzt mit ¢m (2, £) die Funktion

(1.6) gm(z,2) = D P, (z,2)e ",
=1

"

so bemerken wir nach dem obigen, dass ¢@m(z,2) in den Kreisgebieten
|z —a,| <g,— 9, unabhingig vom Werte m, sich von 1 weniger als

&€
" unterscheidet, und in dem Gebiet, wo die Bedingungen |z —a,|>

0, +0,(p=12,..., m) gelten, seinem absoluten Betrag nach kleiner

8 .
als 7 ist.
Sei jetzt f ein beliebiges Element von X. Bezeichnen wir jetzt mit

_ (VN
g das Element g =e¢ * [ (vgl. hier z.B. StoNE [6], S. 283—6). Wir
haben dann

m / m (e _ G
(1.7.) (ZPAN,N)J”J):-(Z P(N,Ne *f,e * f) =

‘u=1

+00 +00
= / i Pﬂ (z, 5)6_(”2)2 d(ExEyf ,f) -
+o; +oco +00 +oo
_ f / pule , DABEF ) = f / oul . DABELS ),

wobei die letzte Gleichung aus der Normalitdt von N folgt (vgl. hier (1.4)).
Aus (1.5) und (1.6) folgt, dass g@m(z,2) in den Gebieten g, + §, =
z—a,] =9, —9, (u=1,2,...m) die Bedingung |pnm(z,2) |<1 erfiillt.
Da die Transformationen P’ -+ i@’ und P’ — iQ’ in diesen Gebieten
kein Punktspektrum haben, so konnen wir die positiven Konstanten 4,
(=1, 2,...,m) so klein wéhlen, dass die gleichzeitigen Bedingungen
€

me(z 5 2-)d(lfjxl’]yf af) g Z >
> / f pulz DABES f) <

gelten.
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Wir bezeichnen jetzt mit @, (z, £) die Funktion, die gleich 1in K ist
und die ausserhalb des Gebietes K verschwindet. Wenn nun die Konstan-
ten 6, (u=1, 2,...,m) geniigend klein gewdhlt worden sind, erfiillt
auch ¢y (z, Z) die gleichzeitigen Bedingungen

& _ g
pxle. DABES . f) =
!4_19!‘+(5!¢>[z—a!(!>g”—6‘u
und
= £
2 ox(z, DABEF . f) = -

1
Qut o> Iz—a‘ul >9#—¢$ﬂ

/2

-

Als Zusammenfassung der obenerwihnten Eigenschaften der Funktion
@(z , Z) konnen wir nun schliessen, dass

// IQUM(Z > 2-) - (pK(z’ z-)l d(ExEJf ’ f) <e
G
f/ [(pm(z ’ 2-) - ‘PK(Z, Z-)l d(EyExf7f) <e
G

gelten; hierbei bedeutet @ die ganze komplexe Ebene. Fir m = o
haben wir also

lim f f otz » DB, f) = / / Pl 2) AL, )
mzee G G
lim f/ ¢m s Z-) d(EyExf>f) = // (pK(Z s é) d(EyExf’f) .

Unter Beriicksichtigung der Gleichung (1.7) erhalten wir

(1.9) f/ px(z, 2) d(BE S, f) = // yx(z , Z) ABELf, ).

Da K ein beliebiges beschrinktes abgeschlossenes einfach zusammen-
héingendes Gebiet von @ ist, bedeutet (1.9), dass die Funktionen (E.E,f , f)
und (E,E.f, f) einander gleich sowie eindeutige Funktionen von « und y
und also von z = x 4 iy sind, wenn wir o(z) == (E.E,f, f) setzen.

Aus den Eigenschaften von E, und E, folgt weiterhin, dass o(z)
nachstehende Eigenschaften hat:

und

und
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(a) /4 do(z) = // d(B.E,f, f) = 0 bei jedem K von ¢,

(b) lim g(z) = 0, wenn Re(z) = o und Im(z)= — ¢}
(¢) lim o(z + ) = o(z), wenn {—0 und wenn

Re(() =0 und Im(()=0.

Wir haben in [3] (Nrn. 3.5—3.7; S. 25-—26) gezeigt, dass einer
solchen Funktion o(z) immer eine eindeutig definierte hypermaximale
normale Transformation N; wund ihre Adjungierte N, entsprechen.
Wir haben fiir jede Funktion F(z,Z%) von z und 2z, fiir die das Integral
f{F(z, Z)|2do(z) existiert,

L, N)f, f) = / Fl, %) dofs) ;

G

hierbei bedeutet F(N,;,N;) die dem F(z, %) entsprechende Funktion von
N, und N; und f das in (1.3) definierte und in (1.7) ndher normierte
Element in X%.

Wir bezeichnen nun mit %, die lineare Menge, die von den Elementen
P(N,, N,)f gebildet wird, und mit $, den kleinsten abgeschlossenen li-
nearen Unterraum in §, der X; enthilt; P(N;, N,) bedeutet hierbei ein
beliebiges Polynom von N, und N,. Aus der Bestimmungsweise der
Transformationen N; und N, folgt dann, dass N, und N; mit N und
N in %, iibereinstimmen.

Falls $; nicht den ganzen Raum § enthilt, wihlen wir ein normiertes
Element f, von ¥, das orthogonal gegen §,; ist, und bezeichnen mit
g. das Element, das die Eigenschaft

_ (NAy

e fo= 9

hat.

Bezeichnen wir jetzt mit X, die von den Elementen P(N , N)g, ge-
bildete lineare Mannigfaltigkeit und mit $, den kleinsten linearen abge-
schlossenen Unterraum von §, der X, enthilt: P(N, N) bedeutet wie
oben ein beliebiges Polynom von N und N. Genau wie oben, kénnen wir
nun die hypermaximalen normalen Transformationen N, und N, in
9, bestimmen, die zueinander adjungiert sind und entsprechend mit N
und N in ¥, iibereinstimmen.

1) Re ({) bzw. Im () bedeutet den reellen bzw. imaginiren Teil von ¢.
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Falls die Elemente von $; und $, den ganzen Raum $ nicht auf-
spannen, kénnen wir den obigen Prozess wiederholen, so dass wir schliess-
lich eine Menge von gegeneinander orthogonalen linearen Mannigfaltig-
keiten X, X,, ¥;.... in X und ihren kleinsten linearen abgeschlossenen
Fortsetzungen 9, O, Hs, ... mit der Eigenschaft H; ®H, D H; D ... = 9
erhalten. In $,;, 9,, H;. ... konnen wir dann entsprechend die hyper-
maximalen normalen Transformationen Nj, Ny, N,, ... und N, N,, N,, ...
bestimmen, so dass immer N, mit N, (r=1.2,3,...) zueinander
adjungiert sind und diese Transformationen mit N und N in ¥, ¥,
X,, ... ibereinstimmen.

Bilden wir nun die lineare Transformation N, bzw. N, die mit
Ny, Ny Ng,o.obzw. N N, N, ... in den entsprechenden linearen Unter-
raumen £, 9, 9,. ... fibereinstimmen. Da die Einschrinkungen von
N, und N, in jedem der gegeneinander orthogonalen Unterriume £,
Do, 3. ... hypermaximal normal sind und diese Unterrdume den ganzen
Hilbertschen Raum & aufspannen, so sind N, und N, auch hyper-
maximal normal. Zu dem gemeinsamen Definitionsbereich von 1N, und
N, gehért das ganze ¥, und nach dem Obigen stimmen diese Transfor-
mationen in X mit N und N iiberein.

Dies aber bedeutet, dass die normalen Transformationen N = P -+ iQ
und N = P = i@ mit dem gemeinsamen Definitionsbereich X zu den
hypermaximalen normalen Transformationen N, und N, fortsetzbar
sind. Da die Transformationen P und @ mit den Definitionshereichen
D(P) und D(Q) schon selbstadjungiert sind, ist die Fortsetzbarkeit nur
so moglich, dass die kleinsten linearen abgeschlossenen Fortsetzungen von
N und N mit N, und N, iibereinstimmen und also hypermaximal
normal sind. Unser Satz ist damit vollstindig bewiesen.

§ 2. Die quantenmechanischen Vertauschungsrelationen

Wie schon in der Einleitung erwihnt, gibt es in der Rellichschen
Version des Satzes 1 statt 2° die Vermutung, dass die Transformation

n

A = Z (P; + Q3) zerlegbar ist. Aus dieser Rellichschen Annahme folgt

=1

nach ]DIXMIER [1], dass die kleinsten abgeschlossenen linearen Fort-
setzungen von P;* - Q7 (j=1, 2....,n) selbstadjungiert sind; P, Q;
(j=1,2,...,n) bedeuten die Einschridnkungen der Transformationen
P;, Qi (j=1, 2,...,n) auf X. Daraus folgt weiterhin, dass die kleinsten
abgeschlossenen linearen Fortsetzungen von P; und Q) (j = 1.2,..., %)

selbstadjungiert sind (vgl. Dixamer [1], S. 267).
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Wir werden jetzt zeigen, dass die Dixmiersche Annahme 2° des Satzes 1
durch folgende ersetzt werden kann, ohne die Behauptungen dieses Satzes
einzuschrinken:

2°°,  Die kleinsten abgeschlossenen linearen Fortsetzungen der auf X
liegenden Einschrinkungen von P; + Qf. (=1, 2,...,n) sind selbst-
adjungiert.

Beweis. Nach der Annahme des Satzes 1 gelten die Bedingungen

[(Pj + iP) P = [(Pj — iPy) f?
(@ + QufF = (@ — @) Jj, k=1,2...,n;j#*k,
|(P; + Q) [P = |(P; — Q) f?

bei jedem f von X. Da die kleinsten abgeschlossenen linearen Fort-
setzungen von P’ und ' selbstadjungiert sind, folgt aus den obigen
Gleichungen, dass die Transformationen P; 4 iP,, Q; + iQ, , P; + 1Q,
(j,k=1,2,...,n; 5% k) mitdenin § dichten Definitionsbereich X nor-
mal und ihre kleinsten abgeschlossenen linearen Fortsetzungen nach Satz 2
sogar hypermaximal normal sind.

Bezeichnen wir jetzt mit 7' die kleinste abgeschlossene lineare Fort-
setzung von Pj + iP;. Wir haben also

T = (Py + iPy)**, T* = (Py — iPy)**

Da T hypermaximal normal ist, ist die Transformation 7'*7 selbst-
adjungiert. Sei nun g ein beliebiges Element des Definitionsbereiches
D(T*T) von T*T. Aus der Bestimmungsweise von 7'*7" folgt, dass wir aus

X eine solche Reihe ¢;,¢5,,...,¢.... wahlen konnen, bei der gleich-
zeitig

lim g, = ¢
und

hm (P} — iPy) (Py + iPy)g,, = lim (P* + Py)g,, = T*Ty

m-—> OO m<« o0
gelten.
Aus der Existenz des Grenzwertes lim (P® 4 P;%)g, folgt dann, dass
m-— OO

das Element lim g, = ¢ zum Definitionsbereich der kleinsten abge-

m—> oo

schlossenen linearen Fortsetzung von P;* + P;? gehort. Wir haben also

(P + Py 2 T*T .
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Da P} + P;* symmetrisch ist, bedeutet die obige Bedingung, dass ihre
kleinste abgeschlossene lineare Fortsetzung (Py® 4 P;’) mit 7*7T iiber-
einstimmt und also selbstadjungiert ist. Analog ldsst sich beweisen, dass
die kleinsten abgeschlossenen linearen Fortsetzungen der Transformationen
PP+ P Q"+ Q2 PP+ Q7 (j,k==1,2,...,n; j#k) selbstadjungiert
sind.

Wir koénnen also, ohne die Behauptung des Satzes 1 einzuschrénken,
die Annahme 2° durch 2°° ersetzen, und damit ist alles bewiesen.
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