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Einleitung

Seitdem E. ScnnöorNonn im Jahre 1926 gezeigt hat', dass seine WeI-
lenmechanik mit der Heisenbergschen Matrizenmechanik mathematisch
äquivalent ist, ist es in der Quantenmechanik ein sehr interessantes Problem
gewesen, alle möglichen Paare von selbstadjungierten Transformationen
P, I im Hilbertschen Raum S zu bestimmen, welche die Eigenschafö

P8-QP: iI
haben. Speziell hat man die Bedingungen untersucht, die das Transforma-
tionspaar P, Q ausser (1) erfiillen muss, damit es mit demlfeisenbergschen
Matrizenoperatorenpaar
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1) Man sagt, dass zwei selbstadjungierte Transformat'ionen P .ur.d P' un'itrir
ä4uiualent sind, wenn es eine solche unitäre Transformation U und ihre Adjungierte
U* (: U-1) gibt, bei der U*PU : P' gilt.

2) Es sei bemerkt, dass man mit, den Matrizenoperatoren (2) immer ein ortho-
normales System Vo, Vr, 1p2,...,Vr,... in dem obenerwähnten Hilbertschen.
R,aum folgendermasson assoziieren kann:

oo
T.Ly:L
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v. NnL.maNN zeigte im Jahre 1931, dass jedes der Bedingung (t) ge-
niigende Transformationspaar auch die \rertauchungsrelation von Wpyr

(3) ,itP eitQ : nits ,isQ ,itP

erfiillt, wobei t, I reelle Pararneter bedeuten uld ei'P und e'"Q lineare
Transformationen sind, die man aus P und Q durch Potenzenentryick-
lungen formal erhalten hat (vgl. hier z.B. tr'oras-Gpnfn-Sz.-I[acv l2],
S. 79-80), und z'vyar so, dass dio Transformationen P, Q bis aaf unitcire
Åqu,'iualenz eindeutig bestimmt sind.

Die ursprtingliche \rertauschungsrelation (1) ist erst 1946 von Rnr,r,rcrr

[+] und später 1958 von Drxurnn [1] untersucht t'orden. fhre liesultate
Iassen sich folgendermassen formulieren:

Satz 7. (Drxinron [], S. 267-268). Es seien Pr,..., Pn, Qr,..., Qo
abgeschlossene symmetrische Transformationen int. Hilbe.rtsclten, Ro,um. 51,

u,nd, es se'i X, ein in $ uberall d,i,chter irlaarictnter L-nterr«um t;ott P1, .,

Pn,Qr,...,Qn, der ztr, D(Pr) n... n D(P") nr(Q,) n... n D(Q) ge'hört,

u,nd. zwar sa, class

(Pi Qn Q* tr) f : iö1*f ,

(PiPr-PkPif:0,
(Qi Qr Q*Qi,f =- o

bei.jedem f uon ff gilt,
2" d,ie klei,nsten abgeschlossenen lineuren ?ortsetzungen cler uuf X, liegenr{en,

Einschrcinlcungen uon Pl + P\, Q; + Qi, P: i- Ai
'(j,lt: l,2,..., n) sel,bstadjungi,ert sind.

Dq,nn etisti,ert eine sol,che lllenge uon gegeneinancler orthogonalen, abge-
.schlossenen linearen UrLterraumen ,br, ,br, , . . cleren Surnme ,li ist. tttit
folg end,en E i g enschaften :

10

}[an bilcle clie 'Iransfbrnrationen P' rlncl Q',
säm sincl unrl zu denen alle Elernente cler Reihe
lichen Linr--'arkombinationen Z rr.,,ry,,, g,ehören. \\-o

endlich rriele \-or1 NuIl \-erschieclen -qinri. Dirnn giit

1 ,, ---
P'U'r, =: 

-=, 
(1'' l'f'r,-1,i\i 2

I .,--
Q',1r,, -- / (\,' t, il,, -r ,-

\i)v

clei'en D -'f init ionsltere ich,-. gelllein-

?',,, ' tt'!, ii''- . , I-tl](l alie ihle encl-
åLsrt \-c)rl rlen Kon"tatlterl G,, trur

\'' t' --r I ,;,,, -- 1) ,

\,/;:1 v,-1) ,

wobei E-1 : 0, a : 1,2,. . . I)ann stirlmen. rvie bekannt, clie kleinsten linearen
Fortsetzungen von P' uncl Q' rnit clen lleisenl:ergschen Maörizenoperatoren Po
und Qu iiberein.
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ao Pr, Pn, Qr,
z'iert.

bo Das Systenr, Pr,...,Pn,Qt,....Q. istin jed,emUnterraum b,
mit dem Heisenbergschen Operatorensystem 'im ?alle aon 7L Ureiheitsgrad,en

unitiir riquiaal,ent.
Weiterhin si,nd, Pr,...,Pn,Qr,...,Q^ und, d,ie kleinsten linearero

abgeschlossenen, nortuetzungen i,hrer auf X, l,i,egend,en Einschrd,nlcungen selbst-

ad,jungiert.
Bei Rnr,r,rcr entspricht der Bedingung 2o die Annahme, dass die Trans-

formation A: Ze; + A:) zerlegbar ist, d'h. eine Spektralschar El
mit den gleichzeitigen Eigenschaften existiert:

(a) fiir jedes g und fiir jedes endliche l, )"' gehört (8,.,-E^)g zll
D(A) +6

(b) fiir jedes g aus D(.4) gilt' Af : I mU^f.

fn dem Falle z : I zeigteDtxutnn, ar.* ä. dieser Rellichschen Annahme
die Bedingung 2o folgt und dass darum sein Ergebnis das von Rnr,r,rcn
enthäIt. Drxlunn aber errvähnte, er könne in dem Flalle n > I keinen Be-

weis dafiir geben, dass aus der obigen Rellichschen Yermutung die Bedingung
2o folgen kann.

Es erhebt, sich die Frage, warum das Dixmiersche Ergebnis das quanten-
mechanische Yertauschungsproblem so erschöpfend in dem tr'alle von einem

Freiheitsgrade, aber nicht so vollständig in dem von mehreren Freiheits-
graden löst. Die Antrvort auf diese Frage ist offenbar darin zu suchen, dass

Drxlrrpn in 2" zuviel angenommen hat.
Es ist daher der Zweck dieser Arbeit, za zeigen, dass ntan, ohne die

Behauptungen des Satzes I zu beschräuken, statt der Vermutung 2o nur
anzunehmen braucht, dass

2"o d,'ie lcleinsten abgeschlossenenlinearen ?ortsetzzcttgen d'er auf X, li,egen-

d,en Einschrtutlcu?Lgen uon P: + Aj U : l, 2, . . ., n) selbstad,jungiert

sincl.
Wenn man dies gezeigt hat und also in Satz I die Vermutung 2o durch

2o" ersetzt, so enthäIt ein solcher Satz das Rellichsche Ergebnis auch in
dem X'alle mehrerer Freiheitsgrade, rvie marr alrs der Untersuchung von
Drxurmn [1] schliessen kann.

Um das Obige zu beweisen, betrachten rvir zuerst, normale und hyper-
maximale normale Transformationen im Hilbertschen Raum, die folgender-
m&ssen definiert sind:

Ei,ne in $ d,i,cht d,efirui,erte l,ineare Transformati,on N 'ist normal, wenn

l)(If) r(If*) gilt und, d,i,e Einschrtinkung N uon I{* auf D(N) mi,t N
metrisch gl,ei,ch ist, d,.h., d,ass IN/l : Nf1 fti;r jeiles f aon D(N) gilt. Ialls
speziell, ,(N) : ,(X*) 'i,st, he'isst N hypermauimal, normal.
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Wir werden in § I Satz 2 zeigen, dass alle Transformationen

(4) Pp+iP,, Pr*iQ,., Qr+.iQ, (p,r,).:1,2,...,n; p,+x)
normal sind und dass die kleinsten linearen abgeschlossenen Fortsetzungen
ihrer auf X, liegenden Einschränkungen hypermaximal normal sind. Die
Beweisidee liegt darin, dass jeder der Transformationen (4) eine eindeutige
Lösung des komyfleren Montentenproblems (vgl. hier Krr,rr [3]) entspricht
und dass dieser Lösungsfunktion wiederum eine eindeutig bestimmte hyper-
maximale normale Transformation entspricht. Nach diesen Betrachtungen
ist dann ohne Schwierigkeiten zu schliessen, dass man, wie wir es in § 2

getan haben, die Dixmiersche Bedingung 2o durch die von uns gemachte
Annahme 2oo ersetzen kann.

Es sei erwähnt, dass im J. 1960 X'orls, Gnnnn und Sz. -Necy l2l afi
sehr elegante Weise den Zusammenhang zwischen den Vertauschungsrela-
tionen (l) und (3) in dem X'alle eines X'reiheitsgrades untersucht haben.
Den komplizierteren X'all zo 2 I haben sie aber öffentlich nie behandelt.

§ l. Fortsetzurrgsprozess

1.1 Wir erwähnen hier zv:nächst einige
brauchen werden.

Hilfssatz l. (VgI. Sroxn [5], Satz Yf , S.

tion, d,ie d,urch d,ie Bed,ingunge?L

f(") -f(b) -
f("): 1, u)enn elr<b ,

defin'iert 'ist. Dann konaergiert die Reihe

Hilfssätze, die wir im folgenden

10- t3). Es sed f (r) eine Uunk-

I
2'

(1.1) coe-*'Ho@) + cla-*'Hr(*) +.. + cns-xz H,(r) +
brril'lrutrn und,wobe'i H"(r) (n - 0, 1, 2,

wobei

I
Atun: i;fr;

g'ilt, bei jed,em Wert uon fr gegen clie

d,ie Konuerge?Lz 'in ilen Interuallen
b +s<fi< co, usobei t einehel
gleichmrissig ist. Die Reihe

.) di,e Polynom,e o*on H erm,ite

b
n
I

I e-*' H,(r)d,r
I

a./

Fun,lction e-*' f (r),

iebig kleine posit'iae

und .loga,r so, dass

a, + t 1r <b - t,
Konsta,nte bed,eutet,
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(1.2) coHo(r) + crHr(*) + ...+ c,H*(r) +

konaerg,i,ert d,ann ilberal,l gegen f(r), und, d,ie Konaergenz i,st gleichmtissig

i,n jed,im enill,ichen Interuall, i,nnerhalb il,essen a und b nicht liegen.t)

wenn wir nun o: 0 wählen, können wir durch die substitution

s: (z-u) (2-d) den Hilfssatz L atch fiir x'unktionen vom komplexen

Parameter z folgendermassen verallgemeinern'

Ililtssatz 2. Es sei, f(z) ei,ne Funktion uon z und, sei,ner Koniugierten

2, d,'ie il,urch die Bed,ingungen

f(z)-

f(r) -
f (r) -

0, wenn lz - al> b ,

1

2
, wenn lr-ol-b,

lr-ol<b,1, wenn

d,efiniert ist. Dann konuergieren d,ie Reihen

cozo(@ - o) (2- a)) a crHr(@ - ") 
(2- a)) + . .'

. . .+ c^H,(@ - ") 
(z - z)) + . ..

gegen ilie ru,nktion f(z) bei, ied,em Wert aon z, un'd' zlt)ar so, d'ass ilie Kon'

,irgrn" i.n jeil,em beschrd,nkten einfach zusarnmenhiingend,en Teil, d,er kompleren

Ebäne, 'in d'essen inneren Pttnkten il,i,e Bed'i'ngung lz - al : $ nicht gilt'

gl,eichmdssig ist.
W ei,terhin lconaergieren d,i,e Reihen

cee-k')oUo(@ - a)(z-a)) + cre(-ozt'Hr(("- ")(2 -a)) +-...
. . . + c^s-('z)' n"(@ - ") 

(2- ä)) + . . .

fli,r jed,en Wert z gegen d,ie Xunktion, e-Pz')" f (z), unil, zwar so, dass d,ie Kon-
'r"rj"n;,n 

d,enGebieten a>lz-ol2b* e und' b-e2lz-ol, wobei e

eine beliebig kleine positiae Zahl bed,eutet, gleichmtissig i'st'

I.2. wir sind jetzt in der Lage, den folgenden satz zu beweisen:

satn 2. Es sei, $ ein Hil,bertscher Raum, unil, es seien P unil, Q zwei

setbstad,jungierte Transforntationen m'it d,en Definitionsbereichen D(P) und'

D(Q) in b. Et sei weiterhin x" ein in $ tiberall, d,tchter unterraum, d,er zu

d,er Menge De) n D@) gehört, unÅ zwa.r so, d,ass x, ein inuari,anter

fJntemau,m aon P und' Q i,st.

r) Es §ei bemerkt, d.ass sroNp den Ililfssatz I mrr in dem Falle b : @ bewiesen

hat. Den obigen Hilfssatz erhält man jedoch unmittelbar, wonn man die tr'unktionen

/r(o) und f ,(r), die durch die Bedingungen f ,(r\ : 0 bzw' lz@) : 0' wenn - @

<u <a bzw. - a <t <b, lr@): fr(b\: ä, und /t(z) : 1 bzw' fz@): l'
'wenn o <t<@ bzw. b1n1@, definiert sind, unddiegemäss (I'2) ihnenent-

sprechenden Reihenentwicklungen subtrahiert.
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Man bezeichne nr,,it P' bzw. Q' d,i,e Einschrcinkung aon P bzu;. Q ouf
X,. Xq,lls d,ie ltle,insten abgeschl,ossenen l,inearen ?ortsetzungen aon P' und,

Q' selbstarljungi,ert si,nd, und, falls P' und, Q' ,in d,ent, S,inne miteincr,nd,er
aertauschbur sind,, d,ass d,i,e Transformationen P' + i,Q' und, P' - ,iQ' nor-
mal sind,, so sind, d,ie kleinsten abgeschl,ossenen l,inearen Xortsetzungen aon
P' + Q' und, P' - iQ' hypermatimal,e normal,e Transformationen.

Bewe'is. Weil X, ein invarianter I)nterraum der Operatoren P' und
Q' ist, gehören mib f auch die Elemente Pf : P'l und Qf : Q'f zu X,.

Durch Induktion schliessen wir dann, dass auch P'^]'"f (rn, n : 0,1,2. . . .)
existiert und zu ff gehört. Da P' + i,Q' normal ist, können u,ir auch
setzen

(1.3) P"'Q'"f : Q'"P'*f "

Weiterhin geniigt Q'"f der Bedingung
+€r

Q'""f : la"dUrf ,

-J*
wobei E, die Spektralschar von Q bedeutet, und das Element P,^e,"f
der Bedingung

(P' + 'i8') (P' 'iQ')"f : (P' iQ') (P' + iQ')*f
betrachten, so können wir entsprechend

setzen, r,voklei

Allgemein

(P', iQ',) (P',+ dg,)*f

fr - iy bezeichnet worden ist.

ie+@@€
p'*e'^f : I r^d,E, I u*d,E,f : I I r^y^dl*E,f ,

-J* -J* -@ -@
wobei E* die spektraisch&r von P ist und wobei das letzte Doppelintegral
bedeutet, dass man zuerst mit y und dann mit r integrieren muss. Da
P' + iQ' normal ist, so gilt auch

+@ +m +6 +€rr rrP'-Q'"f : I lt^y"d,E"Er.f : I lr^y"dE,.E*f :Q,"p,^f .JJ JJ '

\Ye,n ',rr, ;;s Etement 
-@ -€

*oo *oo

: 
[ [z*zndnyL.f-

erhalten u,,ir
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r-:o
I

IU
oo

s(8')f
+co

/l

I

I

-oo

T(P',+ iQ', ,

t

alt - u

rl
o

P', ir',\f :.[ [ro ,

*oo *oo

- t {*c,z)dil*Er,f ,JJ

2) dE - Er,f __

u,obei -E(r), §(y) und T(z ,2) beliebige Polynome der entsprechenden
Argumente n,?!,2 und ä und -E(P'), rS(Q') und fe'+i8',P'-i,Q')
Polynome der entsprechenden Transformationen P', Q', P' + iQ und
P' - i,Q' bedeuten.

Bezeichnen u,ir als I{ ein beiiebiges beschränktes abgeschlossenes ein-
fach zusammenhängendes Gebiet der kornplexen Ebene, dessen Rand
keinen gemeinsamen Punkt mit den Punktspektra von P' + i8' und
P' - iQ' hat. Es sei weiterhin Lr, Lr, . . . , L* eine solche Menge von punkt-
fremden Kreisen mit den Mittelpunkten a1, ct2,. .., d^ und den Radien

Qt, Qz, . . . ; Qw die sämtlich zu K gehören, so dass ihre Ränder keine ge-

meinsamen Punkte mit den Punktspektra von P' + i,8' und P' - i8'
haben. Die Folge Lr, Lr, . . . , L* sei weiterhin so gewählt, dass die Ent-
fernung eines beliebigen Punktes z0 von K bis zu dem nächsten Punkt a

nrit den Eigenschaften la - a*l S Q,,, rvobei p, eine der Zahlen l. 2, . . . , nt,

ist, kleiner als eine beliebig kleine positive Konstante e' ist, sobald ria

grösser ist als eine ger,visse positive Zahl ru(e').
Nach Hilfssatz 2könrren rvir dann ein solches Polynom P,,(2,2) yorr z

und ä finden, bei dem die Funktion o-?-z)'P,,(2,2) die Bedingungen

(r.4)

(1.5)

n
C

<?--\ qy_r2 t

Q,, ö*'

weIln

!

',2 o*l

erfiilit; hierbei bedeutet e eine beliebig kleine positive Konstante, Q&

eine positive und a, eine komplexe Zahl und ö, eine kleine positive Zahl,
die so klein gewählt worden ist, dass das Gebiet Qr* ör21" - arlZ
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Q*- ör.0r:t, 2,...) keinenPunktderPunktspektravon N : P'*iQ'
und .l[ : Pt - iQ enthält.

Bezeichnen wir jetzt rairit g^ @,2) die X'unktion

(r.6) q*@ , z) : i Pr(z , d) e-{t'r ,
p:l

bemerken wir nach dem obigen, dass g^(z ,2) in den Kreisgebieten

- a*l 1 Q7, - ör,, unabhängig vom Werte m, sich von I weniger als

unterscheidet, und in dem Gebiet, wo die Bedingungen lz - a*l )
a ö*@: T,2,..., nL) gelten, seinem absoluten Betrag nach kleiner

Z ist.

Sei jetzt / ein beliebiges Element von X,. Bezeichnen wir jetzt, mil
_ (rflY),

g das Element g : e ' { (ugl.hier z.B. Sronn [6], S. 233-6). Wir
haben dann

SO

t,
l4J

t
4

Qw

als

i rn 
-@zY

t >l P,,(r{ , N), 2 f
\ z:1

lrn \
(r.7.) ( ,I P,,(IV, .M; f ,f) -

"'{/:1

:.[[ 
A'P"(z'2)e

*oo *co

-(zz)z d(E.E yf , f) :

: 
[ [ 

e*(z ,z)d(E.Eyf ,f)-
[ [ 

e*@ ,z)d'(E,E.f ,f) ,

wobei die letzte Gleichung aus der Normalität von .ly' folgt (vgl. hier (1.a)).
Aus (1.5) und (1.6) folgt, dass g^@,2) in den Gebieten Qp+ öp>-

lz-a*l ) q, öp @:1,2,...m) die Bedingung 1v^@,2) l4l erfiillt.
Da die Transformationen P' + iQ' und P' - iQ' in diesen Gebieten
kein Punktspektrum haben, so können wir die positiven Konstanten ö,,

Qr: t, 2,...,nt) so klein 'wählen, dass die gleichzeitigen Bedingungen

(1.8)

gelten.
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Wir bezeichnen jetzt mit g*(2, ä) die X'unktion, die gleich l in K ist
und die ausserhalb des Gebietes -I( verschwindet. Wenn nun die Konstan-
ten öp (p : l, 2, . . . , m) geniigend klein gewählt worden sind, erfiillt
aluch g* (z , 2) die gleichzeitigen Bedingungen

mffe
I I I q*@,z)d'(ErU"f,f)<7
p-:t J J

op* öpr> lz-a*l) or-ö*
und

mfre
t I I s*@,z)d'(E'E,f ,f)=;'
p:-t J J

or* ö*) lz -a*l> o r- ö,

Als Zusammenfassung der obenerwähnten Eigenschaften der X'unktion

Ex@ , 2) können wir nun schliessen, dass

rf
I I lE^@ , 2) - Ex@, 2)l d(E,,Evf , f) < ,

JJ
G

und

und

rr
I I lq^@ , 2) - E*@, 2)l d(EvU"f ,f) < ,

JJ
G

gelten; hierbei bedeutet G die ganze komplexe Ebene. X'iir n/n : @

haben wir also

:*l I e^@, 2)d(E*8,1, fl : I I v*@, Z)d(nfri, f)
GC

IJnter Beriicksichtigung der Gleichung (I.7) erhalten wir

(r.e) I I ,^" , z) d(Efrvf ,f): I I ,^' , z) d'(Ev*'f ,,f) '

GG

Da K ein beliebiges beschränktes abgeschlossenes einfach zus&mmen-

hängendes Gebiet von G ist, bedeutet (1.9), dass die X'unktionen (Efrrf , f)
und, (ErE"f , /) einander gleich sowie eindeutige Funktionen rron I und 3t

und also .vor z- r* iy sind, wenn wir p(z): (E"Etf ,/) setzen.

Aus den Eigenschaften von En und E! foigt weiterhin, dass S@)

nachstehende Eigenschaften hat:
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(,, )

(b)

(c)

r 
= lld(E.ilyf ,f)=oI dp(z) :

J

;* e(z): ,: wenn Re (z) -: ."

lim g(z * C)_- g(e), wenn (-+-0

Wir haben in t3l (I{rn. 3.5-2.7; S. 25-26) gezeigt, dass einer
solchen x'unktion e@) immer eine eindeutig defiriierte hJryermaximale
normale Transformation 1r. und ihre Adjungierte Å=l entsprechen.
wir haben fiir jede Funktion r(z ,2) von z und z, ftir die das rntegrar

I W {", 2)12d, p(z) existiert,

r(Z(lfr, Nr),f , fl : I I(z,E) ds@) ;!
hierbei bedeutet X(Nr, ffr) ai" dem -F(a , 2) entsprechende Funktion von
r'[, und .M, und / das in (1.3) definierte und in (I.7) näher normierte
Element in X,.

bei jedem K vori G ,

und fm @) - cc ,1)

urld Trrenn

M/ir bezeichnen nun mit ff1 die lineare Menge, die von d.en Elementen
P(Nr,.l/-r)/ gebildet wird, und mit $, den kleinsten abgeschlossenen li-
nearen l]nterraum in $, der ff1 enthält; P(Nr, _Mr) bedeutet hierbei ein
beliebiges Polynom von If, und ffr. Aus der Bestimmungsweise der
Transformationen -l/, und ff, fokt dann, dass -l[, und .M, mit Å- unrl
ff in f, iibereinstimmen.

Falls $,. nicht den ga.,zet). Raum $ enthält. rvählen u,ir ein normiertes
Element f, von X, das orthogonal gegen 6, ist, und bezeichnen mit
g, das Element, das die Eigenschaft

_ (ivF),
o 2 f 

- gz

hat.
Bezeichnen wir jetzt mit ff, die von den Elementen P(N , N)g, ge-

bildete lineare Mannigfaltigkeit und mit $, den kleinsten linearen abge-
schlossenen lJnter.raum vou $, der f, enthält: P(Jf, ff) bedeutet wie
oben ein beliebiges Polynom von -ly' und -M. Genau wie oben, können wir
nun die h54permaximalen normalen Transformationen If2 und Nz in
$, bestimmen, die zueinander adjungiert sind und entsprechend mit -M
und ff in f, iibereinstimmen.

1) Re (å) bzw.Im (() bedeutet den reellen bzw. imaginären Teil von f.
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Falls die Elemente lron 6r und $, den ganzen Raum $ nicht auf-
sp&nnen, können wir den obigen Prozess rviederholen, so dass wir schliess-
lich eine Menge von gegeneinander orthogonalen linearen Mannigfaltig-
keiten fr1, X2, {8, . . . in I und ihren kleinsten linearen abgeschlossenen
Fortsetzungen .br, $, $r,... mitderEigenschaft $rO.br@Su@...: S
erhalten. fn br, br, $r, . . . können rvir dann entsprechend die hyper-
rnexirnalen ncrma,len Transformationen trtrr, Nr, ffr,

adjungiert sind und riiese Transformationen mit
ffu, . . . iihereinstinlmell.

Bilden wir nun clie lineare Transformation Å'o ltzw. 
^';, 

die mit
Itrr, itrr, Ä'r, . . . bz.w. Fr. Ät, X=r, . . . in den entsprechenden linearen Unter-
räumen ör, br, $r,. . . iibereinstimmen. Da die Einschränkungen von
if, und tr, in jedem der gegeneinander orthogonalen Unterräu-" Sr,
Sr, Sr, . . . hypermaximal normal sind und diese Unterräunre den ganzen
Hilbertschen Raum S aufspannen, so sind N. und -ly', auch hvper-
maximal normal. Za dem gemeinsamen Definitionsbereich von Ä-0 und
Å'o gehört das ganze ff, uncl nach dem Obigen stimmen d.iese Transfor-
nrationen in X, mit -ly' und .§ iiberein.

Dies aber bedeutet, dass die normalen Transformationen I{ : P + iQ
und N : p : tQ mit dem gemeinsamen Definitionsbereich ff zu den
hypermaximalen normalen Transformationen ff, und tr, fortsetzbar
sind. Da die Transformationen P und A mit den Definitionsbereichen
D(P) wd D(Q) schon selbstadjungiert sind, ist die Fortsetzbarkeit nur
so möglich, dass die kleinsten linearen abgeschlossenen tr'ortsetzungen r.on
If und ,4,= rnit i-o und Ä-0 tibereinstimmen und also h._vpermaximal
normal sind. Unser Satz ist damit'rrollständig bewiesen.

§ 2. Die quantenmechanischen Vertauschungsrelationen

Wie schon in der Einleitung errvähnt, gibt es in der Rellichschen
\rersion des Satzes I statt 2o die Vermutung, dass die Transformation

n

A : Z e: + A:) zerlegbar ist. Arrs dieser Rellichschen Annahme folgt

nach Drxlrrnn [1], dass die kleinsten abgeschlossenen linearen X'ort-
setzungen von P',2 + Q;' U: l, 2,...,n) selhstadjungiert sind; P'i,Q',
(j: L,2,...,L) bedeuten die Einschränkungen der Transformationen
Pi,Qi U: L,2,...,rt) auf fl. Daraus folgt r.veiterhin. dassdiekleinsten
abgeschlossenen linearen tr'ortsetzungen von P', und Q.j (j: t,2,...,n)
selbstadjungiert sind (vgl. Drxnrron pl. S. 267).

I;

Å'

und ffr, ffr, l,ru, . . .

3,...) zueinander
und tr in Xr, Xr,
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Wir werden jetzt zeigen, dass die Dixmiersche Annahme 2o des Satzes I
durch folgende ersetzt werden kann, ohne die Behauptungen dieses Satzes
einzuschränken:

2oo. Die lelei,nsten abgeschlossenen ltinearen Eortsetzungen d,er auf X,

li,egenil,en Einschrd,nlcungen aon Pl + A3 U : l, 2, . . ., n) sind, sel,bst-

ad,jungiert.
Beweis. Nach der Annahme des Satzes I gelten die Bedingungen

l(Pi * iP*)flz: l@i - i,P*)flz

l@i-tiQr)fl':l(Qi-iQo)fl' j, k:r, 2,..., n; j +k,
l(Pj * iQn)flr: l(Pi - iQilllz

bei jedem f rron X,. Da die kleinsten abgeschlossenen linearen Fort-
setzungen von P' und 8' selbstadjungiert sind, folgt aus den obigen
Gleichungen, dass die Transformationen P; + iP;, Q; + i8;, P; + iQ;
(j,k:1,2,...,n; j*k) mitdenin $ dichtenDefinitionsbereich fl nor-
mal nnd ihre kleinsten abgeschlossenen linearen X'ortsetzungen nach Satz 2
sogar h;ryrermaximal normal sind.

Bezeichnen wir jetzt mit T die kleinste abgeschlossene lineare X'ort-
setzung von Pi + iP;. Wir haben also

f : e| + iP;)** , T* : (P', - iP;\x* .

Da T hypermaximal normal ist, ist die Transformation ?*T selbst-
adjungiert. Sei nun g eirr beliebiges Element des Definitionsbereiches
D(T*T) von T*7. Aus der Bestimmungsweise von T*T folgt, dass rvir aus

ff eine solche Reihe gr, gz, . . . , g*. . . wählen können, bei der gleich-
zeitig

:y*r*: ,
und

rrm (,ei - ip;) (ri + ipls^:_,:i (p,' * pl')s*: TxTs

gelten.
Aus der Existenz des Grenzu-ertes lim (Pi'? + P'r')S^ folgt dann, dass

das Elernent Iim g* : g ,,r* O"tirr]tänsbereich der kleinsten abge-

schlossenen H"ä;rä Fortsetzung von Pi2 + P;' gehört. Wir haben also

(Pi' + Pz2)-T*f .
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Da P'rz + P;' symmetrisch ist, bedeutet die obige Bedingung, dass ihre
kleinste abgeschlossene lineare X'ortsetzung (P'r' + P;') mit 7*7 iiber-
einstimmt und also selbstadjungiert ist. Analog lässt sich beweisen, dass

die kleinsten abgeschlossenen linearen X'ortsetzungen der Transforrnationen
P;'+ P;', Q;'+ q;', P;'+ 8;'U,lc- 1,2,...,n,; i+fr) selbstadjungiert
sind.

Wir können also, ohne die Behauptung des Satzes I einzuschränken,
die Annahme 2o durch 2oo ersetzen, und damit ist alles bewiesen.
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